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Introduction

Le but de ce travail est I’étude d’une équation différentielle abstraite de type elliptique
de second ordre de la forme :

u" (x) +2Bu (z) + Au(z) = f (x), x€]0,1], (1)

avec les conditions aux limites non locales

u (0) = ug
{ u (1) + Hu' (0) = uy 0, (2)

ou A, B et H sont des opérateurs linéaires fermés de domaines respectifs D (A), D (B) et
D (H) dans X (un espace de Banach complexe) ,ug, u19 € X et f est une fonction & valeurs
dans X .

La motivation de cette étude réside dans le fait que de larges classes de problémes régis
par des équations aux dérivées partielles peuvent se mettre sous la forme (1)-(2), avec un
bon choix de X, A,B et H.

Apres avoir défini précisément les types de solutions cherchées pour le probléme (1)-
(2), on s’intéressera a Iexistence et I'unicité de ces solutions dans deux cadres fonctionnels
distincts :

— le cadre holdérien : f € C?([0,1]; X) avec 0 < 6§ < 1,

—lecadre LP : f € L (0,1; X) oul < p < oc.

Dans les deux cadres, la méthode consiste a construire une formule explicite de représen-
tation de la solution sous des hypothéses adéquates sur les opérateurs A, B et H (on utilise
pour cela, la méthode de la réduction de 'ordre de S. G. Krein [18]). L’analyse de cette
représentation permet de caractériser la régularité de la solution en fonction des données
ug, U1 0. Les techniques utilisées reposent sur la théorie des semi-groupes analytiques, des
puissances fractionnaires d’opérateurs et des espaces d’interpolation.

Dans le cadre holdérien, on applique en particulier les travaux de Sinestrari [28] sur les
semi-groupes analytiques généralisés (c’est-a-dire que le domaine du générateur n’est pas
nécessairement dense dans X).

Dans le cadre L (0, 1; X), afin d’obtenir des résultats sans plus de régularité sur le second
membre f, on suppose que l'espace de Banach X posséde la propriété UMD. On utilise ici
notamment le Théoréme de Dore-Venni [8], pour la classe des opérateurs BIP (Bounded
Imaginary Powers). Si X n’est pas un espace UMD, des résultats positifs peuvent néanmoins,
étre obtenus en imposant une régularité supplémentaire : f € W% (0, 1; X) o W9 (0, 1; X)
est un sous espace de L? (0, 1; X). Dans ce cas, on met a contribution la théorie des sommes
de Da Prato-Grisvard [7].



Historique

Beaucoup d’auteurs ont étudié des problémes aux limites avec des conditions non locales,
citons par exemple :

— les travaux pionniers de T. Carleman [4] Carleman, J.D. Tamarkin [30] ainsi que ceux
de A.V. Bitsadze et A. A. Samarskii [3], qui présentent des problémes elliptiques venant
de la théorie du plasma.

— la monographie d’A.L. Skubachevskii [29] qui fournit des détails bibliographiques sur
les problémes elliptiques a conditions aux limites non locales.

— larticle de Y. Wang [32] qui traite le cas d’une équation elliptique non linéaire avec
les conditions aux limites non locales.

Dans le cadre des équations différentielles opérationnelles elliptiques, de tels problémes
ont été également considérés en étudiant la coercitivité et la propriété de Fredholm, voir S.
Yakubov [31] et plus récemment A. Favini et Y. Yakubov[12], [13], B.A. Aliev et S. Yakubov
[1].

Plan

Le travail est composé de 6 chapitres.

ler Chapitre. Il est consacré a des rappels sur les outils mathématiques utilisés dans
le mémoire. On donne certains résultats classiques sur les semi-groupes, les espaces d’inter-
polation, les espaces de Holder, les intégrales de Dunford, les puissances fractionnaires ainsi
que les principaux théorémes de la théorie des sommes d’opérateurs linéaires dans le cas des
espaces de Banach quelconques (Da Prato-Grisvard [7]) et dans le cas des espaces de Banach
UMD ( Dore-Venni [8]).

2éme Chapitre. Il concerne le cas B = 0 dans le cadre holderien, et est divisé en 3
sections.

lére Section : on s’intéresse a I’étude de I’équation différentielle abstraite du second
ordre de type elliptique

u" () + Au(z) = f(z), z€][0,1], (3)
avec les conditions aux limites non locales

u (0) = ug
{ u (1) + HU/ (0) = U1,0, (4)

o f € C?([0,1]; X) avec 0 < 6 < 1.
Nos hypotheses sur les deux opérateurs A et H sont :

[0, +00[ C p(A) et sup ||A(A- )\I)*lHE(X) < 400, (H1)
AZ0
(on en déduit que Q = — (—A)% est générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique
généralisé)
D(Q) c D(H), (H2)
V(e D(H): A 'H( = HAT(, (H3)
0€p(A), (Ha)

ou A = —2HQe? + 1 — e* € L(X).



On consideére différents types de solutions :
— une solution semi-classique du probléme (3)-(4) est une solution

ueC([0,1;X)NC?([0,1; X) N C ([0,1[; D(A)).

Elle satisfait la propriété de régularité maximale si u € C?([0,1];X) et u”, Au €
C?([0,1 — ¢]; X) pour tout € €]0, 1].

— une solution semi-stricte du probléme (3)-(4) est une solution semi-classique du pro-
bleme (3)-(4), qui vérifie de plus v € C* ([0,1], X) N C ([0, 1], D(Q)). Elle satisfait la
propriété de régularité maximale si v/, Qu € C? ([0,1], X).

— une solution stricte du probléme (3)-(4) est une solution

u € C?([0,1]; X) N C ([0,1]; D(A)).

Elle satisfait la propriété de régularité maximale si u”, Au € C? ([0,1]; X).

— On donne alors une représentation formelle de la solution dont ’analyse nous permet
d’obtenir le principal résultat de cette section :

Théoréme : sous les hypothéses (H1)~(H4), supposons que ug,u1o € D (A) et

fec?(0,1],X) avec d €]0,1[.
Alors :
1. 1l existe une solution semi-classique u du probléme (3)-(4) si et seulement si

Aug — f(0) € D (A).

2. Il existe une solution semi-classique u du probléme (3)-(4) ayant la propriété de régu-
larité mazimale si et seulement si Aug — f (0) € D4 (0/2,+00) .

3. Il eziste une solution semi-stricte u du probléme (3)-(4) si et seulement si

Augy — f( ) (A)
HQ! [Auo f(0)+3] € D(Q) et
QHQ ™" [Aug — f(0) +3¢] € D (A),

N~ 1 S
01 3y = Q [ e (f (s) - £ (0) ds.
4. Il eziste une solution semi-stricte u du probléme (3)-(4) ayant la propriété de régularité
maximale si et seulement st

Aug — f(0) € Do (0/2,+00)

HQ™ [AUo —f(0)+3;] € D(Q) et
QHQ ' [Aug — f(0) +Ts] € D (0/2,400) .

5. 1l existe une solution stricte u du probléme (3)-(4) si et seulement si

Aug — f(o) ( )
HQ! [Aup —  (0) +37] € D(A) et
Q*HQ ™" [Aug — [ (0) + ] — [Auro — f (1)] € D (A).



6. Il existe une solution stricte u du probléme (3)-(4)ayant la propriété de régularité
mazximale si et seulement si

Aug — f(0) € Do (0/2,+00)
HQ [Aug — £ (0) + 3] € D(A) et
Q*HQ ™' [Aug — f(0) + Ts] — [Auro — f(1)] € Da(6/2,+00).

De plus, dans les 6 cas u est unique.
L’hypothese (2.5), délicate a vérifier est traitée dans les 2 sections suivantes.
2éme section
Nous étudions le cas particulier H = al, a € C\{0},Rea > 0. Donc on traite le
probléme

u' (z) + Au(z) = f(x), z€]0,1]
u(0) = ug (5)
au’ (0) +u (1) = uyp.

On a alors notamment le résultat suivant :

Théoréme : Sous (H1), on suppose que ug,u1o € D (A) et

fec?(0,1],X) avec § €]0,1[.

Alors :

1. il existe une solution semi-stricte unique u du probléme (5) si et seulement si

Aug — f(0) € D (A).

2. il existe une solution semi-stricte unique u du probléme (5) ayant la propriété de ré-
gularité maximale si et seulement si Aug — f(0) € D4 (6/2,+00).

3. il existe une solution stricte unique u du probléme (5) si et seulement si

Aug — f (0) € D (A),
Aug — f(0) +T; € D(Q) et

3éme section
On considére wg > 0 fixé. On introduit un parameétre spectral w > wq afin de fournir des
résultats pour H général satisfaisant (2.5). Nous considérons le probléme

"(x)+ Au(z) —wu(z) = f(z), z€]0,1]
(1); = up (6)

Les hypotheses sur les opérateurs sont (2.2)~(2.4) ou A est remplacé par A — wl.
En posant J; := @ fol es? (f (s) — f(0)) ds, on obtient le théoréme suivant :
Théoréme : On suppose (2.28)~(2.30), supposons que ug, u1 o € D (A) et

fec’(0,1],X) avec d €]0,1[.

*

Il existe w* > wy tel que pour tout w > w



1. Il eziste une solution semi-classique u,, du probléme (6) si et seulement si

Aug — f(0) € D (4).

2. Il eziste une solution semi-stricte u,, du probléme (6) si et seulement si

Aug — f(0) € D (A)
HQ' [Aug — f(0) + 3] € D(Q) et
QuHQS! [Aug — f (0) +TJs] € D (A).

3. Il eziste une solution stricte u,, du probléme (6) si et seulement si

Aug — f(0) € D(4)
HQ, ' [Ayug — f(0)+T4] € D(A) et
QiHQ;l [AWUO — f (O) + jf] — [AWULO — f (1)] eD (A)

De plus, dans les 3 cas u est unique.
Remarque 0.1 On obtient aussi des résultats de réqularité mazimale pour (5) et (6).

3éme Chapitre. Il concerne le cas B = 0 dans le cadre L?, et est divisé en 3 sections.
Comme au Chapitre 2, dans la premiére section , on s’intéresse au Probléme

u' (z) + Au(z) = f(x), p.p.z€]0,1]
u(0) = uo (7)
u (1) 4+ Hu' (0) = uyp,

ou A, H sont des opérateurs linéaires fermés de domaine D (A), D (H) dans un espace
de Banach complexe X , up,u; 9 € X et f est une fonction a valeurs dans X.

On s’intéressera a l'existence, 'unicité et la régularité maximale de solutions de ce pro-
bléme lorsque le second membre f appartient a un espace de Banach LP (0,1; X) avec
1 <p<oo.

mais f € LP(0,1; X) avec 1 < p < +00.

Ici les hypotheses sont

X est un espace UMD, (8)

A est un opérateur linéaire fermé dans X : [0, +00[ C p(A) et 9
3C > 0,YA = 0: [[(A— M)~ < 2 (9)

1
HL(X) 1

VseR:(—A)® € L(X) et 3C > 1,04 €]0, 7|
{ H<_A)is R Cefalsl, (10)
V(e D(H): AP HC = HAT'C, (11)
D(Q)cD(H), (12)
et
0€p(h), (13)

ot A =—2HQe? + 1 —¢e* e L(X).
Dans le cadre L”, de maniére analogue au cadre holdérien, on considére différents types
de solutions :



— une solution semi-stricte du probléme (7) est une solution qui vérifie pour tout € €]0, 1|
u€ WP (0,1 - X)NLP(0,1—¢;D(A)NW(0,1;X),
— une solution stricte du probléme (7) est une solution
u € WP (0,1; X)N LP(0,1; D(A)).

On donne alors une représentation formelle de la solution dont I’analyse nous permet
d’obtenir le principal résultat de cette section :

Théoréme : On suppose (8)~(13). Soient ug € X,u19€ X et f € L (0,1, X). Alors

le probléme (3.1) admet une solution semi-stricte u si et seulement si

( U()G(D(A),X)l

2p°P

1
U —Q_lfesQf(s) ds € D(HQ)
0
1

wo—HQ | w0 = Q7 [e0F (9)ds | € (D(A). X0, .

\ 0

(14)

De plus, dans ce cas u est unique et donnée par la formule de représentation (3.14) avec
une décomposition de la forme u = ugr + ug, ou

1. up € W2 (0,1, X) N LP (0,1, D (A)),
2. ug € W (0,1,X).

2éme section : Nous étudions le cas particulier H = al, a € C\ {0} ,Rea > 0. Donc
on traite le probléme
u' () + Au(z) = f(z), x€]0,1]
u (0) = ug (15)
au’ (0) +u (1) = uyp.

On a alors notamment le résultat suivant :
Théoréme : Sous les hypothéses (8)~(10)) Soient ug € X, u10 € X et f € L?(0,1,X).
Alors
le probléeme (15) admet une solution semi-stricte u si et seulement si
Uy € (D(A),X) 1

%717’
1

wo—a@ (w0 =@ [e0f (9ds | € (D(A). ).y,

D

(16)

De plus, dans ce cas u est unique et donnée par la formule de représentation (3.14) avec
une décomposition de la forme u = ugr + ug, ot

1. up € W22 (0,1, X) N L7 (0,1, D (A)),
2. ug € W (0,1, X).
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3éme section : On fixe wy > 0, pour w > 0 (assez grand) on étudie le probléme suivant

Posons

"(x)+ Au(z) —wu(z) = f(z), z€]0,1]

Awo :A—u}o].

On suppose que

et que

X est un espace UM D

<L

{ A, est un opérateur linéaire fermé dans X : [0, 4+00[ C p(Ay,) et

3C > 0,VA 2 0 ||(Aw, — M)~

)l <

De plus on fera I'hypothése suivante

et

{‘V’SER —A,) e L(X ) et 3C > 1,04, €]0,7]

H < Ol sl

V¢ € D(H): A;)HC = HAZ'

D(Q) c D(H).

Le théoreme principal de cette section est :
On suppose (K1) ~ (K6) . Soient ug € X,u10 € X et f € LP(0,1,X).

Théoréme :
Alors il existe w* > wy : Pour tout w > w

*

u est une solution solution semi stricte du probléme (17) si et seulement si

\

1
uro — HQu [ w0 — Q21 / e f(s)ds | € (D(A),X)1, 1,
0

De plus dans ce cas v admet une décomposition de la forme u, = Uy r + Uy 3,

ot ug € W2?(0,1,X) N L (0,1, D (A)) et ug € WL (0,1, X).

Remarque 0.2 On a trouvé deux types de conditions :

1. la premiére est de comportement lié & H et A de forme globale.
2. la deuxiéme condition est de comportement local lié uniquement a A.

(17)

(K6)
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Les 2 chapitres suivants consistent & généraliser a I’équation différentielle abstraite com-
plete du second ordre (1)-(2), les résultats trouvés dans le troisiéme chapitre

Le quatriéme chapitre concerne Le cas oul B génére un groupe : Dans la premiére
section on étudie le probléme suivant

u (z) +2Bu () + Au(z) = f(z), x €]0,1]
u (0) = ug (18)
Hu' (0) +u (1) = uy,

avec ug, u1 9 € X (X est un espace de Banach complexe), f € L?(0,1,X). A, B et H sont
des opérateurs linéaires fermés sur un espace de Banach complexe X.

Nos hypotheses sont
X est un espace UM D, (19)

et pour les opérateurs A et B

B? — A est un opérateur linéaire fermé dans X
R, Cp(A—B?) et IC >0:

e ¢ 20)

W0, ||+ B - )<

AT+ ) Ml S T3

pour tout s € R (B2 — A)* € L(X) et 30 €]0,7]
tel que He_9|5| (B2 — A)” < 00, (21)
L(X)

o €p(H): (Mol —H) " (A=B>) "' =(A-B) "Nl -H)", (22)
B génére un groupe fortement continu e dans X, (23)
D (B*—A)? c D(B)ND(H) et Bug € D (H), (24)
0€ (M) (25)

ou
II=—-2PHPe” + T —e* avec P = — (32 —A)%.

Le résultat principal de ce chapitre est :
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Théoréme : Sous les hypothéses (19) ~ (25), on considére ug € X,u1g € X et f
€ L?(0,1,X). Alors

u est une solution semi stricte du probléme (3.21) si et seulement si

(P + B) o — / ePesB £ (s)ds € D (H)
0

AT

N|=

1
up o — H (P—l—B)uo—/eSPeSB(s)ds € (D(B*-A4),X)
0

L 3.U0€ (D(B2—A),X)1

Tp’p

De plus dans ce cas u admet une décomposition u = ugr + ug, ot
1. ugp € WP (0,1, X)NL? (0,1, D (A)),u € L? (0,1, D (B))
2. ug € WhH (0,1, X) .

Pour la deuxieme section on ajoute le paramétre spectal dans ’équation compléte et on
enléve la derniére hypothése. On montre alors que I'opérateur I1,, = —2e? H P, et 4 I — 2w
admet un inverse borné.

Le cinquiéme chapitre est consacré a I’étude de I’équation différentielle abstraite com-
plete du second ordre (1)-(2), pour L? (0,1; X) avec 1 < p < oo, dans le cadre commutatif :

vée D(B),B (B~ A)) €= (B*—A) Bt

Dans la premiére étape on a étudié le probleme avec L et M : On considére alors le
probléme abstrait :

u' () + (L — M)u' (z) — LMu(z) = f(z), =x€]0,1]
u (0) = ug (26)
Hu' (0) + uw (1) = uq,

ol ug,up € X5 f € LP(0,1,X) et L, M ,sont deux opérateurs linéaires fermés dans X (X
étant un espace de Banach complexe) de domaine D (L) et D (M) et H est un opérateur
linéaire fermé de domaine D (H).

On donne une représentation explicite de la solution du probléme (26) en utilisant les
techniques de A. Favini, R. Labbas, S. Maingot, H.Tanabe et A. Yagi voir [10]

Nos hypothéses sont : les suivantes.

Sur 'espace X :

X est un espace UM D. (h1)

Sur les opérateurs L et M :

(h2)
it) D (ML) = D (LM),

ML = LM, (h3)
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361, 0 € |0, g[ .(—L) € BIP(0;,X),(—M) € BIP (0u, X), (hd)
(L+ M) e L(X), (h5)
VAep(M), V& e D(H)
(h6)
(M —X)""¢ecD(H) et HM—X)"6=(M—-X)"H¢,
VYAep(L), Y€€ D(H)
(h7)
(L=X)""¢eD(H) et H(L—X)""¢=(L—-\)"H¢,
D(L)c D(H), (h8)
et
0ep(A), (h9)

ouA=—H(L+M)el—eMtt 4.

On obtient le résultat suivant.

Théoréme : On suppose (h1) ~ (h9). Soient ug,u19 € X et f € L?(0,1,X), alors u
est une solution semi-stricte du probléeme (26) si et seulement si
( ( 1
Mug — /eSLf (s)ds | € D(H)

1. 0 .

urg— H Muo—/eSLf(s)ds eE(DLM),X)1,

2+7p’p

0

L 2. U[)G(D(LM),X)LP

2p°
de plus dans ce cas u admet une décomposition uw = ugr + ug, avec
1. up € W*P(0,1; X)NLP(0,1,D(ML)),ur € L? (0,1, D (L — M))
2. ug € WhHr (0,1, X).
Dans la deuxiéme étape on étudie le probléme (1)-(2), en remplagant respectivement M
et L par

|

1
M,=-B—(B*-A,)? et L,=B— (B*—A,)?,

et sous des hypotheses (5.15) ~ (5.24) sur M, et L, (détaillées au chapitre 5, section 2),
on a obtenu le résulat suivant.

Théoréme : On suppose (5.15) ~ (5.24), soient ug,u1o € X et f € L?(0,1,X), Alors
u,, est une solution semi-stricte du probléme (5.14) si et seulement si
( ( 1
Mug — /eSwa (s)ds | € D(H)
1. 0 1

wio— H | Myug / eLef (s)ds | | € (D (B2 = 4),X)

Nl
+
Sl
s

\ 0
L 2. U()E(D(B2—A),X)L

2p

7p.
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De plus dans ce cas u admet une décomposition u, = Uy r + Uy,s, avec
1. uy, g € W2P(0,1; X)NLP (0,1, D (A)),u, € L? (0,1, D (B))
2. uys € W (0,1, X).

Dans le sixiéme chapitre : on donne des exemples ol on applique les résultats précé-
dents.



Chapitre 1

Rappels

Dans ce chapitre on donne quelques définitions, théorémes, et notions utilisées dans ce
travail.
Nous considérons X un espace de Banach complexe.

1.1 Opérateurs fermés
1. Un opérateur linéaire A (de domaine de définition D(A)) dans X est un opérateur
linéaire fermé si et seulement si pour toute suite (z,,), .y C D(A) telle que
Tn — v et Ax, — v,

onazx € D(A) et Ax =y.
2. On dit que A est fermable si et seulement s’il admet une extention fermée, c-a-d pour
toute suite (), .y C D(A) vérifiant

x, — 0et Az, — v,

onay=0.

1.2 Semi-groupes

Définition 1.1 Soit (G(1)),cr, une famille d’opérateurs linéaires continus dans X. On dit
que cette famille forme un semi-groupe si elle vérifie les propriétés suivantes :

1. G(0)=1.
2. Vs,t e Ry, G(t+ s) = G(t)G(s).

Si, dans la définition ci-dessus, R est remplacé par R, alors on dit que la famille (G(t)),cr
constitue un groupe.

1.2.1 Semi-groupe fortement continu

On dit que le semi-groupe (G(t)),cp, est fortement continu ( et on le note Cy semi-groupe)
si et seulement si pour tout x € X; ’application

Git)r: Ry — X
t — G

15
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est continue i.e : Vo € X ; yn% |G(t)r — x|y = 0.

1.2.2 Générateur infinitésimal d’un semi-groupe
Définition 1.2 On appelle générateur infinitésimal du semi-groupe (G(t))teR+7 lopérateur
linéaire A défini par :

t —
D(A)={pe X ; lirél+ M eriste},
t—

et

Ap = lim —G(t)go _ SO.

t—0t

1.2.3 Semi-groupe différentiable

Définition 1.3 Un semi-groupe fortement continu (G(t)),cp, dans X est dit différentiable
pour t >ty si Vo € X, la fonction t — G(t)p est différentiable pour t > to. Le semi-groupe
est différentiable si tg = 0.

1.2.4 Semi-groupe analytique

Définition 1.4 Soit X un espace de Banach compleze, et soit A = {z € C; p, < arg z <
©y, 1 < 0 < @y} Une famille (G(2)),ca C L(X) constitue un semi-groupe dans X, si elle
vérifie les conditions

i) G(z1 + 22) = G(21)G(22) pour z1,2z9 € A

i1) G(0) = Ig
i) lim GR)r=uz, Vr e X
z—0,z€A

iv) Uapplication z € A\{0} — G(2)¢ € X est holomorphe pour tout ¢ € X.
Proposition 1.1 Soit (G(zﬁ))te]R+ un Cy semi-groupe différentiable de générateur infinitési-
mal A. Alors on a pour tout n € N, our tout v € X :

1. Wt €]0, +oof, G(t)z € D(A™).
2. t — G(t)x est n fois différentiable sur |0, +o0[ et

Vt €]0, +00[, G (t)x = A"G(t)x.

3. Vit €]0, +oo[, GM(t) € L(X).
4. t — GW(t) est différentiable (donc continu) de |0, 4o00[ dans L(X).

Theoréme 1.1 Soit A le générateur infinitésimal d’un Cysemi-groupe (G(t))z€§¢ uniforme-
ment borné sur X. Alors les conditions suivantes sont équivalentes

1. 1l existe 0 €]0, 5[ et C' > 0 tels que

C
{P(A) D SzysetVAe Szis, | (A=A lg0)< m} :
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2. (G(1));eg, est un Co semi-groupe différentiable avec pour tout t > 0
G(t) € LIX, D(A)),

et
M >0 AG®) ||lex)<

=

3. 1l existe ¢ €]0,m| tel que (G(t))ze§¢ soit prolongeable en (G(t))

analytique dans Sy, uniformément borné dans Sy.

23, Semi-groupe sur X,

1.2.5 Semi-groupe analytique généralisé
Soit () un opérateur linéaire dans X de domaine non nécessairement dense tel que
p(Q) D Sus = {N € C\{w}} tel que |arg(A —w) |< § + d}
et sup (3= w)I = Q) gy < +oc,
S w,d

ot w € Ret d €0, %]
Remarque 1.1 En fizant r > 0, &y €]0, [ alors (¢*?),>¢ est défini par

0 o= [N —Q) '\ sixz >0

et = v
I six=0,

ou v est le bord de Sy 5,\B(0,r) orientée négativement.

On dit dans ce cas que (€%?),>¢ est un semi-groupe généralisé et (e*?),>o n’est pas
supposé un semi-groupe fortement continu (voir E. Sinestrari [48], A.Lunardi [41]).

1.3 Espaces d’interpolation

Définition 1.5 Soit X un espace de Banach. Pour p € [1,+0o0|, on note par LY (R, , X),
I’espace de Banach des fonctions f fortement mesurables définies pour tout t € Ry a valeurs
dans X et telles que

P

“+oo
dt
P
JUOET | =1l < +o0
0

Si p = +00, on définit

LRy, X) ={f: Ry — X est fortement mesurable et sup || f(t)|y < oo}
0<t<+oco

Soient E, FE; deux espaces de Banach, tels que Fy C EyNEy C Ey+ Ey et By C
EoNE, C Eg+ Ej.
Pour 'espace d’interpolation (Ey, E1), ,ona les définitions équivalentes suivantes
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Définition 1.6 On dit que x appartient o (Ey, E1)
ment si,

0y 0<0 <1 pe [1,400] si, et seule-

i) Yt > 0, Jue(t) € Eo, Juyi(t) € Ey tels que x = up(t) + uq(t),
ii) t7%ug € LP (R, Ey) et t'%u; € LP (R, Ey).

Définition 1.7 On dit que = appartient & (Fo, El)(;’p si, et seulement s’il existe une fonction
u: Ry — EygN Ey telle que

i) x= /u(s)%,
0
ii) t™%u € LP (Ry, Ey) ett*%ue LP (R, EY).

Theoréme 1.2 Définition 1.8 On dit que x appartient a (FEy, El)e,p si, et seulement si il
existe une fonction u : R — EyN E; telle que

2= [uty)ay,
R
ii) e=%u € L? (R, Ey), e~y € [P (R, E}).

Définition 1.9 (définition discréte) On dit que x appartient a (Eo, F1),
ment st,

» St et seule-

Vn € Z:x=wv,+w,, avecv, € Ey,w, € E.
D lle ol <00 D[l wnl, < oo

nez nez

1.4 Théoréme des traces

Theoréme 1.3 On dit que x appartient o (Fy, El)e,p si, et seulement si, il existe une fonc-
tion u : Ry — FEy telle que

i) thu e 12 (Ey) |
i) t%' € LP (Ey) ,
i) x = u(0), trace de u en 0.

Définition 1.10 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) C X, muni de sa
norme du graphe :
Vo € D(A); [zl peay = llllx + 1Azl

On pose alors, en suivant les notations de P. Grisvard
Da(0;p) = (D(A); X)1-9,
oup € [1;+00] et 0 < 6 < 1.

Quand 'opérateur A vérifie certaines hypothéses supplémentaires, il est alors possible de
donner des caractérisations explicites de D 4(6; p) ainsi

Theoréme 1.4 Soientp € [1;400] et 0 <0 < 1.
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1. Supposons que p(A) D R et qu’il existe une constante C > 0 telle que

. C
VA0, [[(A=AD) |, ) < N
alors
Dy(b;p) ={z € X: tPAA—tD)  zeLP (Ry; X))}, sip# +o0
D 4(6; +00) = {:c € X :sup HtaA (A— tI)_lazHX <C< +oo} )
>0
et

ol 000) = llzll +sup |74 (A = tD) ™ ]
Voir P. Grisvard [14].
2. Si A génére un semi-groupe fortement continu et borné dans X
Da(O;p)={ze Xt A —I)z e L’ (Ry;X)}.
Voir J. L. Lions [22].

3. Si A génére un semi-groupe analytique borné dans X, alors

Da(0;p) = {z € X : t'" Az € LP (R X)} .

1.5 Puissances complexes

Soient X un espace de Banach complexe et A un opérateur linéaire positif de domaine
D(A) tel que la resolvante de A

M
p(A) DA AERAS0 et VASO [|(A+ 07| < —.
(14+X)
Pour un opérateur linéaire positif on peut définir A% pour tout z € C.
On a les propriétes suivantes :
A.1 Soit z€ C,Rez <0, m, neN,m>n+Rez>0. Alors Vx € X on a

['(m)

A% = I'(n+2)'(m—n—z)

/t“”l(A(A + 1)) AT dt
R+
et 'intégrale converge absolument.
A.2 La fonction z — AZ est holomorphe de {2z € C: Rez < 0} dans L(X).
A3 SimeN,m>22€C, Rew€ z <m, alors D(A™) est dense dans D(A?).

A.4 Soient w, z des nombres complexes tels que Rew < 0 < Re z.Alors

AwAZ g Aw+Z g AZ AW
Si de plus Re(w + 2) # 0,Alors A2 = AZ Av.
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A5
A6

i

iii

AT

A8

A9

A.10
1
ii

Al

Soit v € R, 2 € D(A"). Alors z — AZx est holomorphe dans Re z < 7.

Supposons que A® € L(X),avecs € R, Alors

Si Rew < Oet wHz=is, alors AVT% = AZ A" = AV AZ.

Si Rew < 0, alors A A" = A AY = Awtis,

Si Rew > 0, alors A®AY C A¥T® C AvA*. Si Rew > 0, Alors le deuxiéme inclusion
devient égalité.

Si0 < Rez < 1, Alors

sinh(7 | Im z |)

|A~#|| < M(cosh(r Imz) + ).

sin(7 Im 2)

Soit A” € L(X),avec s € R. Pour ¢ €]0, 2] fixé , on pose
Z = {pe®p>0,1—p <0 <71+}
©

Alors A%+ — AY 2 -0,z € >, pour la topologie forte deL(X).
Soit A C {z € C: Rez < 0},A; = AN (iR) # @. Supposons que supHAZH <
zZEA

+00.Alors
Yw € Ay, AY € L(X),

et AZ — AY lorsque z — w, z € A, pour la topologie forte de £(X).
SiT e L(X),et(A— X)) =T(A— X)) tpour A € p(A),Alors

i TA? = A?T pour Rez < 0.

TA? C A?T pour Rez > 0.
D’apres (A.10) on déduit que AZBY = B¥AZ lorsque max{Rew, Rez} < 0 si

(A—X)"tet (B—pu)~! commutent . Si on suppose que A”et Bisont bornés pour s,t € R,
alors I'inégalité peut étre vraie pour max{Rew, Re z} < 0.Si on prend I'opérateur inverse on
a l'inégalité pour min{Rew, Re z} > 0.

1.6 Théorie des sommes d’opérateurs

On rappelle dans la suite les principaux résultats de la théorie des sommes d’opérateurs
linéaires dans les espaces de Banach quelconques.

Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés dans X ; de domaine respectifs D(A) et
D(B). On s’intéresse alors a I’équation

Au+ Bu =g, (1.1)

ol ¢ est un vecteur donné de X :
L’opérateur somme L = A + B est défini par

{ D(L) = D(A) N D(B)
Lu = Au+ Busiu € D(L),
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et (1.1) s’écrit encore
Lu = g. (1.2)

Une solution stricte de (1.1) est un élément u € D(L) satisfaisant (1.1). L’idéal est
de trouver une telle solution lorsque g est quelconque dans X, mais ce n’est pas toujours
possible ; on introduit donc une nouvelle notion :

u est une solution forte de (1.1) si et seulement s’ il existe (u,)nen une suite dans D(L)
telle que

lim w, =wvet lim Lu, =g, (1.3)

n—-+o0o n—-+o0o

Evidemment, une solution stricte de (1.1) est une solution forte de (1.1). La notion de
solution forte est donc plus faible (mais le terme de solution faible ne sera pas utilisé ici, il
est en général réservé aux solutions variationnelles, la notion de solution forte correspond
plutot & une solution distribution).

Notons que si L est fermé les deux notions de solution stricte et forte sont équivalentes,
mais la somme de deux opérateurs fermés n’est pas nécessairement fermée.

D’autre part si 'on suppose que L est fermable et si on note L sa fermeture (i.e. L est la
plus petite extension fermée de L) alors (1.3) équivaut a

u € D(L) et Lu = g.

Enfin dans le cas ou L est fermable, les propositions suivantes sont équivalentes :
1. Pour tout g de X, il existe une solution forte de (1.1).

2.0 € p(L).

Et si L est fermé les propositions suivantes sont équivalentes :

1. pour tout g de X, il existe une solution stricte de (1.1).

2.0€ p(L).

Dans ce contexte, on comprend I'importance de trouver des conditions raisonnables sur
les opérateurs A et B, qui assurent que L est fermable (voir fermé) et que 0 € p(L).

Les deux théorémes de G. Da Prato et P. Grisvard, énoncés plus loin, répondent positi-

vement a ce probléme sur les sommes d’opérateurs sous des conditions adéquates.

1.6.1 Théorie des sommes d’opérateurs de Da Prato et Grisvard.

Notation 1.1 On suppose qu’il existe r > 0 et un angle 0 € |0, 7] : On note le secteur Sy
par

So=A{z:|z| >ret |arg(z)] <7 —0}.

Les hypothéses sur A et B
On suppose que les opérateurs A et B vérifient les hypothéses de base suivantes (dites
de Da Prato et Grisvard [14] :
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Parabolicité-ellipticité :

((3r,C4,Cp,04,05 €10,7:

i) p(A) DSy, ={2z€C*:|z| =>ret |larg(2)| <m—0a},

Vz € Sp,, ||[(A- zI)_lHL(X) <@,

(DP.1)] 1) p(B) D Sy, ={2€C" :|z| >ret arg(z)] <7 —0p},
-1 C

Vz € Sy [[(B = 2D) 7|y < -

iii) 04+ 05 <7

iv) D(A)+ D (B) = X.

\
Commutativité au sens des résolvantes :
' (A+XD) " (B+ul) ' =B+pl) " (A+ X)),

(DP3) o(A)No(-B)=o

ou o(A) ( resp o(—B)) désigne le spectre de A ( resp de (—B)) et p(—A) , p(—B) leurs
ensembles résolvants.

La premiére hypothése est dite d’ellipticité-parabolicité, la deuxieme indique le cadre
commutatif.

Theoréme 1.5 (Da Prato-Grisvard, [7])
On pose

1 -1 -1

: ——— | (B—21 A+ 21

S:u— 5 ( ) (A4 2I)" gdz,
r

ou I' est une courbe sectorielle séparant les spectres de A et (—B) et demeurant dans p (A)N
p(=B).

Cet opérateur linéaire continu S défini par une intégrale de Dunford provenant naturelle-
ment de [’extension de la formule de Cauchy dans le cadre opérationnel, vérifie les propriétés :

1. Vue D(A)ND(B) on a S (Au+ Bu) = u,

2.Yve D(A)+ D (B) ona
S(v)e D(A)ND(B),

et
A(S(v)+B(S(v) =w.

3. Pourv € Dy (0,p)+ Dp (0,p),0 €]0,1[,p € [1,+0][, on a
Sve D(L) et L(Sv)=v.

4. L est fermable et (L)~ =S (L est la fermeture de A+ B ), de plus :

(D(L);E)y, = (D(A); E)y,,N(D(B); E)

0,p 0.p-

1. La fonction u est alors I'unique solution forte de (1.1).

Theoréme 1.6 Sous les hypothéses (DP1) ~ (DP3) et pour § €10,1[,p € [1,4+00[, on a
1. Sige Dp(0,p) alorsu € D (L) et Au,Bu € Dg(0,p).
2. Sige Dy(0,p) alorsu e D (L) et Au,Bu € Dy (0,p).
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1.6.2 Théorie des sommes d’opérateurs de Dore et Venni

On veut résoudre le probléme suivant Au+Bu = gou g € X, et A, B sont deux opérateurs
linéaires fermés dans X. On suppose que X est un espace U.M.D .Le théoréme de Dore-
Venni montre que sous certaines hypothéses sur les opérateurs A et B on peut montrer que
A + B est un opérateur fermé, & inverse borné .

Espaces U.M.D :
Soient P €]1,00[ et € €]0, 1[.
On considere que l'opérateur H. € L(LP(R, X)) tel que

Vf e LP(R, X), (H.f)(z) = % / @ds, p.p.z € R.

e<|s|<t
Si pour tout f € LP(R, X) donné,
6111(1)1+ H.f existe dans LP(R, X),
alors cette limite est notée H f et appelée la transformée de Hilbert de f sur LP(R, X).

Définition 1.11 X est appelé un espace U.M.D, s’il eziste p €]1,4+00]| tel que pour tout
fe LR, X),

lim H.f existe dans LP(R, X).

e—0t
Dans ces conditions

H : IL’R,X)— L’(R,X)
[ — Hf= 1ir51+Haf,

et d’apres le théoréme de Banach Steinhaus, un élément de £(LP(R, X)), appelé la transfor-
mée de Hilbert sur LP(R, X).

1.6.3 Hypotheéses :
On suppose que Aet B vérifient ;
i)p(A) D] = 00,0] et IMs > 0: YA > 0, [[(A+ A gy < Ma/(1+N),
(D-V1){ ii)p(B) D] — 00,0] et IMp > 0: YA > 0, (B + Xz < Mp/(1+N),
D(A) = D(B) = X.
(D-V2){VA € p(—A),Vu € p(=B) : (A+ N)"H(B+p) ' =(B+p) ' (A+1)"

i)Vs €R, A € L(X) et TK1 >0, 04>0:Vs €R,[A] < Kpelsl0a
(D-V3){ ii)Vs €R,B* € L(X) et 3K >0, 0 >0: Vs €R,[|B*| < Kyelsls
iii)04 + 05 < .

On note par Bip(X, 0) (Bounded imaginary power ) : ’ensemble des opérateurs sectoriels
sur X , vérifiant (D-V1), (D-V2) et (D-V3).
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Theoréme 1.7 Si X est un espace UMD et les hypothéses (D-V1),(D-V2) et (D-V3)
sont vérifiées, Alors l'opérateur L = A+ B est fermé et L™ € L(X), et on a

“1p-1
Ll—/A B dz

sin 7wz
5

ot 7y est une courbe verticale contenue dans la bande {z € C: 0 < Rez < 1} et orientée
de 0o e~'3vers co €2 .

1.7 Espaces de Holder

Définition 1.12 Soient X un espace de Banach complexe et C ([0, 1], X) ’espace de Banach
des fonctions continues de [0,1] & valeurs dans X, muni de la norme

Il = mas 17 (@)

On consideére, pour 0 < 6 < 1, l’espace

c?([0,1],X) = {fEC([O,l],X)/ sup 170 = 7 (5l <+oo}

t— 570 It — s/’

muni de la norme
1F () = f(s)llx

¢ — 5"

Cet espace est un espace de Banach appelé espace hélderien d’ordre 6.

||f||o9(X) - ||f||o(x) + sup
t—s#0

Lemme 1.1 3C' > 0 ne dépendant que de v tel que pour tout £ >0 on a

|dz| C
<

EEHIE
v

Va 0,11,



Chapitre 2

Cadre holdérien

2.1 Etude du probléme (2.1)

2.1.1 Position du probléme et hypothéses

On considére le probléme suivant

u (z) + Au(z) = f(x), z€]0,1]
u (0) = ug (2.1)
u (1) + Hu' (0) = uqp,

ott X est un espace complexe de Banach , f € C?([0,1]; X) avec 0 < § < 1, ug,u10 € X,
A est un opérateur linéaire fermé de domaine D (A) non nécessairement dense dans X et H
est un opérateur linéaire fermé de domaine D (H).

Nos hypotheéses sur les opérateurs A et H sont :

-1
0, +00] C p(A) et s;i[g A (A= AD) Hz(x) < +o00; (2.2)
cette hypothése implique que () = — (—A)%,est générateur infinitésimal d’un semi-groupe

analytique généralisé non fortement continu en zéro., voir Balakrishnan [2] pour le cas A est
a domaine dense et C. Martinez , M. Sanz [26] autrement.

D(Q)C D(H), (2.3)
V(e D(H): AT'HC = HAT'(, (2.4)
0ep(A), (2.5)

ot A = —2HQe®? + I — €?? qui est bien défini sur X et appartient a £(X).
Cet opérateur A est dans un certain sens le «déterminant» du probléme (2.1)

Remarque 2.1
1. Sous les hyptheéses (2.2)~(2.4) on a, pour tout ¢ € D(H), A € p(A),pn € p(Q) etz >0

M —A)"HC=HW\ - A"

¢
(wI—Q) ' H(=H(ul — Q)¢
He"R¢ = e*™@HE.

25
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2. Sous Uhypothése (2.2), il existe 4 > 0, 4 € ]07 g[ tel que p (A) contient un domaine
sectoriel

Seapa =12 € C\{0} : Jarg (2)] < B4} U B(0,4),

avec
MﬂA

R
De plus p(—A) D {z € C\ {0} : |arg ()| > m — B4}, donc, on obtient

dMg, >0:Vz €5,

ABas

H(A_ZI)_lnc(X

P ((-A)é) > {z e C\ {0} : |arg ()| > © ;BA} .

+ .
T+ Ba on obtient

et en posant Bg =

D {z e C\{0} : larg (z)| < Bo} -

voir le shéma

A Im

......

Nous chercherons 3 types de solutions du probléme (2.1) :
— une solution semi-classique du probléme (2.1) est une fonction u telle que

ue C([0,1];X)NC?([0,1; X) N C([0,1[; D(A)),

et qui satisfait (2.1); de plus nous disons que cette solution semi-classique satisfait la
propriété de régularité maximale si

u € 00 ([ ], ) et
{ u”, Au € 09([ ,1—¢]; X) pour tout € €]0,1]. (2.6)
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— une solution semi-stricte du probléme (2.1)est une solution semi-classique du probléme
(2.1), de plus elle vérifie u € C* ([0,1],X) N C ([0,1], D(Q)). Nous dirons que cette
solution semi-stricte vérifie la propriété de régularité maximale si elle satisfait (2.6) :

v, Qu e C?(0,1],X). (2.7)
— une solution stricte u du probléme (2.1) est une fonction u telle que
C?([0,1]; X) N C ([0,1]; D(A)),
et qui vérifie (2.1) cette solution stricte satisfait la propriété de régularité maximale si
u’, Au € C% ([0,1]; X). (2.8)

Quand H = 0, on sait que, sous ’hypothése (2.2), le probléme (2.1) a une solution stricte
u si et seulement si ug, u1 9 € D(A) et

f(0) = Aug, f(1) — Aui € D(A).
De plus u vérifie la propriété de régularité maximale si et seulement si ug, u; o € D(A) et
f(O) - Au07 f(1> - Aul,O € DA(9/27 +OO)7

voir R. Labbas [20].

Noter qu'un cas particulier du probléme (2.1), celui ot H = «l, a été étudié par Labbas-
Maingot (voir le [21]). Ces auteurs ont utilisé une méthode directe basée sur les techniques
des intégrales de Dunford pour établir une formule de représentation de la solution.

Dans ce travail, une formule de représentation du probléme (2.1) est trouvée en utilisant
les semigroupes analytiques, les puissances fractionnaires d’opérateurs ainsi que la méthode
de réduction de I'ordre de Krein [18].

2.1.2 Semi-groupe analytique généralisé

Comme dans [11], pages 975-977, nous rappelons ici la définition d’un semigroupe analy-
tique généralisé (voir E. Sinestrari [28], A. Lunardi [25]) ) et de quelques résultats classiques
6], [7] et le [28]

Soit L un opérateur linéaire dans X tel que

p(L) D Sus={reC\{u} / |arg(A —p)| < § +d}et
sup [[(A = ) (M = L)Yl pxy < +00,
)\ESM[;
oupu €Retde ]O, 5 [ Ceci indique exactement que L est le générateur infinitésimal d’un
semigroupe analytique généralisé (e”“"L ) dans le sens ot L n’est pas supposé & domaine

>0’
dense .
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2.1.3 Quelques résultats

Proposition 2.1 Soit L un opérateur générateur d’un semi-groupe analytique généralisé
(exL)xzo :
1. Soit p € X. Alors les deuz assertions suivantes sont équivalentes
(a) el e C(0,1];X).
(b) ¢ € D(L).
2. Soit 0 €]0,1[,9 € C?([0,1];X),p € X. Posons

S(x) = ey +/ @Iy (s)ds, = €0,1].
0

Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes
(a) S € C([0,1];X)NnC([0,1]; D (L)).

(b) p € D(L) et g(0)+ Ly € D(L).

On rappelle que pour un opérateur P dans X qui vérifie p(P

~—

D 10, 4-00] et

<

Y

3C > 0,YA >0, [[(P—AI

> Q

)71H£(X)

nous définissons 'espace d’interpolation Dp (6, 4+00) par

Dp (0, +00) = {x € X :sup HtOP (P — t[)_lscH < —i—oo} :

t>0

Proposition 2.2 Soient 6 € |0, 1] et L un opérateur générateur d’un semi-groupe analytique
généralisé (e™") _ .
1. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes
(a) et e CY([0,1]; X).
(b) ¢ € Dy, (0,+0).
2. Soit g € C([0,1]; X) et ¢ € X. Posons

S(z) = ety +/ @Iy (s)ds, = e0,1].
0
Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes
(a) S € CH([0,1]; X) N C?([0,1]; D (L))

() g€ C?([0,1];X), o€ D(L) et g(0) + Ly € Dy, (A, +0).
3. Soit g € C? ([0,1]; X). Alors

L/o e’ (g(s) —g(0))ds € Dy (0, +00).

Pour ces deux propositions voir E. Sinestrari [28].
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Notation 2.1 Soient g et h deux fonctions définies sur [0, 1] a valeurs dans X et 6 € ]0,1].
Nous écrivons
g9 h

st
g—hec’(0,1];X).

En utilisant la proposition 2.2 on obtient

Proposition 2.3 Soit g € C? ([0,1]; X),¢ € D (L) et posons
S(@) = [ e Itg(s)ds, a e 0.1);
0

alors
LS (-) ~pe" (Lo +g(0)).

2.1.4 Représentation de la solution

On suppose (2.2)~(2.5) et que u est une solution semi-classique du probléme (2.1).
Puisque v € C([0,1[; D(A)) on a ug = u(0) € D(A). Dans la suite, nous supposons que
U0 € D(A)
Lemme 2.1 On a

w(z) = e, + e 1 I+, xel0,1],

ot &y, & € X et

T 1
Ls:%Q{/ gzsmf(@dsetLF:%Q{/ e f () ds. (2.9)
0 T

Preuve. Soit € €]0,1[, et posons u;_. = u (1l —¢). Alors u est une solution stricte dans
[0,1 — ¢] du probléme suivant

u () + Au(z) = f(x), z€]0,1—¢]
u (0) = ug (2.10)

u(l—e)=up_e.

Pour z € [0,1 — €] posons

alors
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ainsi,il existe §y,&§; . € X tels que
(@) = 9%, + 2Q / =92 (s) ds
l1—e
(o) = 50 [ ey (s) s
notons que &, ne dépend pas de ¢ puisque

[u (0) + Q"' (0)] .

N

§o=y(0)=
Donc, pour = € [0,1 — €]
u(r) =y(x)+z(r)= @ngo + 6(1_6_I)Q§1,5 + 1 + J;, (2.11)
ou I, J, sont définis dans (2.9) et

1
e _ sx)Q
I QQ/ (s
1

_ 5Q_1/ G(S_w)QX[x,l—a} (s) f(s)ds

donc, par le théoréme de convergence dominée,

lim J; = Jo.

e—0t

On prend = 1 — ¢ dans (2.11) on obtient
€re=u(l—e)—e"9%, 1.,

et alors
& o= lim &, =u(l)—e%,— I € X.

e—0t

finalement quand ¢ — 07, (2.11) on trouve
w(z) = e+ e 1 I+, zel0,1].

|
Pour obtenir la représentation finale de w, il suffit de trouver {, et &, et cela, en tenant

compte des données ug, u1 o, f et A.
D’abord, notons que, si u (0) = ug € D (A) = D (Q?), donc

Quo € D(Q) C D(H). (2.12)
En utilisant proposition 2.2, assertion 3, on peut écrire

@n = 5 [ @ -rondsg [ e

1

- Q" (Q/OlesQ (f(s)—f(o))ds+le(0)—f(O)),
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et donc
QJoeD(Q)C D(H). (2.13)

De plus, on a pour x € [0, 1]

u' (I) = QerEO - Qe(l_x)le + QI — QJ,

ainsi
u(0) =& + e + o
u(l) =eQ, + &+ 1
u' (0) = 2Q¢, — Quy,
donc

H (2Q¢, — Quo) + leo +&+ 1L =uip
§o + €Q§1 + Jo = w,

ce qui peut étre écrit, en utilisant (2.12) et (2.13) sous la forme suivante

(—2HQe? + 1 — e*?) & = u1 0 — HQuo + 2HQJy — e%ug + €9 Jy — I
50 + €Q€1 + Jo = Uy,

Puisque A = —2HQe® + I — ¢*? a un inverse borné on obtient

& =Atupg— ATTHQuo + 20 THQJy — e9A g + QA Ny — AT,

et
Eo = up— 9N uy g+ QAT HQuo — 29ATTHQ ) + @A g
—®CAT y + €A L —
Finalement, u est donnée par
u(r) = e"@eCyp,+ IRy,

+e"@ (ug — Jo) + I, (2.14)
+€(17x)QA71 (ul,O — HQUO + QHQJO — [1) -+ Jx,

ol

Yo = AleQUO — AfluLg — 2A71HQJ(] + GQA71UQ — GQAflj() + Aflll
@) = A" Jp — A,

Pour simplifier la représentation (2.14) on montre d’abord le lemme suivant.

Lemme 2.2
1. Il existe W € L (X) tel queW Q™ = Q7 'W et

At =T—-W avec W (X) C Jﬁo (Q%).
k=1
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2. On a
1

:§Q / £(0))ds + Q le(o)—%Q”f (0)

- 1@ / (1—s)— f(1))ds + 5Q—ze@f (1) - %Q—Qf (1).

Preuve. Pour 'assertionl, nous écrivons
A= -2HQe® +1—-e** =14V,

o V = —2HQe? — e*@ € £(X). Il est clair que VQ~! = Q~'V, de plus puisque Q génére
un semi-groupe analytique généralisé, on a pour tout m € N

Qe L(X,D(Q"),
ainsi .
Vi) C [ D(@),
donc W:=A"'W e LX), WQ'=Q 'W et

—+00

W(X)c N D(QY).

k=1
Nous concluons en notant que
(I-W)A=AI-W)=A-V=1.
Pour lassertion 2, il suffit de voir que pour tout g € C? ([0, 1]; X)

[ et = [ e -gopast [ o0
= [ )~ g0 ds+ Q0 - Q9 (0).

]
Maintenant, en utilisant (2.14) et Lemme 2.2, on peut écrire

u(z) = eQedpy+ell %, — erQ’zle (0)
1
—56(1_w)QA_1Q_26Qf (1)
—6(17x)QW (Ul’o — HQUO + ZHQJO — Il)
1
—56(1"”)@@‘26‘9]" (1) + 12RO~ e f (0)

+e™9 <u0 + %QQf (0)) + I, — %GIQQI/O e*@ (f (s) — f(0))ds
+elm2)@ (—HQUO —HQ'f(0) +uio+ %Q2f (1)) + Jo
ftna (H [ e -ro ds)

0
—Le-ne (@1 [evua-9-rw) ds) |
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Posons pour ¢ € X et g € C?([0,1]; X)

S (x4, 9) =" + / 7% (s) ds,
0
on peut réarranger les termes de u pour obtenir la décomposition
U=Ur+v+w,
avec la partie réguliére ug sur [0, 1] donnée par
1
up() = ey + el — —e™e?QTf (0)
1
_56(1*I)Q€QA71Q72]£ (1)
— QW (uy g — HQuo + 2HQJy — 1)
—5eTIRRQ RS (1) + IR QL f (0),

les termes qui donnent le comportement prés de 0
1 1
U(l’) =5 (Ia Up + §Q_2f (O) ’ EQ_lf)
1 1
59 [ 07 ) - Fopds,
0

et celui au sujet du comportement non local dans 0 et 1

w(x)
= S(l—x \I/,%Q‘lf(l— ))
1 ”’QH/le (0)) ds

ot on aposé ¥ =—HQuo— HQ f(0) +uo+ §Q_2f (1).

(Notons que puisque ug € D(A) alors HQuy = —HQ ' Aug est bien défini).

2.1.5 Reésultats de régularité

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

Pour étudier la régularité de la solution nous avons besoin de quelques lemmes techniques.

Si

g€C"([0,1],X),p € X, € Do (0,+00) ¢ € D(Q), ¥ € D(Q?),

alors
S(,p+2,9) > S(-0,9)

QS (- +Q71,9) =0 QS (- 1, 9)
Q28 (0 +Q 2.g) = Q5 (- g) |

(2.19)
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(%, 9) = € (Qv + 9 (0)),
Q/ @ ( ))ds € Dg (0,400),
et
QQ/ ) ds € C?([0,1]; X),

(voir Propositions 2.2 et 2.3).

Lemme 2.3 On suppose (2.2)~(2.5). Soit f € CY([0,1],X) et ug € D (A). Alors
1. ugp, Aur € C*([0,1],X).
2. veC?*(0,1],X)NC(J0,1],D (A)).
3. Av =~y e?[Aug — £ (0)] et donc

{ Av € C([0,1]; X) & Aug — f(0) € D (A)
Av € C?([0,1]; X) < Aug — f(0) € Dy (0/2,+00) .

Preuve.

+oo
1. Pour tout ¢ € X on a e®p, Wp C (| D (Qk) nous déduisons que
k=1

e@ep, Wy € C*([0,1], X) et
QB QW e (= ([0,1].X).

donc ug € C* ([0,1], X) et Aug = —Q*ug € C* ([0,1], X).
+o0
2. Evident, puisque pour ¢ € X et x >0 on a e®@p C (| D (Q’“)
k=1

3. Puisque A = —Q?, on a
1
A0 =05 (- Qu — 307 0. ~57) + 300 [ 27~ 0 as,
alors, de (2.20) et (2.22) on obtient

Av ~y QS< Quo——Q Lr(0),

1
~ cofa(-ow o104
~g eQ[AuO—f<0)J

(2.20)

(2.21)

(2.22)

Lemme 2.4 On suppose (2.2)~(2.5). Soit f € C°([0,1],X) et up,u;p € D (A). Alors

1. we C2([0,1], X) N C ([0, 1], D (A)).
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2. w g AICHQ™ (Aug — £(0)) et donc

{ we C([0,1],X) & HQ ' [Aug — £ (0)] € D (A)
we([0,1],X) e HQ " [Aug — f (0)] € Du (82, +00) .

3. w([0,1]) € D(Q) <= HQ™ [Auo — [ (0) + Iy] € D(Q).
4. En supposant HQ™ [Aug — f (0) + T4] € D(Q) on obtient
Qu ~p " ICQHQ ™! [Aug — f (0) + Ty,
et donc

{ w', Qu € C([0,1],X) & QHQ ' [Aug — £ (0) + TJ;] € D (A)

W, Qu € C° ([0,1], X) & QHQ [Aug — £ (0) + 3] € D (6/2,+00) .

5. w([0,1]) C D(Q?) <= HQ ' [Aug — f (0) + T4 € D(Q?).
6. En supposant HQ ™ [Aug — f (0) + J;] € D(Q?) on obtient

Q*w = I (Q*HQ ™ [Aug — f(0) + Jf] — [Auso — £ (1)]),
et donc

Aw € C([0,1], X)) si et seulement si
Q*HQ™ [Aug — £ (0) + I¢] — [Auro — f (1)] € D (A).

Aw € C?([0,1],X) si et seulement si
Q2HQ_1 [AU[) — f (O) + jf] — [AULO — f (1)] € DA (9/2, +OO> .

Preuve. Posons f = f(1 — ) et notons que HQ~' € £(X) on a
1 5
UJ(iU) =5 <1 - $7w07 §Q1f> )

ou

Vo = HQ™ Aug— HQ™F(0) + o+ 2Q7F (1) + HQ™'3, — 10720

= HQ_l [AU() —f (O) + jf] + U0+ %Q_zf (1) — %Q_2jf,

+00
1. Puisque pour ¢ € X et z € [0,1[ on a e'™% c N D (QF).
k=1

2. Dapres (2.21), g = HQ ™ [Aug — [ (0)] + 55 avec 35 € Dg (0, +00). Ainsi, de (2.19),

on obtient

w = 8 (1= 10 [ - £ 0], 5077)
= QS (1 -5 Q_lHQ_l [AUO - f (O)] ) %Q_2f~> )

ce qui donne

w =y 6(1_.)Q HQ_l [AUO - f (0)] + %Q_Q.}?(O)) .
~p 6(17')QHQ71 [AUO —f (0)] .
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3. w([0,1]) € D(Q). De plus w(l) € D(Q) si et seulement si

Yo = HQ™ [Auo— [ (0) + 3] +urg + 5Q°F (1) ~ 2@ 237 € D(Q)

ainsi

w(1) € D(Q) & HQ™ [Auy— £ (0) + 3] € D(Q).
4. De (2.19), (2.20) et (2.22), on obtient
Qu = Q8 (1= 1Q" [ 10)+37.50°'7)
= 029 (QHQ [~ £0)+ 3] + 5077 0)
~p TICQHQ [Aug — [ (0) + Tyl

(2.23)

De plus pour g € C? ([0,1], X)), € D(Q) on a

s’ (7wvg) = QS(7¢79)+97

donc
{ QueC([0,1],X) e w eC(0,1],X

Quw e C?([0,1],X) < w' € C?(0,1], X).

Alors (2.23) fournit les équivalences désirées.
5. Voir assertion 3
6. De (2.19), (2.20) et (2.22), on obtient

QQ’UJ >~y Q2S (1 - ‘71/107 %Q_lf)
= Q5 (1--0uy.57)
~y 0 (QZHQ ™ [Aug — f(0) + T4] — [Ause — £ (1)),
puisque
Q(Quy) + 50
= Q*’HQ '[Aug — f(0) + T/]
+Q%u10 + %f (1) -

Lemme 2.5 Supposons (2.2)~(2.5). Soit f € C?([0,1],X) et ug,u10 € D (A).
1. Si H € L(X) alors Qu ~g e I9H [Aug — f (0)].
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2. St H e L(X) avec H(X) C D(Q) alors QH € L(X) et
Q*w ~ "I (QH [Aug — f (0)] = [Auro — f (1)]).

Preuve.

1. Tei HQ ' [Aug — f(0) +J4] = Q'H [Aug — f (0) + T4] € D(Q) alors, du Lemme 2.4,
assertion 4, nous déduisons

Qu =~y e IRQHQ™ [Aug — f(0) + Jy]
~y  eUICH [Aug — f(0) + Ty,

et de (2.21) on a e'I9HT; = He )97, € C? ([0,1]; X) qui donne le résultat.
2. Puisque si QH € L(X) alors

HQ ' [Aug — £ (0) + Jy] = Q*QH [Aug — f (0) + Js] € D(Q?),
et du Lemme 2.4, assertion 6, nous déduisons

Q*w ~y e1I(QPHQ ™ [Aug — f(0) + Ty] — [Auro — (1))
~y 09 (QH [Aug — [(0) + T4 — [Auro — f(1)])

et de (2.21) on a e IRQHT; = QHe )97 € €% ([0,1]; X) ce qui donne le résultat.

[ ]
Ces deux derniers cas correspondent, par exemple, aux opérateurs 2.2 H = al et H =
—a@™! (e € C\{0},Rea > 0) qui seront étudiés par la suite.

Lemme 2.6 On suppose (2.2)~(2.5) et soit ug,u19 € D (A).
1. Si feC?([0,1],D(Q)) alors

w([0,1]) € D(Q) <= HQ™ Aug € D(Q),
et si HQ ' Aug € D(Q) on a
Qu = "ICQHQ™ [Aug — [ (0)].
2. Si feC([0,1],D(Q?)) alors
w ((0,1]) € D(Q*) <= HQ™' Aug € D(Q?),
et si HQ ' Aug € D(Q?) on a
Q*w = "I (QHQ ™ [Aug — £ (0)] = [Auro — f(1)]).

Preuve.
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1. Ici f(0) € D(Q) et

1
@3 =Q [ ¢9(Qf (5) - QF (0)ds € Do (8. +0),
0
alors, du Lemme 2.4, assertion 3, on obtient

w([0,1]) € D(Q) « HQ™'[Aug— f(0) + 3] € D(Q)
& HQ'Aug— Q'HQ™'[Qf(0) + Qs € D(Q)
& HQ'Aug € D(Q).
Maintenant, si HQ ! Aug € D(Q), Lemme 2.4, assertion 4,
Qu 2 " ICQHQ ™" [Aug — [ (0) + 3],
et nous concluons en notant que

e0RQHQ '3, = HQ e 2Q3, € € ([0,1]; X).

2. Ici f(0) € D(Q?) et

1
@3 =Q [ ¢(Q%F (5~ QF (0)) ds € Dy (0, +20),
0
alors, du Lemme 2.4, assertion 5, on obtient

w([0,1]) € D(Q*) & HQ '[Aug— f(0) +Ts] € D(Q?)
& HQ Au, € D(Q?).

Maintenant, si HQ ' Auy € D(Q?), Lemme 2.4, assertion 6 :
Q*w = I (QPHQ ™ [Aug — [ (0)] + Q*HQ ™' Ty — [Aure — f (1)])
et on conclue en notant que
UIRQPHQ I, = HQ e Q%5 € €9 ([0,1]; X) .

[ ]
Par les arguments similaires, nous pouvons prouver le lemme suivant.

Lemme 2.7 On suppose (2.2)~(2.5) et ug,u1o € D (A). SiH € L(X) et f € C?([0,1], D(Q))]
alors

w ([0,1]) € D(Q?) <= HAug € D(Q),
et si HAug € D(Q) on a

Q*w ~ " (QH [Aug — [ (0)] — [Auro — f (1)]) .
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2.1.6 Reésultats principaux
Theoréme 2.1 On suppose(2.2)~(2.5), supposons que ug,u1 9 € D (A) et
fec?(0,1],X) avecd €]0,1][.
Alors :
1. 1l eziste une solution semi-classique u du probléme (2.1) si et seulement si

AuO - f(()) € D(A)7

2. il existe une solution semi-classique u du probléme (2.1) ayant la propriété de régularité
mazimale (2.6) si et seulement si

Aug — f(0) € D4 (0/2,+00)
3. il eziste une solution semi-stricte u du probléme (2.1) si et seulement si

Aug — f (0) € D (A)
HQ™! [Auo f(0)+3¢] € D(Q) et
QHQ™' [Aug — f(0) + 3] € D (A),

4. il existe une solution semi-stricte u du probléme (2.1) ayant la propriété de régularité
mazimale (2.6)-(2.7) si et seulement si

Aug — f(0) € Do (0/2,+00)
HQ ' [Aug — f(0) + 3] € D(Q) et
QHQ ™' [Aug — f(0) +34] € Da(0/2,+00),

5. il existe une solution stricte u du probléme (2.1) si et seulement si

Aug — f( ) (A)
HQ™! [Auo— (0)+3s] € D(A) et

Q*HQ" [Aug — £ (0) + Ty] — [Aur o — f(1)] € D (A).

6. il existe une solution stricte u du probléme (2.1) ayant la propriété de régularité maxi-
male (2.8) si et seulement si

Aug — f(0) € Dy (0/2,400)

HQ '[Aug — f(0) +3;] € D(A) et

Q*HQ™" [Aug — f(0) +Ty] = [Auro — f (1)] € DA (6/2,400).
De plus, dans les 6 cas u est unique et donnée par

U=Uurp+v+w,

ol ug, v, w sont définies dans 2.16),(2.17) et (2.18).
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Preuve. Pour les assertions 1 et 2, nous remarquons d’abord de la section 2.1.4 | s’il y
a une solution semi-classique u du probléme (2.1) alorsu est uniquement déterminé par
u = ur + v + w. On conclut en appliquant les lemmes 2.3 et 2.4 et notons que, puisque
u” 4+ Au = f, alors

Aue C([0,1],X) v € C([0,1],X
{ Au e C?([0,1],X) e u”" € C?([0,1],X).

Les assertions 3~6 sont similairement prouvées. m
Nous étudions maintenant quelques situations ou plus de régularité est donnée sur H ou
f ce qui nous permet d’éviter les conditions sur Jy.

Corollary 2.1 On suppose (2.2)~(2.5). Soit f € CY ([0,1],X) et ug,u1o € D (A).

1. Supposons que H € L(X) alors : il existe une solution semi-stricte u du probléme (2.1)
si et seulement si

Aug — f(0) € D (A).

2. Supposons que H € L(X) avec H(X) C D(Q) alors : il existe une solution stricte u
du probléme (2.1) si et seulement si

{ Aug — f(0) € D (A) et
QH [Aug — [ (0)] — [Auro — f(1)] € D (A).

3. Supposons que f € C?([0,1],D(Q))alors : il existe une solution semi-stricte u du
probléme (2.1) si et seulement si

Aug € DIQHQ™) N D (A) et QHQ™ [Auy — £ (0)] € D (A).

4. Supposons que f € C%([0,1], D(Q?)) alors : il existe une solution stricte u du probléme
(2.1) si et seulement si

{ Aug € D(Q*HQ™ )N D (A) et
Q*HQ ™" [Aug — f(0)] = [Aurp — f (1)] € D (A).

5. Supposons que H € L(X) et f € C?([0,1],D(Q)) alors : il existe une solution stricte
unique u du probléme (2.1) si et seulement si

Aug € D(A) N D(QH) et [Aury — f (1)] — QH [Aug — £ (0)] € D (A).

Preuve. Pour les assertion 1 et 2, on applique les lemmes 2.3 et 2.5, notons que

[Auo — £(0) € D(A) et H[Aug— f(0)] € (A)] — [Auo — f(0)eDA)].

Pour 'assertion 3, on utilise les lemmes 2.3, 2.6 et

f(0) € D(Q) € D(A),

qui donnent

Aug — f(0) € D(A) et HQ 'Aug € D(Q?)| <= Aug € D(QHQ )N D (A).

Les assertions 4 et 5 sont similairement traitées. m
Dans le corollaire précédent, nous obtiendrons, pour chaque cas, la régularité maximale
de la solution u si on remplace D (A) par Dy (6/2,400).
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2.2 Cas particulier du Probléme (2.1)

Nous étudions d’abord le cas particulier H = al, o € C\ {0} ,Re a > 0 donc on considére
le probleme
W () + Au(z) = £ (2), 2€l0,1]
u (0) = ug (2.24)
au’ (0) +u (1) = uyp.

La difficulté principale est ’hypothése (2.5) et nous avons besoin de quelques résultats de
calcul fonctionnel.
Ici, notre principale hypothése sur A est

{ A est un opérateur fermé dans X, o(A) C] — 00,0] et

pour tout 6 €]0,7[, sup [|A(A— )‘I)ich(X) < o0, (2.25)
AESy

ou Sp := {z € C\{0} : |arg z| < 0}. Puisque H = I alors
A =1—2aQe% — %9,
nous devons étudier les fonctions F, G définies par

{ F(z) =1+ G(z)

G(z) =2aze™* —e %, ze€C.
D’abord nous fixons g > 0 telque B(0,4g3) C p(A).

Lemme 2.8 Posons S = S;/4, on obtient :

1. F,G sont des fonctions holomorphes sur un voisinage de S.
2. x> 0 implique |F(x)| > 0.

3. lim  2aze ™ +e % =0 et alors
Re z—+o00, z€S

(a) il existe o > 0 tel que z € S et Rez > xq implique que
2> |F(2)] >1)2.
(b) F est bornée sur S.
4. Il eziste Oy €]0, /4] tel que F(z) n’est pas nulle sur
Yo={2€C:Rez>¢gg et |arg(z)| <o},

et min |F(z)| =7 > 0.
FISO

Preuve.

1. Evident
2. On a, pour = >0

Re F(z) = (1—€e ) +2(Rea)ze ™ > 0.
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3. Nous écrivons pour z € S

|20z % + e %] < 2]a |2 e 7 4 722

< 2v2]a| (Rez) e Bez 4 g72Rez,
4. On a |F(z)| > 1/2 pour
z€¥ ={z€C:Rez>uxget |arg(z)| < m/4}.
De plus F est une fonction holomorphe sur un voisinage de
Yo={2€C:¢e0>Rez>uget |arg(z)| < w/4},

ainsi, sur o, F' a tout au plus un nombre fini de zéros (qui ne sont pas sur le 1’axe réel
, voir assertion 2). Donc, on peut trouver 6, €]0,7/4], assez petit tel que F' est non

nulle sur
Yo={2€C:¢y>Rez>uzgand |arg(z)| <bp}.
De plus
min |F'(z)] = min (Eceuzr; |F(2)], 1/2) > 0.
u
On pose pour z € Y
G(z)
U(z)= )
(2) 1+ G(2)

Lemme 2.9 Sous I’hypothése (2.25), Uopérateur A = I — 2aQe® — €29 admet un inverse
borné et A~ =1 — U (—Q).

Preuve. On choisit 6 €]0, 0y[ tel que o (—Q) C S\ B(0, 2g¢). On note que G est une fonction
holomorphe et bornée sur un voisinage de Sp\B(0, 2¢¢). De plus,il existe o > 0 tel que

1W(z)] = O (2] ") quand z — +o0,z € Sp\B(0, 2¢0).

Ainsi on peut définir U(—Q)) et aussi G(—@Q) (voir par exemple [15], la section 2.5.1, p.
45, la remarque 2.5.1 et la fig. 6 P. 46).
Onaaussi A =1+ G(—Q) et

(I =¥ (=Q)A=(1-¥)(=Q)o(1+G)(=Q)
[

Deméme A(/ —¥(-Q))=1. m

Si on suppose (2.25), f € C?([0,1],X), ug,u10 € D (A) et considere H = al (o €
C\ {0} ,Rea > 0) alors, du lemme précédent les hypotheses (2.2)~(2.5) sont vérifiées et on
peut appliquer les propositions 2.1, 2.2 et le corollaire 2.1, assertion 1, pour obtenir :
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Theoréme 2.2 Sous (2.25), on suppose que ug,u1o € D (A) et
fec(0,1],X) avecd €]0,1[.
Alors :

1. il existe une solution semi-stricte unique u du probléme (2.24) si et seulement si Aug—

f(0) € D(A),
2. il existe une solution semi-stricte unique u du probléeme (2.24) ayant la régularité
(2.6)-(2.7) si et seulement si Aug — [ (0) € D4 (6/2,+00).

3. il existe une solution stricte unique u du probléeme (2.24) si et seulement si

Aug — f(0) € D (A),
Aug — f(0) +T; € D(Q) et
Remarque 2.2 Soit o € C\ {0} ,Rea > 0.

1. Par les mémes techniques nous pouvons considérer H = —aQ) sous U'hypothése (2.25),
on peut étudier les fonctions F',G definies par

F(z) =1+ G(2), G(z)=—2az%e* —e %

et on peut montrer que A = I 4+ 2aQ%*e? — e*? admet uninverse borné

G
At=T—-——=(-Q),
1+ G
alors (2.2)~(2.5) sont vérifiées et donc on peut appliquer Théoréme 2.1.
2. Noter que nous pouvons également résoudre le probléme

u (x) + Au(e) = [ (2), €01
o (2.26)
—au' (0) + Qu (1) = uy,

puisque on peut écrire la deuxiéme condition aux limites :
—aQ M (0) +u (1) = Q tuy,

ici H=—aQ™", A = I+2ae? —e?? € L(X) et, en supposant (2.25), on peut appliquer
le corollaire 2.5 assertion 2.

2.3 Probléme avec un parameétre spectral

Afin de fournir des résultats pour H général satisfaisant (2.5), nous considérerons un
certain nombre positif grand w et le probléme

"(z) + Au (z) —wu(z) = f(z), x€]0,1]
1)
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2.3.1 Etude du probléme (2.27)

En fixant wy > 0 et en posant, pour w > wy
A, =A—wl,

alors le Probléeme (2.27) est le Probléme (2.1) avec A remplacé par A,.
Nos hypothéses principales sur les opérateurs sont

sup || A (A, — )~ < +00, (2.28)

A>0

A, est un opérateur linéaire fermé dans X, [0, +oo[ C p(A,,) et
1
ey

cette hypothése implique que @, = — (—Awo)%, est un générateur infnitésimal d’un semi-
groupe analytique generalisé sur X.

V(e D(H): A;)HC = HAZX(, (2.29)

D(Quy) € D(H). (2.30)

Remarque 2.3
1. L’hypothése (2.28) implique que pour w > wq

A, est un opérateur linéaire fermé dans X,
[CUO — W, +OO[ C p(Aw) et . (231)
sup ||(A +w — wp) (Ay — AI)~ Hz(x) < +o0,

A>wo—w

mais
1 -1
sup || A (Ao, — A1) ||L(X) < sup [[(A+w —wp) (Ay — M) HE(X),
A=>0 A>wo—w
ainsi, pour tout w > wgy, @, = — (—Aw)%,est un générateur infinitésimal d’un semi-

groupe analytique généralisé sur X. Notons que

cp = sup H(A +w —wo) (Aw — )‘I)_luz(x)

A>wo—w

= sup ||A (A, — )‘[)_1||£(X)

A>0

et alors cy ne dépend pas de w.

2. L’hypotheése (2.29) implique que w > wq
YA > wo—w,¥C e D(H), (M—A,) "H(=HW\ —A,) "¢,

Lemme 2.10 On suppose (2.28) ~ (2.30), alors il existe w* > wq tel que, pour w >
w*, Dopérateur Ay, = —2HQ e + I — e?9~ admet un inverse borné.
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Preuve. On peut écrire A, = I — T, avec T, = 2HQ % + €>?~. Donc, pour montrer que
Popérateur A, a un inverse borné, il suffit de montrer que ||, [, x) < 1.
En utilisant le lemme p. 103 dans G. Dore et S. Yakubov [9], on a

de>0et k>0: (2.32)
Q2% ||y < e et [|e22]] ) < ce™VE '
De plus
||Q?JOQ;2H£(X) - HAwoA;le:(X)
= [[(A = wol) (A = wD) ™| ;1

= [[(A—wl — (wo —w) I) (A —wl)”
= || = (wo — w) (A —wI)~

§1+007

1
HE(X)

1
HE(X)

et, puisque H Q;OQ est borné,alors

||Tw||£(X) = HQHQ;OZ ioonQQieQw + eZQwHﬁ(X)
<2 HHQ‘:(?HL(X) ||Q310Q;2H£(X) ”Qieww”c(m + ”62%”5(){)
< 2[[HQL | 2y (1 + o) [|Q5E™% (| 2y + €2 2y -

et de (2.32) il existe w* > wy tel que pour w > w*
I, <1

m
On peut maintenant résoudre le Probléme (2.27)

Theoréme 2.3 On suppose (2.28)~(2.30), supposons que ug,uio € D (A) et
fec?(0,1],X) avecd €]0,1][.

*

Pour tout w > w

1. il existe une solution semi-classique u,, du probléme (2.27) si et seulement si

Aug — f(0) € D (A),

2. il existe une solution semi-stricte u,, du probléme (2.27) si et seulement si

Aug — f(0) € D (A)
HQ' [Aug — f(0) +T5] € D(Q) et
QuHQ, [Aug — £ (0) +34] € D (A),

3. il exziste une solution stricte u,, du probléme (2.27) si et seulement si

Aug — f(0) € D (A)
HQ, ' [Auuo — f(0) +3T4] € D(A) et
QIHQ, [Avuo — f(0) + T34 — [Ayuro — f (1)] € D (A).
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De plus, dans les 3 cas, u est unique et donnée par u,, = Uy g+, +W, 0U Uy R, Ve, Wy, SONE
définies dans (2.16),(2.17) et (2.18) et on remplace A, Q, A par A, Q., A, respectivement.

Preuve. Soit w > w*. Noter que si on remplace A par.A,, alors le probléme (2.27) correspond
au probléme (2.1), les hypothéses (2.28) ~ (2.30) correspondent aux (2.2) ~ (2.5), en effet
du lemme 2.10, les hypothéses (2.28) ~ (2.30) impliquent (2.5). Alors, il suffit d’appliquer le
théoreme 2.1 avec A remplacé par A,.Notons que D (A,) = D (A), D(Q,,) = D(Q) et

Ayg — f(0) € D (Ay) <= Aug — f(0) € D (4).

Remarque 2.4 Dans le théoréme 2.3, nous obtiendrons, dans chaque cas, la régularité maxi-
male de la solution u,, si on remplace D (A) par D4 (0/2,+00).

2.3.2 Cas particulier du Probléme (2.27)

On considere ici H = a (Q,)” avec a € C\ {0} et 8 €] — 00, 1]. Ainsi le probleme (2.27)
devient
' (x) + Au (z) —wu (z) = f(z), x€]0,1]
u (0) = ug (2.33)
(1) + o (Quy) v/ (0) = .

Si on suppose (2.28) , (2.29) et (2.30) vérifices on peut appliquer le théoréme 2.3 (de plus
HeL(X)sife|—1,0let He L(X) avec H(X) C D(Q) pour § €] — oo, —1]. Dans ces cas
nous pouvons appliquer le corollaire2.5). Par exemple si § = 0 nous obtenons le probléme
abstrait suivant

"(x)+ Au(x) —wu(z) = f(x), x€]0,1]
o (2.34)



Chapitre 3
Cadre L*

3.1 Etude du probléme

3.1.1 Position du probléme et hypothéses

On considére le probléme suivant

" (x) + Au(z) = f(x),p. p. ¢ €]0,1]
u (0) = ug
Hu' (0) 4+ u (1) = u,

L’hypothése géométrique sur 1'espace est
X est un espace UMD,
et pour les opérateurs on suppose que

A est un opérateur linéaire fermé dans X : [0, +oo[ C p(A) et
3C > 0,YA=0: |[(A—A)” <&

1
HL(X) T2

VseR:(—A)® € L(X) et 3C > 1,0, €]0,7]
|| < ceran,

L(X)

D(Q) c D(H),

V(e D(H): A'HC = HAT'C,

et
0€p(h),

ot A = —2HQe® + I — 2@ qui est bien défini sur X et appartient a £(X).

47

(3.1)
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3.1.2 Conséquences des hypothéses
1. Grace a A.V.Balakrishnan [2], ’hypothése (3.3) implique que

Q:=—(-4)7,

est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique borné (e"EQ)m> , dans X.

2. Puisque I’égalité
8
2

() = (%,

est vraie pour tout § € C, on en déduit a partir de (3.4) que

~Q=(—A)? € BIP <%AX) ,

et en particulier que

I0>1: H((—Aﬁ)is

L(X)

(voir Haase [15], proposition 2.18. p. 64.)

3. On sait que
(D(4),X);, € D((=4)2),

voir P.Grisvard [14], p. 667, pour ; < 03 et p_ ,p, € [1,+0c[ on a

(D (A) ’X>91,p1 - (D (A) 7X)92,p2 ’
voir P. Grisvard [14], p. 674, donc
(D(4),X) 1, C (D(A),X);, € D((=4)*) = D(Q).

4. Vu (3.3), (3.5), (3.6) on a

VCEDH)YA=0: (A= X)""HC=H(A-X)""¢.

3.1.3 Lemmes techniques

Lemme 3.1 Soit f € L?(0,1,X),1 < p < 400. Sous les hypothéses (3.2), (3.3) et (3.4)
on a

1.z — F(x, f) = Q/e@—S)Qf (s)ds € L7 (0,1, X).
0

2. v — K(z,f) = Q/e<8—w>Qf(s) ds € L7 (0,1, X).
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1
3. v —T(x,f) :Q/e(erS)Qf(s)ds € L?(0,1,X).
0

Preuve. Pour la premiére assertion on va appliquer le théoréme de Dore et Venni [8], a
I’étude du probléeme

{ z’((oa;):— ()C?v (z)=f(z), pp.-z€(0,1), (3.8)

alors , puisque X est un espace UMD et () est un opérateur linéaire fermé dans X, vérifiant
les hypothéses du théoréme de Dore et Venni, alors pour tout f € L? (0,1, X), le probléme
(3.8) admet une solution unique stricte v telle que

NS Wl’p (07 17X) nLP (Oa 17D (Q))a

avec
x

v(e) = [0 (5)ds. pip. € (0.1).
0
et donc

Qv:x—>Q/e(‘”S)Qf(s)dseLp(O,l,X).
0

L’assertion 2 découle de la premiére car en posant t = 1 — s on obtient

1
K@f) = Q / eoIR (5) ds

1—x
= Q[ MR (1 —t)dt
/

= F(l—z,f(1-"),
donc K (-, f) =2 — F(1—x,f(1—.)) € L?(0,1, X)

Pour I’assertion 3, on écrit

1
T(f) = Q / (T HIQf (5) ds
Ox 1
= Q@ [ewRf (s)ds+ Q [ w2 (s) ds
/ /

T 1
= Q/e(ws)QeQSQf (s)ds + eszQ/e(sz)Qf (s)ds
0 T

= F(2,*9f) + 9K (z,f) € L (0,1, X),
donc T'(-, f) =2 — F (z,e*9f) + 9K (z,f) € LP (0,1, X) m
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Lemme 3.2 Supposons que l’hypothése (3.3) est réalisée et soit p € |1, +o00][. Alors
1. Ae@p € LP(0,1,X) si et seulement si ¢ € (D (A) 7X)2ip'

p7

2. Qe%p e LP(0,1,X) si et seulement si p € (D (A) ,X)%Jr%p.

D .

Preuve. On rappelle que si m € N* et ' génére un semi-groupe analytique alors

¢ (D(C™),X) o

mp P

si et seulement si
CmeCp € LP(0,1,X),

en effet

1

1
dx
[Cmeo|" du = w |omer ol —
f [

< [lretsron

< KHQS“(D(C’"),X)LP,
mp’

Pda:

(voir H. Triebel [17], Théoréme p. 96).
Ainsi, AeQp € LP (0,1, X) si et seulement si

v € (D(Q?) ,X)ip: (D(A),X)1 =(D(A),X)s

Corollary 3.1 Soit f € L?(0,1,X),1 < p < +00. Sous les hypothéses (3.2), (3.3) et (3.4)

on a
1

[e2r)dse (D@ X)y, = (D(A). )y,

0

Sl
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Preuve. Vu le 3. du Lemme 3.1, on a
1
Qe'Q/esQf(s) ds € L*(0,1,X),
0
donc en appliquant le Lemme 3.2

1

/eSQf(s)ds € (D(A),X)%Jr%,p.

Lemme 3.3 Sous les hypothéses (3.2)~(3.6), pour tout & € D (H) et x > 0, on a [’égalité
survante
He" ¢ = ¢*@HE.

Preuve. On sait que si 'opérateur GG génére un semi-groupe analytique (emc)m> , alors
) G\ "
Vo > 0, ¢*? = lim (I — —)
n—-+0o00 n

(voir T. Kato [19] page 481) et ainsi, en supposant les hypothéses (3.2)~(3.6) et pour x > 0
et £ € D(H) (le cas o = 0 est évident) on obtient

He*™@¢ = lim H([—ﬁ)_né
n—-+00 n
SERIONCEUN
= (7)) (G1-Q) e
= e"QH¢.

3.1.4 Représentation de la solution

Définition 3.1 Une solution semi-stricte du probléme (3.1) est une fonction w qui, pour
tout € €]0,1[, & la régularité suivante

u€ W2 (0,1 —¢e;X)NLP(0,1—¢;D(A)NW(0,1; X),

et qui vérifie (3.1)
Notons que u € W (0,1; X) donc

ue C([0,1]; X),
et que, pour tout € €]0,1[, u € W?? (0,1 — &; X) donc

u e CH([0,1[; X).
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Lemme 3.4 Siu est une solution semi-stricte du probléme (3.1) alors il eviste §,,&, . € X

tels que
u(z) = ™9y + V% + I, 4+ J,, x€0,1], (3.9)

avec
1 v 1 !

I, = 562_1/ e ILf (s)ds et J, = §Q_1/ el f (5) ds. (3.10)
0 T

Preuve. u est la solution de ce probléme singulier alors u est donc solution stricte sur

(0,1 — €) du probléme suivant

u () + Au(z) = f(x), x € 0,1 —¢]
u (0) = ug
u(l _5) :uiOa

On pose, pour z € [0,1 — €]

v(z) = —-Q ' (z)
Yo (z) = 5 (u(z) — v (2))
Z (x) = 5 (u(z) + v (2),

et comme pour le lemme 2.1 , il existe £,,&; . € X tels que
w(z) =y (z) + 2 (x) = ™€, + e(l’gﬁ)Qflys + I+ J.,

avec 1
1 . 1 -
I = in/ e@Qf (5)ds et JE = 5Ql/ QS () ds
0 x

De la méme maniére qu’au lemme 2.1, on peut passer a la limite quand = tend vers 1~

pour obtenir
u(z) = e+ e + L+ ., 2 e [0,1),

avec

1 v 1 1
Iw _ §Q_1/ e(JJ—S)Qf (S) ds et Jw = §Q_1/ G(S_I)Qf (S) ds
0 T

Lemme 3.5 Si u est une solution semi-stricte du probléme (3.1) alors

u(z) = ™ (ug— Jo) + I, (3.11)
+e™?eQug
—eI9 (AL +
+e17QeQy5 + U M9NT HQeu,
+eI QA (uy o — HQ (ug — 2.Jp)),

ou I, et J, sont données par (2.9) et

Uy = €QA71U0 — A*1u1,0 — HQ (UO — 2J0) — €QA71J() + Ailll
ﬁ = Ail (JO — UO) .
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Preuve. Rappelons que u est une solution semi-stricte du probléme (3.1) donc

we C([0,1; X) N C ([0, 1] X)
uw (0) € D(H)
u(0) = ug et Hu' (0) +u (1) = uyp,
de plus elle vérifie (3.9, d’ou, on peut écrire, comme au Lemme 2.1, pour x € [0, 1]
u' (z) = Qergo - Qe(l_x)Qfl + QL — QJz,
et en déduire que
u(0) =& + €Q€1 + Jo
u(l) =e%, +& + I (3.12)
Ul (0) = 2@50 — QUO.
De plus v’ (0) = 2Q¢, — Quo € D (H), donc Hu' (0) + u (1) = uy ¢ devient
H (2Q& — Quo) + €%y + & + I = ui g
50 + €Q€1 + J() = Ug,

fo =uy— Jo — €Q§1:
or, puisque 2Qe%¢, € D (Q) C D(H), on a
Qug — 2QJy € D(H), (313)

{ H (Quo — 2QJo — 2Qe&;) + €2 (ug — Jo — €9€,) + & + [ = uig

et
51 = A_lul’o — A_1]1 — A_leQ (UO — J()) — A_lH (QUO — 2QJ0)
50 = Ug — JO — €Q (A_l'U,LO — A_ljl — A_leQ (Uo — J[)) — A_lH (QUO — QQJ[))) y

d’ou le résultat. m
Afin de simplifier la représentation on rappelle que

At =T-W,
+oo
ot W e L(X)et W(X)C[)D(Q).
k=1

Lemme 3.6 Siu est une solution semi-stricte du probléme (3.1) alors

U(QJ) = S(xauo_J07f) (314)
+S (1 —2,u1 90— HQ (ug — 2Jo), f (1 —=-))
+R(x),
avec . .
S _ 2Qu -1 (z—s5)Q d
(@) =g+ 3Q7 [0 (s
et

R(z) = e179Qcl7 5 — 1-2)Q 0-20yy
eI IATT HQe %y
—el"9 (Wuyo — WHQ (ug — 2Jp))
+e™? Q7.
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3.1.5 Reégularité de la solution

Proposition 3.1 Supposons (3.2) ~(3.4). Soient f,g € LP(0,1; X), (1 <p < +00), p,¢ €
X ete > 0. Alors

1. Q*S (-, 0, f) € LP(0,1; X) st et seulement si p € (D (A) ,X)%

p’p'
2. QS (-, p, f) € LP(0,1; X) si et seulement si ¢ € (D (A) ,X)%Jr%’p
3. Q%S (0, f)+ Q%S (1 — -4, g) € LP(0,1; X) si et seulement si o, € (D (A) ,X)Q%p.

20

5. Q*S (0, [)+ Q%S (1 — - 1, g) € LP(0,1—¢; X) si et seulement si p € (D (A) ’X)%,p
6. Q*S (o, f) +Q*S (1= v, g) € LP(0,1 —; X) et

QS<7§07.]C)+QS(1_7¢79) S Lp<071aX)

4. QS (0, [)+QS(1—-,4,9) € LP(0,1; X) si et seulement si p, 1 € (D (A) ,X)QL#

si et seulement si ¢ € (D (A) ,X)%m et € (D(A) ,X)%Jr;p
Preuve.
1. On a

Q%S (z, ¢, f) = Q%" %p + %Q/we(’f‘s"’?f (s)ds, p. p. z € (0,1),
0

or, voir le Lemme 3.1
1 x
T — 5@/ e f (s)ds € LP(0,1; X),
0

et donc, vu le 1. du Lemme 3.2

Q%S (-, f) € LP(0,1; X) = Q% %p e LP(0,1;X)
— pe((D (A>’X)i@

2. De méme vu le 2. du Lemme 3.2,

QS (o, f) € LP0,1;X) < Qe e LP(0,1;X)
— pe(D(A4),X)

PRE D
3. De méme Q%S (-, ¢, f) + Q*S (1 — -,4,g) € L*(0,1; X) si et seulement si
Q*e o+ Q%' %Y € L7(0,1; X),
si et seulement si

v, e (D(A), X)),

2p P
4. Ona @Q*S (¢, f) +Q*S (1 —-,9,9) € LP(0,1 — &; X) si et seulement si
Q2S ('790a f) < Lp<0> 1- E;X)a

si et seulement si ¢ € (D (A), X) 1

2p7p '
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5. Méme raisonnement qu’au 4.
6. Se déduit de 4. et 5.

]
Proposition 3.2 Supposons (3.2) ~(3.4). Soient f € LP(0,1;X), (1 < p < +00) alors
1
Jo = %Q_l/ eQf (s)ds vérifie
0

Jo€ (D(A4),X) 1,

Preuve. On a Jy € D(Q) et vu le Corollaire 3.1

1

[t 0ise (D@ . X)y, = (D)X, .y,

0

RS

Theoréme 3.1 On suppose (3.2)~(5.7) . Soient ug € X,u10 € X et f € LP(0,1,X). Alors
Le Probléme (3.1) admet une solution semi-stricte u si et seulement si
( Uy € (D(A),X) 1

2p°P

g — Q_lfesQf (s)ds € D(HQ)
0 (3.15)

1
ulyo—HQ uO—Q_I/eSQf(s)dS E(D(A),X)l+%’p
0

\

De plus, dans ce cas u est unique et donnée par la formule de représentation (3.14) avec
une décomposition de la forme
U = Ur + Ug,

ol
1. ugp € WP (0,1, X)N L7 (0,1, D (A)),
2. ug € WH (0,1, X).

Preuve. Si (3.1) admet une solution semi-stricte u alors, d’aprés (3.13) du Lemme 3.5 on a

1
U —le/esQ“f(s) ds € D(HQ),
0

et, vu le Lemme 3.6, u s’écrit
u(x) :S(xau()_J07f>+S(1_xaul,O_HQ(u0_2JO)7f(1_'))+R(x)7

avec 1 "
S (o f) = ot 3Q7 [ (s)ds
0
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et

R(l‘) _ e(lf:ﬂ)QeQW70 . e(lfx)lee(lfr)QWII + e(lfx)QAleQeQuo
— =@ (W o — WHQ (ug — 2J5)) + " et

Mais pour tout ¢ €]0, 1], a la régularité suivante
Q*ue I (0,1 —&;X) et Que LP(0,1;X),
or Q*R € 1*(0,1; X) donc, en posant

w(z) = wu(z)— R(z)
= S(J},UO—J(),f)+S<1_1‘7U1,0_HQ(UO_2JO)af(1_'))a

on a
Q*w e LP (0,1 —&;X) et Quw e LP(0,1; X),

et vu le 6. de la Proposition 3.1

wo— Jo € (D(A), X) 1 et uio— HQ (ug — 2Jo) (D (A), X)

1,1
2p°P ’ 2t3,P’
(]7()1\1, (]’apre‘s la P['()p()Sili()ll 3.2

Uy € (D (A),X)im et ul,O_HQ (UO —2J0) (D (A),X)

c’est-a-dire (3.30). m

3.2 Cas particulier du Probléme
Nous étudions d’abord le cas particulier H = al, o € C\ {0} ,Rea > 0 donc on a

u" () + Au(z) = f(r), z€]0,1]
(0)—u0
u' (0) +u (1) = up.

On suppose que
X est UMD (3.16)

La difficulté principale est ’hypothése (2.5) et nous avons besoin de quelques résultats
de calcul fonctionnel.
Nos hypothéses sur A :

{ A est un opérateur fermé dans X, o(A) C] — 00,0] et

pour tout 6 €]0, [, sup ||A (A — )‘I)_ch(x) < o0, (3.17)
AESy

ol Sp :={z € C\{0} : |arg 2| < 6}.
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De plus on fera I’hypothése suivante

VSGR (—A)* e L(X) et 3C > 1,04 €]0,7]
s

puisque H = al alors

A=1—2aQe? — @,

nous devons étudier les fonctions F, G définies par

{ F(z) =1+ G(z)

G(z) =2aze* —e %, z€C.

3.2.1 Lemmes techniques

D’abord nous fixons g5 > 0 tel que B(0,4g2) C p(A).

Lemme 3.7 Posons S = Sy/4, on obtient :

1. F,G sont des fonctions holomorphes sur un voisinage de S.
2. x> 0 implique |F(x)| > 0.

3. lim  2aze ™ +e72* =0 et alors
Rez—+o00, 2€8

(a) il existe g > 0 tel que z € S et Rez > xq implique que
2>1|F(z)] >1/2.
(b) F est borné sur S.
4. Il existe 0y €]0, /4] tel que F(z) est non nulle sur
={2€C:Rez>¢gg et |arg(z)| < o},

et min |F(2)| =7 > 0.
ZEX

Preuve.

1. Evident.
2. On a, pour z > 0

ReF(z) = (1—e ) +2(Rea)ze ™ > 0.
3. Nous écrivons juste pour z € S

2027 + e %] < 2]a |2 e 7 4 722

< 2vV2|a| (Rez) e~ Re# 4 g72Rez,

(3.18)
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4. On a |F(z)| > 1/2 pour
z€¥ ={2€C:Rez>uxget |arg(z)| < m/4}.
De plus F est une fonction holomorphe sur un voisinage de
Yo={2€C:e0>Rez>uget |arg(z)| < w/4},

ainsi, sur Xo, F' a au plus un nombre fini de zéros (qui ne sont pas sur le 'axe réel ,
voir assertion 2). Donc, on peut trouver 0y €]0, 7/4], assez petit tel que F est non nulle

sur
={z€C:egy>Rez>uzpand |arg(z)| < bo}.
De plus
win [F(2)] = min min [F(2)].1/2) > 0
u
On pose pour z € Y
G(2)
U(z) = ———.
() 1+ G(z)

Lemme 3.8 Sous les hypothéses (3.17),(3.18) Uopérateur A = I — 2aQe® — 2@ admet un
inverse borné et A= = I — ¥(—Q).

Preuve. On choisi 0 €]0, 0| tel que o (—Q) C Sp\B(0, 2¢p). On note que G est une fonction
holomorphe et bornée sur un voisinage de Sp\ B(0, 2¢¢). De plus,il existe o > 0 tel que

1W(2)] = O (]2]°) quand z — +o0,z € Sp\B(0, 2¢0).

Ainsi on peut définir ¥(—Q) et aussi G(—Q) (voir par exemple [15], section 2.5.1, p. 45,
en méme temps que la remarque 2.5.1 et la fig. 6, le P. 46).
On aaussi A =1+ G(—Q) et

(I =¥(=Q)A=(1-¥)(-Q)e (1+G)( Q)
(1 =0) (1 +G)](-Q)

+
=1 (1
(1>+G
1
I

Similaire A(/ —¥(-Q))=1. =

Si on suppose (3.16), (2.25)et (3.18), f € LP(0,1,X), ug,u10 € X et considére H = al
(a € C\{0},Recr > 0) alors, grace au Lemme précédent les hypotheses (3.3)~(3.7) sont
vérifiées, ce qui nous permet d’obtenir le théoréme suivant.
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3.2.2 Reégularité de la solution

Theoréme 3.2 Sous les hypothéses (3.16), (3.17) et (3.18) Soient ug € X, u10 € X et f
€ L*(0,1,X). Alors
Le Probléeme (3.1) admet une solution semi-stricte u si et seulement si
Up € (D (A) 7X)ﬁ,pa
1
wo-a@ (w-Q" [e9f (s)as | € (D(4).X)

0

(3.19)

+5=p

N
]

De plus, dans ce cas u est unique et donnée par la formule de représentation (3.14) avec
une décomposition de la forme
U =Upr + Ug,

ot
1. ur € W2 (0,1,X)NLP(0,1,D (A)),
2. ug € WH (0,1, X).
Remarque 3.1 Soit « € C\ {0} ,Rea > 0.
1. Par les mémes techniques nous pouvons considérer H = —a@) sous les hypotheses
(3.16), (3.17) et (3.18), on peut étudier les fonctions F',G definies par
F(z)=14G(2), G(z)=—2az%* —¢ %

et on peut montrer que A = I + 20Q%e? — €29 admet un inverse borné

at-1- o),

alors (3.8)~(8.7) sont vérifiées et donc on peut appliquer le théoréme suivant

Theoréme 3.3 Sous les hypothéses (3.16),(3.17) et (3.18) Soient ug € X,u1o € X et f
€ L*(0,1,X). Alors

Le Probléme (3.1) admet une solution semi-stricte u si et seulement si

(we(D(4),X),,

Uy — Q‘l/eSQf (s)ds € D(A)
0 (3.20)

T

D=

1
wio — aQ? | ug — Q! / e2f (s)ds | € (D(A),X)
0

\

De plus, dans ce cas u est unique et donnée par la formule de représentation (3.14) avec
une décomposition de la forme
U =UR + Ug,
ol
1. ugp € WP (0,1, X)N L7 (0,1, D (A)),
2. ug € W (0,1, X).
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3.3 Probléme avec un parameétre spectral
On considére le probléme suivant

u' (z) + Au(z) —wu(z) = f(z), w>0,2€]0,1]
u (0) = ug (3.21)
Hu' (0) 4+ u (1) = uq,

ou A et H sont des opérateurs linéaires fermés sur un espace de Banach complexe X et
ug, u1 0 sont des éléments donnés dans X et f € LP (0,1, X).

3.3.1 Hypotheéses

On suppose que
X est un espace UMD, (3.22)

et qu’il existe wy > 0 (wp fixé). On pose pour tout w > wy

A, =A—wl,

{ A, est un opérateur linéaire fermé dans X, [0, +oo[ C p(Ay,) et

sup || A (Aw, — A1)~ HL(X < 400, (3.23)
220

De plus on fera I’hypothése suivante

Vs eR: (—Ay,)" € L(X ) et 3C > 1,04, €10, 7]
{ H < Celuolsl (3.24)
et
V(e D(H): A, HC = HALXC, (3.25)
D(Q)c D(H). (3.26)

3.3.2 Conséquences des hypothéses

1. L’hypothese (3.23) exprime lellipticité du probléme ( 3.21), voir Krein [18]. On en
déduit, pour w > wq, que

A, est un opérateur linéaire fermé dans X,
[WO — W, +OO[ Cp (Aw> et (327)

AA )
ig% [A( ||L(X) < F0o0

car

< sup H(/\—I-w —wp) (A, — AI)~

sup ||/\ (A
A>wo—w

1
o0 HE(X) ’

1||L(X)
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1
. Ainsi, pour tout w > wy, Q, = — (—A,)2?,est un générateur infnitésimal d’un semi-
groupe analytique generalisé sur X. Notons que

Cp = sup H()\ +w —wp) (Aw — AI)ich(X)

A>wo—w

= sup H)\ (Awy — )\I)_lnzz(x) ’

A>0

et alors ¢y ne dépend pas de w.

. Pour w > wg on a

(D(A), X) 1, = (D(Ay), X)

250> PE[1,4-00[ -

. Gréace a J. Priiss-H. Sohr [27], Theorem 2 p.437, I'hypothése (3.24) implique que pour
w = Wy

Vs eR: (—A,)" € L(X) et 3C > 1,04 €]0,7]
(3.28)

|—a0s| < cemn,

L(X)
la constante C' étant indépendante de w.
. Puisque I’égalité

B
2

((-408)" = (4%,

est vraie pour tout § € C, on en déduit a partir de (3.28) que

€ BIP (%“X)

D=

( - Aw )
et en particulier que

30> 1 H((-Aw)%)”

L(X)

(voir Haase [15], Proposition 2.18, p. 64).

. On sait que pour tout w > wy
(D(Au), X3, € D ((-A)?),

voir P. Grisvard [14], p. 667, mais pour ¢; < 5 et p ,p, € [1,+0oo[ on a

(D (A) ,X)GMD1 C (D (A) 7X)92,p2 ,
voir P. Grisvard [14], p. 674, donc
(D(As), X) 1, € (D(Au),X)y, € D ((~A)?)

Notation 3.1 On pose
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3.3.3 Lemme technique

Lemme 3.9 On suppose (3.22) ~ (3.26), alors il existe w* > wy tel que, pour w > w*, lopérateur]
Ay = —2HQ e + I — 2@,

admet un inverse borné.

Preuve. On peut écrire A, = I — T, avec T, = 2HQ % + €*?~. Donc, pour montrer que
Popérateur A,, a un inverse borné, il suffit de montrer que ||, [,y < 1.
En utilisant le Lemme p. 103 dans G. Dore et S. Yakubov [9], on a

{Elc>Oetk>0:

@2 HL(X) < ce MW et ||e29 < ce MV, (3.29)

e =
De plus
195 Q2% ix) = 14w A2 2
= [[(A = wol) (A = wI) ™| 1
= [[(A = wl = (wo —w) I) (A —wl
= || — (wo —w) (A —wI)~
< I+ Co,

)71HL(X)

1
HE(X)

et, puisque H Q;f est borné,alors

1Tl = [2HQL Q2R Q0™ + € 1
<2 HHQ;OQHE(X) ||QE)OQ;2H,C(X) ”Qiewwllﬁ()() + ||€2QuH£(X)

<2||HQ? 1+ ) || Q2 )+ | €%

HL(X) ( Hc(x HL(X) ’

et de (3.29) donc il existe w* > wy tel que pour w > w*

1T, <1

L(X)

u
On peut maintenant résoudre Probleme (3.21).

3.3.4 Reégularité de la solution

Theoréme 3.4 On suppose (3.22)~(3.26) . Soient uy € X,u19 € X et f € LP(0,1,X).
Alors il existe w* > wq :pour tout w > w*le probléme (3.21) admet une solution semi-stricte
u 81 et seulement si

( U()E(D(A),X)L

p

1 w
o — Q1 / e f (s)ds € D (HQ,)
/ (3.30)

ur o — HQ, uo—le/esQ“f(s) ds | € (D(A), X)1, 1,
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De plus, dans ce cas u est unique et donnée par la formule de représentation (3.14) avec
une décomposition de la forme
Uy = Uw,R + Uy, S,
ol
1. uyp € WP (0,1, X)NLP (0,1, D (A)),
2. u,s € W (0,1,X).
Remarque 3.2 On a trouvé deux types de conditions :

1. la premiére est de comportement local lié uniquement a A.
2. la deuxiéme condition est de comportement lié o H et A de forme globale.



Chapitre 4

Probléme aux limites singulier pour
une équation générale compléte dans
un espace UMD : cas B génére un
groupe

4.1 Probléme aux limites

4.1.1 Position du probléme et hypothéses

On considére le probléme suivant

u' (z) + 2B (z) + Au (z) = f (2) x €]0,1]
u (0) = ug (4.1)
Hu' (0) 4+ u (1) = uy 0,

avec ug, u10 € X (X est un espace de Banach complexe), f € L? (0,1, X). De plus, A, B et
H sont des opérateurs linéaires fermés sur X.
Nos hypotheses sont
X est un espace UMD, (4.2)

et pour les opérateurs B et B? — A

B? — A est un opérateur linéaire fermé dans X

R+ C p(A—B?) et 3C >0 (43)
- C '
VA0, |[((M+B2-A)" < ——
M+ ) Lx) 14X
pour tout s € R (B2 — A)* € L(X) et 30 €]0,7]
tel que ||e?lsl (B2 — A)* < 400, (44)
L(X)
H(A-B?) "' =(A-B)""H, (4.5)
B génere un groupe fortement continu (e*” ). g dans X, (4.6)

64
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D(B2—A)> ¢ D(B)ND(H) et Buo € D (H), (4.7)

0€p), (4.8)
ot [T = —2eBHPeP + 1 — e avec P = — (B2 — A)? .

4.1.2 Représentation de la solution

Sous les hypotheses (4.2)~(4.8), on donne une Représentation de la solution du probléme
(4.1) en partant de la formule de représentation (3.11) de la solution u du probléme (3.1).
Les méthodes sont en un sens similaires a celles dévlppées pour le théoréeme du chapitre 3,
avec des complications techniques dues & B .

Remarque 4.1 Si f € LP(0,1,X), alors eBf € LP(0,1,X) avec 1 < p < oo.
En effet, puisque nous avons, la propriété du semi-groupe
3C > 0,382 0:Vz > 0, ||e*P]| < Ce”

et donc pour x € [0,1] on a

[e”?f (@)|| < Ce™ |If (@)

Sous Uhypotheése de groupe (4.6) et Uhypothése de commutativité au sens des résolvantes
suivante

(H) Va € [0,1],Vu € p(B)
vy e D(A),A(B - pul) "y = (B—pul)™" Ay,
il est possible de ramener ’étude du probléeme (4.1) a celle du probléme suivant
V" (z) + (A — B v (z) =g (x) z e (0,1)

v (0) = ug (4.9)
ePHv' (0) + v (1) = e (u1,0 + HBuy),

g(x)=e"Pf(x), v€(0,1).

Proposition 4.1 On suppose que les hypothéses (4.2)~(4.8) et (H) sont réalisées et que
fe LP(0,1,X),avec 1 < p < oo. Si v est une solution semi-stricte du probléme (4.9)
satisfaisant

ve W (0,1 -gX)NLP(0,1—eD(A-B*))NnW(0,1;X),

alors u définie par
u(x) =e*Pu(z),2€(0,1),

est une solution semi-stricte du probléme (4.1)
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Preuve. Soit = € [0, 1], on suppose que
u(x) = e "Pu(z),
on obtient

u” (z) + 2By’ (z) + Au (z) e "P((B*v (z) — 2BV (z) + 0" (z)) + 2B (=Bv (z) + V' (z)) + Av (2))
= e "B (z) — B*v (z) + Av (2))
= e P (2)+ (A-B*)v(x))

= [f(z),

de plus u (0) = v (0) = g et

w (1) + Hu' (0) = e Pu(1)+ H(—Buy+ v (0))
= e P (" (o + HBug) — e”Hv' (0)) + H (—Bv (0) + ' (0))

m
La solution du probléme (4.9) est donnée par

v(r) = ePelug+ PPy
1 -1 ; (z—s)P _sB 1 -1 ! (s—z)P _sB
—|—§P e e f(s)ds+ §P e e*Zf(s)ds
0 T
1

1
—§P_1/ 6((1_m)+(1_8))P€SBf (S) ds
0

1 1

—§H1P1/ e(z+s)PesBJc (S) ds
0

Py + Hfle(lfx)PeBuLo

—e=IPTI 1B (P + B)ug — 2P.Jy),
avec
(P =— (B2 A)?
U = —ePIITH (Pug — 2PJy) — Ty g + eI tug — P TPy + 1171,
m = H_lJo — H_1U0
1

%P_l/ 6(1—8)P68.Bf (S) ds
0

1
Jo = %P‘l/ esPesB f (s)ds.
0

I
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avec

!l

(l’) — ef:pB (6:BP€PU + 6( :E)Per>

. _ 7mB (ez ) - (%Pl/o e(xfs)Pest (S) ds
P- 1/ e(s z)P st ) s
o)+

— N

_1p- / (-
__ 0 0
Sz (z) = e B0 (uy g — H ((P + B) ug — 2PJy)) .

\

4.1.3 Reégularité de la solution

1
a-o0pe s) ds — 1Pt [ dororesny o) iy

Theoréme 4.1 On suppose que les hypothéses (4.2)~(4.8) et (H) sont réalisées et que [ €

LP(0,1,X),avec 1 < p < co. Pour tout ug € X,u10€ X on a :
u est une solution semi-stricte du probléme (3.21) si et seulement si

(P+B)u0—/eSPeSBf(s)ds€D(H)
uro—H (P—l—B)uo—/eSPeSB(s)ds € (D(B*-A),X)

0

\ UUG(D(BQ—A),X)L

2p7p’

de plus dans ce cas, u admet une décomposition u = ur + ug o
1. ugp € WP (0,1,X)N L7 (0,1, D (A)),ur € L? (0,1, D (B))
2. ug € W (0,1, X) .

Preuve. Soient ug € (D (B*— A),X). . Si

%71)

ug € (D (32 — A) ,X)i , e P?ePuy, Pze(l")Pul,g € L”(0,1,X),
2p°

nous avons
vg € WP (0,1,X)NLP(0,1,D (B*— A)),
donc
(B2 — A) vg € LP(0,1,X),
et puisque

ug () = e “Bug ()
cela implique que
(B = A)ug () =e Y2 (B>~ A)vg () € L7 (0,1,X).
D’autre part

( S
B%vp (\) = B%e"Pelug + B2eU=2)Pelury

x 1
L1p2p / @I f (5) ds + LB2P! / cG=DP £ (5) ds
0 x

1

0

+B2%e*Puy

\ 9

(NI
+
S
S

1
—%B2P_l/ ((1—z)+(1-s) Pf( ) _ %B2H_1P_1/ e(a?-i-s)Pf (S) ds
0
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d’ou
( B2UR () — BZP—QexPP2€Pu—O 4 B2P_26(1_x)PP26Pm

T 1
+1B*p~2 (P / e@=IP f (s)ds + P / el=2IP £ (s) ds)
< 0 T

1 1
—%B2P_2 P/ e((l—x)—i—(l—s))Pf (S) ds + H—lp/ e(w+s)Pf (s) ds)
0

_{_B2P72 (P2€x19u0) ’

\

et puisque B?P~2? € L(X) et que P génére un semi-groupe analytique, en appliquant le
lemme 3.1, on obtient
B*vp € LP (0,1, X),

alors
Aug € L (0, 1,X) .
On a
up = e~ (B (—Bug + vg)
upy = e~ (B (B?vp — 2Bv), + v,
donc
Bv, (z) = BPe*?ePug — BPe(=2)P Py,
1
+3 B(/ @=)P f (s )ds—/ e(s_”"Pf(s)ds>
0 x
1 1
_%B (Hl/ 6(:r+s)Pf (S) ds — / 6((171)+(178))Pf (8) ds)
0 0
+BPePyy,
d’ou
BUR — ( P p2 Py~ o — 6(1 ac)PPQQPu1 0)
1
+iBP ( )ds—P/e(s‘”Pf(s)ds)
T
( :v+s Pf ( )ds _ P/ 6((1_$)+(1_5))Pf (S) ds)
0
—I—BP L p2ew uo,

et puisque BP~! € L (X) et en utilisant le lemme 3.1 on obtient

Buly € L7 (0,1, X).

Alors
Buly = e OB (= B%0p + Buj) € LP (0,1, X),
et
wp = e~O8 (B2vg — 2Bvly + o) € L7 (0,1, X)),
soit

up € W??(0,1,X)N L7 (0,1,D (A)),uy € L?(0,1,D (B)) .

On a supposé que (P + B)uy — 2P.Jy € D (H) donc, pour ug on applique le lemme 3.2 on
obtient

ug = e~ BeIPII (uy o — H((P + B)ug — 2PJy)) € W (0,1, X),
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si et seulement si

(ULO—H<<P+B)U0—2PJ0)) S (D (B2—A),X)%+ p°

Sl

4.2 Probléme aux limites avec un parameétre w

4.2.1 Position du probléme et hypothéses

On considére le probléme suivant

u” () + 2By (x) + Au (x) — wu (x) = f(x) w>0,2¢€l0,1]
w(0) = ug (4.10)
Hu' (0) 4+ u (1) = u,

avec ug, u10 € X (X est un espace de Banach complexe), f € L? (0,1, X) et A, B, H sont
des opérateurs linéaires fermés sur X.

On suppose que
X est un espace UMD, (4.11)

et pour les opérateurs B et B? — A

Jwe > 0: B> — A, est un opérateur linéaire fermé dans X
R, Cp(A,, —B?% et3C>0:

- (4.12)
VA >0, H M+B>— A, ‘1H < —

pour tout s € R (B2 — A )" € L(X) et 30 €0, x|

tel que He‘e‘s| (B2—A )" < 400, (4.13)
L(X)
H est un opérateur linéaire fermé

4.14
{ t Ao € p(H), ( )
H(Ay—B)"'=(Ay-B)"H (4.15)
B génére un groupe fortement continu dans X, (4.16)
D (B*—A)® ¢ D(B)n D (H) et Bug € D (H). (4.17)

4.2.2 Conséquences des hypothéses

On pose
A, =A—-wl, w>0.
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1. L’hypothése (4.12) se traduit sur B?> — A, la forme

B?% — A, est un opérateur linéaire fermé dans X
[wo —w,+oo[ C p(A—B2) et 3C >0

(4.18)
VA > (wo —w), H(M +B2—A,)""

C
< ——.
Lx) l14+At+w

2. Pour w > 0 grace a A.V. Balakrishnan [2], I'hypothése (4.12) implique que

est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique
P,
(e )3620 dans X.

3. Pour w >0 on a

4.2.3 Représentation de la solution

Lemme 4.1 Sous les hypothéses (4.11) ~ (4.17). Alors Jw* > wy tel que pour w > w*
considérons l'opérateur linéaire

I, = —2ePHP, " + 1 — &
admet un inverse borné.
Preuve. On peut écrire
MW, = (=27 HR.e" (1— )7 4 1) (1= ),

pour montrer que II,, admet un inverse borné, il suffit de montrer que

|2ePmpem (1) <,
L(X)
pour (] — €2P“’)71 est borné car ||€2PWHL(X) < 1. On pose
T, = —2ePHP.e" (I —¢)"
— —2ePHP;'P, P P2l (I — )™

d’apres Dore et Yakubov [9] on a
dey >0et k>0 HPﬁePWHL(X) < cle_k‘/a,

et pour (I — eQPL*’)_1 ona (I - e2Pw)_1est borné donc

S0 >0 (1 - eQPw)IHL(X) < ¢,
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eP est borné donc

des >0 He < c3,

o

et pour H Pw_ol, comme H est fermé et Pw_o1 est borné qui est inversible et défini sur X, alors

HP, L est borné donc

Jey >0 ||HE,,

olHL(X) < Ca

et pour P,, P! on a

PPt = (BZ—AWO);<(BZ—AW)5)1

donc on a

3M >0 ||P, Pyt <<1+CM) =(1+0)?,

Py <

alors

HTwHL(X) < creaesey (1+ M)% e "% < 1, pour w assez grand.

On remplace P par P, dans la représentation de la solution du probléme (4.1), alors la
solution du probléme (4.10) s’ecrit sous la forme

u (x) — e—a:B (ewaePwu=0+ e(l—x)PwePwﬁ)

1o [ Lo [
+€—xB (ﬁpw—l/ e(a:—s)ow (S) ds + §Pw_1/ e(S—I)ow (S) dS)
0 T
1 1
—e Bt [ )
0

1 1

_ée_mBH(;lev_l/ e(m—i-s)ow (S) ds
0

+e 2B (e’”P‘“uo + H;le(l_m)PwuLo)

e "Bl (I H P, Jo — 1, H (P, + B) uo)

avec

( ’LL:[) = eBHjHPqu — H;lulp — 2€BH;1HPWJ0 + €P‘“’H;1U0 — €P‘”H;1PWJ0 + Hojl[(f]
ﬁ = H;lJO — H;l’UO
1

Iy = %Pw_l/ =3P f () ds
0

1
J§ = %Pw_l/ et f (s) ds.
0
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On pose
( UR (:U) — e—:EB (expwepwu—0+ e(l—a))PWBPw—uLO)

= 1
+€—af:B <%Pw_1/ e(x_S)ow (8) ds -+ %Pw_l/ e(S_I)PWf (S) dS)
0

T

1
eyt a0
0 1
—3e T PISIP;T [ et (s) ds
0
e (e oup)

[ ug (v) = —e ™Be0=2PTI-Y (uy o + H (P, + B) ug — 2P, J¢)),

ol up est la partie réguliére et ug est la partie singuliére. m

4.2.4 Reégularité de la solution

Theoréme 4.2 Sous les hypothéses (4.11) ~ (4.17), Pour tout ug € X,u1o € X et f
€ L*(0,1,X). Alors Jw* > wq tel que pour w > w*
u,, est une solution semi stricte du probléme (3.21) si et seulement si

( ( 1
(Pw—i-B)uo—/eSPWf(s)ds € D(H)
1. 0 )
wo+H ((B+Byu— [ef(5)ds | € (DB - 4.5,
( 0
L 2. ug € (D(B2 _A):X)i,pa

de plus dans ce cas u admet une décomposition U, = Uy g + Uy 5 OU
1. u,r € W?P(0,1,X)NLP(0,1,D (A)),u, € L? (0,1, D (B)).
2. u,s € W (0,1, X).



Chapitre 5

Probléme aux limites singulier pour
une équation générale compléte dans
un espace UMD : approche L et M

5.1 Probléme aux limites

5.1.1 Position du probléme et hypothéses

On considére le probléme abstrait suivant :

u' (z)+ (L —M)u () — LMu(x) = f(z), x€]0,1]
u (0) = g (5.1)
Hu' (0) 4+ u (1) = uy,

ol ug,u1 o € X ; f € LP (0,1, X) et L, M sont deux opérateurs linéaires fermeés dans X (X est
un espace de Banach complexe) de domaine D (L) et D (M) et H est un opérateur linéaire
fermé de domaine D (H).

Nos hypothéses sont :

X est un espace UMD, (5.2)

et pour les opérateurs L et M

{ i) D(L) = D (M)
(5.3)
i) D (ML) = D (LM),
ML = LM, (5.4)
30,0, € }o, g[ . (—L) € BIP (01, X),(—M) € BIP (1, X), (5.5)
(L+M)" e L(X). (5.6)

73
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Sur M en lien avec H

VAep(M), V¢ée D(H)

(M —X)""¢eD(H) et HM—X)""6=(M-X)"H¢,
Sur L en lien avec H

VAep(L), Y& € D(H)

(L=X)"'¢eD(H) et H(L—-N)"¢=(L—-\)"Hg,

et
D(L)c D(H),
en plus des hypothéses précédentes, on ajoute cette hypothése :
0€p(A),
ol
A=—H(L+M)e"—eM 4T,

On rappelle le résulat suivant

Theoréme 5.1 (A. Favini, R. Labbas, S. Maingot, H. Tanabe et A. Yagi)

(5.10)

Sous les hypothéses (5.2) ~ (5.6) et pour f € LP(0,1; X) avec 1 < p < 00, le probléme

u'((()x) (L—M)u (z) — LMu(x) = f(x), z€]0,1]
u (1

) = g
) =

admet une solution unique u satisfaisant
uw€ W (0,1; X)NLP(0,1;D(ML)), ' € LP (0,1; D (L — M)),
si et seulement si

u0>u1,0 € (D (ML),X)L

2p

(Cette solution sera appelée la solution stricte du probléme (5.11), voir [10]).

5.1.2 Conséquences des hypothéses
Remarque 5.1

(5.11)

1. Suite a Uhypothése (5.5) on déduit que L et M géneérent des semi-groupes analytiques

dans X (voir J. Priss-H. Sohr [27], Theorem 2, page 437).

(exL)xQO ’ (exM)x20 :

2. En utilisant une fois encore J. Priss-H. Sohr [27] (Theorem 4, page 443) et ’hypothése

(5.5), on obtient
—(L+ M) e BIP(0,X), avec § = max (0y,0r),

St HM 7& QL.
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3. A partir des remarques précédentes, on déduit que
Vi >0, eletM — gt (M+D),
4. De Uhypothése (5.5) et grace au corollaire 2. p. 433 dans [47], on a
L(L+M™" et M(L+M) " eL(X).
5. L’hypotheése (5.3) est équivalente a
i) D(L)=D (M)

ii) D (L?) = D (M?).

6. Pour C =L ou M et pour 6, < 0y et pour py,ps € [1,+00[, on a
(D(C%),X),,,, € (D(C?),X)

01,p1 02,p2

c D(C).

1

(D(C?).X),, < (D(C7).X)

%7

5.1.3 Lemmes techniques

Lemme 5.1 Sous les hypothéses (5.2) ~(5.8), on a pour x > 0 l’égalité suivante
Vé e D(H): HeWMHhg — o2+ e

Preuve. On sait que si 'opérateur C' génére un semi-groupe analytique

xzC
(6 )$>0 )
alors
O —N
Vz >0, = lim <1 — x_) ,
n—-+oo n

voir T.Kato [19] page 481. Donc sous ’hypothése (5.7) et pour tout > 0 (le cas x = 0 est
direct ) on obtient

He'M¢ = lim H<1—ﬂ)_n§
n—-+o0o n
= Jlm H (D) (G-ar) ¢
=t (3)7 (5 -ar) e
_ exMHg’

de la méme facon et sous (5.8) on montre que
Vo >0: He™¢ = el HE,
finalement, en utilisant 3 de la remarque précédente, on obtient pour tout x > Oet £ € D (H)

Hez(MJrL)f — €m(M+L)H£.
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Lemme 5.2 Sous les hypothéses (5.2) ~ (5.6), pour g € LP(0,1,X) avec 1 < p < oo et
C =L ouM, on a les résultats suivants :

1. x =T (x,9,C C’/xs s)ds € LP (0,1, X).

1
2.x%T(l—x,g(l—.),C):C/e(sx g(s)dse L?(0,1,X).

T
T

3. r— F(fE,g,C) =LM (L+ M)il /e(zs)cg (3) ds € LP (0’ l,X).

0
1

4 5U—>F(1—$,9(1—-)7C):LM(L—i—M)_l/e(S_f”)Cg(s)dsELP(O,l,X).

T
1

5 2 — L(x,9,C)=LM(L+M)™" exc/es(L”LM_C)g(s) ds € L?(0,1,X).
0

Preuve. Les deux premiéres assertions sont obtenues directement en utilisant le Théoréme
de Dore -Venni [8] pour le probléme

{ u' () + Cu(z) = g (x)
u (0) = 0.

Pour la troisiéme assertion nous avons
X

F(z,9,0) = LM(L+M)™" /e(””_s)cg (s)ds

0

= (L+M—-0C)(L+ M) 10/ (@=s)
0
et puisque
(L+M—-C)(L+M)™"eL(X),
on a
F(,Q,C) S Lp(oa 17X) .
L’assertion 4 est une conséquence de I’assertion précédente.
Pour la cinquieéme assertion on a
1

L(z,g,C) = LM (L+M)™" /65(L+M_C)g (s)ds
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d’ou
X

L(z,9,C) = LM (L+M)™" /e(‘”_s)ces(LJrM)g (s)ds

0

1-z
+LM (L + M)*l e:cC’e:c(L+M—C) /e(l—x—s)(L+M—C)g (S) ds
0

= fF (x,e'(L+M)g,C’)
+et M (1 — g g(1— ), (L+M—0C)),
et par conséquent
L(z,g,C) e LP(0,1,X),
car e(I*M) est borné donc dans L? (0,1, X). =
Lemme 5.3 Soient m € N*,p € |1,4+00[. Alors p.p x € (0,1) on a
z— CMe*™p e L7 (0,1,X),
si et seulement st

p e (D(CM), X)L

'mp’p’

ot, C' = L ou M.(voir Triebel [17], Theorem p. 96).

5.1.4 Représentation de la solution

Si(L+M )2 est un scalaire strictement positif, alors la solution générale de
' (x)+ (L — M)u () — LMu(x) =0, x€]0,1],
s’écrit
U (.T) _ earMyO 4+ e—xLyl — ea:MgO + e(l—x)Lé-l,
ou
Yo =& et y1 = ",

En supposant que £, et &; sont des fonctions vectorielles de la variable = et en utilisant
la méthode de la variation de la constante, on obtient une solution formelle de I’équation

u' () + (L — M)u' (z) — LMu(z) = f, x€]0,1],

donnée par
u(x) =My + I 4+ I+ (5.12)
avec ) )
I, =(L+M)™" /e(””_S)Mf (s)ds
% (5.13)

Jo=(L+M)" / eI f () ds.

\ T
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Remarque 5.2 Supposons que u est une solution stricte sur [0,1 — €| du Probléme (5.1).

Alors
1.

2.

Uy € (D(LM),X)QLJJ
up € D (M) car

Uy €

>’pCD(M).

3. u admet une représentation du type (5.12) avec (5.13). Il reste a déterminer &y, &,
alors sachant que ug € (D (LM),X) 1 - En utilisant les conditions aux limites on a
2p?

u(0) =& +e& + Jy

u(l) = ero +& + 1

u' (0) = My — Le*&, — Ly,
On a

§o = uo — €L§1 —Jo

u' (0) = M&y — Lelé, — Ly,
donc

W (0) = M (up—e"& — Jo) — Le™&, — Lo
= Mug— (M + L)e¢, — (M + L) Jy,

puisque u' (0) € D (H) et
(M +L)e*¢, € D(L) C D(H),
donc 1l est nécessaire que

(Mug — (M + L) Jo) € D (H).
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Finalement
( fozUO_@Lgl_JO
Hu' (0) +u (1)
| = H (Muo— (M +L)e"&, — H(M+L)Jo) + M+ & + I = up
([ M&y = Mug — Meté, — M Jy
T\ H(Muo— (M + L) Jo) — H(M + L) e"¢, + eV (uo — €& = Jo) +& + I
L — U10
( fozUO_@Lfl_JO
T\ H(Mug— (M + L) Jo) — H(M + L) e&, + €M (uo — X6, — Jo) + & + Iy
L = Y10
( fozUO_@Lgl_JO
= L M+L
(—H (L+ M)el+1—eMl)g,
(L = U1,0 — H(MUO — (L-'- M) Jo) — GMUO + €MJ0 — Il,
et puisque A = —H (L + M) el + I — eM*L de domaine X admet un inverse borné,
alors

fo = Ug — eLA_1 (UI,O — H (MUU — (L + M) Jo) — GM'U,O + eMJO — [1) — JO

& =A""1 (ULO — H (Mug — (L + M) Jo) — eMug + e Jy — [1) )
donc la solution s’écrit

u(z) = ™M (ug—e"A™" (w10 — H (Mug — (M + L) Jo) — eMug + M Jo — L) — Jo)
+€(171)LA71 (ul,O - H (MUO - (L + M) Jo) - 6MU0 + €MJ0 - Il)
+(L+ M)~ /e(x_s)Mf (s)ds

0
1

R T e

xT

u(z) = eMug+e™Melug + e(l_m)LeMm —e™M ],

+€(17x)LA71U170 — e(lix)L (AilH (MUO - (L + M) Jg)) — 6(171)LA71[1
+(L+ M)~ /e(x_S)Mf (s)ds

0
1

+ (L + ]\4)71 /e(S_I)Lf (s)ds,

xT
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avec
Ug = AL (ul,g —H (MUO — (M + L) Jo) — GMUO + GMJO — [1)
m = A_1J0 — A_1U0.

4. La représentation de la solution est donc donnée par

u(x) =95 (x)+ R(x,uy, M) + R(1 — z,u1,L),
ot pour tout p € X et x € (0,1)
( R(JT,QO, C) — emcez(L—i-M—C)SO

T

S (z) = eMug+ (L + M)~ /e(m_S)Mf (s)ds

0
1

el DA (g — H (Mutg = (L M) ) + (L4 M) [0 (5)ds

T
1

—e"M (L4 M) /eSLf (s)ds

0
1

—A e (L4 M) /e(l_s)Mf (s)ds.

\ 0

Lemme 5.4 Il existe W € £ (X) tel que W (M + L)' = (M+ L)™' W et

AT =T~ W avec W (X) CﬁD((MJrL)k).

ou A=—H(L+ M)el — el 4+ 1.
Preuve. Nous écrivons
A=—-H(L+M)el —MEtpT=1+V,.
ouV=—H(L+M)el—eMtE e £(X). Il est clair que
VIM+L) '=M+L)'V,
de plus, puisque M + L génere un semigroupe analytique généralisé, on a pour tout m € N
M e L(X,D((M+L)™),
ainsi

V(X)C +ﬁOD<(M+L)’“),

k=1

donc W:=A""Vel(X),WM+L) "'=(M+L) "W et

W (X) +ﬁOD<(J\4+L)’“).

k=1
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Nous concluons en notant que
(I-—W)A=AI-W)=A-V=1.

[ ]
En utilisant le lemme 5.4 on obtient que

u(r) = S(z)+ R(x,7, M)+ R(1 — 750, L)
—eI=2)Lyyy (ur0+ H (Mug — (L + M) Jy))
+e O (yy o 4 (H (Mug — (L + M)) Jp)) .

Lemme 5.5 Supposons (5.2) ~ (5.10). Pour ¢ € X, f € L?(0,1,X), et C =L ou M, on
obtient
LMR(.Z‘,QO, C) ,LQR(JI,@,C) ,M2R(£L’,Q0,C) S (07 17X) :

Preuve. Pour C' =L ou M et ¢ € X, on a
Mg e D(L*) = D (M?) =D (ML),
et donc pour presque tout z € (0,1)

LMR (z,0,C) = MLe"CetEHM=0)
— exCMLea:(LJerC)(p

Y

ainsi LM R (z, ¢, C') est borné et appartient & LP (0,1, X). Il en est de méme pour L?R (x, ¢, C)]
et MR (z,0,C). m

Lemme 5.6 Supposons que les hypothéses (5.2) ~ (5.10) sont réalisées .
Soit f € LP (0,1, X), alors

LMS (.)€ L”(0,1,X).

Preuve. Soient f € LP (0,1, X), on a pour p tout x € (0,1)

LMS (z) = LM (L + M)™! / e@=9M £ (s) ds

0
1

+LM (L+ M)™" / e f (s)ds

T
1

—LMe™ (L + M)~ /eSLf (s)ds

0
1

—LMA 0= (L 4 M) /e(l_S)Mf (s) ds,

0
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pour le premier terme, on a

LM (L+ M) /e<“>Mf (s)ds = L(L+M)" M/e<“>Mf (s)ds
0 0
= L(L+M)" T(z,f,M),

1

et puisque L (L + M)~ est borné et en utilisant le lemme 4.2 assertion 1, alors

LM (L + M) /e(‘”_s)Mf (s)ds € I (0,1, X),
0

et pour le deuxiéme terme, on a

1 1
LM (L + M)~ / e (s)ds = M(L+M) 'L / eI (5) ds
et puisque M (L + M )_1 est borné et en utilisant le lemme 4.2, assertion 2, alors

1
LM (L+ M)~ /e<H>Lf (s)ds € L?(0,1,X),
pour le troisieme terme, on a

1 1
LMe™ (L+ M) [estf(s)ds = LM (L+M)"e™™ [elf(s)ds
0 0
= £ (x7 f7 M) Y
en utilisant le lemme 4.2 assertion 5, alors

1
LMe™ (L 4+ M)™! /eSLf (s)ds € L7 (0,1, X),

0

pour le cinquiéme terme, on a

1
LMA™ =L (L 4+ M)~ /e(ls)Mf (s)ds
0

1
= A'LM(L+ M) D5 (L 4+ M) /eSMf (1—s)ds
0
= A_lf’(xmf(l_ ‘)?M)a
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et A~! est borné, en utilisant le lemme 4.2 assertion 5, alors
1
LMA 2L (1 4 M)~ /e(ls)Mf (s)ds € LP (0,1, X).
0

[]
On écrit
U = UR + Ug,

ol ug est la partie réguliére de u et ug est la partie singuliére de u avec

ur=S(.)+ R(., ug, M)+ R(1 - .,u1g, L)
+e™Myy — DWW (uy o+ H (Mug — (L + M) Jp))

ug = e(l-)L (UI,O +H (MUO — (L + M) J())) ,

Lemme 5.7 Supposons que les hypothéses (5.2) ~ (5.8) sont réalisées. Alors pour C =

ou M et \g € p(C)
X — (C = XI)Ce™@¢p e LP(0,1,X),
st et seulement si

¢€ (D(C?,X),

5p P
Preuve. On suppose que pour Ag € p (C)
(C —XoI)Ce®p e I7(0,1,X),
on peut écrire
C2*Cp = (C' = MI) Ce™Cp+ Ao (C — NI) ™" (C = NoI) Ce™Cp,

et puisque (C'— A\I) ™" € L(X), on en déduit que

C%e% e L7(0,1,X),
en utilisant lemme 4.3, alors

6 (D(C?),X),

E?p

Pour la réciproque, on suppose que
o (D(C?).X),

2p°P

)

on a

(C' = XI) Ce®p = C?*™Cp — N\gCe©y,
il suffit de montrer que Ce’® € LP (0,1, X) et puisque

b€ (D(CY).X),, € (D(C?).X),, cD(O),

1
351

alors
Ce®p=e%Coc LP(0,1,X).

L
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Proposition 5.1 Sous les hypothéses (5.2) ~ (5.10) , up,u10 € X et f € LP(0,1,X), alors
LMug € IL? (0,1,X),

si et seulement st
Ug € (D(LM) ,X) 1

szp'

Preuve. Nous avons
LMug =LMS(.)+ LMR(.,u, M)+ LMR (1 — .. Tg, L) + LMe™uq
d’apres le lemme 4.4 et le lemme 4.5 on a
LMS(.)+ LMR(.,up, M)+ LMR (1 — ., u10, L) € LP (0,1, X),

alors
LMug € LP (0,1, X),

si et seulement si
LMe™Mug € L7 (0,1, X).

On choisi \g € p (L), A\ € p(M), on peut écrire
LMe™Mug = L (M — M\ 1) (M — M\ I) Me*u,
en utilisant le lemme 4.6 et puisque M (L — \I) ™", L (M — X\;I)~" sont bornés, on a
LMe™Mug € L7 (0,1, X),
si et seulement si

u € (D(L%),X), = (D(M?),X), =(D(LM),X).

2p »P- 2p " 2p P

]
Lemme 5.8 Sous les hypothéses (5.2) ~ (5.10), ug,u10 € X et f € LP(0,1,X), alors
(L— M)uy e L?(0,1,X),

st et seulement st
(L — M) Me™Muy € L7 (0,1, X).

Preuve. On calcule v/,

T

Up(z) = Me™Mug+ M (L+M)™" /e(x_s)Mf (s)ds

0
1 1

—L(L+M)" /e(s_””)Lf (s)ds — Me™™ (L + M) /GSLf (s)ds

0
—|—LA_16(1 x) L—l—M /6(1 s)Mf

0
+MeacM L Le(l z)L MUlOa
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donc

Pour I, on a

I (z)

et puisque (L — M) (L+ M)~

Pour 15, on a

I (x)

et puisque (L — M) (L + M)™"

xT

(L — M) Me™Mug + (L — M) M (L+ M)~ / @M £ (s)ds

0
1

—(L—M)L(L+M)l/e(s_x)Lf(s)ds

x

— (L — M) Me™ (L—i—M)_l/eSLf(s)ds

1

+(L— M) LA™ (L + M)~ /e(l_s)Mf (s)ds

0
+(L—M) Me“”MeLuo — (L — M) L' EeMyrg

(L — M) Me™Mugy + Z I

=1

= (L-M)M(L+M)"! /e@f—S)Mf (s)ds
= (L—M)(L+M)™" M/e@H)Mf (s)ds

= (L—M)(L+M)""T (x, f, M)

I()eLr(0,1,X).

xT

— (L= M)L(L+ M) / @M £ () ds

= (L—M)(L+ M) 1L/e<“
= (L-M)(L+M)'T(Q—2,f(1-.),L),

L()€eLr(0,1,X).

! est borné et en utilisant lemme 4.2 assertion 1, on obtient

est borné et en utilisant lemme 4.2 assertion 2, on obtient
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Pour I3, on a

Is(z) = (L—M)Me™ (L+M)™! /eSLf (s) ds

1 1
= LMe™M (L+ M) [elf(s)ds — M*e™™M (L4 M) [ el f(s)ds

0 0
1

= F (z, e LM g M) - ML "ML (L+ M)~ GIM/€SLJ£ (s) ds,
0
= F($,€'(L+M)9,M) _MLilﬁ(xagaM>>

en utilisant le lemme 4.2 assertion 3 et assertion 4, on obtient
I3() e LP(0,1,X).

1, se traite comme I5.
pour I5, on a

I (z) = (L—M)Me"Melug — (L — M) Le" = 9LeMyg
= (LM — M?) R (z,u5, M)+ (LM — L*) R(1 — 2, U, L)

en utilisant le lemme 4.4 on obtient
[5 () S (07 1aX)7

alors on a
(L — M)y (2) € L7 (0,1, X),

si et seulement si
(L — M) Me™Muy € L7 (0,1, X),

Proposition 5.2 Sous les hypothéses (5.2) ~ (5.10), alors

us € WH(0,1; 7)

st et seulement si

uro — H (Mug — (L + M) Jo) € (D (LM), X):,

N[
S
]

Preuve. Puisque u, € W17 (0,1; ), alors on a

wy (1) = Le ™D (uy g — H (Mug — (L + M) Jy) € L7 (0,1, X)),

en utilisant le lemme 4.3 assertion 2 on obtient le résultat . m
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5.1.5 Reégularité de la solution

Theoréme 5.2 On suppose (5.2) ~ (5.10). Soient ug,u10 € X et f € L?(0,1,X), Alors u
est une solution semi-stricte du probléeme (5.1) si et seulement si

( ( 1

Muo—/eSLf(s)ds € D(H)
1. 0 ;
wio— H | Mug — /eSLf(s)ds e (D(LM), X)y, 4,
\ 0
L 2. UOG(D(LM>,X)LP,

2p’
de plus dans ce cas u admet une décomposition u = ur + ug avec
1. up € W*P(0,1; X)NLP(0,1,D(ML)),ur € L?(0,1,D (L — M))
2. ug € wip (0, 1,X).
Remarque 5.3 On a trouvé deux types de conditions : 1. la premiére est de comportement

lie a H ,M et L de forme globale.
2. la deuxiéme condition est de comportement local lié uniquement a LM

Preuve. En utilisant la proposition 4.1 et le lemme 4.7 on obtient
up € WP (0,1; X)NLP(0,1,D (ML)) ,u, € L? (0,1, D (L — M))

si et seulement si

MLeMug € LP (0,1, X)
(L— M) Me*™™Muy € L7 (0,1, X),

ce qui équivaut a

M LeMuy € LP (0,1, X)
M?*e*Muyy € L7 (0,1, X) .

On a montré que

MLe™uy € LP (0,1, X) < ug € (D (LM),X) 1

2p P :

On fait la méme démonstration pour montrer que

M?*e™Muyy € 17 (0,1,X) < up € (D (ML), X)

2p 7p :
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5.2 Résolution du probléme aux limites avec un para-
meétre spectral
On pose
A, =A—wl, w>0
et on considére le probléme suivant
u' (z) + 2By (z) + Ayu (x) = f (z), z €]0,1]

u (0) = ug (5.14)
Hu' (0) + uw (1) = uq,

avec up,u;o € X (X est un espace de Banach complexe), f € L?(0,1,X). A,B et H
sont des opérateurs linéaires fermés sur X.
Nos hypothéses sont
X est un espace UMD, (5.15)

et pour les opérateurs B et B? — A

B? — A est un opérateur linéaire fermé dans X
:R_Cp(B*—A) et 3C>0:

S - (5.16)
VA >0, HM B2— A) <
(AL + ) Lx)y 14X
B génére un semi-groupe fortement continu. (5.17)
D ((32 - A)%) c D(B), (5.18)
Vye D(B), B(B*—A)"'y= (B>~ A)" By (5.19)
Pour les opérateurs M,, = —B — (B? — Aw)%
Yw > 0,¥Ys € R: (—M,)" € L(X) et 3C > 1,
| (5.20)
30, € 10,7 - H )| < cefmolsl
. €10, 5[+ |( ) LX) €
Pour les opérateurs L, = B — (B? — Aw)%
Vw > 0,¥s e R: (—Ly,)" € L(X) et 3C > 1,
| (5.21)
=l g H —L,)" < Celrolsl,
L, € ]0 9 [ ( ) LX) Ce
Pour 'opérateur H
H est un opérateur linéaire fermé (5.22)
Ao : Ao € p(H),
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Sur H en lien avec A et B

{ Mol —H) ™ N (B2—A) = (B2=A) " (Nl —H)" (5.23)
Ve e D(B),(\I—H) 'z e D(B) et (\I—H) "Bx=B(\NI—H) 'z, '
D((B*-4)*) c D(H). (5.24)

Remarque 5.4

1. Vu que X est un espace UMD et donc réflexif, le domaine D (B? — A) est dense dans
X (woir Haase [15], Proposition 2.1.1. p. 18-19 ).

2. Pour w > 0, U'hypothése (5.16) implique que l’opérateur

1

- (- )
génere un semi-groupe analytique (e_I(BQ_A“)j) dans X et
x>0

N

(Lo +M,) ' =—2(B*- A,) ? € L(X)

3. Grace a J. Priss-H. Sohr [27](Theorem 2, p. 437), les hypothéses (5.20) et (5.21)
impliquent que pour w > wy

— (L, + M,) =2 (B? —Aw)% € BIP(0,X), avec § = max (0y,,0L,) .

Lemme 5.9 Sous les hypothéses (5.16) ~ (5.19) et pour w > 0 on a les propriétés suivantes

{ D ((32 - A)%) c D(B)
Vee D(B), B(B*—A) 2¢= (B>~ A) ? Bt

1
Preuve. On utilise I'intégrale de Dunford pour l'opérateur (B% — A,,)” 2 et pour w > 0 on
obtient

_ /1 (B4 )t
£ = 5 /\%B()\I (B> —A,)) &
]
1 /1
2mi | A3
Y

— (B*-A) 7 Be

D=

B(B*—A,)

(M — (B® - A,)) ™" B&dx

Ici v est un courbe sectorielle adéquate entourant le spectre de B> — A,. m
Définition 5.1 Si P, Q sont deux opérateurs linéaires dans l’espace X tels que
D(P)Cc D(Q) et P=@Q sur D(P),

alors on écrit P C ().
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Lemme 5.10 Supposons que (5.16) ~ (5.19) sont vérifiées. Alors on a
1. D(L,)=D(M,) =D ((B2 - A)%> .
2. D(L2) =D (MJ) = D(M,L,) = D(L,M,) = D (B* - A).
3. M,L,=L,M, C —A.
4. (L, — M,) C 2B.

Voir [5]

Lemme 5.11 Sous les hypothéses (5.20) ~ (5.23). Les propositions suivantes sont équiva-
lentes.

{\m>0,Aep( L), Ve e D(H), H (M, —\)""¢=(M,—\) " He,
Yw > 0,\€p(Ly,),Vé € D(H),H (L, — )" &= (L, — M) " HE.
{\m >0,,Y€ € D(M.) = D (L) : (ol = H) "' Mo = Mo, (ol = H) ¢,
Vo > 0,,¥¢ € D(M,) =D (Ly) : (Al — H) ' L& = Lo (Ao — H) ' €.
VEED(B>—A): (Nl —H) "AE =AM — H) "¢,
%) vee D((B?-A) ) (Aol — H) ' BE = B(\I — H) ‘€.

D=

Voir [5]

Lemme 5.12 Sous l’hypothése (5.16), Jw* > 0 telque pour tout w > w* 'opérateur

] _ eLw +M,,

Y

admet un inverse borné.

Preuve. On a

pLwt My _ 6—2(32—Aw)% _ e—Q(BZ—A-&-wI)%’

alors en utilisant le résultat de Dore et Yakubov, on obtient

Y

de, k> 0: HeL“JrM“” < ce VW

et pour w grand
bt < 172

c’est a dire
>0 Vw > w*, [[eR M| < 1/2.

Remarque 5.5

1. Puisque L.+ M, génére un semi-groupe analytique, alors on peut utiliser les techniques
de A.Lunardi pour montrer que l'opérateur I — e «+Me est inversible avec

—1 1 e? _
(L= eterte) ™ = o [ (2= (Lo + M) 2 + 1,
Y

ot 7y est une courbe bien choisie dans le plan complexe. (voir A. Lunardi [25], p.59).
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*

2. Pour tout w > w

. 1
[ — ebetMe 1H < - <9, 5.25
H( A N Jebe Mo = (5.25)

Lemme 5.13 Sous les hypothéses (5.15) ~ (5.24) et pour w > 0 il existe w* > 0 tel que
pour tout w > w*, opérateur

Ay = —H (L, + M,)er — elotMe 4 T
admet un tnverse borné

NSt = (1= R M) (T H (L My) e (1 = ebet) ™)

-1

Preuve. On a
Mo = (1= H (L M) b (I — et M) TH) (1 = ehotle)
donc A, est inversible si et seulement si il suffit d’inverser
Ky =1 — H (Ly, + M) " (I — eletMa) ™
est inversible. Vu (5.25),

| # (L4 My et (1= eberi) T <ol (L + M)

e[l xy

L(X)
donc, pour inverser K, il suffit d’obtenir pour w assez grand
H (Lo + M) e (I - eLw+Mw)1HL(X) <1/2.
Or
H (L, + M) e = H(Ly,+ M) (L, + M,)* e

= H(L+M)” 1(L+M)(L M) (L + M,,)% et

= H(L+M) (B A) (B2 A,) <L M) e,
mais

— H(L+ M) ™" € L(X).

1
~ (B*— A)? (B*— A,) L(Z’X) est borné indépendamment de w en effet

(B - )t (52— a)F = (B2 a) (8- 4))’
— (- (- aren)
= ([—w(BQ—A—l—wI)_l);,
d’ou

1

< (1+ M) = 1+ anh
L(X) w
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Il reste donc a montrer que H (L, + ]\@)2 el peut étre rendu petit pour w grand

)
1
Puisque — (B? — A,)? génére un semi-groupe analytique on a

Nl
Nl

Lo, B—(B2—Aw)

e —e _(82_A“’) B

=e e,

donc
1 1\ —1 1
A, = (2[—[ (B2 B Aw)% e—(B2_Aw)§€B (I . e—z(BZ_Aw)f) n I) ([ _ 6—2(32_Aw)7> .

Pour montrer que A,, est inversible il suffit de montrer que

1 1\ —1
2H (B* — Aw)% e~ (B?=4.)% B <[ — 6_2(32_Aw)7) <1,

L(X)
on pose

1 1\ 1
T, =2H (B — A,)7 e (BA)7 B (1 - eQ(BzAwV) ,
on peut écrire T}, sous la forme

N

T, = 2H (B2 — A)* (B2 — A)? (B> — A,)

(SIS
—~
Sy
[\
|
i
€
~—
D
BN
%
|
h
>
[T
)
8]
RS
~
|
|
(o]
—~
Sy]
|
h
>
[V
N——
L
—

N|=

pour l'opérateur : 2H (B% — A)" 2 est dans L (X)),
1 1
pour l'opérateur : (B* — A)2 (B*— A,) ?,o0n a

(Br— )t (52— a)F = (B2 a) (8- 4)7)’
— (- (B -a+e)™)’
= ([—w(BQ—AerI)_l);,
d’ou

M >0 (B2 - 4) (B - L)

1
Pour l'opérateur (B? — A,) e (B2 -Au)% B .

en utilisant le résultat de Dore et Yakubov et puisque
~(52-a0)?

génére un semi-groupe analytique, alors obtient

N

le

H (B* — Au) e (=) b BHL(X)

L(X)

L(X)
ce ™R e d k>0
de e k>0,

VAN/AN



93

N -1
et pour : (I — 6_2(32_A“)§)

1
on a montré que (I — ez(BQA“)Q) est inversible donc
N -1
<1— _ e—Q(BQ—Aw)7)

T, <c(l+M 2 e V9 = eV < 1,
L(X)

Jey >0 < ¢,

L(X)

alors pour w grand

c’est a dire
>0V > w" |To|l ) < 1.

5.2.1 Représentation de la solution

N L,— M, C?2B
L,M, = M,L, C —A.
Sous les hypothéses (5.15) ~ (5.24) on peut construire les opérateurs L et M ( notés ici
L., M, ), données dans la premiére partie du quatriéme chapitre .
Alors pour ug € (D (B*— A),X)1 et f € LP(0,1,X), la solution du probléme (5.14)
est donnée par

On

1
2p?

’LL((L’) _ e:pruo + emMueLuu—O_i_ 6(1—x)LW€Mum_ e:prJO (526)

e R N (g — H (Mg — (Lo + M) Jo)) — V95 AZM,

xT

+ (Lw + Mw)fl /e(x—s)wa (S) ds

0
1

F (L + M) / (=L f () ds,

xT
ou

Uy = A;l (ul,O - H (MW'LLO — (Mw -+ Lw) Jo) — GM“"LLO -+ eMe Jo — [1)
Uiy = A;lj() — A;lu().

Remarque 5.6 Si on pose B = 0 on trouve bien la méme représentation de la solution dans
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le chapitre trois précédent

u(z) = e~V —Au (ug — Jo) — % < —Aw) - /xe_(x—s)\/%f (s)ds
0

te VA oV Ay

_ 1
e (o)A (A:)l[l) _ < —Aw) 1/ ef(sfx)mf (s)ds

N | —

+€_(1—m)\/—Awe—\/—AwuLO
+e (1-2)V-Au (A;1u1,o + AJIH\/ —Auuy — 2A;1H V _AwJU)

= —A;lum — A;lH (\/ —AwU,g — 24/ _AWJQ) + eV 7A“’A;1U0 —e 7A“’A;1J0 + A;lfl

5l

— _ A-—1 -1
ul,O = Aw JO — Aw Ugp-

5.2.2 Reégularité de la solution
Nous avons le résultat suivant

Theoréme 5.3 On suppose (5.15) ~ (5.24), soient ug,u10 € X et f € LP(0,1,X). Alors

dw* > 0 tel que pour w > w* :
u donnée par (5.26) est une solution semi-stricte du probléme (5.14) si et seulement si

¢ ( 1
L. Mwuo—/eSL“f(s)ds € D(H)

0

1
uro— H Mwuo—/eSLWf(s)dS E(D(BZ—A),X)%JFﬁp.
0

\

| 2o € (D(B? - A),X)

7p ’

Sl

De plus dans ce cas u admet une décomposition
U = UR + ugs,

1. up € W22 (0,1, X) N L7 (0,1, D (A)) ,u/y € L? (0,1, D (B))
2. ug € W (0,1, X).



Chapitre 6

Exemples

6.1 Cas Holderien

Exemple 6.1 Soit M un opérateur linéaire dans X = C ([0, 1]) défini par

{ D(M)={veC?([0,1]) :v(0) =v (1) =0}
Mv =", veD(M),

et pour ¢ >0 fixé ,posons
A=—-M?—cl et H= M. (6.1)

A satisfait hypothese (2.25) et ainsi (2.2). De plus, de (6.1) nous déduisons (2.3) ~ (2.4).
Ici Q = —V/M? + ¢l et en posant

G(z) =2aV 22 —cze ™ — e %,

nous prouvons, comme en sous-section 2.2, que

= I+2M\/M2—|—Cfe_\/m_e—2 M?24-cI

est inversible et ainsi (2.5) est vérifiee . On peut alors appliquer le théoréme 2.1 pour le
probléme

"(z) + Au(x) = f(z), z€]0,1]
(1)
Puisque

{ D(A)={veC*([0,1]) : v (0) =v (1) =" (0) =" (1) = 0}
Av = —v® —cv,v € D (A),

95
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nous pouvons traiter ainsi le probléme non local d’ EDP suivant

" %(%y)—g—;(%y}—cu(m,y} :f(x’y)’(x’y) c (0’1) % (0,1)

u(x,0) =u(zr,1) = g—;;(m,()) = g—;;(m,l) =0, z€(0,1)
(6.3)

u(0,y) =uo (y), y € (0,1)

83
u(l,y) + =

\ M@,y):ul,o(y), y e (0,1).

D (A) n’est pas dense dans X = C ([0, 1]) puisque

D(A)=D(M)={veC(0,1]):v(0) =v(1) =0}.
et pour 0 €]0,1]
Dy (0/2,400) = {v e C?([0,1]) : v(0) =v (1) = 0}.
en appliquant le théoréme 2.1 on obtient :
Theoréme 6.1 Pour toute f € C?([0,1],X),0 €]0,1] et up,ur o € C*([0,1]), tels que

{ o (0) = 1 (1) = uf (0) = uf (1) = 0
w10 (0) = tro (1) =g (0) = g (1) =0

on a

1. Siug () + £(0,.) € C([0,1]) et
us? (0) + £(0,0) = u§” (1) + £(0,1) =0,

il existe alors une solution semi-classique unique u du probléme (6.3).

2. Iful” () + £(0,.) € C?([0,1]) et
ug” (0)+ £(0,0) = ug” (1) + £(0,1) = 0,

alors la solution semi-classique unique u du probléme(6.3) a la propriété de régularité
mazximale (2.6.

6.2 Cadre UMD

6.2.1 Cas B=0
Exemple 6.2 Soit X = L?(R). On définit A et H par

DA =H*R)={ueX /v eX, ueX}
Au = au” pourw € D (A) eta >0,
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DH)=H*R)={uc X /u € X}
Hu =bu' pourwe D(H) etb> 0.

Donc le probléme (3.21) est équivalent a

02 0?
oz 09— 53 (0y) —wu(wy) = £ (2,9). (r,5) € (0,1) x R

u(0,y) =uo (y), y €R,

u(l, y>+%<o D)= uo), yER

Lemme 6.1 A et H sont des opérateurs linéaires, fermés et o domaines denses dans L* (R) .

Preuve. On peut vérifier facilement que A et H sont des applications linéaires et fermés de
plus
puisque H? (R) C H' (R) donc D (A) C D (H),
on sait que D (R) C H?(R) C L? (R);Vq € N*
alors H1(R) = L?(R) car D (R) = L*(R).
dou D(A)=D(H)=L*R). m

Lemme 6.2 L’opérateur A vérifie I’hypothése (3.23).

Preuve. On calcule ’ensemble résolvant de A.
1. Soit v un élément de X et on cherche u qui est unique dans D (A) tel que :

M —-A)u=v
d’ou
Au—au” =v
en utilisant la transformée de Fourier F on obtient
AF (u) —aF (u") = F (v),
donc pour chaque t dans R on a
AF (u) (t) = aF (u") () = AF () (t) = a(it)” F (u) (1)
()\ + atz) F (u)(t)
= F(v)(®),

et pour A € C — R_ on obtient
F (v) (t)
A+at?’

on sait que F est un isomorphisme avec F € £ (L? (R)) donc on a

2 2
lulle@ < CIF (W@

< /|f O di
C/’)\—l—at?

F(u) (t) =

N

7
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si Re\ > 0 alors

o) < T / F (o) (0 dt
o 2
< 2
. ol
S (ReN)? ! P®Y
2. De la méme maniére pour v’
on a
F (V) ()
/ _
F)t) = A+ at?
itF (v) (t)
A+ at?
et puisque , )
1072y < CIF (@) |72z
donc
ooy < / ) 0 di
itF (v) (1)
< - 7 7
= C/ A + at?
T2 2
< o [HE@O,
A+ at?|
+o0o
2 2
< o [LELOL,
|\ + at?|
¢ 2
< m”f(U)HLQ(R)
2
< Re)\ HUHLQ(R)
3. Pour uj on a
" _ F) (@)
F)) = A+ at?
(@)’ F () (1)
N A+ at?
—t2F (v) (t)

A + at?
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donc

HUHHQL?(R) < CH}—(U”)H;(R)
< cfiFuera

+oo
/t4 F () (@)
—th
|\ + at?|

2
< COIF )z2m
2
< COlollew)

N

et puisque v’ et v’ € L? (R), donc u € D (A) de plus

w(t) = % U F (u) (z) da

—0o0

+
F (v) (z)
1t
27r ¢ A+ ax? Tt @

—+00+4-00

za:te_mT T
= ——drd
// A+ ax? Tax

—0o0—00

za:tT
= dd
47?2// )\+ax2 Ta,

—00—00

siAeC—R_:ReA>0alors A€ p(A) et on a
(M =4)0) () = )

donc pour ReA >0eta>0on a
C

UHLQ(R) < Re \ ||v||L2(R)

|(A = A4)~
|
Lemme 6.3 L’opérateur H vérifie ’hypothése (77).

Preuve. On cherche ’ensemble résolvant de H.
1. Soit v un élément de X et on cherche u dans D (H) tel que :

(M—-—H)u=
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(M —H)u= X u—bu'=v=AF(u) —bF (u') = F (v),
d’ou Vt € R
AF (u) (t) = 0F (u) (1) = AF (u) (t) = b(it) F (u) (t)

(\ — ibt) F (u) (t)
= Fv) (@),

et pour \ — bt # 0 on obtient

d’ou

||U||12(R) < CH-F(U”&?(R)
+00
< cfiFwaor

TIF@ O
v

< o f |22
/’)\—ibt dat

et si A: Re) > 0 alors

|\ — bt

IRe A + i (Im A\ — bt)|

\/ (Re A)? + (Im A — bt)®
Re A

WV

et

+o00o
C
o) < o ) 1F OO

C
(Re \)”
C

2
< (Re V) [0]l72 R, -

Hf(U)Hi?(R)

2. Pour uw/, on a

F (V) (t)
A — bt
(it) F (v) (t)
A —ibt
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donc

2 2
[u'r2@ < CIF @)l

/|J—" |dt

it )2
|Z f(v?( 3| it
|\ — ibt|

N

N

T IF W) ()]
O/—.gdt,
|\ — ibt|

N

si A:Re) > 0 alors

2 < C / F () (1) de

N\

N

donc v’ € L*(R), donu e D (H).
et

u(t) = ;ﬁ S (u) () d

—0o0

[ a0 @)

27T ¢ A\ — ibx v

—+00+400

- int 871:1:7—
= / / — be dex

—00—00

zxt T)
= 4%2// —zba: dex.

—o0—00

Lemme 6.4 Les opérateurs A et H vérifient
YAZ0: (M —A) "Nl —H) =Nl —H) " (M- A)!
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Preuve. Soient A > 0,v € L?(R) et t € R, on a

(AT =AY 1) (1) =

_172mf«%1—ﬂ>%o@>

27 A+ ax?

—00

Jr
L[ i F (v) (=)
- T d
or | ¢ Ot az?) (ho —iba)

“+o00+00

B —ixT (7.)
- %,// A+m2%—mﬂmx

—+00+400

tT),U ) g
N 27r //)\+ax2 o—zb:L‘)Tx

—00—00

“+o00+400

zxt'r)v ) g
a 27r //)\O—zba: /\—i-ax?)Tx

—00—00

L [ FO@

27 (Ao — ibx) (A + ax?)

Y N
27 (Mo — ibx)

—00

= (H(M —A4)"0) (1),

[
Lemme 6.5 L’opérateur A est BIP(04,x), 6410, 7].

Preuve. En utilisant théoreme de Priiss-sohr [27], page. 167. =
et pour

D(Qu)=D(Q)=D(H),

donc toutes les hypotheses sont vérifiées alors on peut appliquer le résultat du chapitre 3

Theoréme 6.2 Si f € LP (0,1, L* (R)) avec 1 < p < oo et

1. Quuo(.) — /eSQWf (s,.)ds € H* (R)

uro — ap | Quuo (1) = /es%f(sa-)ds € (H*(R), L? (R)sr 20
0

\
| 2w € (H2(R), L2 (R)) 1,
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alors il existe w* > 0 tel que pour tout w > w* : le probléeme :

02 0?
oz 09— 53 (0y) —wulwy) = £ (2,9). (r,9) € (0,1) x R

U(O,y):UO(y), yERa

ou
1 = R
U( >y) + Gyax (07 y) ul,O (y) y Y € )

admet une solution semi-stricte u. De plus dans ce cas u admet une décomposition de la
forme
u = ug + ug,

ol
1. up € H*(0,1,L*(R)) N L7 (0,1, H? (R)),
2. ug € H' (0,1, 1% (R)).
Theoréme 6.3 Si f € LP (0,1, L*(R)) avec 1 < p < oo et
( ( 1
1. Quuo (\) — /eswa (s,.)ds € H' (R)
1. 0 X
% Quuo () — /eSQWf (s,.)ds | € (H*(R),L*(R)) .,
0

U0 — p)

| 2. uo € (H (R), 2 (R)) 4

%7p

Alors il existe w* > 0 tel que pour tout w > w* : le probléeme :

0%u 0?u
@ (CU,Z/) - a_yg (-T,y) —CL)U(.%',y) = f(xay)7(xay) € (071) x R

u(0,y) =uo (y), y €R,
u
U(lay)er(an) =uio(y), y €R,

admet une solution stricte et unique telle que
ue H*(0,1, L2 (R)) N Lr (0,1, H? (R)) .

Exemple 6.3 Soit X = L? (R). On définit A et H par

DA)=W??R)={ueX /ueX, ueX}
Au = au” pourw € D (A) eta >0

H=al, Rea>0.

Le probléme est équivalent a

0%u 0?u
@(may)_a_yg(xay) :f(xay)v(xay) € (071) x R

uw(0,y) =uo (y), y €R,
ou

w(l,y) + s (0,y) =u1po(y), y € R
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On fait le méme raisonnement pour montrer les’hypothéses 3.23 et3.24 et pour ?7~3.26
sont evidents.
Alors on peut appliquer le théoréme du chapitre 3

Theoréme 6.4 Si f € LP (0,1, L7 (R)) avec 1 <p < ¢ et
1

L o - Quo() — [er0f (s.)ds | € W20 (B), L (R),,

2wy € (W27 (R), [P (R)) +

2p

Py

Sl

P
alors le probléme :
0u 0%
% (m,y) - a_yg (‘Tay) —wu(w,y) = f(xay)7(may) S (071) x R

uw(0,y) =uo (y), y €R,
ou

u(lvy) + Oé£ (Ovy) = U1 (y>= Yy e R;

admet une solution semi stricte u. De plus dans ce cas u admet une décomposition de la
forme
U = ugr + ug,
ol
1. ugr € WP (0,1LP (R)) N LP (0,1, W*P (R)),
2. ug € W (0,1, LP (R)) .

Theoréme 6.5 Si f € LP (0,1, L” (R)) avec 1 < p < o0 et

1

Lo | uro— Quo () — /eSQf (s,.)ds | € (WP (R),LP (R)). ,

2p?

2. ug € (W?,p (R) , LPO(R))L

2p7p7

alors le probléme :

0%u 0u
@(z,y) - a_yg(xay) = f(xay)7(x7y) € (071) x R

uw(0,y) =uo(y), y €R,
ou

u(1l,y) + as (0,y) =uipo(y), y €R,

admet une solution stricte et unique telle que

w € W?2P (0,117 (R)) N LP (0,1, WP (R)) .
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6.2.2 Cas B#0
Exemple 6.4 On pose X = L?(0,1)et on définit l'opérateur T par

{ D(T)={feH"(0,1): f(0)=f(1)}
T(f)=if" pour f € D(T),

et introduisons l'opérateur A par

{D(A):D(TQ)
A(f)=-2Tf,

et lopérateur B par

Alors B géneére un groupe fortement continu et les opérateurs B? — A, = T? + wi, de

{D(B):D(T)

1
domaine D (T?) et (T? + wI)? sont des opérateurs auto-adjoint positifs ( pour plus de détails
voir [10],exemple 4, p. 211)
En prenant w assez grand et

( feL?(0,1;L2(1.0))

(Pw—l—B)uo—/eSPWf(s)ds €D(H)

1
uo—H (Pw—i—B)uo—/eSP“f(s)ds € (D(B*-A),X),
0

\

| 2. up € (D(B2-4),X),

2P’
alors le probléeme suivant
( 0%u 9%u 0%u
@ ('rhy) +2axay <I7y) + a_y2<x7y) —(A)U(Jj,y) - f('ray)7<xay) € (071) x R
u(07y>:u0<y)7 ye(ovl)u
(1,9) — a2 (0,) = o (), v € (0,1)
U Y a@y@m (;y _ul,O 327 ) ) )
U U
\ u (z,0) —u(x,l),a—y(x,()) = a—y(x,l),x €(0,1),

admet une solution semi stricte u .
De plus dans ce cas u admet une décomposition de la forme u = ugr + ug,
ol

1. up € WP (0,112 (0,1)) N L7 (0,1, D (T?)) ,u/y € L? (0,1, D (T))
2. ug € Wi (0,1,12(0,1)).

Exemple 6.5 On prend X = L (R),1 < p < o0.
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On définit les opérateurs A, B et H par

D(A) =W??(R), Au=au”,
D (B) =W (R), Bu= b,
D(H)=W"w(R), Hu=ct/,

otva —b*> >0 et c > 0.Alors pour w > 0 on obtient
D(B? - A,) =W2* (R) et (B>— A,)u=—(a—b*)u" + wu,
D (VB2 —A,) =W (R).

Remarque 6.1 On peut voir qu’a partir du théoréme de Piiss-sohr [27], p 167 ou de Marco-
Fuhrman [24] que Uopérateur B> — A,, est BIP (Op2_4,, X).

Exemple 6.6 Soit X un espace de Hilbert et B un opérateur auto-adjoint, strictement positif
dans X avec A = —B3. Alors B? — A, est un opérateur auto-adjoint, strictement positif et

D ( B2 — Aw) = D (B*?),
d’autre part
+B—+\/B?—A,,
générent un semi-groupe analytique dans X et nous avons aussi D (A) & D (B?) wvoir
exemple 3 dans [10]. car £B — /B? — A,, sont des opérateurs positifs.
On définit les opérateurs A, B et H dans X = L? () par
D(A) ={ue H*(Q) : ujpq = Aujpqo =0}, Au= Adu,
D(B)=H?(Q)NH}(Q), Bu=—Au,
D(H)=H?*(Q)NH (Q), Hu = —Au,
ot 2 est un domaine borné dans RY, avec q > 1.
Alors pour w est assez grand , le probléme

( 2
% (z,y) — 2A% (z,y) + A%u(z,y) —wu(z,y) = f(z,9), (2,y) € (0,1) x Q

u (0,y) Zuoa(y), y€Q,
u(ly) = AT (0.y) = uro(y), y € 2.
u(@,§) = Ayu(e,) = Aulw, =0, (2,8) € (0,1) x I,

a une solution semsi stricte si et seulement st

\

¢ ( 1

1. | (=B = VBT= A,) ug — / (BB =A40) () ds | € (H?(Q) N HL (Q))

0
1

uo— A | (=B = VBT = A,) ug — /es(BvB”w)f (s)ds | € (D(B?— A),L* (), 1

2P

| 2w e (D(B - 4),12()), "

2p

7p :
De plus dans ce cas u admet une décomposition

U = Uugr + ug,
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1. up € W22 (0,1; L2 (2)) N L? (0,1, D (A)) , uly € LP (0,1, H? (Q) N HE ().,
2. ug € W (0,1, L2 (Q)).
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Résumé :
Ce travail est consacré a I’étude d’une équation différentielle abstraite de second ordre
de type elliptique de la forme :

u” () +2Bu (z) + Au(z) = f(x),2 € (0,1)

avec les conditions aux limites non locales

{ u (0) = ug
u (1) + Hu' (0) = U1,0,

ou A, B et H sont des opérateurs linéaires fermés de domaines respectifs D (A), D (B) et
D (H) dans X (un espace de Banach complexe) ,ug, u19 € X et f est une fonction & valeurs
dans X .

On s’intéresse a I'existence, 'unicité et la régularité maximale de solutions de ce probléme
lorsque le second membre f appartient & 'une des deux classes d’espaces de Banach de
géométrie différente C?([0;1]; X) et LF(0;1; X) avec 0 <0 < 1,1 < p < 0.

Dans le premier cadre (compte tenu de la régularité holdérienne du second membre f),
ou ’espace de Banach X est quelconque, nous prouverons aussi, sous les mémes hypotheéses,
de nouveaux résultats optimaux si et seulement si les données ug, u;, f vérifient certaines
conditions de compatibilité naturelles liées a I’équation elle-méme. Ici, les techniques utilisées
reposent sur la théorie des semi-groupes analytiques, sur la céléebre théorie des sommes
d’opérateurs de Da Prato et Grisvard et principalement sur le travail de Sinestrari.

Dans le deuxiéme cadre fonctionnel L¥(0;1; X), lorsque I’espace de Banach X posséde la
propriété UMD et sous certaines hypothéses sur les opérateurs (ellipticité, commutativité,...),
nous démontrerons de nouveaux résultats optimaux si et seulement si les données ug, 1
sont dans un espace d’interpolation bien précis. Les techniques utilisées reposent sur la classe
dite BIP des opérateurs et essentiellement sur le célebre Théoréme de Dore et Venni.

Mots clés :

Théorie des sommes d’opérateurs linéaires, semi-groupes, espaces d’interpolation, les
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Abstract :
This work is devoted to the study of a second order abstract differential equation of
elliptic type :
u” () +2Bu (z) + Au(z) = f(x),2 € (0,1)

with the nonlocal boundary conditions

{ u (0) = ug
u(l) + Hu' (0) = U1,

where A, B and H are closed linear operators of respective Domains D(A), D(B) and
D(H) in X (a complexe Banach space), ugp,u10 € X and f is a function with values in X.

we are interested in the existence, the unicity and the maximum regularity of solutions
of this problem when the second member f belongs to the one of the two classes of spaces
of Banach of geometry different C?([0;1]; X) and L¥(0;1; X) with 0 <8 < 1,1 < p < c0.
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In the first framework (taking into account the regularity holderian of the second member
f), where spaces it of Banach X is unspecified,we will also prove, under the same assump-
tions, new optimal results if and only if the data wg, u1, f check certain natural compati-
bility conditions related to the equation it self. Here, the techniques used are based on the
theory of analytic semigroups, the famous theory of operators sums : Da Prato and Grisvard
and mainly on the work of Sinestrari.

In the second functional framework L (0;1; X'), when the space of Banach X has property
UMD and under certain assumptions on the operators (ellipticity, commutation,. .. ), we will
show new optimal results if and only if the data ug, u; are in interpolation spaces. The
techniques used are based on class known as BIP operators and primarily on the famous
Theorem of Dore and Venni.

Key words :

Theory of the linear sums of operators, semigroups, interpolation spaces,UMD spaces
,Holder spaces, strict solution, semi-strict solution, semi-classical solution, regularity optimal,
elliptic equation, nonlocal conditions, fractional powers.



