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Introduction

Le but de ce travail est l�étude d�une équation di¤érentielle abstraite de type elliptique
de second ordre de la forme :

u00 (x) + 2Bu0 (x) + Au (x) = f (x) ; x 2 [0; 1[ ; (1)

avec les conditions aux limites non locales

�
u (0) = u0
u (1) +Hu0 (0) = u1;0;

(2)

où A;B et H sont des opérateurs linéaires fermés de domaines respectifs D (A) ; D (B) et
D (H) dans X (un espace de Banach complexe) ,u0; u1;0 2 X et f est une fonction à valeurs
dans X :
La motivation de cette étude réside dans le fait que de larges classes de problèmes régis

par des équations aux dérivées partielles peuvent se mettre sous la forme (1)-(2), avec un
bon choix de X;A,B et H.
Après avoir dé�ni précisément les types de solutions cherchées pour le problème (1)-

(2), on s�intéressera à l�existence et l�unicité de ces solutions dans deux cadres fonctionnels
distincts :
� le cadre höldérien : f 2 C� ([0; 1] ;X) avec 0 < � < 1;
� le cadre Lp : f 2 Lp (0; 1;X) où 1 < p <1:
Dans les deux cadres, la méthode consiste à construire une formule explicite de représen-

tation de la solution sous des hypothèses adéquates sur les opérateurs A;B et H (on utilise
pour cela, la méthode de la réduction de l�ordre de S. G. Krein [18]). L�analyse de cette
représentation permet de caractériser la régularité de la solution en fonction des données
u0; u1;0. Les techniques utilisées reposent sur la théorie des semi-groupes analytiques, des
puissances fractionnaires d�opérateurs et des espaces d�interpolation.
Dans le cadre höldérien, on applique en particulier les travaux de Sinestrari [28] sur les

semi-groupes analytiques généralisés (c�est-à-dire que le domaine du générateur n�est pas
nécessairement dense dans X).
Dans le cadre Lp (0; 1;X), a�n d�obtenir des résultats sans plus de régularité sur le second

membre f , on suppose que l�espace de Banach X possède la propriété UMD. On utilise ici
notamment le Théorème de Dore-Venni [8], pour la classe des opérateurs BIP (Bounded
Imaginary Powers). Si X n�est pas un espace UMD, des résultats positifs peuvent néanmoins,
être obtenus en imposant une régularité supplémentaire : f 2 W �;p (0; 1;X) oùW �;p (0; 1;X)
est un sous espace de Lp (0; 1;X). Dans ce cas, on met à contribution la théorie des sommes
de Da Prato-Grisvard [7].
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Historique
Beaucoup d�auteurs ont étudié des problèmes aux limites avec des conditions non locales,

citons par exemple :
� les travaux pionniers de T. Carleman [4] Carleman, J.D. Tamarkin [30] ainsi que ceux
de A.V. Bitsadze et A. A. Samarskii [3], qui présentent des problèmes elliptiques venant
de la théorie du plasma.

� la monographie d�A.L. Skubachevskii [29] qui fournit des détails bibliographiques sur
les problèmes elliptiques à conditions aux limites non locales.

� l�article de Y. Wang [32] qui traite le cas d�une équation elliptique non linéaire avec
les conditions aux limites non locales.

Dans le cadre des équations di¤érentielles opérationnelles elliptiques, de tels problèmes
ont été également considérés en étudiant la coercitivité et la propriété de Fredholm, voir S.
Yakubov [31] et plus récemment A. Favini et Y. Yakubov[12], [13], B.A. Aliev et S. Yakubov
[1].
Plan
Le travail est composé de 6 chapitres.
1er Chapitre. Il est consacré à des rappels sur les outils mathématiques utilisés dans

le mémoire. On donne certains résultats classiques sur les semi-groupes, les espaces d�inter-
polation, les espaces de Hölder, les intégrales de Dunford, les puissances fractionnaires ainsi
que les principaux théorèmes de la théorie des sommes d�opérateurs linéaires dans le cas des
espaces de Banach quelconques (Da Prato-Grisvard [7]) et dans le cas des espaces de Banach
UMD ( Dore-Venni [8]).
2ème Chapitre. Il concerne le cas B = 0 dans le cadre hölderien, et est divisé en 3

sections.
1ère Section : on s�intéresse à l�étude de l�équation di¤érentielle abstraite du second

ordre de type elliptique

u00 (x) + Au (x) = f (x) ; x 2 [0; 1[ ; (3)

avec les conditions aux limites non locales�
u (0) = u0
u (1) +Hu0 (0) = u1;0;

(4)

où f 2 C� ([0; 1] ;X) avec 0 < � < 1:
Nos hypothèses sur les deux opérateurs A et H sont :

[0;+1[ � � (A) et sup
�>0



� (A� �I)�1



L(X) < +1; (H1)

(on en déduit que Q = � (�A)
1
2 est générateur in�nitésimal d�un semi-groupe analytique

généralisé)
D (Q) � D (H) ; (H2)

8� 2 D(H) : A�1H� = HA�1�; (H3)

0 2 � (�) ; (H4)

où � = �2HQeQ + I � e2Q 2 L(X).
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On considère di¤érents types de solutions :
� une solution semi-classique du problème (3)-(4) est une solution

u 2 C ([0; 1] ;X) \ C2 ([0; 1[;X) \ C ([0; 1[;D(A)) :

Elle satisfait la propriété de régularité maximale si u 2 C� ([0; 1] ;X) et u00; Au 2
C� ([0; 1� "];X) pour tout " 2]0; 1[:

� une solution semi-stricte du problème (3)-(4) est une solution semi-classique du pro-
blème (3)-(4), qui véri�e de plus u 2 C1 ([0; 1] ; X) \ C ([0; 1] ; D(Q)). Elle satisfait la
propriété de régularité maximale si u0; Qu 2 C� ([0; 1] ; X) :

� une solution stricte du problème (3)-(4) est une solution

u 2 C2 ([0; 1];X) \ C ([0; 1];D(A)) :

Elle satisfait la propriété de régularité maximale si u00; Au 2 C� ([0; 1] ;X) :
�On donne alors une représentation formelle de la solution dont l�analyse nous permet
d�obtenir le principal résultat de cette section :

Théorème : sous les hypothèses (H1)�(H4), supposons que u0; u1;0 2 D (A) et

f 2 C� ([0; 1] ; X) avec � 2 ]0; 1[ :

Alors :

1. Il existe une solution semi-classique u du problème (3)-(4) si et seulement si

Au0 � f (0) 2 D (A):

2. Il existe une solution semi-classique u du problème (3)-(4) ayant la propriété de régu-
larité maximale si et seulement si Au0 � f (0) 2 DA (�=2;+1) :

3. Il existe une solution semi-stricte u du problème (3)-(4) si et seulement si8<:
Au0 � f (0) 2 D (A)
HQ�1 [Au0 � f (0) + If ] 2 D(Q) et
QHQ�1 [Au0 � f (0) + If ] 2 D (A);

où If := Q
R 1
0
esQ (f (s)� f (0)) ds:

4. Il existe une solution semi-stricte u du problème (3)-(4) ayant la propriété de régularité
maximale si et seulement si8<:

Au0 � f (0) 2 DA (�=2;+1)
HQ�1 [Au0 � f (0) + If ] 2 D (Q) et
QHQ�1 [Au0 � f (0) + If ] 2 DA (�=2;+1) :

5. Il existe une solution stricte u du problème (3)-(4) si et seulement si8<:
Au0 � f (0) 2 D (A)
HQ�1 [Au0 � f (0) + If ] 2 D(A) et
Q2HQ�1 [Au0 � f (0) + If ]� [Au1;0 � f (1)] 2 D (A):
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6. Il existe une solution stricte u du problème (3)-(4)ayant la propriété de régularité
maximale si et seulement si8<:

Au0 � f (0) 2 DA (�=2;+1)
HQ�1 [Au0 � f (0) + If ] 2 D(A) et
Q2HQ�1 [Au0 � f (0) + If ]� [Au1;0 � f (1)] 2 DA (�=2;+1) :

De plus, dans les 6 cas u est unique.
L�hypothèse (2.5), délicate à véri�er est traitée dans les 2 sections suivantes.

2ème section
Nous étudions le cas particulier H = �I, � 2 Cn f0g ;Re� > 0. Donc on traite le

problème 8<:
u00 (x) + Au (x) = f (x) ; x 2 ]0; 1[
u (0) = u0
�u0 (0) + u (1) = u1;0:

(5)

On a alors notamment le résultat suivant :
Théorème : Sous (H1), on suppose que u0; u1;0 2 D (A) et

f 2 C� ([0; 1] ; X) avec � 2 ]0; 1[ :

Alors :

1. il existe une solution semi-stricte unique u du problème (5) si et seulement si

Au0 � f (0) 2 D (A):

2. il existe une solution semi-stricte unique u du problème (5) ayant la propriété de ré-
gularité maximale si et seulement si Au0 � f (0) 2 DA (�=2;+1).

3. il existe une solution stricte unique u du problème (5) si et seulement si8<:
Au0 � f (0) 2 D (A);
Au0 � f (0) + If 2 D(Q) et
�Q [Au0 � f (0) + If ]� [Au1;0 � f (1)] 2 D (A):

3ème section
On considère !0 > 0 �xé. On introduit un paramètre spectral ! > !0 a�n de fournir des

résultats pour H général satisfaisant (2.5). Nous considérons le problème8<:
u00 (x) + Au (x)� !u(x) = f (x) ; x 2 [0; 1]
u (0) = u0
u (1) +Hu0 (0) = u1;0:

(6)

Les hypothèses sur les opérateurs sont (2.2)�(2.4) où A est remplacé par A� !0I.
En posant If := Q

R 1
0
esQ (f (s)� f (0)) ds, on obtient le théorème suivant :

Théorème : On suppose (2.28)�(2.30), supposons que u0; u1;0 2 D (A) et

f 2 C� ([0; 1] ; X) avec � 2 ]0; 1[ :

Il existe !� > !0 tel que pour tout ! > !�
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1. Il existe une solution semi-classique u! du problème (6) si et seulement si

Au0 � f (0) 2 D (A):

2. Il existe une solution semi-stricte u! du problème (6) si et seulement si8<:
Au0 � f (0) 2 D (A)
HQ�1! [Au0 � f (0) + If ] 2 D(Q) et
Q!HQ

�1
! [Au0 � f (0) + If ] 2 D (A):

3. Il existe une solution stricte u! du problème (6) si et seulement si8<:
Au0 � f (0) 2 D (A)
HQ�1! [A!u0 � f (0) + If ] 2 D(A) et
Q2!HQ

�1
! [A!u0 � f (0) + If ]� [A!u1;0 � f (1)] 2 D (A):

De plus, dans les 3 cas u est unique.

Remarque 0.1 On obtient aussi des résultats de régularité maximale pour (5) et (6).

3ème Chapitre. Il concerne le cas B = 0 dans le cadre Lp, et est divisé en 3 sections.
Comme au Chapitre 2, dans la première section , on s�intéresse au Problème8<:

u00 (x) + Au (x) = f (x) ; p. p. x 2 [0; 1[
u (0) = u0
u (1) +Hu0 (0) = u1;0;

(7)

où A;H sont des opérateurs linéaires fermés de domaine D (A) ; D (H) dans un espace
de Banach complexe X , u0; u1;0 2 X et f est une fonction à valeurs dans X:
On s�intéressera à l�existence, l�unicité et la régularité maximale de solutions de ce pro-

blème lorsque le second membre f appartient à un espace de Banach Lp (0; 1;X) avec
1 < p <1:
mais f 2 Lp (0; 1;X) avec 1 < p < +1:
Ici les hypothèses sont

X est un espace UMD; (8)(
A est un opérateur linéaire fermé dans X : [0;+1[ � � (A) et
9C > 0;8� > 0 :



(A� �I)�1



L(X)

6 C
1+�

;
(9)

(
8s 2 R : (�A)is 2 L (X) et 9C > 1; �A 2 ]0; �[


(�A)is




L(X)
6 Ce�Ajsj;

(10)

8� 2 D(H) : A�1H� = HA�1�; (11)

D (Q) � D (H) ; (12)

et
0 2 � (�) ; (13)

où � = �2HQeQ + I � e2Q 2 L(X):
Dans le cadre Lp, de manière analogue au cadre höldérien, on considère di¤érents types

de solutions :
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� une solution semi-stricte du problème (7) est une solution qui véri�e pour tout " 2]0; 1[

u 2 W 2;p (0; 1� ";X) \ Lp (0; 1� ";D(A)) \W 1;p (0; 1;X) ;

� une solution stricte du problème (7) est une solution

u 2 W 2;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1;D(A)) :

On donne alors une représentation formelle de la solution dont l�analyse nous permet
d�obtenir le principal résultat de cette section :
Théorème : On suppose (8)�(13). Soient u0 2 X; u1;0 2 X et f 2 Lp (0; 1; X) : Alors
le problème (3.1) admet une solution semi-stricte u si et seulement si8>>>>>>>><>>>>>>>>:

u0 2 (D (A) ; X) 1
2p
;p

u0 �Q�1
1Z
0

esQf (s) ds 2 D (HQ)

u1;0 �HQ

0@u0 �Q�1
1Z
0

esQf (s) ds

1A 2 (D (A) ; X) 1
2
+ 1
2p
;p :

(14)

De plus, dans ce cas u est unique et donnée par la formule de représentation (3.14) avec
une décomposition de la forme u = uR + uS, où

1. uR 2 W 2;p (0; 1; X) \ Lp (0; 1; D (A)) ;
2. uS 2 W 1;p (0; 1; X) :

2ème section : Nous étudions le cas particulier H = �I, � 2 Cn f0g ;Re� > 0. Donc
on traite le problème 8<:

u00 (x) + Au (x) = f (x) ; x 2 ]0; 1[
u (0) = u0
�u0 (0) + u (1) = u1;0:

(15)

On a alors notamment le résultat suivant :
Théorème : Sous les hypothèses (8)�(10)) Soient u0 2 X; u1;0 2 X et f 2 Lp (0; 1; X) :

Alors
le problème (15) admet une solution semi-stricte u si et seulement si8>><>>:

u0 2 (D (A) ; X) 1
2p
;p ;

u1;0 � �Q

0@u0 �Q�1
1Z
0

esQf (s) ds

1A 2 (D (A) ; X) 1
2
+ 1
2p
;p :

(16)

De plus, dans ce cas u est unique et donnée par la formule de représentation (3.14) avec
une décomposition de la forme u = uR + uS, où

1. uR 2 W 2;p (0; 1; X) \ Lp (0; 1; D (A)) ;
2. uS 2 W 1;p (0; 1; X) :
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3ème section : On �xe !0 > 0 , pour ! > 0 (assez grand) on étudie le problème suivant8<:
u00 (x) + Au (x)� !u(x) = f (x) ; x 2 [0; 1]
u (0) = u0
u (1) +Hu0 (0) = u1;0:

(17)

Posons
A!0 = A� !0I:

On suppose que
X est un espace UMD (K1)

et que (
A!0 est un opérateur linéaire fermé dans X : [0;+1[ � � (A!0) et
9C > 0;8� > 0 :



(A!0 � �I)�1



L(X)

6 C
1+�

:
(K2)

De plus on fera l�hypothèse suivante(
8s 2 R : (�A!0)

is 2 L (X) et 9C > 1; �A!0 2 ]0; �[


(�A!0)is



L(X)

6 Ce�A!0 jsj;
(K3)

8� 2 D(H) : A�1!0H� = HA�1!0 � (K5)

et

D (Q) � D (H) : (K6)

Le théorème principal de cette section est :
Théorème : On suppose (K1) � (K6) . Soient u0 2 X; u1;0 2 X et f 2 Lp (0; 1; X) :

Alors il existe !� > !0 : Pour tout ! > !�

u est une solution solution semi stricte du problème (17) si et seulement si8>>>>>>>><>>>>>>>>:

u0 2 (D (A) ; X) 1
2p
;p

u0 �Q�1!

1Z
0

esQ!f (s) ds 2 D (HQ!)

u1;0 �HQ!

0@u0 �Q�1!

1Z
0

esQ!f (s) ds

1A 2 (D (A) ; X) 1
2
+ 1
2p
;p

De plus dans ce cas u admet une décomposition de la forme u! = u!;R + u!;S,
où uR 2 W 2;p (0; 1; X) \ Lp (0; 1; D (A)) et uS 2 W 1;p (0; 1; X) :

Remarque 0.2 On a trouvé deux types de conditions :
1. la première est de comportement lié à H et A de forme globale.
2. la deuxième condition est de comportement local lié uniquement à A:
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Les 2 chapitres suivants consistent à généraliser à l�équation di¤érentielle abstraite com-
plète du second ordre (1)-(2), les résultats trouvés dans le troisième chapitre
Le quatrième chapitre concerne Le cas où B génère un groupe : Dans la première

section on étudie le problème suivant8<:
u00 (x) + 2Bu0 (x) + Au (x) = f (x) ; x 2 ]0; 1[
u (0) = u0
Hu0 (0) + u (1) = u1;0;

(18)

avec u0; u1;0 2 X (X est un espace de Banach complexe), f 2 Lp (0; 1; X) : A;B et H sont
des opérateurs linéaires fermés sur un espace de Banach complexe X:
Nos hypothèses sont

X est un espace UMD; (19)

et pour les opérateurs A et B8>><>>:
B2 � A est un opérateur linéaire fermé dans X
R+ � � (A�B2) et 9C > 0 :

8� > 0;



(�I +B2 � A)

�1




L(X)

6 C

1 + �
;

(20)

8<: pour tout s 2 R (B2 � A)
is 2 L (X) et 9� 2 ]0; �[

tel que



e��jsj (B2 � A)

is




L(X)

< +1;
(21)

9�0 2 � (H) : (�0I �H)�1
�
A�B2

��1
=
�
A�B2

��1
(�0I �H)�1 ; (22)

B génère un groupe fortement continu e;B dans X; (23)

D
�
B2 � A

� 1
2 � D (B) \D (H) et Bu0 2 D (H) ; (24)

0 2 � (�) (25)

où
� = �2eBHPeP + I � e2P avec P = �

�
B2 � A

� 1
2 :

Le résultat principal de ce chapitre est :
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Théorème : Sous les hypothèses (19) � (25), on considère u0 2 X; u1;0 2 X et f
2 Lp (0; 1; X) : Alors

u est une solution semi stricte du problème (3.21) si et seulement si8>>>>>>>><>>>>>>>>:

(P +B)u0 �
1Z
0

esP esBf (s) ds 2 D (H)0@u1;0 �H

0@(P +B)u0 �
1Z
0

esP esB (s) ds

1A1A 2 (D (B2 � A) ; X) 1
2
+ 1
2p
;p

3:u0 2 (D (B2 � A) ; X) 1
2p
;p :

De plus dans ce cas u admet une décomposition u = uR + uS, où

1. uR 2 W 2;p (0; 1; X) \ Lp (0; 1; D (A)) ; u0R 2 Lp (0; 1; D (B))
2. uS 2 W 1;p (0; 1; X) .

Pour la deuxième section on ajoute le paramètre spectal dans l�équation complète et on
enlève la dernière hypothèse. On montre alors que l�opérateur �! = �2eBHP!eP! + I� e2P!
admet un inverse borné.
Le cinquième chapitre est consacré à l�étude de l�équation di¤érentielle abstraite com-

plète du second ordre (1)-(2), pour Lp (0; 1;X) avec 1 < p <1, dans le cadre commutatif :

8� 2 D (B) ; B
�
B2 � A!

��1
� =

�
B2 � A!

��1
B�:

Dans la première étape on a étudié le problème avec L et M : On considère alors le
problème abstrait :8<:

u00 (x) + (L�M)u0 (x)� LMu (x) = f (x) ; x 2 ]0; 1[
u (0) = u0
Hu0 (0) + u (1) = u1;0;

(26)

où u0,u1;0 2 X ; f 2 Lp (0; 1; X) et L;M ,sont deux opérateurs linéaires fermés dans X (X
étant un espace de Banach complexe) de domaine D (L) et D (M) et H est un opérateur
linéaire fermé de domaine D (H) :
On donne une représentation explicite de la solution du problème (26) en utilisant les

techniques de A. Favini, R. Labbas, S. Maingot, H.Tanabe et A. Yagi voir [10]
Nos hypothèses sont : les suivantes.
Sur l�espace X :

X est un espace UMD: (h1)

Sur les opérateurs L et M : 8<:
i) D (L) = D (M)

ii) D (ML) = D (LM) ;
(h2)

ML = LM; (h3)
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9�L; �M 2
i
0;
�

2

h
: (�L) 2 BIP (�L; X) ; (�M) 2 BIP (�M ; X) ; (h4)

(L+M)�1 2 L (X) ; (h5)8<:
8� 2 � (M) ; 8� 2 D (H)

(M � �I)�1 � 2 D (H) et H (M � �I)�1 � = (M � �I)�1H�;
(h6)

8<:
8� 2 � (L) ; 8� 2 D (H)

(L� �I)�1 � 2 D (H) et H (L� �I)�1 � = (L� �I)�1H�;
(h7)

D (L) � D (H) ; (h8)

et
0 2 � (�) ; (h9)

où � = �H (L+M) eL � eM+L + I:
On obtient le résultat suivant.
Théorème : On suppose (h1) � (h9). Soient u0; u1;0 2 X et f 2 Lp (0; 1; X) ; alors u

est une solution semi-stricte du problème (26) si et seulement si8>>>>>>>><>>>>>>>>:
1:

8>>>>>><>>>>>>:

0@Mu0 �
1Z
0

esLf (s) ds

1A 2 D (H)

u1;0 �H

0@Mu0 �
1Z
0

esLf (s) ds

1A 2 (D (LM) ; X) 1
2
+ 1
2p
;p

2: u0 2 (D (LM) ; X) 1
2p
;p

de plus dans ce cas u admet une décomposition u = uR + uS, avec

1. uR 2 W 2;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1; D (ML)) ; u0R 2 Lp (0; 1; D (L�M))

2. uS 2 W 1;p (0; 1; X) :

Dans la deuxième étape on étudie le problème (1)-(2), en remplaçant respectivement M
et L par

M! = �B �
�
B2 � A!

� 1
2 et L! = B �

�
B2 � A!

� 1
2 ;

et sous des hypothèses (5.15) � (5.24) sur M! et L! (détaillées au chapitre 5, section 2),
on a obtenu le résulat suivant.
Théorème : On suppose (5.15) � (5.24), soient u0; u1;0 2 X et f 2 Lp (0; 1; X) ; Alors

u! est une solution semi-stricte du problème (5.14) si et seulement si8>>>>>>>><>>>>>>>>:
1:

8>>>>>><>>>>>>:

0@M!u0 �
1Z
0

esL!f (s) ds

1A 2 D (H)0@u1;0 � H

0@M!u0 �
1Z
0

esL!f (s) ds

1A1A 2 (D (B2 � A) ; X) 1
2
+ 1
2p
;p

2: u0 2 (D (B2 � A) ; X) 1
2p
;p :
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De plus dans ce cas u admet une décomposition u! = u!;R + u!;S, avec

1. u!;R 2 W 2;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1; D (A)) ; u0R 2 Lp (0; 1; D (B))
2. u!;S 2 W 1;p (0; 1; X) :

Dans le sixième chapitre : on donne des exemples où on applique les résultats précé-
dents.



Chapitre 1

Rappels

Dans ce chapitre on donne quelques dé�nitions, théorèmes, et notions utilisées dans ce
travail.
Nous considérons X un espace de Banach complexe.

1.1 Opérateurs fermés

1. Un opérateur linéaire A (de domaine de dé�nition D(A)) dans X est un opérateur
linéaire fermé si et seulement si pour toute suite (xn)n2N � D(A) telle que

xn ! x et Axn ! y;

on a x 2 D(A) et Ax = y.
2. On dit que A est fermable si et seulement s�il admet une extention fermée, c-à-d pour

toute suite (xn)n2N � D(A) véri�ant

xn ! 0 et Axn ! y;

on a y = 0.

1.2 Semi-groupes

Dé�nition 1.1 Soit (G(t))t2R+ une famille d�opérateurs linéaires continus dans X: On dit
que cette famille forme un semi-groupe si elle véri�e les propriétés suivantes :

1. G(0) = I:

2. 8s; t 2 R+; G(t+ s) = G(t)G(s):

Si, dans la dé�nition ci-dessus, R+ est remplacé par R, alors on dit que la famille (G(t))t2R
constitue un groupe.

1.2.1 Semi-groupe fortement continu

On dit que le semi-groupe (G(t))t2R+ est fortement continu ( et on le note C0 semi-groupe)
si et seulement si pour tout x 2 X; l�application

G(t)x : R+ ! X
t ! G(t)x

15
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est continue i.e : 8x 2 X ; lim
t!0

kG(t)x� xkX = 0:

1.2.2 Générateur in�nitésimal d�un semi-groupe

Dé�nition 1.2 On appelle générateur in�nitésimal du semi-groupe (G(t))t2R+, l�opérateur
linéaire A dé�ni par :

D(A) = f' 2 X ; lim
t!0+

G(t)'� '

t
existeg;

et

A' = lim
t!0+

G(t)'� '

t
:

1.2.3 Semi-groupe di¤érentiable

Dé�nition 1.3 Un semi-groupe fortement continu (G(t))t2R+ dans X est dit di¤érentiable
pour t > t0 si 8' 2 X; la fonction t ! G(t)' est di¤érentiable pour t > t0: Le semi-groupe
est di¤érentiable si t0 = 0:

1.2.4 Semi-groupe analytique

Dé�nition 1.4 Soit X un espace de Banach complexe, et soit � = fz 2 C; '1 < arg z <
'2; '1 < 0 < '2g:Une famille (G(z))z2� � L(X) constitue un semi-groupe dans X, si elle
véri�e les conditions8>>><>>>:

i) G(z1 + z2) = G(z1)G(z2) pour z1; z2 2 �
ii) G(0) = IE
iii) lim

z!0;z2�
G(z)x = x; 8x 2 X

iv) l�application z 2 �nf0g ! G(z)' 2 X est holomorphe pour tout ' 2 X:

Proposition 1.1 Soit (G(t))t2R+ un C0 semi-groupe di¤érentiable de générateur in�nitési-
mal �: Alors on a pour tout n 2 N, our tout x 2 X :

1. 8t 2]0;+1[; G(t)x 2 D(�n):
2. t! G(t)x est n fois di¤érentiable sur ]0;+1[ et

8t 2]0;+1[; G(n)(t)x = �nG(t)x:

3. 8t 2]0;+1[; G(n)(t) 2 L(X):
4. t! G(n)(t) est di¤érentiable (donc continu) de ]0;+1[ dans L(X):

Theorème 1.1 Soit � le générateur in�nitésimal d�un C0semi-groupe (G(t))z2S� uniforme-
ment borné sur X. Alors les conditions suivantes sont équivalentes

1. Il existe � 2]0; �
2
[ et C � 0 tels que�
�(�) � S�

2
+� et 8� 2 S�

2
+� ; k (�� �I)�1 kL(X)�

C

j � j

�
:
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2. (G(t))t2R+ est un C0 semi-groupe di¤érentiable avec pour tout t > 0

G(t) 2 L(X;D(�));

et

9 M > 0 :k �G(t) kL(X)�
M

t
:

3. Il existe � 2]0; �[ tel que (G(t))z2S� soit prolongeable en (G(t))z2S� semi-groupe sur X;
analytique dans S�; uniformément borné dans S�:

1.2.5 Semi-groupe analytique généralisé

Soit Q un opérateur linéaire dans X de domaine non nécessairement dense tel que(
�(Q) � Sw;� = f� 2 Cnfwgg tel que j arg(�� w) j< �

2
+ �g

et sup
�2Sw;�

k(�� w)(�I �Q)�1kL(X) < +1;

où w 2 R et � 2]0; �
2
[:

Remarque 1.1 En �xant r > 0; �0 2]0; �[ alors (exQ)x�0 est dé�ni par

exQ =

( 1
2�i

R



e�x(�I �Q)�1d� si x > 0

I si x = 0;

ou 
 est le bord de Sw;�0nB(0; r) orientée négativement.
On dit dans ce cas que (exQ)x�0 est un semi-groupe généralisé et (exQ)x�0 n�est pas

supposé un semi-groupe fortement continu (voir E. Sinestrari [48], A.Lunardi [41]).

1.3 Espaces d�interpolation

Dé�nition 1.5 Soit X un espace de Banach. Pour p 2 [1;+1[, on note par LP� (R+; X),
l�espace de Banach des fonctions f fortement mesurables dé�nies pour tout t 2 R+ à valeurs
dans X et telles que 0@ +1Z

0

kf(t)kPX
dt

t

1A 1
P

= kfkLP� (R+;X) < +1:

Si p = +1; on dé�nit

L1� (R+; X) = ff : R+ ! X est fortement mesurable et sup
0<t<+1

kf(t)kX <1g:

Soient E0; E1 deux espaces de Banach, tels que E0 � E0 \ E1 � E0 + E1 et E1 �
E0 \ E1 � E0 + E1:
Pour l�espace d�interpolation (E0; E1)�;p on a les dé�nitions équivalentes suivantes
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Dé�nition 1.6 On dit que x appartient à (E0; E1)�;p ; 0 < � < 1; p 2 [1;+1] si, et seule-
ment si, �

i) 8t > 0;9u0(t) 2 E0;9u1(t) 2 E1 tels que x = u0(t) + u1(t);
ii) t��u0 2 Lp� (R+; E0) et t1��u1 2 Lp� (R+; E1) :

Dé�nition 1.7 On dit que x appartient à (E0; E1)�;p si, et seulement s�il existe une fonction
u : R+ ! E0 \ E1 telle que8>><>>:

i) x =

1Z
0

u(s)ds
s
;

ii) t��u 2 Lp� (R+; E0) et t1��u 2 Lp� (R+; E1) :

Theorème 1.2 Dé�nition 1.8 On dit que x appartient à (E0; E1)�;p si, et seulement si il
existe une fonction u : R! E0 \ E1 telle que8><>: i) x =

Z
R

u(y)dy;

ii) e��yu 2 Lp (R; E0) ; e(1��)yu 2 Lp (R; E1) :

Dé�nition 1.9 (dé�nition discrète) On dit que x appartient à (E0; E1)�;p si ,et seule-
ment si, 8<: 8n 2 Z : x = vn + wn; avec vn 2 E0; wn 2 E1:X

n2Z



e��nvn

pE0 <1;
X
n2Z



e(1��)nwn

pE1 <1:

1.4 Théorème des traces

Theorème 1.3 On dit que x appartient à (E0; E1)�;p si, et seulement si, il existe une fonc-
tion u : R+ ! E0 telle que 8<:

i) t�u 2 Lp� (E0) ;
ii) t�u

0 2 Lp� (E1) ;
iii) x = u(0); trace de u en 0:

Dé�nition 1.10 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) � X, muni de sa
norme du graphe :

8x 2 D(A); kxkD(A) = kxkX + kAxkX ;
On pose alors, en suivant les notations de P. Grisvard

DA(�; p) = (D(A);X)1��;p

où p 2 [1; +1] et 0 < � < 1:

Quand l�opérateur A véri�e certaines hypothèses supplémentaires, il est alors possible de
donner des caractérisations explicites de DA(�; p) ainsi

Theorème 1.4 Soient p 2 [1; +1] et 0 < � < 1:
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1. Supposons que �(A) � R�+ et qu�il existe une constante C > 0 telle que

8� > 0;


(A� �I)�1




L(X)

6 C

�
;

alors
DA(�; p) =

�
x 2 X : t�A (A� tI)�1 x 2 Lp� (R+;X)

	
; si p 6= +1

DA(�; +1) =
�
x 2 X : sup

t>0



t�A (A� tI)�1 x



X
6 C < +1

�
;

et
kxkDA(�;+1) = kxkX + sup

t>0



t�A (A� tI)�1 x



X
:

Voir P. Grisvard [14].

2. Si A génère un semi-groupe fortement continu et borné dans X

DA(�; p) =
�
x 2 X : t��A

�
etA � I

�
x 2 Lp� (R+;X)

	
:

Voir J. L. Lions [22].

3. Si A génère un semi-groupe analytique borné dans X, alors

DA(�; p) =
�
x 2 X : t1��AetAx 2 Lp� (R+;X)

	
:

1.5 Puissances complexes

Soient X un espace de Banach complexe et A un opérateur linéaire positif de domaine
D(A) tel que la resolvante de A

�(A) � f� : � 2 R; � � 0g et 8� > 0


(A+ �)�1



 � M

(1 + �)
:

Pour un opérateur linéaire positif on peut dé�nir AZ pour tout z 2 C.
On a les propriétes suivantes :

A.1 Soit z 2 C;Re z < 0; m; n 2 N;m > n+Re z > 0: Alors 8x 2 X on a

AZx =
�(m)

�(n+ z)�(m� n� z)

Z
R+

tz+n�1(A(A+ t)�1)mA�nxdt

et l�intégrale converge absolument.

A.2 La fonction z ! AZ est holomorphe de fz 2 C : Re z < 0g dans L(X):
A.3 Si m 2 N;m � 2; z 2 C; Rew 2 z < m; alors D(Am) est dense dans D(AZ).

A.4 Soient w; z des nombres complexes tels que Rew < 0 < Re z:Alors

AwAZ � Aw+Z � AZ Aw:

Si de plus Re(w + z) 6= 0;Alors Aw+Z = AZAw.
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A.5 Soit 
 2 R+; x 2 D(A
): Alors z ! AZx est holomorphe dans Re z < 
:

A.6 Supposons que Ais 2 L(X);avecs 2 R, Alors
i Si Rew < 0et w+z=is, alors Aw+Z = AZAw = AwAZ .

ii Si Rew < 0; alors AwAis = AisAw = Aw+is.

iii Si Rew � 0; alors AisAw � Aw+is � AwAis. Si Rew > 0, Alors le deuxième inclusion
devient égalité.

A.7 Si 0 < Re z < 1, Alors

A�Z

 �M(cosh(� Im z) +
sinh(� j Im z j)
sin(� Im z)

):

A.8 Soit Ais 2 L(X),avec s 2 R. Pour ' 2]0; �
2
[ �xé , on poseX

'
= f�ei�; � > 0; � � ' < � < � + 'g:

Alors AZ+iS ! AiS; z ! 0; z 2
P

' pour la topologie forte deL(X).
A.9 Soit � � fz 2 C : Re z < 0g;�1 = � \ (iR) 6= ?. Supposons que sup

z2�



AZ

 <

+1:Alors
8w 2 �1; A

w 2 L(X);
et AZ ! Aw lorsque z ! w; z 2 �; pour la topologie forte de L(X):

A.10 Si T 2 L(X);et(A� �I)�1T = T (A� �I)�1pour � 2 �(A);Alors
i TAZ = AZT pour Re z < 0:

ii TAZ � AZT pour Re z � 0:
A.11 D�après (A.10) on déduit que AZBw = BwAZ lorsque maxfRew;Re zg < 0 si
(A��)�1et (B��)�1 commutent . Si on suppose que Aiset Bitsont bornés pour s; t 2 R,

alors l�inégalité peut être vraie pour maxfRew;Re zg � 0.Si on prend l�opérateur inverse on
a l�inégalité pour minfRew;Re zg > 0:

1.6 Théorie des sommes d�opérateurs

On rappelle dans la suite les principaux résultats de la théorie des sommes d�opérateurs
linéaires dans les espaces de Banach quelconques.
Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés dans X ; de domaine respectifs D(A) et
D(B). On s�intéresse alors à l�équation

Au+Bu = g; (1.1)

où g est un vecteur donné de X :
L�opérateur somme L = A+B est dé�ni par�

D(L) = D(A) \D(B)
Lu = Au+Bu si u 2 D(L);
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et (1.1) s�écrit encore
Lu = g: (1.2)

Une solution stricte de (1.1) est un élément u 2 D(L) satisfaisant (1.1). L�idéal est
de trouver une telle solution lorsque g est quelconque dans X, mais ce n�est pas toujours
possible ; on introduit donc une nouvelle notion :

u est une solution forte de (1.1) si et seulement s�il existe (un)n2N une suite dans D(L)
telle que

lim
n!+1

un = u et lim
n!+1

Lun = g; (1.3)

Evidemment, une solution stricte de (1.1) est une solution forte de (1.1). La notion de
solution forte est donc plus faible (mais le terme de solution faible ne sera pas utilisé ici, il
est en général réservé aux solutions variationnelles, la notion de solution forte correspond
plutôt à une solution distribution).
Notons que si L est fermé les deux notions de solution stricte et forte sont équivalentes,

mais la somme de deux opérateurs fermés n�est pas nécessairement fermée.
D�autre part si l�on suppose que L est fermable et si on note L sa fermeture (i.e. L est la

plus petite extension fermée de L) alors (1.3) équivaut à

u 2 D(L) et Lu = g:

En�n dans le cas où L est fermable, les propositions suivantes sont équivalentes :
1. Pour tout g de X, il existe une solution forte de (1.1).
2. 0 2 �(L).
Et si L est fermé les propositions suivantes sont équivalentes :
1. pour tout g de X, il existe une solution stricte de (1.1).
2. 0 2 �(L).
Dans ce contexte, on comprend l�importance de trouver des conditions raisonnables sur

les opérateurs A et B, qui assurent que L est fermable (voir fermé) et que 0 2 �(L).
Les deux théorèmes de G. Da Prato et P. Grisvard, énoncés plus loin, répondent positi-

vement à ce problème sur les sommes d�opérateurs sous des conditions adéquates.

1.6.1 Théorie des sommes d�opérateurs de Da Prato et Grisvard.

Notation 1.1 On suppose qu�il existe r > 0 et un angle � 2 ]0; �] : On note le secteur S�
par

S� = fz : jzj > r et jarg (z)j < � � �g :
Les hypothèses sur A et B
On suppose que les opérateurs A et B véri�ent les hypothèses de base suivantes (dites
de Da Prato et Grisvard [14] :
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Parabolicité-ellipticité :

(DP:1)

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

9r; CA; CB; �A; �B 2 ]0; �[ :
i) � (A) � S�A = fz 2 C� : jzj > r et jarg (z)j < � � �Ag ;
8z 2 S�A ;



(A� zI)�1



L(X)

6 CA
jzj :

ii) � (B) � S�B = fz 2 C� : jzj > r et jarg (z)j < � � �Bg ;
8z 2 S�B ;



(B � zI)�1



L(X)

6 CB
jzj :

iii) �A + �B < �

iv) D (A) +D (B) = X:

Commutativité au sens des résolvantes :

(DP:2)

�
8� 2 � (�A) ;8� 2 � (�B)
(A+ �I)�1 (B + �I)�1 = (B + �I)�1 (A+ �I)�1 ;

(DP:3) � (A) \ � (�B) = ?
où �(A) ( resp �(�B)) désigne le spectre de A ( resp de (�B)) et � (�A) , � (�B) leurs

ensembles résolvants.
La première hypothèse est dite d�ellipticité-parabolicité, la deuxième indique le cadre

commutatif.

Theorème 1.5 (Da Prato-Grisvard, [7])
On pose

S : u! � 1

2�i

Z
�

(B � zI)�1 (A+ zI)�1 gdz;

où � est une courbe sectorielle séparant les spectres de A et (�B) et demeurant dans � (A)\
� (�B) :
Cet opérateur linéaire continu S dé�ni par une intégrale de Dunford provenant naturelle-

ment de l�extension de la formule de Cauchy dans le cadre opérationnel, véri�e les propriétés :

1. 8u 2 D (A) \D (B) on a S (Au+Bu) = u;

2. 8v 2 D (A) +D (B) on a
S (v) 2 D (A) \D (B) ;

et
A (S (v)) +B (S (v)) = v:

3. Pour v 2 DA (�; p) +DB (�; p) ; � 2 ]0; 1[ ; p 2 [1;+1[ ; on a

Sv 2 D (L) et L (Sv) = v:

4. L est fermable et
�
L
��1

= S (L est la fermeture de A+B ), de plus :

(D (L) ;E)�;p = (D (A) ;E)�;p \ (D (B) ;E)�;p :

1. La fonction u est alors l�unique solution forte de (1.1).

Theorème 1.6 Sous les hypothèses (DP1) � (DP3) et pour � 2 ]0; 1[ ; p 2 [1;+1[ ; on a
1. Si g 2 DB (�; p) alors u 2 D (L) et Au;Bu 2 DB (�; p) :

2. Si g 2 DA (�; p) alors u 2 D (L) et Au;Bu 2 DA (�; p) :
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1.6.2 Théorie des sommes d�opérateurs de Dore et Venni

On veut résoudre le problème suivantAu+Bu = g où g 2 X, etA;B sont deux opérateurs
linéaires fermés dans X. On suppose que X est un espace U:M:D .Le théorème de Dore-
Venni montre que sous certaines hypothèses sur les opérateurs A et B on peut montrer que
A+B est un opérateur fermé, à inverse borné .

Espaces U.M.D :

Soient P 2]1;1[ et " 2]0; 1[.
On considère que l�opérateur H" 2 L(Lp(R; X)) tel que

8f 2 Lp(R; X); (H"f)(x) =
1

�

Z
"<jsj< 1

"

f(x� s)

s
ds; p.p.x 2 R:

Si pour tout f 2 Lp(R; X) donné,

lim
"!0+

H"f existe dans Lp(R; X);

alors cette limite est notée Hf et appelée la transformée de Hilbert de f sur Lp(R; X).

Dé�nition 1.11 X est appelé un espace U:M:D, s�il existe p 2]1;+1[ tel que pour tout
f 2 LP (R; X);

lim
"!0+

H"f existe dans Lp(R; X):
Dans ces conditions

H : Lp(R; X)! Lp(R; X)
f ! Hf = lim

"!0+
H"f;

et d�après le théorème de Banach Steinhaus, un élément de L(Lp(R; X)); appelé la transfor-
mée de Hilbert sur Lp(R; X):

1.6.3 Hypothèses :

On suppose que Aet B véri�ent ;

(D-V1)

8<:
i)�(A) �]�1; 0] et 9MA > 0 : 8� � 0; k(A+ �)�1kL(X) �MA=(1 + �);

ii)�(B) �]�1; 0] et 9MB > 0 : 8� � 0; k(B + �)�1kL(X) �MB=(1 + �);

D(A) = D(B) = X:

(D-V2)f8� 2 �(�A);8� 2 �(�B) : (A+ �)�1(B + �)�1 = (B + �)�1(A+ �)�1

(D-V3)

8><>:
i)8s 2 R; Ais 2 L(X) et 9 K1 > 0; �A > 0 : 8s 2 R; kAiskL(X ) � K1e

jsj�A

ii)8s 2 R; Bis 2 L(X) et 9 K2 > 0; �B > 0 : 8s 2 R; kBisk
L(X )

� K2e
jsj�B

iii)�A + �B < �:

On note par Bip(X; �) (Bounded imaginary power ) : l�ensemble des opérateurs sectoriels
sur X , véri�ant (D-V1), (D-V2) et (D-V3).
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Theorème 1.7 Si X est un espace UMD et les hypothèses (D-V1),(D-V2) et (D-V3)
sont véri�ées, Alors l�opérateur L = A+B est fermé et L�1 2 L(X); et on a

L�1 =

Z



A�1B�1

sin �z
dz

où 
 est une courbe verticale contenue dans la bande fz 2 C : 0 < Re z < 1g et orientée
de 1 e�i

�
2 vers 1 ei

�
2 :

1.7 Espaces de Hölder

Dé�nition 1.12 Soient X un espace de Banach complexe et C ([0; 1] ; X) l�espace de Banach
des fonctions continues de [0; 1] à valeurs dans X, muni de la norme

kfkC(X) = max
t2[0;1]

kf (t)kX :

On considère, pour 0 < � < 1; l�espace

C� ([0; 1] ; X) =

(
f 2 C ([0; 1] ; X) = sup

t�s 6=0

kf (t)� f (s)kX
jt� sj�

< +1
)

muni de la norme

kfkC�(X) = kfkC(X) + sup
t�s 6=0

kf (t)� f (s)kX
jt� sj�

:

Cet espace est un espace de Banach appelé espace hölderien d�ordre �:

Lemme 1.1 9C > 0 ne dépendant que de 
 tel que pour tout � > 0 on a

8� ]0; 1[ ;

Z



jdzj
jz � �j jzj� 6

C

��
:



Chapitre 2

Cadre höldérien

2.1 Etude du problème (2.1)

2.1.1 Position du problème et hypothèses

On considère le problème suivant8<:
u00 (x) + Au (x) = f (x) ; x 2 [0; 1[
u (0) = u0
u (1) +Hu0 (0) = u1;0;

(2.1)

où X est un espace complexe de Banach , f 2 C� ([0; 1] ;X) avec 0 < � < 1, u0; u1;0 2 X,
A est un opérateur linéaire fermé de domaine D (A) non nécessairement dense dans X et H
est un opérateur linéaire fermé de domaine D (H).
Nos hypothèses sur les opérateurs A et H sont :

[0;+1[ � � (A) et sup
�>0



� (A� �I)�1



L(X) < +1; (2.2)

cette hypothése implique que Q = � (�A)
1
2 ,est générateur in�nitésimal d�un semi-groupe

analytique généralisé non fortement continu en zéro., voir Balakrishnan [2] pour le cas A est
à domaine dense et C. Martinez , M. Sanz [26] autrement.

D (Q) � D (H) ; (2.3)

8� 2 D(H) : A�1H� = HA�1�; (2.4)

0 2 � (�) ; (2.5)

où � = �2HQeQ + I � e2Q qui est bien dé�ni sur X et appartient à L(X).
Cet opérateur � est dans un certain sens le «déterminant» du problème (2.1)

Remarque 2.1

1. Sous les hypthèses (2.2)�(2.4) on a, pour tout � 2 D(H); � 2 �(A); � 2 �(Q) et x > 08<:
(�I � A)�1H� = H (�I � A)�1 �

(�I �Q)�1H� = H (�I �Q)�1 �
HexQ� = exQH�:

25
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2. Sous l�hypothèse (2.2), il existe "A > 0; �A 2
�
0; �

2

�
tel que � (A) contient un domaine

sectoriel
S"A;�A = fz 2 Cn f0g : jarg (z)j < �Ag [B (0; "A) ;

avec

9M�A > 0 : 8z 2 S"A;�A ;


(A� zI)�1




L(X) 6

M�A

1 + jzj :

De plus � (�A) � fz 2 Cn f0g : jarg (z)j > � � �Ag, donc, on obtient

�
�
(�A)

1
2

�
�
�
z 2 Cn f0g : jarg (z)j > � � �A

2

�
:

et en posant �Q =
� + �A
2

on obtient

� (Q) �
�
z 2 Cn f0g : jarg (z)j < �Q

	
:

voir le shéma

Nous chercherons 3 types de solutions du problème (2.1) :
� une solution semi-classique du problème (2.1) est une fonction u telle que

u 2 C ([0; 1] ;X) \ C2 ([0; 1[;X) \ C ([0; 1[;D(A)) ;

et qui satisfait (2.1) ; de plus nous disons que cette solution semi-classique satisfait la
propriété de régularité maximale si�

u 2 C� ([0; 1] ;X) et
u00; Au 2 C� ([0; 1� "];X) pour tout " 2]0; 1[: (2.6)
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� une solution semi-stricte du problème (2.1)est une solution semi-classique du problème
(2.1), de plus elle véri�e u 2 C1 ([0; 1] ; X) \ C ([0; 1] ; D(Q)). Nous dirons que cette
solution semi-stricte véri�e la propriété de régularité maximale si elle satisfait (2.6) :

u0; Qu 2 C� ([0; 1] ; X) : (2.7)

� une solution stricte u du problème (2.1) est une fonction u telle que

C2 ([0; 1];X) \ C ([0; 1];D(A)) ;

et qui véri�e (2.1) cette solution stricte satisfait la propriété de régularité maximale si

u00; Au 2 C� ([0; 1] ;X) : (2.8)

Quand H = 0, on sait que, sous l�hypothèse (2.2), le problème (2.1) a une solution stricte
u si et seulement si u0; u1;0 2 D(A) et

f(0)� Au0; f(1)� Au1;0 2 D(A):

De plus u véri�e la propriété de régularité maximale si et seulement si u0; u1;0 2 D(A) et

f(0)� Au0; f(1)� Au1;0 2 DA(�=2;+1);

voir R. Labbas [20].
Noter qu�un cas particulier du problème (2.1), celui où H = �I, a été étudié par Labbas-

Maingot (voir le [21]). Ces auteurs ont utilisé une méthode directe basée sur les techniques
des intégrales de Dunford pour établir une formule de représentation de la solution.
Dans ce travail, une formule de représentation du problème (2.1) est trouvée en utilisant

les semigroupes analytiques, les puissances fractionnaires d�opérateurs ainsi que la méthode
de réduction de l�ordre de Krein [18].

2.1.2 Semi-groupe analytique généralisé

Comme dans [11], pages 975-977, nous rappelons ici la dé�nition d�un semigroupe analy-
tique généralisé (voir E. Sinestrari [28], A. Lunardi [25]) ) et de quelques résultats classiques
[6], [7] et le [28]
Soit L un opérateur linéaire dans X tel que(

�(L) � S�;� =
�
� 2 Cn f�g = jarg(�� �)j < �

2
+ �
	
et

sup
�2S�;�

k(�� �) (�I � L)�1kL(X) < +1;

où � 2 R et � 2
�
0; �

2

�
. Ceci indique exactement que L est le générateur in�nitésimal d�un

semigroupe analytique généralisé
�
exL
�
x�0, dans le sens où L n�est pas supposé à domaine

dense .
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2.1.3 Quelques résultats

Proposition 2.1 Soit L un opérateur générateur d�un semi-groupe analytique généralisé�
exL
�
x�0 :

1. Soit ' 2 X: Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes
(a) e:L' 2 C ([0; 1] ;X) :
(b) ' 2 D (L):

2. Soit � 2 ]0; 1[ ; g 2 C� ([0; 1] ;X) ; ' 2 X: Posons

S(x) = exL'+

Z x

0

e(x�s)Lg (s) ds; x 2 [0; 1] :

Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes
(a) S 2 C1 ([0; 1] ;X) \ C ([0; 1] ;D (L)) :
(b) ' 2 D (L) et g (0) + L' 2 D (L):

On rappelle que pour un opérateur P dans X qui véri�e �(P ) � ]0;+1[ et

9C > 0;8� > 0,


(P � �I)�1




L(X) 6

C

�
;

nous dé�nissons l�espace d�interpolation DP (�;+1) par

DP (�;+1) =
�
x 2 X : sup

t>0



t�P (P � tI)�1 x


 < +1� :

Proposition 2.2 Soient � 2 ]0; 1[ et L un opérateur générateur d�un semi-groupe analytique
généralisé

�
exL
�
x�0 :

1. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes
(a) e:L' 2 C� ([0; 1] ;X) :
(b) ' 2 DL (�;+1) :

2. Soit g 2 C ([0; 1] ;X) et ' 2 X: Posons

S(x) = exL'+

Z x

0

e(x�s)Lg (s) ds; x 2 [0; 1] :

Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes
(a) S 2 C1;� ([0; 1] ;X) \ C� ([0; 1] ;D (L)) :
(b) g 2 C� ([0; 1] ;X) ; ' 2 D (L) et g (0) + L' 2 DL (�;+1) :

3. Soit g 2 C� ([0; 1] ;X) : Alors

L

Z 1

0

esL (g (s)� g (0)) ds 2 DL (�;+1) :

Pour ces deux propositions voir E. Sinestrari [28].
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Notation 2.1 Soient g et h deux fonctions dé�nies sur [0; 1] à valeurs dans X et � 2 ]0; 1[ :
Nous écrivons

g '� h
si

g � h 2 C� ([0; 1] ;X) :

En utilisant la proposition 2.2 on obtient

Proposition 2.3 Soit g 2 C� ([0; 1] ;X) ; ' 2 D (L) et posons

S (x) = exL'+

Z x

0

e(x�s)Lg (s) ds; x 2 [0; 1] ;

alors
LS (�) '� e�L (L'+ g (0)) :

2.1.4 Représentation de la solution

On suppose (2.2)�(2.5) et que u est une solution semi-classique du problème (2.1).
Puisque u 2 C ([0; 1[;D(A)) on a u0 = u(0) 2 D(A). Dans la suite, nous supposons que
u1;0 2 D(A).

Lemme 2.1 On a

u (x) = exQ�0 + e(1�x)Q�1 + Ix + Jx; x 2 [0; 1];

où �0; �1 2 X et

Ix =
1

2
Q�1

Z x

0

e(x�s)Qf (s) ds et Jx =
1

2
Q�1

Z 1

x

e(s�x)Qf (s) ds: (2.9)

Preuve. Soit " 2]0; 1[, et posons u1�" = u (1� "). Alors u est une solution stricte dans
[0; 1� "] du problème suivant8<:

u00 (x) + Au (x) = f (x) ; x 2 ]0; 1� "[
u (0) = u0
u (1� ") = u1�":

(2.10)

Pour x 2 [0; 1� "] posons

y (x) =
1

2

�
u (x) +Q�1u0 (x)

�
etz (x) =

1

2

�
u (x)�Q�1u0 (x)

�
;

alors 8><>:
y0 (x) =

1

2
(u0 (x) +Q�1u00 (x)) y0 (x) = Qy (x) +

1

2
Q�1f (x)

z0 (x) =
1

2
(u0 (x)�Q�1u00 (x)) = �Qz (x)� 1

2
Q�1f (x) ;



30

ainsi,il existe �0; �1;" 2 X tels que8>><>>:
y (x) = exQ�0 +

1

2
Q�1

Z x

0

e(x�s)Qf (s) ds

z (x) = e(1�"�x)Q�1;" +
1

2
Q�1

Z 1�"

x

e(s�x)Qf (s) ds;

notons que �0 ne dépend pas de " puisque

�0 = y (0) =
1

2

�
u (0) +Q�1u0 (0)

�
:

Donc, pour x 2 [0; 1� "]

u (x) = y (x) + z (x) = exQ�0 + e(1�"�x)Q�1;" + Ix + J"x; (2.11)

où Ix, Jx sont dé�nis dans (2.9) et

J"x =
1

2
Q�1

Z 1�"

x

e(s�x)Qf (s) ds

=
1

2
Q�1

Z 1

x

e(s�x)Q�[x;1�"] (s) f (s) ds

donc, par le théorème de convergence dominée,

lim
"!0+

J"0 = J0:

On prend x = 1� " dans (2.11) on obtient

�1;" = u (1� ")� e(1�")Q�0 � I1�";

et alors
�1 := lim

"!0+
�1;" = u (1)� eQ�0 � I1 2 X:

�nalement quand "! 0+, (2.11) on trouve

u (x) = exQ�0 + e(1�x)Q�1 + Ix + Jx; x 2 [0; 1[:

Pour obtenir la représentation �nale de u, il su¢ t de trouver �0 et �1 et cela, en tenant
compte des données u0; u1;0; f et A.
D�abord, notons que, si u (0) = u0 2 D (A) = D (Q2), donc

Qu0 2 D (Q) � D (H) : (2.12)

En utilisant proposition 2.2, assertion 3, on peut écrire

QJ0 =
1

2

Z 1

0

esQ (f (s)� f (0)) ds+
1

2

Z 1

0

esQf (0) ds

=
1

2
Q�1

�
Q

Z 1

0

esQ (f (s)� f (0)) ds+ eQf (0)� f (0)

�
;
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et donc
QJ0 2 D (Q) � D (H) : (2.13)

De plus, on a pour x 2 [0; 1[

u0 (x) = QexQ�0 �Qe(1�x)Q�1 +QIx �QJx;

ainsi 8><>:
u (0) = �0 + eQ�1 + J0

u (1) = eQ�0 + �1 + I1

u0 (0) = 2Q�0 �Qu0;

donc (
H (2Q�0 �Qu0) + eQ�0 + �1 + I1 = u1;0

�0 + eQ�1 + J0 = u0;

ce qui peut être écrit, en utilisant (2.12) et (2.13) sous la forme suivante( �
�2HQeQ + I � e2Q

�
�1 = u1;0 �HQu0 + 2HQJ0 � eQu0 + eQJ0 � I1

�0 + eQ�1 + J0 = u0;

Puisque � = �2HQeQ + I � e2Q a un inverse borné on obtient

�1 = �
�1u1;0 � ��1HQu0 + 2��1HQJ0 � eQ��1u0 + eQ��1J0 � ��1I1;

et

�0 = u0 � eQ��1u1;0 + eQ��1HQu0 � 2eQ��1HQJ0 + e2Q��1u0

�e2Q��1J0 + eQ��1I1 � J0:

Finalement, u est donnée par

u (x) = exQeQ'0 + e(1�x)QeQ'1
+exQ (u0 � J0) + Ix (2.14)

+e(1�x)Q��1 (u1;0 �HQu0 + 2HQJ0 � I1) + Jx;

où (
'0 = �

�1HQu0 � ��1u1;0 � 2��1HQJ0 + eQ��1u0 � eQ��1J0 + �
�1I1

'1 = �
�1J0 � ��1u0;

Pour simpli�er la représentation (2.14) on montre d�abord le lemme suivant.

Lemme 2.2

1. Il existe W 2 L (X) tel queWQ�1 = Q�1W et

��1 = I �W avec W (X) �
+1T
k=1

D
�
Qk
�
:
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2. On a 8>><>>:
J0 =

1

2
Q�1

Z 1

0

esQ (f (s)� f (0)) ds+
1

2
Q�2eQf (0)� 1

2
Q�2f (0)

I1 =
1

2
Q�1

Z 1

0

esQ (f (1� s)� f (1)) ds+
1

2
Q�2eQf (1)� 1

2
Q�2f (1) :

Preuve. Pour l�assertion1, nous écrivons

� = �2HQeQ + I � e2Q = I + V;

où V = �2HQeQ � e2Q 2 L (X). Il est clair que V Q�1 = Q�1V , de plus puisque Q génère
un semi-groupe analytique généralisé, on a pour tout m 2 N

eQ 2 L (X;D (Qm)) ;
ainsi

V (X) �
+1T
k=1

D
�
Qk
�
;

donc W := ��1V 2 L (X), WQ�1 = Q�1W et

W (X) �
+1T
k=1

D
�
Qk
�
:

Nous concluons en notant que

(I �W ) � = � (I �W ) = �� V = I:

Pour l�assertion 2, il su¢ t de voir que pour tout g 2 C� ([0; 1] ;X)Z 1

0

esQg (s) ds =

Z 1

0

esQ (g (s)� g (0)) ds+

Z 1

0

esQg (0) ds

=

Z 1

0

esQ (g (s)� g (0)) ds+ eQQ�1g (0)�Q�1g (0) :

Maintenant, en utilisant (2.14) et Lemme 2.2, on peut écrire

u (x) = exQeQ'0 + e(1�x)QeQ'1 �
1

2
exQQ�2eQf (0)

�1
2
e(1�x)Q��1Q�2eQf (1)

�e(1�x)QW (u1;0 �HQu0 + 2HQJ0 � I1)

�1
2
e(1�x)QQ�2eQf (1) + e(1�x)QHQ�1eQf (0)

+exQ
�
u0 +

1

2
Q�2f (0)

�
+ Ix �

1

2
exQQ�1

Z 1

0

esQ (f (s)� f (0)) ds

+e(1�x)Q
�
�HQu0 �HQ�1f (0) + u1;0 +

1

2
Q�2f (1)

�
+ Jx

+e(1�x)Q
�
H

Z 1

0

esQ (f (s)� f (0)) ds

�
�1
2
e(1�x)Q

�
Q�1

Z 1

0

esQ (f (1� s)� f (1)) ds

�
:
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Posons pour  2 X et g 2 C� ([0; 1] ;X)

S (x;  ; g) = exQ +

Z x

0

e(x�s)Qg (s) ds;

on peut réarranger les termes de u pour obtenir la décomposition

u = uR + v + w; (2.15)

avec la partie régulière uR sur [0; 1] donnée par

uR(x) = exQeQ'0 + e(1�x)QeQ'1 �
1

2
exQeQQ�2f (0) (2.16)

�1
2
e(1�x)QeQ��1Q�2f (1)

�e(1�x)QW (u1;0 �HQu0 + 2HQJ0 � I1)

�1
2
e(1�x)QeQQ�2f (1) + e(1�x)QeQHQ�1f (0) ;

les termes qui donnent le comportement près de 0

v(x) = S

�
x; u0 +

1

2
Q�2f (0) ;

1

2
Q�1f

�
(2.17)

�1
2
exQQ�1

Z 1

0

esQ (f (s)� f (0)) ds;

et celui au sujet du comportement non local dans 0 et 1

w(x) (2.18)

= S

�
1� x;	;

1

2
Q�1f (1� :)

�
+e(1�x)QH

Z 1

0

esQ (f (s)� f (0)) ds

�1
2
e(1�x)QQ�1

Z 1

0

esQ (f (1� s)� f (1)) ds;

où on a posé 	 = �HQu0 �HQ�1f (0) + u1;0 +
1

2
Q�2f (1) :

(Notons que puisque u0 2 D(A) alors HQu0 = �HQ�1Au0 est bien dé�ni).

2.1.5 Résultats de régularité

Pour étudier la régularité de la solution nous avons besoin de quelques lemmes techniques.
Si

g 2 C� ([0; 1] ; X) ; ' 2 X;{ 2 DQ (�;+1) ;  2 D (Q) ; e 2 D �Q2� ;
alors 8>><>>:

S (�; '+ {; g) '� S (�; '; g)
QS (�;  +Q�1{; g) '� QS (�;  ; g)
Q2S

�
�; e +Q�2{; g

�
'� Q2S

�
�; e ; g� ; (2.19)
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QS (�;  ; g) '� e�Q (Q + g (0)) ; (2.20)

Ig := Q

Z 1

0

esQ (g (s)� g (0)) ds 2 DQ (�;+1) ; (2.21)

et

e�QQ

Z 1

0

esQ (g (s)� g (0)) ds 2 C� ([0; 1] ;X) ; (2.22)

(voir Propositions 2.2 et 2.3).

Lemme 2.3 On suppose (2.2)�(2.5). Soit f 2 C� ([0; 1] ; X) et u0 2 D (A). Alors
1. uR; AuR 2 C1 ([0; 1] ; X) :
2. v 2 C2 (]0; 1]; X) \ C (]0; 1]; D (A)) :
3. Av '� e�Q [Au0 � f (0)] et donc�

Av 2 C ([0; 1];X), Au0 � f (0) 2 D (A)
Av 2 C� ([0; 1];X), Au0 � f (0) 2 DA (�=2;+1) :

Preuve.

1. Pour tout ' 2 X on a eQ';W' �
+1T
k=1

D
�
Qk
�
nous déduisons que

�
e�QeQ'; e�QW' 2 C1 ([0; 1] ; X) et
�Q2e:QeQ';�Q2e�QW' 2 C1 ([0; 1] ; X) ;

donc uR 2 C1 ([0; 1] ; X) et AuR = �Q2uR 2 C1 ([0; 1] ; X).

2. Evident, puisque pour ' 2 X et x > 0 on a exQ' �
+1T
k=1

D
�
Qk
�
.

3. Puisque A = �Q2, on a

Av = QS

�
�;�Qu0 �

1

2
Q�1f (0) ;�1

2
f

�
+
1

2
e�QQ

Z 1

0

esQ (f (s)� f (0)) ds;

alors, de (2.20) et (2.22) on obtient

Av '� QS

�
�;�Qu0 �

1

2
Q�1f (0) ;

1

2
f

�
'� e�Q

�
Q

�
�Qu0 �

1

2
Q�1f (0)

�
� 1
2
f (0)

�
'� e�Q [Au0 � f (0)] :

Lemme 2.4 On suppose (2.2)�(2.5). Soit f 2 C� ([0; 1] ; X) et u0; u10 2 D (A). Alors
1. w 2 C2 ([0; 1[; X) \ C ([0; 1[; D (A)) :
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2. w '� e(1��)QHQ�1 (Au0 � f (0)) et donc�
w 2 C ([0; 1] ; X), HQ�1 [Au0 � f (0)] 2 D (A)
w 2 C� ([0; 1] ; X), HQ�1 [Au0 � f (0)] 2 DA (�=2;+1) :

3. w ([0; 1]) � D(Q)() HQ�1 [Au0 � f (0) + If ] 2 D(Q):
4. En supposant HQ�1 [Au0 � f (0) + If ] 2 D(Q) on obtient

Qw '� e(1��)QQHQ�1 [Au0 � f (0) + If ] ;

et donc�
w0; Qw 2 C ([0; 1] ; X), QHQ�1 [Au0 � f (0) + If ] 2 D (A)
w0; Qw 2 C� ([0; 1] ; X), QHQ�1 [Au0 � f (0) + If ] 2 DA (�=2;+1) :

5. w ([0; 1]) � D(Q2)() HQ�1 [Au0 � f (0) + If ] 2 D(Q2):
6. En supposant HQ�1 [Au0 � f (0) + If ] 2 D(Q2) on obtient

Q2w '� e(1��)Q
�
Q2HQ�1 [Au0 � f (0) + If ]� [Au1;0 � f (1)]

�
;

et donc 8>>>><>>>>:
Aw 2 C ([0; 1] ; X) si et seulement si
Q2HQ�1 [Au0 � f (0) + If ]� [Au1;0 � f (1)] 2 D (A):

Aw 2 C� ([0; 1] ; X) si et seulement si
Q2HQ�1 [Au0 � f (0) + If ]� [Au1;0 � f (1)] 2 DA (�=2;+1) :

Preuve. Posons ef = f(1� �) et notons que HQ�1 2 L(X ) on a

w(x) = S

�
1� x;  0;

1

2
Q�1 ef� ;

où

 0 = HQ�1Au0 �HQ�1f (0) + u1;0 +
1

2
Q�2f (1) +HQ�1If �

1

2
Q�2I ef :

= HQ�1 [Au0 � f (0) + If ] + u1;0 +
1

2
Q�2f (1)� 1

2
Q�2I ef :

1. Puisque pour ' 2 X et x 2 [0; 1[ on a e(1�x)Q' �
+1T
k=1

D
�
Qk
�
.

2. D�après (2.21),  0 = HQ�1 [Au0 � f (0)] +{0 avec {0 2 DQ (�;+1). Ainsi, de (2.19),
on obtient

w '� S

�
1� �; HQ�1 [Au0 � f (0)] ;

1

2
Q�1 ef�

'� QS

�
1� �; Q�1HQ�1 [Au0 � f (0)] ;

1

2
Q�2 ef� ;

ce qui donne

w '� e(1��)Q
�
HQ�1 [Au0 � f (0)] +

1

2
Q�2 ef (0)� :

'� e(1��)QHQ�1 [Au0 � f (0)] :
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3. w ([0; 1[) � D(Q). De plus w(1) 2 D(Q) si et seulement si

 0 = HQ�1 [Au0 � f (0) + If ] + u1;0 +
1

2
Q�2f (1)� 1

2
Q�2I ef 2 D(Q);

ainsi
w(1) 2 D(Q) , HQ�1 [Au0 � f (0) + If ] 2 D(Q):

4. De (2.19), (2.20) et (2.22), on obtient

Qw '� QS

�
1� �; HQ�1 [Au0 � f (0) + If ] ;

1

2
Q�1 ef�

'� e(1��)Q
�
QHQ�1 [Au0 � f (0) + If ] +

1

2
Q�1 ef (0)�

'� e(1��)QQHQ�1 [Au0 � f (0) + If ] ;

(2.23)

De plus pour g 2 C� ([0; 1] ; X) ;  2 D (Q) on a

S 0 (�;  ; g) = QS (�;  ; g) + g;

donc (
Qw 2 C ([0; 1] ; X), w0 2 C ([0; 1] ; X)
Qw 2 C� ([0; 1] ; X), w0 2 C� ([0; 1] ; X) :

Alors (2.23) fournit les équivalences désirées.

5. Voir assertion 3

6. De (2.19), (2.20) et (2.22), on obtient

Q2w '� Q2S

�
1� �;  0;

1

2
Q�1 ef�

'� QS

�
1� �; Q 0;

1

2
ef�

'� e(1��)Q (Q2HQ�1 [Au0 � f (0) + If ]� [Au1;0 � f (1)]) ;

puisque

Q (Q 0) +
1

2
ef(0)

= Q2HQ�1 [Au0 � f (0) + If ]

+Q2u1;0 +
1

2
f (1)� 1

2
I ef + 12 ef(0)

= Q2HQ�1 [Au0 � f (0) + If ]� [Au1;0 � f (1)]� 1
2
I ef :

Lemme 2.5 Supposons (2.2)�(2.5). Soit f 2 C� ([0; 1] ; X) et u0; u1;0 2 D (A).
1. Si H 2 L(X) alors Qw '� e(1��)QH [Au0 � f (0)] :



37

2. Si H 2 L(X) avec H(X) � D(Q) alors QH 2 L(X) et

Q2w '� e(1��)Q (QH [Au0 � f (0)]� [Au1;0 � f (1)]) :

Preuve.

1. Ici HQ�1 [Au0 � f (0) + If ] = Q�1H [Au0 � f (0) + If ] 2 D(Q) alors, du Lemme 2.4,
assertion 4, nous déduisons

Qw '� e(1��)QQHQ�1 [Au0 � f (0) + If ]
'� e(1��)QH [Au0 � f (0) + If ] ;

et de (2.21) on a e(1��)QHIf = He(1��)QIf 2 C� ([0; 1] ;X) qui donne le résultat.
2. Puisque si QH 2 L(X) alors

HQ�1 [Au0 � f (0) + If ] = Q�2QH [Au0 � f (0) + If ] 2 D(Q2);

et du Lemme 2.4, assertion 6, nous déduisons

Q2w '� e(1��)Q (Q2HQ�1 [Au0 � f (0) + If ]� [Au1;0 � f (1)])
'� e(1��)Q (QH [Au0 � f (0) + If ]� [Au1;0 � f (1)])

et de (2.21) on a e(1��)QQHIf = QHe(1��)QIf 2 C� ([0; 1] ;X) ce qui donne le résultat.

Ces deux derniers cas correspondent, par exemple, aux opérateurs 2.2 H = �I et H =
��Q�1 (� 2 Cn f0g ;Re� � 0) qui seront étudiés par la suite.

Lemme 2.6 On suppose (2.2)�(2.5) et soit u0; u1;0 2 D (A).
1. Si f 2 C� ([0; 1] ; D(Q)) alors

w ([0; 1]) � D(Q)() HQ�1Au0 2 D(Q);

et si HQ�1Au0 2 D(Q) on a

Qw '� e(1��)QQHQ�1 [Au0 � f (0)] :

2. Si f 2 C� ([0; 1] ; D(Q2)) alors

w ([0; 1]) � D(Q2)() HQ�1Au0 2 D(Q2);

et si HQ�1Au0 2 D(Q2) on a

Q2w '� e(1��)Q
�
Q2HQ�1 [Au0 � f (0)]� [Au1;0 � f (1)]

�
:

Preuve.
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1. Ici f(0) 2 D(Q) et

QIf = Q

Z 1

0

esQ (Qf (s)�Qf (0)) ds 2 DQ (�;+1) ;

alors, du Lemme 2.4, assertion 3, on obtient

w ([0; 1]) � D(Q) , HQ�1 [Au0 � f (0) + If ] 2 D(Q)
, HQ�1Au0 �Q�1HQ�1 [Qf (0) +QIf ] 2 D(Q)
, HQ�1Au0 2 D(Q):

Maintenant, si HQ�1Au0 2 D(Q), Lemme 2.4, assertion 4,

Qw '� e(1��)QQHQ�1 [Au0 � f (0) + If ] ;

et nous concluons en notant que

e(1��)QQHQ�1If = HQ�1e(1��)QQIf 2 C� ([0; 1] ;X) :

2. Ici f(0) 2 D(Q2) et

Q2If = Q

Z 1

0

esQ
�
Q2f (s)�Q2f (0)

�
ds 2 DQ (�;+1) ;

alors, du Lemme 2.4, assertion 5, on obtient

w ([0; 1]) � D(Q2) , HQ�1 [Au0 � f (0) + If ] 2 D(Q2)
, HQ�1Au0 2 D(Q2):

Maintenant, si HQ�1Au0 2 D(Q2), Lemme 2.4, assertion 6 :

Q2w '� e(1��)Q
�
Q2HQ�1 [Au0 � f (0)] +Q2HQ�1If � [Au1;0 � f (1)]

�
;

et on conclue en notant que

e(1��)QQ2HQ�1If = HQ�1e(1��)QQ2If 2 C� ([0; 1] ;X) :

Par les arguments similaires, nous pouvons prouver le lemme suivant.

Lemme 2.7 On suppose (2.2)�(2.5) et u0; u10 2 D (A). SiH 2 L(X) et f 2 C� ([0; 1] ; D(Q))
alors

w ([0; 1]) � D(Q2)() HAu0 2 D(Q);
et si HAu0 2 D(Q) on a

Q2w '� e(1��)Q (QH [Au0 � f (0)]� [Au1;0 � f (1)]) :
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2.1.6 Résultats principaux

Theorème 2.1 On suppose(2.2)�(2.5), supposons que u0; u1;0 2 D (A) et

f 2 C� ([0; 1] ; X) avec � 2 ]0; 1[ :

Alors :

1. Il existe une solution semi-classique u du problème (2.1) si et seulement si

Au0 � f (0) 2 D (A);

2. il existe une solution semi-classique u du problème (2.1) ayant la propriété de régularité
maximale (2.6) si et seulement si

Au0 � f (0) 2 DA (�=2;+1) ;

3. il existe une solution semi-stricte u du problème (2.1) si et seulement si8<:
Au0 � f (0) 2 D (A)
HQ�1 [Au0 � f (0) + If ] 2 D(Q) et
QHQ�1 [Au0 � f (0) + If ] 2 D (A);

4. il existe une solution semi-stricte u du problème (2.1) ayant la propriété de régularité
maximale (2.6)-(2.7) si et seulement si8<:

Au0 � f (0) 2 DA (�=2;+1)
HQ�1 [Au0 � f (0) + If ] 2 D (Q) et
QHQ�1 [Au0 � f (0) + If ] 2 DA (�=2;+1) ;

5. il existe une solution stricte u du problème (2.1) si et seulement si8<:
Au0 � f (0) 2 D (A)
HQ�1 [Au0 � f (0) + If ] 2 D(A) et
Q2HQ�1 [Au0 � f (0) + If ]� [Au1;0 � f (1)] 2 D (A):

6. il existe une solution stricte u du problème (2.1) ayant la propriété de régularité maxi-
male (2.8) si et seulement si8<:

Au0 � f (0) 2 DA (�=2;+1)
HQ�1 [Au0 � f (0) + If ] 2 D(A) et
Q2HQ�1 [Au0 � f (0) + If ]� [Au1;0 � f (1)] 2 DA (�=2;+1) :

De plus, dans les 6 cas u est unique et donnée par

u = uR + v + w;

où uR; v; w sont dé�nies dans 2.16),(2.17) et (2.18).
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Preuve. Pour les assertions 1 et 2, nous remarquons d�abord de la section 2.1.4 , s�il y
a une solution semi-classique u du problème (2.1) alorsu est uniquement déterminé par
u = uR + v + w. On conclut en appliquant les lemmes 2.3 et 2.4 et notons que, puisque
u00 + Au = f , alors �

Au 2 C ([0; 1] ; X), u00 2 C ([0; 1] ; X)
Au 2 C� ([0; 1] ; X), u00 2 C� ([0; 1] ; X) :

Les assertions 3�6 sont similairement prouvées.
Nous étudions maintenant quelques situations où plus de régularité est donnée sur H ou

f ce qui nous permet d�éviter les conditions sur If :

Corollary 2.1 On suppose (2.2)�(2.5). Soit f 2 C� ([0; 1] ; X) et u0; u10 2 D (A).
1. Supposons que H 2 L(X) alors : il existe une solution semi-stricte u du problème (2.1)
si et seulement si

Au0 � f (0) 2 D (A):
2. Supposons que H 2 L(X) avec H(X) � D(Q) alors : il existe une solution stricte u
du problème (2.1) si et seulement si�

Au0 � f (0) 2 D (A) et
QH [Au0 � f (0)]� [Au1;0 � f (1)] 2 D (A):

3. Supposons que f 2 C� ([0; 1] ; D(Q))alors : il existe une solution semi-stricte u du
problème (2.1) si et seulement si

Au0 2 D(QHQ�1) \D (A) et QHQ�1 [Au0 � f (0)] 2 D (A):

4. Supposons que f 2 C� ([0; 1] ; D(Q2)) alors : il existe une solution stricte u du problème
(2.1) si et seulement si�

Au0 2 D(Q2HQ�1) \D (A) et
Q2HQ�1 [Au0 � f (0)]� [Au1;0 � f (1)] 2 D (A):

5. Supposons que H 2 L(X) et f 2 C� ([0; 1] ; D(Q)) alors : il existe une solution stricte
unique u du problème (2.1) si et seulement si

Au0 2 D (A) \D(QH) et [Au1;0 � f (1)]�QH [Au0 � f (0)] 2 D (A).

Preuve. Pour les assertion 1 et 2, on applique les lemmes 2.3 et 2.5, notons queh
Au0 � f (0) 2 D (A) et H [Au0 � f (0)] 2 D (A)

i
()

h
Au0 � f (0) 2 D (A)

i
:

Pour l�assertion 3, on utilise les lemmes 2.3, 2.6 et

f(0) 2 D(Q) � D (A);

qui donnenth
Au0 � f (0) 2 D (A) et HQ�1Au0 2 D(Q2)

i
() Au0 2 D(QHQ�1) \D (A):

Les assertions 4 et 5 sont similairement traitées.
Dans le corollaire précédent, nous obtiendrons, pour chaque cas, la régularité maximale

de la solution u si on remplace D (A) par DA (�=2;+1).
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2.2 Cas particulier du Problème (2.1)

Nous étudions d�abord le cas particulierH = �I, � 2 Cn f0g ;Re� � 0 donc on considère
le problème 8<:

u00 (x) + Au (x) = f (x) ; x 2 ]0; 1[
u (0) = u0
�u0 (0) + u (1) = u1;0:

(2.24)

La di¢ culté principale est l�hypothèse (2.5) et nous avons besoin de quelques résultats de
calcul fonctionnel.
Ici, notre principale hypothèse sur A est(

A est un opérateur fermé dans X; �(A) �]�1; 0[ et
pour tout � 2]0; �[; sup

�2S�



� (A� �I)�1



L(X) < +1; (2.25)

où S� := fz 2 Cnf0g : jarg zj < �g. Puisque H = �I alors

� = I � 2�QeQ � e2Q;

nous devons étudier les fonctions F;G dé�nies par�
F (z) = 1 +G(z)
G(z) = 2�ze�z � e�2z; z 2 C:

D�abord nous �xons "0 > 0 telque B(0; 4"20) � �(A):

Lemme 2.8 Posons S = S�=4, on obtient :

1. F;G sont des fonctions holomorphes sur un voisinage de S.

2. x > 0 implique jF (x)j > 0.
3. lim

Re z!+1; z2S
2�ze�z + e�2z = 0 et alors

(a) il existe x0 > 0 tel que z 2 S et Re z > x0 implique que

2 � jF (z)j � 1=2:

(b) F est bornée sur S:

4. Il existe �0 2]0; �=4[ tel que F (z) n�est pas nulle sur

�0 = fz 2 C : Re z � "0 et jarg(z)j � �0g ,

et min
z2�0

jF (z)j = r > 0:

Preuve.

1. Evident

2. On a, pour x > 0

ReF (x) =
�
1� e�2x

�
+ 2 (Re�)xe�x > 0:
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3. Nous écrivons pour z 2 S��2�ze�z + e�2z
�� � 2 j�j jzj e�Re z + e�2Re z

� 2
p
2 j�j (Re z) e�Re z + e�2Re z:

4. On a jF (z)j � 1=2 pour

z 2 �1 = fz 2 C : Re z � x0 et jarg(z)j < �=4g :

De plus F est une fonction holomorphe sur un voisinage de

�2 = fz 2 C : "0 � Re z � x0 et jarg(z)j � �=4g ;

ainsi, sur �2, F a tout au plus un nombre �ni de zéros (qui ne sont pas sur le l�axe réel
, voir assertion 2). Donc, on peut trouver �0 2]0; �=4], assez petit tel que F est non
nulle sur

�2 = fz 2 C : "0 � Re z � x0 and jarg(z)j � �0g :
De plus

min
z2�0

jF (z)j = min
�
min
z2�2

jF (z)j ; 1=2
�
> 0:

On pose pour z 2 �0
	(z) =

G(z)

1 +G(z)
:

Lemme 2.9 Sous �l�hypothèse (2.25), l�opérateur � = I � 2�QeQ � e2Q admet un inverse
borné et ��1 = I �	(�Q):

Preuve. On choisit � 2]0; �0[ tel que � (�Q) � S�nB(0; 2"0). On note que G est une fonction
holomorphe et bornée sur un voisinage de S�nB(0; 2"0). De plus,il existe � > 0 tel que

j	(z)j = O
�
jzj��

�
quand z ! +1; z 2 S�nB(0; 2"0):

Ainsi on peut dé�nir 	(�Q) et aussi G(�Q) (voir par exemple [15], la section 2.5.1, p.
45, la remarque 2.5.1 et la �g. 6 P. 46).
On a aussi � = I +G(�Q) et

(I �	(�Q)) � = (1�	) (�Q) � (1 +G) (�Q)
= [(1�	) (1 +G)] (�Q)

=

�
1� G

1 +G

�
(1 +G) (�Q)

= 1 (�Q)
= I:

De même � (I �	(�Q)) = I:
Si on suppose (2.25), f 2 C� ([0; 1] ; X) ; u0; u1;0 2 D (A) et considère H = �I (� 2

Cn f0g ;Re� � 0) alors, du lemme précédent les hypothèses (2.2)�(2.5) sont véri�ées et on
peut appliquer les propositions 2.1, 2.2 et le corollaire 2.1, assertion 1, pour obtenir :
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Theorème 2.2 Sous (2.25), on suppose que u0; u1;0 2 D (A) et

f 2 C� ([0; 1] ; X) avec � 2 ]0; 1[ :

Alors :

1. il existe une solution semi-stricte unique u du problème (2.24) si et seulement si Au0�
f (0) 2 D (A);

2. il existe une solution semi-stricte unique u du problème (2.24) ayant la régularité
(2.6)-(2.7) si et seulement si Au0 � f (0) 2 DA (�=2;+1).

3. il existe une solution stricte unique u du problème (2.24) si et seulement si8<:
Au0 � f (0) 2 D (A);
Au0 � f (0) + If 2 D(Q) et
�Q [Au0 � f (0) + If ]� [Au1;0 � f (1)] 2 D (A):

Remarque 2.2 Soit � 2 Cn f0g ;Re� � 0:
1. Par les mêmes techniques nous pouvons considérer H = ��Q sous l�hypothèse (2.25),
on peut étudier les fonctions eF ; eG de�nies pareF (z) = 1 + eG(z); eG(z) = �2�z2e�z � e�2z

et on peut montrer que � = I + 2�Q2eQ � e2Q admet uninverse borné

��1 = I �
eG

1 + eG(�Q);
alors (2.2)�(2.5) sont véri�ées et donc on peut appliquer Théorème 2.1.

2. Noter que nous pouvons également résoudre le problème8<:
u00 (x) + Au (x) = f (x) ; x 2 [0; 1[
u (0) = u0
��u0 (0) +Qu (1) = u1;0;

(2.26)

puisque on peut écrire la deuxième condition aux limites :

��Q�1u0 (0) + u (1) = Q�1u1;0;

ici H = ��Q�1, � = I+2�eQ�e2Q 2 L(X) et, en supposant (2.25), on peut appliquer
le corollaire 2.5 assertion 2.

2.3 Problème avec un paramètre spectral

A�n de fournir des résultats pour H général satisfaisant (2.5), nous considérerons un
certain nombre positif grand ! et le problème8<:

u00 (x) + Au (x)� !u(x) = f (x) ; x 2 [0; 1]
u (0) = u0
u (1) +Hu0 (0) = u1;0:

(2.27)
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2.3.1 Etude du problème (2.27)

En �xant !0 � 0 et en posant, pour ! � !0

A! = A� !I;

alors le Problème (2.27) est le Problème (2.1) avec A remplacé par A!:
Nos hypothèses principales sur les opérateurs sont(

A!0 est un opérateur linéaire fermé dans X, [0;+1[ � � (A!0) et
sup
�>0



� (A!0 � �I)�1



L(X)

< +1; (2.28)

cette hypothèse implique que Q!0 = � (�A!0)
1
2 , est un générateur infnitésimal d�un semi-

groupe analytique generalisé sur X.

8� 2 D(H) : A�1!0H� = HA�1!0 �; (2.29)

D (Q!0) � D (H) : (2.30)

Remarque 2.3

1. L�hypothèse (2.28) implique que pour ! � !08><>:
A! est un opérateur linéaire fermé dans X;
[!0 � !;+1[ � � (A!) et
sup

�>!0�!



(�+ ! � !0) (A! � �I)�1



L(X) < +1;

(2.31)

mais

sup
�>0



� (A! � �I)�1



L(X) � sup

�>!0�!



(�+ ! � !0) (A! � �I)�1



L(X) ;

ainsi, pour tout ! � !0, Q! = � (�A!)
1
2 ,est un générateur in�nitésimal d�un semi-

groupe analytique généralisé sur X. Notons que

c0 = sup
�>!0�!



(�+ ! � !0) (A! � �I)�1



L(X)

= sup
�>0



� (A!0 � �I)�1



L(X)

et alors c0 ne dépend pas de !:

2. L�hypothèse (2.29) implique que ! � !0

8� > !0 � !;8� 2 D(H); (�I � A!)
�1H� = H (�I � A!)

�1 �;

Lemme 2.10 On suppose (2.28) � (2.30), alors il existe !� � !0 tel que, pour ! >
!�, l�opérateur �! = �2HQ!eQ! + I � e2Q! admet un inverse borné.
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Preuve. On peut écrire �! = I � T! avec T! = 2HQ!eQ! + e2Q! . Donc, pour montrer que
l�opérateur �! a un inverse borné, il su¢ t de montrer que kT!kL(X) < 1.
En utilisant le lemme p. 103 dans G. Dore et S. Yakubov [9], on a(

9c > 0 et k > 0 :

Q3!eQ!

L(X) � ce�k
p
! et



e2Q!


L(X)

� ce�k
p
!:

(2.32)

De plus 

Q2!0Q�2! 

L(X) = 

A!0A�1! 

L(X)
=


(A� !0I) (A� !I)�1




L(X)

=


(A� !I � (!0 � !) I) (A� !I)�1




L(X)

=


I � (!0 � !) (A� !I)�1




L(X)

� 1 + c0;

et, puisque HQ�2!0 est borné,alors

kT!kL(X) =


2HQ�2!0Q2!0Q�2! Q3!e

Q! + e2Q!



L(X)

� 2


HQ�2!0 

L(X) 

Q2!0Q�2! 

L(X) 

Q3!e2Q!

L(X) + 

e2Q!

L(X)

� 2


HQ�2!0 

L(X) (1 + c0)

Q3!e2Q!

L(X) + 

e2Q!

L(X) ;

et de (2.32) il existe !� � !0 tel que pour ! � !�

kT!kL(X) < 1:

On peut maintenant résoudre le Problème (2.27)

Theorème 2.3 On suppose (2.28)�(2.30), supposons que u0; u1;0 2 D (A) et

f 2 C� ([0; 1] ; X) avec � 2 ]0; 1[ :

Pour tout ! > !�

1. il existe une solution semi-classique u! du problème (2.27) si et seulement si

Au0 � f (0) 2 D (A);

2. il existe une solution semi-stricte u! du problème (2.27) si et seulement si8<:
Au0 � f (0) 2 D (A)
HQ�1! [Au0 � f (0) + If ] 2 D(Q) et
Q!HQ

�1
! [Au0 � f (0) + If ] 2 D (A);

3. il existe une solution stricte u! du problème (2.27) si et seulement si8<:
Au0 � f (0) 2 D (A)
HQ�1! [A!u0 � f (0) + If ] 2 D(A) et
Q2!HQ

�1
! [A!u0 � f (0) + If ]� [A!u1;0 � f (1)] 2 D (A):
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De plus, dans les 3 cas, u est unique et donnée par u! = u!;R+v!+w! où u!;R; v!; w! sont
dé�nies dans (2.16),(2.17) et (2.18) et on remplace A;Q;� par A!; Q!;�! respectivement.

Preuve. Soit ! > !�. Noter que si on remplace A par.A! alors le problème (2.27) correspond
au problème (2.1), les hypothèses (2.28) � (2.30) correspondent aux (2.2) � (2.5), en e¤et
du lemme 2.10, les hypothèses (2.28) � (2.30) impliquent (2.5). Alors, il su¢ t d�appliquer le
théorème 2.1 avec A remplacé par A!:Notons que D (A!) = D (A); D(Q!) = D(Q) et

A!u0 � f (0) 2 D (A!)() Au0 � f (0) 2 D (A):

Remarque 2.4 Dans le théorème 2.3, nous obtiendrons, dans chaque cas, la régularité maxi-
male de la solution u! si on remplace D (A) par DA (�=2;+1).

2.3.2 Cas particulier du Problème (2.27)

On considère ici H = � (Q!0)
� avec � 2 Cn f0g et � 2]�1; 1]. Ainsi le problème (2.27)

devient 8<:
u00 (x) + Au (x)� !u (x) = f (x) ; x 2 ]0; 1[
u (0) = u0
u (1) + � (Q!0)

� u0 (0) = u1;0:

(2.33)

Si on suppose (2.28) , (2.29) et (2.30) véri�ées on peut appliquer le théorème 2.3 (de plus
H 2 L(X) si � 2]� 1; 0] et H 2 L(X) avec H(X) � D(Q) pour � 2]�1;�1]. Dans ces cas
nous pouvons appliquer le corollaire2.5). Par exemple si � = 0 nous obtenons le problème
abstrait suivant 8<:

u00 (x) + Au (x)� !u (x) = f (x) ; x 2 ]0; 1[
u (0) = u0
u (1) + �u0 (0) = u1;0;

(2.34)



Chapitre 3

Cadre Lp

3.1 Etude du problème

3.1.1 Position du problème et hypothèses

On considère le problème suivant8<:
u00 (x) + Au (x) = f (x) ; p. p. x 2 ]0; 1[
u (0) = u0
Hu0 (0) + u (1) = u1;0;

(3.1)

L�hypothèse géométrique sur l�espace est

X est un espace UMD; (3.2)

et pour les opérateurs on suppose que(
A est un opérateur linéaire fermé dans X : [0;+1[ � � (A) et
9C > 0;8� > 0 :



(A� �I)�1



L(X)

6 C
1+�

;
(3.3)

(
8s 2 R : (�A)is 2 L (X) et 9C > 1; �A 2 ]0; �[


(�A)is




L(X)
6 Ce�Ajsj;

(3.4)

D (Q) � D (H) ; (3.5)

8� 2 D(H) : A�1H� = HA�1�; (3.6)

et
0 2 � (�) ; (3.7)

où � = �2HQeQ + I � e2Q qui est bien dé�ni sur X et appartient à L(X):

47
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3.1.2 Conséquences des hypothèses

1. Grâce à A.V.Balakrishnan [2], l�hypothèse (3.3) implique que

Q := � (�A)
1
2 ;

est un générateur in�nitésimal d�un semi-groupe analytique borné
�
exQ
�
x>0 dans X:

2. Puisque l�égalité �
(�A)

1
2

��
= (�A)

�
2 ;

est vraie pour tout � 2 C; on en déduit à partir de (3.4) que

�Q = (�A)
1
2 2 BIP

�
�A
2
; X

�
;

et en particulier que

9C > 1 :




�(�A) 12�is





L(X)

6 Ce
�A
2
jsj;

(voir Haase [15], proposition 2.18. p. 64.)

3. On sait que
(D (A) ; X) 1

2
;1 � D

�
(�A)

1
2

�
;

voir P.Grisvard [14], p. 667, pour �1 < �2 et p1 ; p2 2 [1;+1[ on a

(D (A) ; X)�1;p1
� (D (A) ; X)�2;p2 ;

voir P. Grisvard [14], p. 674, donc

(D (A) ; X) 1
2p
;p � (D (A) ; X) 1

2
;1 � D

�
(�A)

1
2

�
= D(Q):

4. Vu (3.3), (3.5), (3.6) on a

8� 2 D(H);8� > 0 : (A� �I)�1H� = H (A� �I)�1 �:

3.1.3 Lemmes techniques

Lemme 3.1 Soit f 2 Lp (0; 1; X) ; 1 < p < +1. Sous les hypothèses (3.2), (3.3) et (3.4)
on a

1. x! F (x; f) = Q

xZ
0

e(x�s)Qf (s) ds 2 Lp (0; 1; X) :

2. x! K (x; f) = Q

1Z
x

e(s�x)Qf (s) ds 2 Lp (0; 1; X) :
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3. x! T (x; f) = Q

1Z
0

e(x+s)Qf (s) ds 2 Lp (0; 1; X) :

Preuve. Pour la première assertion on va appliquer le théorème de Dore et Venni [8]; à
l�étude du problème �

v0 (x)�Qv (x) = f (x) ; p.p. x 2 (0; 1) ;
v (0) = 0;

(3.8)

alors , puisque X est un espace UMD et Q est un opérateur linéaire fermé dans X; véri�ant
les hypothèses du théorème de Dore et Venni, alors pour tout f 2 Lp (0; 1; X) ; le problème
(3.8) admet une solution unique stricte v telle que

v 2 W 1;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1; D (Q)) ;

avec

v (x) =

xZ
0

e(x�s)Qf (s) ds; p.p. x 2 (0; 1) ;

et donc

Qv : x! Q

xZ
0

e(x�s)Qf (s) ds 2 Lp (0; 1; X) :

L�assertion 2 découle de la première car en posant t = 1� s on obtient

K (x; f) = Q

1Z
x

e(s�x)Qf (s) ds

= Q

1�xZ
0

e(1�x�t)Qf (1� t) dt

= F (1� x; f (1� �)) ;

donc K (�; f) = x! F (1� x; f (1� :)) 2 Lp (0; 1; X)
Pour l�assertion 3, on écrit

T (x; f) = Q

1Z
0

e(x+s)Qf (s) ds

= Q

xZ
0

e(x+s)Qf (s) ds+Q

1Z
x

e(x+s)Qf (s) ds

= Q

xZ
0

e(x�s)Qe2sQf (s) ds+ e2xQQ

1Z
x

e(s�x)Qf (s) ds

= F
�
x; e2:Qf

�
+ e2xQK (x; f) 2 Lp (0; 1; X) ;

donc T (�; f) = x! F
�
x; e2:Qf

�
+ e2xQK (x; f) 2 Lp (0; 1; X)



50

Lemme 3.2 Supposons que l�hypothèse (3.3) est réalisée et soit p 2 ]1;+1[. Alors
1. Ae:Q' 2 Lp (0; 1; X) si et seulement si ' 2 (D (A) ; X) 1

2p
;p :

2. Qe:Q' 2 Lp (0; 1; X) si et seulement si ' 2 (D (A) ; X) 1
2p
+ 1
2
;p :

Preuve. On rappelle que si m 2 N� et C génère un semi-groupe analytique alors

� 2 (D (Cm) ; X) 1
mp
;p

si et seulement si
Cme:C� 2 Lp (0; 1; X) ;

en e¤et

1Z
0



CmexC�

p dx =

1Z
0

xm:
1
mp
p


CmexC�

p dx

x

6
+1Z
0




xm:(1�(1� 1
mp))CmexC�




p dx
x

6 K k�k(D(Cm);X) 1
mp ;p

;

(voir H. Triebel [17], Théorème p. 96).
Ainsi, Ae:Q' 2 Lp (0; 1; X) si et seulement si

' 2
�
D
�
Q2
�
; X
�
1
2p
;p
= (D (A) ; X) 1

2p
;p = (D (A) ; X) 1

2p
;p :

De même Qe:Q' 2 Lp (0; 1; X) si et seulement si

' 2 (D (Q) ; X) 1
p
;p :

On conclut en utilisant les propriétés de réitération de Lions-Peetre [23] :

(D (Q) ; X) 1
p
;p = (X;D (Q))1� 1

p
;p

=
�
X;D

�
Q2
��

1
2
� 1
2p
;p

= (D (A) ; X) 1
2
+ 1
2p
;p :

Corollary 3.1 Soit f 2 Lp (0; 1; X) ; 1 < p < +1. Sous les hypothèses (3.2), (3.3) et (3.4)
on a

1Z
0

esQf (s) ds 2 (D (Q) ; X) 1
p
;p = (D (A) ; X) 1

2p
+ 1
2
;p :
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Preuve. Vu le 3. du Lemme 3.1, on a

Qe�Q
1Z
0

esQf (s) ds 2 Lp (0; 1; X) ;

donc en appliquant le Lemme 3.2

1Z
0

esQf (s) ds 2 (D (A) ; X) 1
2p
+ 1
2
;p :

Lemme 3.3 Sous les hypothèses (3.2)�(3.6), pour tout � 2 D (H) et x > 0; on a l�égalité
suivante

HexQ� = exQH�:

Preuve. On sait que si l�opérateur G génère un semi-groupe analytique
�
exG
�
x>0 alors

8x > 0; exG = lim
n!+1

�
I � xG

n

��n
(voir T. Kato [19] page 481) et ainsi, en supposant les hypothèses (3.2)�(3.6) et pour x > 0
et � 2 D (H) (le cas x = 0 est évident) on obtient

HexQ� = lim
n!+1

H

�
I � xQ

n

��n
�

= lim
n!+1

H
�n
x

�n �n
x
I �Q

��n
�

= lim
n!+1

�n
x

�n �n
x
I �Q

��n
H�

= exQH�:

3.1.4 Représentation de la solution

Dé�nition 3.1 Une solution semi-stricte du problème (3.1) est une fonction u qui, pour
tout " 2]0; 1[, à la régularité suivante

u 2 W 2;p (0; 1� ";X) \ Lp (0; 1� ";D(A)) \W 1;p (0; 1;X) ;

et qui véri�e (3.1)
Notons que u 2 W 1;p (0; 1;X) donc

u 2 C ([0; 1];X) ;

et que, pour tout " 2]0; 1[, u 2 W 2;p (0; 1� ";X) donc

u 2 C1 ([0; 1[;X) :
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Lemme 3.4 Si u est une solution semi-stricte du problème (3.1) alors il existe �0; �1;" 2 X
tels que

u (x) = exQ�0 + e(1�x)Q�1 + Ix + Jx; x 2 [0; 1]; (3.9)

avec

Ix =
1

2
Q�1

Z x

0

e(x�s)Qf (s) ds et Jx =
1

2
Q�1

Z 1

x

e(s�x)Qf (s) ds: (3.10)

Preuve. u est la solution de ce problème singulier alors u est donc solution stricte sur
(0; 1� ") du problème suivant8<:

u00 (x) + Au (x) = f (x) ; x 2 [0; 1� "]
u (0) = u0
u (1� ") = u"1;0;

On pose, pour x 2 [0; 1� "] 8<:
v (x) = �Q�1u0 (x)
y" (x) =

1
2
(u (x)� v (x))

z" (x) =
1
2
(u (x) + v (x)) ;

et comme pour le lemme 2.1 , il existe �0; �1;" 2 X tels que

u (x) = y (x) + z (x) = exQ�0 + e(1�"�x)Q�1;" + Ix + J"x;

avec

Ix =
1

2
Q�1

Z x

0

e(x�s)Qf (s) ds et J"x =
1

2
Q�1

Z 1�"

x

e(s�x)Qf (s) ds:

De la même manière qu�au lemme 2.1, on peut passer à la limite quand x tend vers 1�

pour obtenir
u (x) = exQ�0 + e(1�x)Q�1 + Ix + Jx; x 2 [0; 1];

avec

Ix =
1

2
Q�1

Z x

0

e(x�s)Qf (s) ds et Jx =
1

2
Q�1

Z 1

x

e(s�x)Qf (s) ds:

Lemme 3.5 Si u est une solution semi-stricte du problème (3.1) alors

u (x) = exQ (u0 � J0) + Ix (3.11)

+exQeQu0

�e(1�x)Q
�
��1I1

�
+ Jx

+e(1�x)QeQu1;0 + e(1�x)Q��1HQeQu0

+e(1�x)Q��1 (u1;0 �HQ (u0 � 2J0)) ;

où Ix et Jx sont données par (2.9) et�
u0 = eQ��1u0 � ��1u1;0 �HQ (u0 � 2J0)� eQ��1J0 + �

�1I1
u1;0 = �

�1 (J0 � u0) :
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Preuve. Rappelons que u est une solution semi-stricte du problème (3.1) donc8<:
u 2 C ([0; 1];X) \ C1 ([0; 1[;X)
u0 (0) 2 D (H)
u (0) = u0 et Hu0 (0) + u (1) = u1;0;

de plus elle véri�e (3.9, d�où, on peut écrire, comme au Lemme 2.1, pour x 2 [0; 1[
u0 (x) = QexQ�0 �Qe(1�x)Q�1 +QIx �QJx;

et en déduire que 8><>:
u (0) = �0 + eQ�1 + J0

u (1) = eQ�0 + �1 + I1

u0 (0) = 2Q�0 �Qu0:

(3.12)

De plus u0 (0) = 2Q�0 �Qu0 2 D (H), donc Hu0 (0) + u (1) = u1;0 devient(
H (2Q�0 �Qu0) + eQ�0 + �1 + I1 = u1;0

�0 + eQ�1 + J0 = u0;

d�où (
H
�
Qu0 � 2QJ0 � 2QeQ�1

�
+ eQ

�
u0 � J0 � eQ�1

�
+ �1 + I1 = u1;0

�0 = u0 � J0 � eQ�1;

or, puisque 2QeQ�1 2 D (Q) � D(H), on a

Qu0 � 2QJ0 2 D(H); (3.13)

et (
�1 = �

�1u1;0 � ��1I1 � ��1eQ (u0 � J0)� ��1H (Qu0 � 2QJ0)
�0 = u0 � J0 � eQ

�
��1u1;0 � ��1I1 � ��1eQ (u0 � J0)� ��1H (Qu0 � 2QJ0)

�
;

d�où le résultat.
A�n de simpli�er la représentation on rappelle que

��1 = I �W;

où W 2 L (X) et W (X) �
+1\
k=1

D
�
Qk
�
.

Lemme 3.6 Si u est une solution semi-stricte du problème (3.1) alors

u (x) = S (x; u0 � J0; f) (3.14)

+S (1� x; u1;0 �HQ (u0 � 2J0) ; f (1� �))
+R(x);

avec

S (x; '; f) = exQ!'+
1

2
Q�1

Z x

0

e(x�s)Qf (s) ds;

et

R(x) = e(1�x)QeQu1;0 � e(1�x)QI1e
(1�x)QWI1

+e(1�x)Q��1HQeQu0

�e(1�x)Q! (Wu1;0 �WHQ (u0 � 2J0))
+exQeQu0:
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3.1.5 Régularité de la solution

Proposition 3.1 Supposons (3.2) �(3.4). Soient f; g 2 Lp(0; 1;X), (1 < p < +1); ';  2
X et " > 0. Alors

1. Q2S (�; '; f) 2 Lp(0; 1;X) si et seulement si ' 2 (D (A) ; X) 1
2p
;p :

2. QS (�; '; f) 2 Lp(0; 1;X) si et seulement si ' 2 (D (A) ; X) 1
2p
+ 1
2
;p :

3. Q2S (�; '; f) +Q2S (1� �;  ; g) 2 Lp(0; 1;X) si et seulement si ';  2 (D (A) ; X) 1
2p
;p :

4. QS (�; '; f) +QS (1� �;  ; g) 2 Lp(0; 1;X) si et seulement si ';  2 (D (A) ; X) 1
2p
+ 1
2
;p

5. Q2S (�; '; f)+Q2S (1� �;  ; g) 2 Lp(0; 1�";X) si et seulement si ' 2 (D (A) ; X) 1
2p
;p :

6. Q2S (�; '; f) +Q2S (1� �;  ; g) 2 Lp(0; 1� ";X) et

QS (�; '; f) +QS (1� �;  ; g) 2 Lp(0; 1;X)

si et seulement si ' 2 (D (A) ; X) 1
2p
;p et  2 (D (A) ; X) 1

2p
+ 1
2
;p

Preuve.

1. On a

Q2S (x; '; f) = Q2exQ'+
1

2
Q

Z x

0

e(x�s)Qf (s) ds; p. p. x 2 (0; 1);

or, voir le Lemme 3.1

x! 1

2
Q

Z x

0

e(x�s)Qf (s) ds 2 Lp(0; 1;X);

et donc, vu le 1. du Lemme 3.2

Q2S (�; '; f) 2 Lp(0; 1;X) () Q2e�Q' 2 Lp(0; 1;X)
() ' 2 (D (A) ; X) 1

2p
;p :

2. De même vu le 2. du Lemme 3.2,

QS (�; '; f) 2 Lp(0; 1;X) () Qe�Q' 2 Lp(0; 1;X)
() ' 2 (D (A) ; X) 1

2p
+ 1
2
;p :

3. De même Q2S (�; '; f) +Q2S (1� �;  ; g) 2 Lp(0; 1;X) si et seulement si

Q2e�Q'+Q2e1��Q 2 Lp(0; 1;X);

si et seulement si
';  2 (D (A) ; X) 1

2p
;p :

4. On a Q2S (�; '; f) +Q2S (1� �;  ; g) 2 Lp(0; 1� ";X) si et seulement si

Q2S (�; '; f) 2 Lp(0; 1� ";X);

si et seulement si ' 2 (D (A) ; X) 1
2p
;p :
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5. Même raisonnement qu�au 4.

6. Se déduit de 4. et 5.

Proposition 3.2 Supposons (3.2) �(3.4). Soient f 2 Lp(0; 1;X), (1 < p < +1) alors

J0 =
1
2
Q�1

Z 1

0

esQf (s) ds véri�e

J0 2 (D (A) ; X) 1
2p
;p :

Preuve. On a J0 2 D(Q) et vu le Corollaire 3.1
1Z
0

esQf (s) ds 2 (D (Q) ; X) 1
p
;p = (D (A) ; X) 1

2p
+ 1
2
;p :

Theorème 3.1 On suppose (3.2)�(3.7) . Soient u0 2 X; u1;0 2 X et f 2 Lp (0; 1; X) : Alors
Le Problème (3.1) admet une solution semi-stricte u si et seulement si8>>>>>>>><>>>>>>>>:

u0 2 (D (A) ; X) 1
2p
;p

u0 �Q�1
1Z
0

esQf (s) ds 2 D (HQ)

u1;0 �HQ

0@u0 �Q�1
1Z
0

esQf (s) ds

1A 2 (D (A) ; X) 1
2
+ 1
2p
;p

(3.15)

De plus, dans ce cas u est unique et donnée par la formule de représentation (3.14) avec
une décomposition de la forme

u = uR + uS;

où

1. uR 2 W 2;p (0; 1; X) \ Lp (0; 1; D (A)) ;
2. uS 2 W 1;p (0; 1; X) :

Preuve. Si (3.1) admet une solution semi-stricte u alors, d�après (3.13) du Lemme 3.5 on a

u0 �Q�1!

1Z
0

esQ!f (s) ds 2 D (HQ) ;

et, vu le Lemme 3.6, u s�écrit

u (x) = S (x; u0 � J0; f) + S (1� x; u1;0 �HQ (u0 � 2J0) ; f (1� �)) +R(x);

avec

S (x; '; f) = exQ!'+
1

2
Q�1

Z x

0

e(x�s)Qf (s) ds;
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et

R(x) = e(1�x)QeQu1;0 � e(1�x)QI1e
(1�x)QWI1 + e(1�x)Q��1HQeQu0

�e(1�x)Q! (Wu1;0 �WHQ (u0 � 2J0)) + exQeQu0:

Mais pour tout " 2]0; 1[, à la régularité suivante

Q2u 2 Lp (0; 1� ";X) et Qu 2 Lp (0; 1;X) ;

or Q2R 2 Lp(0; 1;X) donc, en posant

w(x) = u(x)�R(x)

= S (x; u0 � J0; f) + S (1� x; u1;0 �HQ (u0 � 2J0) ; f (1� �)) ;

on a
Q2w 2 Lp (0; 1� ";X) et Qw 2 Lp (0; 1;X) ;

et vu le 6. de la Proposition 3.1

u0 � J0 2 (D (A) ; X) 1
2p
;p et u1;0 �HQ (u0 � 2J0) (D (A) ; X) 1

2
+ 1
2p
;p ;

d�où, d�après la Proposition 3.2

u0 2 (D (A) ; X) 1
2p
;p et u1;0 �HQ (u0 � 2J0) (D (A) ; X) 1

2
+ 1
2p
;p ;

c�est-à-dire (3.30).

3.2 Cas particulier du Problème

Nous étudions d�abord le cas particulier H = �I, � 2 Cn f0g ;Re� � 0 donc on a8<:
u00 (x) + Au (x) = f (x) ; x 2 ]0; 1[
u (0) = u0
�u0 (0) + u (1) = u1;0:

On suppose que
X est UMD (3.16)

La di¢ culté principale est l�hypothèse (2.5) et nous avons besoin de quelques résultats
de calcul fonctionnel.
Nos hypothèses sur A :(

A est un opérateur fermé dans X; �(A) �]�1; 0[ et
pour tout � 2]0; �[; sup

�2S�



� (A� �I)�1



L(X) < +1; (3.17)

où S� := fz 2 Cnf0g : jarg zj < �g.
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De plus on fera l�hypothèse suivante(
8s 2 R : (�A)is 2 L (X) et 9C > 1; �A 2 ]0; �[


(�A)is




L(X)
6 Ce�Ajsj;

(3.18)

puisque H = �I alors
� = I � 2�QeQ � e2Q;

nous devons étudier les fonctions F;G dé�nies par�
F (z) = 1 +G(z)
G(z) = 2�ze�z � e�2z; z 2 C:

3.2.1 Lemmes techniques

D�abord nous �xons "0 > 0 tel que B(0; 4"20) � �(A):

Lemme 3.7 Posons S = S�=4, on obtient :

1. F;G sont des fonctions holomorphes sur un voisinage de S.

2. x > 0 implique jF (x)j > 0.
3. lim

Re z!+1; z2S
2�ze�z + e�2z = 0 et alors

(a) il existe x0 > 0 tel que z 2 S et Re z > x0 implique que

2 � jF (z)j � 1=2:

(b) F est borné sur S:

4. Il existe �0 2]0; �=4[ tel que F (z) est non nulle sur

�0 = fz 2 C : Re z � "0 et jarg(z)j � �0g ,

et min
z2�0

jF (z)j = r > 0:

Preuve.

1. Evident.

2. On a, pour x > 0

ReF (x) =
�
1� e�2x

�
+ 2 (Re�)xe�x > 0:

3. Nous écrivons juste pour z 2 S��2�ze�z + e�2z
�� � 2 j�j jzj e�Re z + e�2Re z

� 2
p
2 j�j (Re z) e�Re z + e�2Re z:
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4. On a jF (z)j � 1=2 pour

z 2 �1 = fz 2 C : Re z � x0 et jarg(z)j < �=4g :

De plus F est une fonction holomorphe sur un voisinage de

�2 = fz 2 C : "0 � Re z � x0 et jarg(z)j � �=4g ;

ainsi, sur �2, F a au plus un nombre �ni de zéros (qui ne sont pas sur le l�axe réel ,
voir assertion 2). Donc, on peut trouver �0 2]0; �=4], assez petit tel que F est non nulle
sur

�2 = fz 2 C : "0 � Re z � x0 and jarg(z)j � �0g :
De plus

min
z2�0

jF (z)j = min
�
min
z2�2

jF (z)j ; 1=2
�
> 0:

On pose pour z 2 �0
	(z) =

G(z)

1 +G(z)
:

Lemme 3.8 Sous les hypothèses (3.17),(3.18) l�opérateur � = I � 2�QeQ � e2Q admet un
inverse borné et ��1 = I �	(�Q):

Preuve. On choisi � 2]0; �0[ tel que � (�Q) � S�nB(0; 2"0). On note que G est une fonction
holomorphe et bornée sur un voisinage de S�nB(0; 2"0). De plus,il existe � > 0 tel que

j	(z)j = O
�
jzj��

�
quand z ! +1; z 2 S�nB(0; 2"0):

Ainsi on peut dé�nir 	(�Q) et aussi G(�Q) (voir par exemple [15], section 2.5.1, p. 45,
en même temps que la remarque 2.5.1 et la �g. 6, le P. 46).
On a aussi � = I +G(�Q) et

(I �	(�Q)) � = (1�	) (�Q) � (1 +G) (�Q)
= [(1�	) (1 +G)] (�Q)

=

�
1� G

1 +G

�
(1 +G) (�Q)

= 1 (�Q)
= I:

Similaire � (I �	(�Q)) = I:
Si on suppose (3.16), (2.25)et (3.18), f 2 Lp (0; 1; X) ; u0; u1;0 2 X et considère H = �I

(� 2 Cn f0g ;Re� � 0) alors, grâce au Lemme précédent les hypothèses (3.3)�(3.7) sont
véri�ées, ce qui nous permet d�obtenir le théorème suivant.
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3.2.2 Régularité de la solution

Theorème 3.2 Sous les hypothèses (3.16), (3.17) et (3.18) Soient u0 2 X; u1;0 2 X et f
2 Lp (0; 1; X) : Alors
Le Problème (3.1) admet une solution semi-stricte u si et seulement si8>><>>:

u0 2 (D (A) ; X) 1
2p
;p ;

u1;0 � �Q

0@u0 �Q�1
1Z
0

esQf (s) ds

1A 2 (D (A) ; X) 1
2
+ 1
2p
;p :

(3.19)

De plus, dans ce cas u est unique et donnée par la formule de représentation (3.14) avec
une décomposition de la forme

u = uR + uS;

où

1. uR 2 W 2;p (0; 1; X) \ Lp (0; 1; D (A)) ;
2. uS 2 W 1;p (0; 1; X) :

Remarque 3.1 Soit � 2 Cn f0g ;Re� � 0:
1. Par les mêmes techniques nous pouvons considérer H = ��Q sous les hypothèses
(3.16), (3.17) et (3.18), on peut étudier les fonctions eF ; eG de�nies pareF (z) = 1 + eG(z); eG(z) = �2�z2e�z � e�2z

et on peut montrer que � = I + 2�Q2eQ � e2Q admet un inverse borné

��1 = I �
eG

1 + eG(�Q);
alors (3.3)�(3.7) sont véri�ées et donc on peut appliquer le théorème suivant

Theorème 3.3 Sous les hypothèses (3.16),(3.17) et (3.18) Soient u0 2 X; u1;0 2 X et f
2 Lp (0; 1; X) : Alors
Le Problème (3.1) admet une solution semi-stricte u si et seulement si8>>>>>>>><>>>>>>>>:

u0 2 (D (A) ; X) 1
2p
;p

u0 �Q�1
1Z
0

esQf (s) ds 2 D (A)

u1;0 � �Q2

0@u0 �Q�1
1Z
0

esQf (s) ds

1A 2 (D (A) ; X) 1
2
+ 1
2p
;p

(3.20)

De plus, dans ce cas u est unique et donnée par la formule de représentation (3.14) avec
une décomposition de la forme

u = uR + uS;

où

1. uR 2 W 2;p (0; 1; X) \ Lp (0; 1; D (A)) ;
2. uS 2 W 1;p (0; 1; X) :
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3.3 Problème avec un paramètre spectral

On considère le problème suivant8<:
u00 (x) + Au (x)� !u (x) = f (x) ; ! > 0; x 2 ]0; 1[
u (0) = u0
Hu0 (0) + u (1) = u1;0;

(3.21)

où A et H sont des opérateurs linéaires fermés sur un espace de Banach complexe X et
u0; u1;0 sont des éléments donnés dans X et f 2 Lp (0; 1; X) :

3.3.1 Hypothèses

On suppose que
X est un espace UMD; (3.22)

et qu�il existe !0 > 0 (!0 �xé). On pose pour tout ! > !0

A! = A� !I;

(
A!0 est un opérateur linéaire fermé dans X, [0;+1[ � � (A!0) et
sup
�>0



� (A!0 � �I)�1



L(X)

< +1; (3.23)

De plus on fera l�hypothèse suivante(
8s 2 R : (�A!0)

is 2 L (X) et 9C > 1; �A!0 2 ]0; �[


(�A!0)is



L(X)

6 Ce�A!0 jsj;
(3.24)

et
8� 2 D(H) : A�1!0H� = HA�1!0 �; (3.25)

D (Q) � D (H) : (3.26)

3.3.2 Conséquences des hypothèses

1. L�hypothèse (3.23) exprime l�ellipticité du problème ( 3.21), voir Krein [18]. On en
déduit, pour ! � !0, que8><>:

A! est un opérateur linéaire fermé dans X;
[!0 � !;+1[ � � (A!) et
sup
�>0



� (A! � �I)�1



L(X) < +1:

(3.27)

car
sup
�>0



� (A! � �I)�1



L(X) � sup

�>!0�!



(�+ ! � !0) (A! � �I)�1



L(X) ;
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2. Ainsi, pour tout ! � !0, Q! = � (�A!)
1
2 ,est un générateur infnitésimal d�un semi-

groupe analytique generalisé sur X. Notons que

c0 = sup
�>!0�!



(�+ ! � !0) (A! � �I)�1



L(X)

= sup
�>0



� (A!0 � �I)�1



L(X) ;

et alors c0 ne dépend pas de !:

3. Pour ! > !0 on a

(D (A) ; X) 1
2p
;p = (D (A!) ; X) 1

2p
;p; p2[1;+1[ :

4. Grâce à J. Prüss-H. Sohr [27]; Theorem 2 p.437, l�hypothèse (3.24) implique que pour
! > !0 (

8s 2 R : (�A!)is 2 L (X) et 9C > 1; �A 2 ]0; �[


(�A!)is



L(X)

6 Ce�Ajsj;
(3.28)

la constante C étant indépendante de !:

5. Puisque l�égalité �
(�A!)

1
2

��
= (�A!)

�
2 ;

est vraie pour tout � 2 C; on en déduit à partir de (3.28) que

(�A!)
1
2 2 BIP

�
�A
2
; X

�
;

et en particulier que

9C > 1 :




�(�A!) 12�is





L(X)

6 Ce
�A
2
jsj;

(voir Haase [15], Proposition 2.18, p. 64).

6. On sait que pour tout ! > !0

(D (A!) ; X) 1
2
;1 � D

�
(�A!)

1
2

�
;

voir P. Grisvard [14], p. 667, mais pour �1 < �2 et p1 ; p2 2 [1;+1[ on a

(D (A) ; X)�1;p1
� (D (A) ; X)�2;p2 ;

voir P. Grisvard [14], p. 674, donc

(D (A!) ; X) 1
2p
;p � (D (A!) ; X) 1

2
;1 � D

�
(�A!)

1
2

�
:

Notation 3.1 On pose
Q! = � (�A!)

1
2 :
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3.3.3 Lemme technique

Lemme 3.9 On suppose (3.22) � (3.26), alors il existe !� � !0 tel que, pour ! > !�, l�opérateur

�! = �2HQ!eQ! + I � e2Q! ;

admet un inverse borné.

Preuve. On peut écrire �! = I � T! avec T! = 2HQ!eQ! + e2Q! . Donc, pour montrer que
l�opérateur �! a un inverse borné, il su¢ t de montrer que kT!kL(X) < 1.
En utilisant le Lemme p. 103 dans G. Dore et S. Yakubov [9], on a(

9c > 0 et k > 0 :

Q3!eQ!

L(X) � ce�k
p
! et



e2Q!


L(X)

� ce�k
p
!:

(3.29)

De plus 

Q2!0Q�2! 

L(X) = 

A!0A�1! 

L(X)
=


(A� !0I) (A� !I)�1




L(X)

=


(A� !I � (!0 � !) I) (A� !I)�1




L(X)

=


I � (!0 � !) (A� !I)�1




L(X)

� 1 + c0;

et, puisque HQ�2!0 est borné,alors

kT!kL(X) =


2HQ�2!0Q2!0Q�2! Q3!e

Q! + e2Q!



L(X)

� 2


HQ�2!0 

L(X) 

Q2!0Q�2! 

L(X) 

Q3!e2Q!

L(X) + 

e2Q!

L(X)

� 2


HQ�2!0 

L(X) (1 + c0)

Q3!e2Q!

L(X) + 

e2Q!

L(X) ;

et de (3.29) donc il existe !� � !0 tel que pour ! � !�

kT!kL(X) < 1:

On peut maintenant résoudre Problème (3.21).

3.3.4 Régularité de la solution

Theorème 3.4 On suppose (3.22)�(3.26) . Soient u0 2 X; u1;0 2 X et f 2 Lp (0; 1; X) :
Alors il existe !� > !0 :pour tout ! > !�le problème (3.21) admet une solution semi-stricte
u si et seulement si8>>>>>>>><>>>>>>>>:

u0 2 (D (A) ; X) 1
2p
;p

u0 �Q�1!

1Z
0

esQ!f (s) ds 2 D (HQ!)

u1;0 �HQ!

0@u0 �Q�1!

1Z
0

esQ!f (s) ds

1A 2 (D (A) ; X) 1
2
+ 1
2p
;p :

(3.30)
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De plus, dans ce cas u est unique et donnée par la formule de représentation (3.14) avec
une décomposition de la forme

u! = u!;R + u!;S;

où

1. u!;R 2 W 2;p (0; 1; X) \ Lp (0; 1; D (A)) ;
2. u!;S 2 W 1;p (0; 1; X) :

Remarque 3.2 On a trouvé deux types de conditions :
1. la première est de comportement local lié uniquement à A:
2. la deuxième condition est de comportement lié à H et A de forme globale.



Chapitre 4

Problème aux limites singulier pour
une équation générale complète dans
un espace UMD : cas B génère un
groupe

4.1 Problème aux limites

4.1.1 Position du problème et hypothèses

On considère le problème suivant8<:
u00 (x) + 2Bu0 (x) + Au (x) = f (x) x 2 ]0; 1[
u (0) = u0
Hu0 (0) + u (1) = u1;0;

(4.1)

avec u0; u1;0 2 X (X est un espace de Banach complexe), f 2 Lp (0; 1; X). De plus, A;B et
H sont des opérateurs linéaires fermés sur X:
Nos hypothèses sont

X est un espace UMD; (4.2)

et pour les opérateurs B et B2 � A8>><>>:
B2 � A est un opérateur linéaire fermé dans X
R+ � � (A�B2) et 9C > 0 :

8� > 0;



(�I +B2 � A)

�1




L(X)

6 C

1 + �
;

(4.3)

8<: pour tout s 2 R (B2 � A)
is 2 L (X) et 9� 2 ]0; �[

tel que



e��jsj (B2 � A)

is




L(X)

< +1;
(4.4)

H
�
A�B2

��1
=
�
A�B2

��1
H; (4.5)

B génère un groupe fortement continu
�
exB
�
x2R dans X; (4.6)

64
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D
�
B2 � A

� 1
2 � D (B) \D (H) et Bu0 2 D (H) ; (4.7)

0 2 � (�) ; (4.8)

où � = �2eBHPeP + I � e2P avec P = � (B2 � A)
1
2 :

4.1.2 Représentation de la solution

Sous les hypothèses (4.2)�(4.8), on donne une Représentation de la solution du problème
(4.1) en partant de la formule de représentation (3.11) de la solution u du problème (3.1).
Les méthodes sont en un sens similaires à celles dévlppées pour le théorème du chapitre 3,
avec des complications techniques dues à B .

Remarque 4.1 Si f 2 Lp (0; 1; X) ; alors e:Bf 2 Lp (0; 1; X) avec 1 < p <1:
En e¤et, puisque nous avons, la propriété du semi-groupe

9C > 0;9� > 0 : 8x > 0;


exB

 6 Cex�

et donc pour x 2 [0; 1] on a 

exBf (x)

 6 Cex� kf (x)k :

Sous l�hypothèse de groupe (4.6) et l�hypothèse de commutativité au sens des résolvantes
suivante

(H)

�
8x 2 [0; 1] ;8� 2 � (B)
8y 2 D (A) ; A (B � �I)�1 y = (B � �I)�1Ay;

il est possible de ramener l�étude du problème (4.1) à celle du problème suivant8<:
v00 (x) + (A�B2) v (x) = g (x) x 2 (0; 1)
v (0) = u0
eBHv0 (0) + v (1) = eB (u1;0 +HBu0) ;

(4.9)

où
g (x) = exBf (x) ; x 2 (0; 1) :

Proposition 4.1 On suppose que les hypothèses (4.2)�(4.8) et (H) sont réalisées et que
f 2 Lp (0; 1; X) ;avec 1 < p < 1. Si v est une solution semi-stricte du problème (4.9)
satisfaisant

v 2 W 2;p (0; 1� ";X) \ Lp
�
0; 1� ";D(A�B2)

�
\W 1;p (0; 1;X) ;

alors u dé�nie par
u (x) = e�xBv (x) ; x 2 (0; 1) ;

est une solution semi-stricte du problème (4.1)
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Preuve. Soit x 2 [0; 1[ ; on suppose que

u (x) = e�xBv (x) ;

on obtient

u00 (x) + 2Bu0 (x) + Au (x) = e�xB(
�
B2v (x)� 2Bv0 (x) + v00 (x)

�
+ 2B (�Bv (x) + v0 (x)) + Av (x))

= e�xB(v00 (x)�B2v (x) + Av (x))

= e�xB(v00 (x) +
�
A�B2

�
v (x))

= f (x) ;

de plus u (0) = v (0) = u0 et

u (1) +Hu0 (0) = e�Bv (1) +H (�Bu0 + v0 (0))

= e�B
�
eB (u1;0 +HBu0)� eBHv0 (0)

�
+H (�Bv (0) + v0 (0))

= u1;0:

La solution du problème (4.9) est donnée par

v (x) = exP ePu0 + e(1�x)P ePu1;0

+
1

2
P�1

Z x

0

e(x�s)P esBf (s) ds+
1

2
P�1

Z 1

x

e(s�x)P esBf (s) ds

�1
2
P�1

Z 1

0

e((1�x)+(1�s))P esBf (s) ds

�1
2
��1P�1

Z 1

0

e(x+s)P esBf (s) ds

exPu0 +�
�1e(1�x)P eBu1;0

�e(1�x)P��1eBH ((P +B)u0 � 2PJ0) ;

avec8>>>>>>>><>>>>>>>>:

P = � (B2 � A)
1
2

u0 = �eB��1H (Pu0 � 2PJ0)� ��1u1;0 + eP��1u0 � eP��1PJ0 +�
�1I1

u1;0 = �
�1J0 � ��1u0

I1 =
1
2
P�1

Z 1

0

e(1�s)P esBf (s) ds

J0 =
1
2
P�1

Z 1

0

esP esBf (s) ds:

On pose �
uR (x) = r (x) + S1 (x) + S2 (x)
uS = S3 (x) ;
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avec 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

r (x) = e�xB
�
exP ePu0 + e(1�x)P ePu1;0

�
S1 (x) = e�xB

�
exPu0

�
+ e�xB(1

2
P�1

Z x

0

e(x�s)P esBf (s) ds

S2 (x) =
1
2
P�1

Z 1

x

e(s�x)P esBf (s) ds

�1
2
P�1

Z 1

0

e((1�x)+(1�s))P esBf (s) ds� 1
2
��1P�1

Z 1

0

e(x+s)P esBf (s) ds)

S3 (x) = e�xBe(1�x)P��1 (u1;0 �H ((P +B)u0 � 2PJ0)) :

4.1.3 Régularité de la solution

Theorème 4.1 On suppose que les hypothèses (4.2)�(4.8) et (H) sont réalisées et que f 2
Lp (0; 1; X) ;avec 1 < p <1. Pour tout u0 2 X; u1;0 2 X on a :

u est une solution semi-stricte du problème (3.21) si et seulement si8>>>>>>>><>>>>>>>>:

(P +B)u0 �
1Z
0

esP esBf (s) ds 2 D (H)0@u1;0 �H

0@(P +B)u0 �
1Z
0

esP esB (s) ds

1A1A 2 (D (B2 � A) ; X) 1
2
+ 1
2p
;p ;

u0 2 (D (B2 � A) ; X) 1
2p
;p ,

de plus dans ce cas, u admet une décomposition u = uR + uS où

1. uR 2 W 2;p (0; 1; X) \ Lp (0; 1; D (A)) ; u0R 2 Lp (0; 1; D (B))
2. uS 2 W 1;p (0; 1; X) .

Preuve. Soient u0 2 (D (B2 � A) ; X) 1
2p
;p. Si

u0 2
�
D
�
B2 � A

�
; X
�
1
2p
;p
, P 2e:Pu0; P

2e(1�:)Pu1;0 2 Lp (0; 1; X) ;
nous avons

vR 2 W 2;p (0; 1; X) \ Lp
�
0; 1; D

�
B2 � A

��
;

donc �
B2 � A

�
vR 2 Lp (0; 1; X) ;

et puisque
uR (:) = e�xBvR (:)

cela implique que �
B2 � A

�
uR (:) = e�(:)B

�
B2 � A

�
vR (:) 2 Lp (0; 1; X) :

D�autre part8>>>>>><>>>>>>:

B2vR (:) = B2exP ePu0 +B2e(1�x)P ePu1;0

+1
2
B2P�1

Z x

0

e(x�s)Pf (s) ds+ 1
2
B2P�1

Z 1

x

e(s�x)Pf (s) ds

�1
2
B2P�1

Z 1

0

e((1�x)+(1�s))Pf (s) ds� 1
2
B2��1P�1

Z 1

0

e(x+s)Pf (s) ds

+B2exPu0;



68

d�où 8>>>>>><>>>>>>:

B2vR (:) = B2P�2exPP 2ePu0 +B2P�2e(1�x)PP 2ePu1;0

+1
2
B2P�2

�
P

Z x

0

e(x�s)Pf (s) ds+ P

Z 1

x

e(s�x)Pf (s) ds

�
�1
2
B2P�2

�
P

Z 1

0

e((1�x)+(1�s))Pf (s) ds+��1P

Z 1

0

e(x+s)Pf (s) ds

�
+B2P�2

�
P 2exPu0

�
;

et puisque B2P�2 2 L (X) et que P génère un semi-groupe analytique, en appliquant le
lemme 3.1, on obtient

B2vR 2 Lp (0; 1; X) ;
alors

AuR 2 Lp (0; 1; X) :
On a �

u0R = e�(:)B (�BvR + v0R)
u00R = e�(:)B (B2vR � 2Bv0R + v00R) ;

donc
Bv0R (x) = BPexP ePu0 �BPe(1�x)P ePu1;0

+1
2
B

�Z x

0

e(x�s)Pf (s) ds�
Z 1

x

e(s�x)Pf (s) ds

�
�1
2
B

�
��1

Z 1

0

e(x+s)Pf (s) ds�
Z 1

0

e((1�x)+(1�s))Pf (s) ds

�
+BPexPu0;

d�où
Bv0R (x) = BP�1

�
exPP 2ePu0 � e(1�x)PP 2ePu1;0

�
+1
2
BP�1

�
P

Z x

0

e(x�s)Pf (s) ds� P

Z 1

x

e(s�x)Pf (s) ds

�
�1
2
BP�1

�
��1P

Z 1

0

e(x+s)Pf (s) ds� P

Z 1

0

e((1�x)+(1�s))Pf (s) ds

�
+BP�1P 2exPu0;

et puisque BP�1 2 L (X) et en utilisant le lemme 3.1 on obtient

Bv0R 2 Lp (0; 1; X) :

Alors
Bu0R = e�(:)B

�
�B2vR +Bv0R

�
2 Lp (0; 1; X) ;

et
u00R = e�(:)B

�
B2vR � 2Bv0R + v00R

�
2 Lp (0; 1; X) ;

soit
uR 2 W 2;p (0; 1; X) \ Lp (0; 1; D (A)) ; u0R 2 Lp (0; 1; D (B)) :

On a supposé que (P +B)u0 � 2PJ0 2 D (H) donc, pour uS on applique le lemme 3.2 on
obtient

uS = e�xBe(1�x)P��1 (u1;0 �H ((P +B)u0 � 2PJ0)) 2 W 1;p (0; 1; X) ;
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si et seulement si

(u1;0 �H ((P +B)u0 � 2PJ0)) 2
�
D
�
B2 � A

�
; X
�
1
2
+ 1
2p
;p
:

4.2 Problème aux limites avec un paramètre !

4.2.1 Position du problème et hypothèses

On considère le problème suivant8<:
u00 (x) + 2Bu0 (x) + Au (x)� !u (x) = f (x) ! > 0; x 2 ]0; 1[
u (0) = u0
Hu0 (0) + u (1) = u1;0;

(4.10)

avec u0; u1;0 2 X (X est un espace de Banach complexe), f 2 Lp (0; 1; X) et A;B;H sont
des opérateurs linéaires fermés sur X:
On suppose que

X est un espace UMD; (4.11)

et pour les opérateurs B et B2 � A8>><>>:
9!0 > 0 : B2 � A !0est un opérateur linéaire fermé dans X
R+ � � (A !0 �B2) et 9C > 0 :

8� > 0;



(�I +B2 � A !0)

�1




L(X)

6 C

1 + �
;

(4.12)

8<: pour tout s 2 R (B2 � A !0)
is 2 L (X) et 9� 2 ]0; �[

tel que



e��jsj (B2 � A !0)

is




L(X)

< +1;
(4.13)

�
H est un opérateur linéaire fermé
: �0 2 � (H) ;

(4.14)

H
�
A !0 �B2

��1
=
�
A !0 �B2

��1
H (4.15)

B génère un groupe fortement continu dans X; (4.16)

D
�
B2 � A

� 1
2 � D (B) \D (H) et Bu0 2 D (H) : (4.17)

4.2.2 Conséquences des hypothèses

On pose
A! = A� !I; ! > 0:



70

1. L�hypothèse (4.12) se traduit sur B2 � A! la forme8>><>>:
B2 � A! est un opérateur linéaire fermé dans X
[!0 � !;+1[ � � (A�B2

!) et 9C > 0 :

8� > (!0 � !) ;



(�I +B2 � A!)

�1




L(X)

6 C

1 + �+ !
:

(4.18)

2. Pour ! > 0 grâce à A.V. Balakrishnan [2], l�hypothèse (4.12) implique que

P! = �
�
B2 � A!

� 1
2 ;

est un générateur in�nitésimal d�un semi-groupe analytique�
exP!

�
x>0 dans X:

3. Pour ! > 0 on a �
D
�
B2 � A!

�
; X
�
1
2p
;p
=
�
D
�
B2 � A

�
; X
�
1
2p
;p
:

4.2.3 Représentation de la solution

Lemme 4.1 Sous les hypothèses (4.11) � (4.17). Alors 9!� > !0 tel que pour ! > !�

considérons l�opérateur linéaire

�! = �2eBHP!eP! + I � e2P!

admet un inverse borné.

Preuve. On peut écrire

�! =
�
�2eBHP!eP!

�
I � e2P!

��1
+ I
� �
I � e2P!

�
;

pour montrer que �! admet un inverse borné, il su¢ t de montrer que


�2eBHP!eP! �I � e2P!
��1




L(X)
< 1;

pour
�
I � e2P!

��1
est borné car



e2P!


L(X)

< 1. On pose

T! = �2eBHP!eP!
�
I � e2P!

��1
= �2eBHP�1!0 P!0P

�1
! P 2!e

P!
�
I � e2P!

��1
;

d�après Dore et Yakubov [9] on a

9c1 > 0 et k > 0 :


P 2!eP!

L(X) < c1e

�k
p
!;

et pour
�
I � e2P!

��1
on a

�
I � e2P!

��1
est borné donc

9c2 > 0 :



�I � e2P!

��1



L(X)

< c2;
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eB est borné donc
9c3 > 0 :



eB


L(X)

< c3;

et pour HP�1!0 , comme H est fermé et P�1!0 est borné qui est inversible et dé�ni sur X, alors
HP�1!0 est borné donc

9c4 > 0 :


HP�1!0 

L(X) < c4;

et pour P!0P
�1
! on a

P!0P
�1
! =

�
B2 � A!0

� 1
2

��
B2 � A!

� 1
2

��1
=

��
B2 � A!0

� �
B2 � A!

��1� 1
2

=
��
B2 � A!0

� �
B2 � A!0 + (! � !0) I

��1� 1
2

=
�
I � (! � !0)

�
B2 � A!0 + (! � !0) I

��1� 1
2
;

donc on a

9M > 0 :


P!0P�1! 

L(X) 6 �1 + C (! � !0)

(! � !0)

� 1
2

= (1 + C)
1
2 ;

alors

kT!k
L(X)

6 c1c2c3c4 (1 +M)
1
2 e�k

p
! < 1; pour ! assez grand.

On remplace P par P! dans la représentation de la solution du problème (4.1), alors la
solution du problème (4.10) s�ecrit sous la forme

u (x) = e�xB
�
exP!eP!u0 + e(1�x)P!eP!u1;0

�
+e�xB

�
1

2
P�1!

Z x

0

e(x�s)P!f (s) ds+
1

2
P�1!

Z 1

x

e(s�x)P!f (s) ds

�
�e�xB 1

2
P�1!

Z 1

0

e((1�x)+(1�s))P!f (s) ds

�1
2
e�xB��1! P�1!

Z 1

0

e(x+s)P!f (s) ds

+e�xB
�
exP!u0 +�

�1
! e(1�x)P!u1;0

�
+e�xBe(1�x)P!

�
2��1! HP!J0 � ��1! H (P! +B)u0

�
avec8>>>>>><>>>>>>:

u0 = eB��1! HP!u0 � ��1! u1;0 � 2eB��1! HP!J0 + eP!��1! u0 � eP!��1! P!J0 +�
�1
! I!1

u1;0 = �
�1
! J0 � ��1! u0

I!1 =
1
2
P�1!

Z 1

0

e(1�s)P!f (s) ds

J!0 =
1
2
P�1!

Z 1

0

esP!f (s) ds:
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On pose 8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

uR (x) = e�xB
�
exP!eP!u0 + e(1�x)P!eP!u1;0

�
+e�xB

�
1
2
P�1!

Z x

0

e(x�s)P!f (s) ds+ 1
2
P�1!

Z 1

x

e(s�x)P!f (s) ds

�
�e�xB 1

2
P�1!

Z 1

0

e((1�x)+(1�s))P!f (s) ds

�1
2
e�xB��1! P�1!

Z 1

0

e(x+s)P!f (s) ds

+e�xB
�
exP!u0

�
uS (x) = �e�xBe(1�x)P��1! (u1;0 +H ((P! +B)u0 � 2P!J!0 )) ;

où uR est la partie régulière et uS est la partie singulière.

4.2.4 Régularité de la solution

Theorème 4.2 Sous les hypothèses (4.11) � (4.17), Pour tout u0 2 X; u1;0 2 X et f
2 Lp (0; 1; X) : Alors 9!� > !0 tel que pour ! > !� :

u! est une solution semi stricte du problème (3.21) si et seulement si8>>>>>>>><>>>>>>>>:
1:

8>>>>>><>>>>>>:

0@(P! +B)u0 �
1Z
0

esP!f (s) ds

1A 2 D (H)

u1;0 +H

0@(P! +B)u0 �
1Z
0

esP!f (s) ds

1A 2 (D (B2 � A) ; X) 1
2
+ 1
2p
;p

2: u0 2 (D (B2 � A) ; X) 1
2p
;p ;

de plus dans ce cas u admet une décomposition u! = u!;R + u!;S où

1. u!;R 2 W 2;p (0; 1; X) \ Lp (0; 1; D (A)) ; u0R 2 Lp (0; 1; D (B)) :
2. u!;S 2 W 1;p (0; 1; X).



Chapitre 5

Problème aux limites singulier pour
une équation générale complète dans
un espace UMD : approche L et M

5.1 Problème aux limites

5.1.1 Position du problème et hypothèses

On considère le problème abstrait suivant :8<:
u00 (x) + (L�M)u0 (x)� LMu (x) = f (x) ; x 2 ]0; 1[
u (0) = u0
Hu0 (0) + u (1) = u1;0;

(5.1)

où u0,u1;0 2 X ; f 2 Lp (0; 1; X) et L;M sont deux opérateurs linéaires fermés dans X (X est
un espace de Banach complexe) de domaine D (L) et D (M) et H est un opérateur linéaire
fermé de domaine D (H) :
Nos hypothèses sont :

X est un espace UMD; (5.2)

et pour les opérateurs L et M8<:
i) D (L) = D (M)

ii) D (ML) = D (LM) ;
(5.3)

ML = LM; (5.4)

9�L; �M 2
i
0;
�

2

h
: (�L) 2 BIP (�L; X) ; (�M) 2 BIP (�M ; X) ; (5.5)

(L+M)�1 2 L (X) : (5.6)

73
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Sur M en lien avec H8<:
8� 2 � (M) ; 8� 2 D (H)

(M � �I)�1 � 2 D (H) et H (M � �I)�1 � = (M � �I)�1H�;
(5.7)

Sur L en lien avec H8<:
8� 2 � (L) ; 8� 2 D (H)

(L� �I)�1 � 2 D (H) et H (L� �I)�1 � = (L� �I)�1H�;
(5.8)

et
D (L) � D (H) ; (5.9)

en plus des hypothèses précédentes, on ajoute cette hypothèse :

0 2 � (�) ;

où
� = �H (L+M) eL � eM+L + I: (5.10)

On rappelle le résulat suivant

Theorème 5.1 (A. Favini, R. Labbas, S. Maingot, H. Tanabe et A. Yagi)
Sous les hypothèses (5.2) � (5.6) et pour f 2 Lp (0; 1;X) avec 1 < p <1, le problème8<:

u00 (x) + (L�M)u0 (x)� LMu (x) = f (x) ; x 2 ]0; 1[
u (0) = u0
u (1) = u1;0;

(5.11)

admet une solution unique u satisfaisant

u 2 W 2;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1;D (ML)) ; u0 2 Lp (0; 1;D (L�M)) ;

si et seulement si
u0; u1;0 2 (D (ML) ; X) 1

2p
;p:

(Cette solution sera appelée la solution stricte du problème (5.11), voir [10]).

5.1.2 Conséquences des hypothèses

Remarque 5.1

1. Suite à l�hypothèse (5.5) on déduit que L et M génèrent des semi-groupes analytiques
dans X (voir J. Prüss-H. Sohr [27], Theorem 2, page 437).�

exL
�
x>0 ;

�
exM

�
x>0 :

2. En utilisant une fois encore J. Prüss-H. Sohr [27] (Theorem 4, page 443) et l�hypothèse
(5.5), on obtient

� (L+M) 2 BIP (�;X) ; avec � = max (�M ; �L) ;

si �M 6= �L.
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3. A partir des remarques précédentes, on déduit que

8x > 0; exLexM = ex(M+L):

4. De l�hypothèse (5.5) et grâce au corollaire 2. p. 433 dans [47], on a

L (L+M)�1 et M (L+M)�1 2 L (X) :

5. L�hypothèse (5.3) est équivalente à8<:
i) D (L) = D (M)

ii) D (L2) = D (M2) :

6. Pour C = L ou M et pour �1 � �2 et pour p1; p2 2 [1;+1[ ; on a�
D
�
C2
�
; X
�
�1;p1

�
�
D
�
C2
�
; X
�
�2;p2�

D
�
C2
�
; X
�
1
2p
;p
�
�
D
�
C2
�
; X
�
1
2
;1
� D (C) :

5.1.3 Lemmes techniques

Lemme 5.1 Sous les hypothèses (5.2) �(5.8), on a pour x > 0 l�égalité suivante

8� 2 D (H) : Hex(M+L)� = ex(M+L)H�:

Preuve. On sait que si l�opérateur C génère un semi-groupe analytique�
exC
�
x>0 ;

alors

8x > 0; exC = lim
n!+1

�
1� xC

n

��n
;

voir T.Kato [19] page 481. Donc sous l�hypothèse (5.7) et pour tout x > 0 ( le cas x = 0 est
direct ) on obtient

HexM� = lim
n!+1

H

�
1� xM

n

��n
�

= lim
n!+1

H
�n
x

�n �n
x
�M

��n
�

= lim
n!+1

�n
x

�n �n
x
�M

��n
H�

= exMH�;

de la même façon et sous (5.8) on montre que

8x > 0 : HexL� = exLH�;

�nalement, en utilisant 3 de la remarque précédente, on obtient pour tout x > 0 et � 2 D (H)

Hex(M+L)� = ex(M+L)H�:
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Lemme 5.2 Sous les hypothèses (5.2) � (5.6), pour g 2 Lp (0; 1; X) avec 1 < p < 1 et
C = L ou M , on a les résultats suivants :

1. x! T (x; g; C) = C

xZ
0

e(x�s)Cg (s) ds 2 Lp (0; 1; X) :

2. x! T (1� x; g (1� :) ; C) = C

1Z
x

e(s�x)Cg (s) ds 2 Lp (0; 1; X) :

3. x! z (x; g; C) = LM (L+M)�1
xZ
0

e(x�s)Cg (s) ds 2 Lp (0; 1; X) :

4. x! z (1� x; g (1� :) ; C) = LM (L+M)�1
1Z
x

e(s�x)Cg (s) ds 2 Lp (0; 1; X) :

5. x! L (x; g; C) = LM (L+M)�1 exC
1Z
0

es(L+M�C)g (s) ds 2 Lp (0; 1; X) :

Preuve. Les deux premières assertions sont obtenues directement en utilisant le Théorème
de Dore -Venni [8] pour le problème�

u0 (x) + Cu (x) = g (x)
u (0) = 0:

Pour la troisième assertion nous avons

z (x; g; C) = LM (L+M)�1
xZ
0

e(x�s)Cg (s) ds

= (L+M � C) (L+M)�1C

xZ
0

e(x�s)Cg (s) ds;

et puisque
(L+M � C) (L+M)�1 2 L (X) ;

on a
z (:; g; C) 2 Lp (0; 1; X) :

L�assertion 4 est une conséquence de l�assertion précédente.
Pour la cinquième assertion on a

L (x; g; C) = LM (L+M)�1
1Z
0

es(L+M�C)g (s) ds

= LM (L+M)�1 exC
xZ
0

es(L+M�C)g (s) ds

+LM (L+M)�1 exC
1Z
x

es(L+M�C)g (s) ds;
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d�où

L (x; g; C) = LM (L+M)�1
xZ
0

e(x�s)Ces(L+M)g (s) ds

+LM (L+M)�1 exCex(L+M�C)
1�xZ
0

e(1�x�s)(L+M�C)g (s) ds

= z
�
x; e:(L+M)g; C

�
+ex(L+M)z (1� x; g (1� :) ; (L+M � C)) ;

et par conséquent
L (x; g; C) 2 Lp (0; 1; X) ;

car e:(L+M) est borné donc dans Lp (0; 1; X) :

Lemme 5.3 Soient m 2 N�; p 2 ]1;+1[ : Alors p.p x 2 (0; 1) on a

x! CmexC' 2 Lp (0; 1; X) ;

si et seulement si
' 2 (D (Cm) ; X) 1

mp
;p ;

où C = L ou M .(voir Triebel [17], Theorem p. 96).

5.1.4 Représentation de la solution

Si (L+M)2 est un scalaire strictement positif, alors la solution générale de

u00 (x) + (L�M)u0 (x)� LMu (x) = 0, x 2 ]0; 1[ ;

s�écrit
u (x) = exMy0 + e�xLy1 = exM�0 + e(1�x)L�1;

où
y0 = �0 et y1 = eL�1:

En supposant que �0 et �1 sont des fonctions vectorielles de la variable x et en utilisant
la méthode de la variation de la constante, on obtient une solution formelle de l�équation

u00 (x) + (L�M)u0 (x)� LMu (x) = f; x 2 ]0; 1[ ;

donnée par
u (x) = exM�0 + e(1�x)L�1 + Ix + Jx; (5.12)

avec 8>>>>>><>>>>>>:
Ix = (L+M)�1

xZ
0

e(x�s)Mf (s) ds

Jx = (L+M)�1
1Z
x

e(s�x)Lf (s) ds:

(5.13)
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Remarque 5.2 Supposons que u est une solution stricte sur [0; 1� "] du Problème (5.1).
Alors

1. u0 2 (D (LM) ; X) 1
2p
;p :

2. u0 2 D (M) car

u0 2 (D (LM) ; X) 1
2p
;p

=
�
X;D

�
M2
��
1� 1

2p
;p

= (X;D (M))2� 1
p
;p

= (X;D (M))1+(1� 1
p);p

� D (M) :

3. u admet une représentation du type (5.12) avec (5.13). Il reste à déterminer �0; �1,
alors sachant que u0 2 (D (LM) ; X) 1

2p
;p. En utilisant les conditions aux limites on a8<:

u (0) = �0 + eL�1 + J0
u (1) = eM�0 + �1 + I1
u0 (0) =M�0 � LeL�1 � LJ0;

On a �
�0 = u0 � eL�1 � J0
u0 (0) =M�0 � LeL�1 � LJ0;

donc

u0 (0) = M
�
u0 � eL�1 � J0

�
� LeL�1 � LJ0

= Mu0 � (M + L) eL�1 � (M + L) J0;

puisque u0 (0) 2 D (H) et

(M + L) eL�1 2 D (L) � D (H) ;

donc il est nécessaire que

(Mu0 � (M + L) J0) 2 D (H) :
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Finalement8>><>>:
�0 = u0 � eL�1 � J0

Hu0 (0) + u (1)
= H

�
Mu0 � (M + L) eL�1 �H (M + L) J0

�
+ eM�0 + �1 + I1 = u1;0

,

8>><>>:
M�0 =Mu0 �MeL�1 �MJ0

H (Mu0 � (M + L) J0)�H (M + L) eL�1 + eM
�
u0 � eL�1 � J0

�
+ �1 + I1

= u1;0

,

8>><>>:
�0 = u0 � eL�1 � J0

H (Mu0 � (M + L) J0)�H (M + L) eL�1 + eM
�
u0 � eL�1 � J0

�
+ �1 + I1

= u1;0

,

8>><>>:
�0 = u0 � eL�1 � J0�
�H (L+M) eL + I � eM+L

�
�1

= u1;0 �H (Mu0 � (L+M) J0)� eMu0 + eMJ0 � I1;

et puisque � = �H (L+M) eL + I � eM+L de domaine X admet un inverse borné,
alors8<:

�0 = u0 � eL��1
�
u1;0 �H (Mu0 � (L+M) J0)� eMu0 + eMJ0 � I1

�
� J0

�1 = �
�1 �u1;0 �H (Mu0 � (L+M) J0)� eMu0 + eMJ0 � I1

�
;

donc la solution s�écrit

u (x) = exM
�
u0 � eL��1

�
u1;0 �H (Mu0 � (M + L) J0)� eMu0 + eMJ0 � I1

�
� J0

�
+e(1�x)L��1

�
u1;0 �H (Mu0 � (L+M) J0)� eMu0 + eMJ0 � I1

�
+(L+M)�1

xZ
0

e(x�s)Mf (s) ds

+(L+M)�1
1Z
x

e(s�x)Lf (s) ds;

d�où

u (x) = exMu0 + exMeLu0 + e(1�x)LeMu1;0 � exMJ0

+e(1�x)L��1u1;0 � e(1�x)L
�
��1H (Mu0 � (L+M) J0)

�
� e(1�x)L��1I1

+(L+M)�1
xZ
0

e(x�s)Mf (s) ds

+(L+M)�1
1Z
x

e(s�x)Lf (s) ds;
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avec 8<: u0 = �
�1 �u1;0 �H (Mu0 � (M + L) J0)� eMu0 + eMJ0 � I1

�
u1;0 = �

�1J0 � ��1u0:
4. La représentation de la solution est donc donnée par

u (x) = S (x) +R (x; u0;M) +R (1� x; u1;0; L) ;

où pour tout ' 2 X et x 2 (0; 1)8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

R (x; '; C) = exCex(L+M�C)'

S (x) = exMu0 + (L+M)�1
xZ
0

e(x�s)Mf (s) ds

�e(1�x)L��1 (u1;0 �H (Mu0 � (L+M) J0)) + (L+M)�1
1Z
x

e(s�x)Lf (s) ds

�exM (L+M)�1
1Z
0

esLf (s) ds

���1e(1�x)L (L+M)�1
1Z
0

e(1�s)Mf (s) ds:

Lemme 5.4 Il existe W 2 L (X) tel que W (M + L)�1 = (M + L)�1W et

��1 = I �W avec W (X) �
+1T
k=1

D
�
(M + L)k

�
:

où � = �H (L+M) eL � eM+L + I:

Preuve. Nous écrivons

� = �H (L+M) eL � eM+L + I = I + V; :

où V = �H (L+M) eL � eM+L 2 L (X). Il est clair que

V (M + L)�1 = (M + L)�1 V;

de plus, puisque M + L génère un semigroupe analytique généralisé, on a pour tout m 2 N

eM+L 2 L (X;D ((M + L)m)) ;

ainsi

V (X) �
+1T
k=1

D
�
(M + L)k

�
;

donc W := ��1V 2 L (X), W (M + L)�1 = (M + L)�1W et

W (X) �
+1T
k=1

D
�
(M + L)k

�
:
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Nous concluons en notant que

(I �W ) � = � (I �W ) = �� V = I:

En utilisant le lemme 5.4 on obtient que

u (x) = S (x) +R (x; u0;M) +R (1� x; u1;0; L)

�e(1�x)LW (u1;0 +H (Mu0 � (L+M) J0))

+e(1�x)L (u1;0 + (H (Mu0 � (L+M)) J0)) :

Lemme 5.5 Supposons (5.2) � (5.10). Pour ' 2 X; f 2 Lp (0; 1; X) ; et C = L ou M , on
obtient

LMR (x; '; C) ; L2R (x; '; C) ;M2R (x; '; C) 2 Lp (0; 1; X) :

Preuve. Pour C = L ou M et ' 2 X; on a

e(L+M�C)' 2 D
�
L2
�
= D

�
M2
�
= D (ML) ;

et donc pour presque tout x 2 (0; 1)

LMR (x; '; C) = MLexCex(L+M�C)'

= exCMLex(L+M�C)';

ainsi LMR (x; '; C) est borné et appartient à Lp (0; 1; X). Il en est de même pour L2R (x; '; C)
et M2R (x; '; C) :

Lemme 5.6 Supposons que les hypothèses (5.2) � (5.10) sont réalisées .
Soit f 2 Lp (0; 1; X) ; alors

LMS (:) 2 Lp (0; 1; X) :

Preuve. Soient f 2 Lp (0; 1; X) ; on a pour p tout x 2 (0; 1)

LMS (x) = LM (L+M)�1
xZ
0

e(x�s)Mf (s) ds

+LM (L+M)�1
1Z
x

e(s�x)Lf (s) ds

�LMexM (L+M)�1
1Z
0

esLf (s) ds

�LM��1e(1�x)L (L+M)�1
1Z
0

e(1�s)Mf (s) ds;
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pour le premier terme, on a

LM (L+M)�1
xZ
0

e(x�s)Mf (s) ds = L (L+M)�1 M

xZ
0

e(x�s)Mf (s) ds

= L (L+M)�1 T (x; f;M) ;

et puisque L (L+M)�1 est borné et en utilisant le lemme 4.2 assertion 1, alors

LM (L+M)�1
xZ
0

e(x�s)Mf (s) ds 2 Lp (0; 1; X) ;

et pour le deuxième terme, on a

LM (L+M)�1
1Z
x

e(s�x)Lf (s) ds = M (L+M)�1 L

1Z
x

e(s�x)Lf (s) ds

= M (L+M)�1 T (1� x; f (1� :) ; L) ;

et puisque M (L+M)�1 est borné et en utilisant le lemme 4.2, assertion 2, alors

LM (L+M)�1
1Z
x

e(s�x)Lf (s) ds 2 Lp (0; 1; X) ;

pour le troisième terme, on a

LMexM (L+M)�1
1Z
0

esLf (s) ds = LM (L+M)�1 exM
1Z
0

esLf (s) ds

= L (x; f;M) ;

en utilisant le lemme 4.2 assertion 5, alors

LMexM (L+M)�1
1Z
0

esLf (s) ds 2 Lp (0; 1; X) ;

pour le cinquième terme, on a

LM��1e(1�x)L (L+M)�1
1Z
0

e(1�s)Mf (s) ds

= ��1LM (L+M)�1 e(1�x)L (L+M)�1
1Z
0

esMf (1� s) ds

= ��1L (x; f (1� :) ;M) ;
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et ��1 est borné, en utilisant le lemme 4.2 assertion 5, alors

LM��1e(1�x)L (L+M)�1
1Z
0

e(1�s)Mf (s) ds 2 Lp (0; 1; X) :

On écrit
u = uR + uS;

où uR est la partie régulière de u et uS est la partie singulière de u avec8>><>>:
uR = S (:) +R (:; u0;M) +R (1� :; u1;0; L)
+exMu0 � e(1�x)LW (u1;0 +H (Mu0 � (L+M) J0))

uS = e(1�x)L (u1;0 +H (Mu0 � (L+M) J0)) ;

Lemme 5.7 Supposons que les hypothèses (5.2) � (5.8) sont réalisées. Alors pour C = L
ou M et �0 2 � (C)

X ! (C � �0I)Ce
xC� 2 Lp (0; 1; X) ;

si et seulement si
� 2

�
D
�
C2
�
; X
�
1
2p
;p:

Preuve. On suppose que pour �0 2 � (C)

(C � �0I)Ce
:C� 2 Lp (0; 1; X) ;

on peut écrire

C2exC� = (C � �0I)Ce
xC�+ �0 (C � �0I)

�1 (C � �0I)Ce
xC�;

et puisque (C � �0I)
�1 2 L (X), on en déduit que

C2e:C 2 Lp (0; 1; X) ;

en utilisant lemme 4.3, alors
� 2

�
D
�
C2
�
; X
�
1
2p
;p
:

Pour la réciproque, on suppose que

� 2
�
D
�
C2
�
; X
�
1
2p
;p
;

on a
(C � �0I)Ce

:C� = C2exC�� �0Ce
:C�;

il su¢ t de montrer que Ce:C 2 Lp (0; 1; X) et puisque

� 2
�
D
�
C2
�
; X
�
1
2p
;p:
�
�
D
�
C2
�
; X
�
1
2
;1
� D (C) ;

alors
Ce:C� = e:CC� 2 Lp (0; 1; X) :
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Proposition 5.1 Sous les hypothèses (5.2) � (5.10) , u0; u1;0 2 X et f 2 Lp (0; 1; X) ; alors

LMuR 2 Lp (0; 1; X) ;

si et seulement si
u0 2 (D (LM) ; X) 1

2p
;p :

Preuve. Nous avons

LMuR = LMS (:) + LMR (:; u0;M) + LMR (1� :; u1;0; L) + LMexMu0;

d�après le lemme 4.4 et le lemme 4.5 on a

LMS (:) + LMR (:; u0;M) + LMR (1� :; u1;0; L) 2 Lp (0; 1; X) ;

alors
LMuR 2 Lp (0; 1; X) ;

si et seulement si
LMexMu0 2 Lp (0; 1; X) :

On choisi �0 2 � (L) ; �1 2 � (M), on peut écrire

LMexMu0 = L (M � �1I)
�1 (M � �1I)MexMu0;

en utilisant le lemme 4.6 et puisque M (L� �0I)
�1, L (M � �1I)

�1 sont bornés, on a

LMexMu0 2 Lp (0; 1; X) ;

si et seulement si

u0 2
�
D
�
L2
�
; X
�
1
2p
;p:
=
�
D
�
M2
�
; X
�
1
2p
;p:
= (D (LM) ; X) 1

2p
;p :

Lemme 5.8 Sous les hypothèses (5.2) � (5.10), u0; u1;0 2 X et f 2 Lp (0; 1; X) ; alors

(L�M)u0R 2 Lp (0; 1; X) ;

si et seulement si
(L�M)MexMu0 2 Lp (0; 1; X) :

Preuve. On calcule u0R

u0R (x) = MexMu0 +M (L+M)�1
xZ
0

e(x�s)Mf (s) ds

�L (L+M)�1
1Z
x

e(s�x)Lf (s) ds�MexM (L+M)�1
1Z
0

esLf (s) ds

+L��1e(1�x)L (L+M)�1
1Z
0

e(1�s)Mf (s) ds

+MexMeLu0 � Le(1�x)LeMu1;0;
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donc

(L�M)u0R (x) = (L�M)MexMu0 + (L�M)M (L+M)�1
xZ
0

e(x�s)Mf (s) ds

� (L�M)L (L+M)�1
1Z
x

e(s�x)Lf (s) ds

� (L�M)MexM (L+M)�1
1Z
0

esLf (s) ds

+(L�M)L��1e(1�x)L (L+M)�1
1Z
0

e(1�s)Mf (s) ds

+(L�M)MexMeLu0 � (L�M)Le(1�x)LeMu1;0

= (L�M)MexMu0 +
5X
i=1

Ii:

Pour I1, on a

I1 (x) = (L�M)M (L+M)�1
xZ
0

e(x�s)Mf (s) ds

= (L�M) (L+M)�1M

xZ
0

e(x�s)Mf (s) ds

= (L�M) (L+M)�1 T (x; f;M)

et puisque (L�M) (L+M)�1 est borné et en utilisant lemme 4.2 assertion 1, on obtient

I1 (:) 2 Lp (0; 1; X) :
Pour I2, on a

I2 (x) = (L�M)L (L+M)�1
xZ
0

e(x�s)Mf (s) ds

= (L�M) (L+M)�1 L

xZ
0

e(x�s)Mf (s) ds

= (L�M) (L+M)�1 T (1� x; f (1� :) ; L) ;

et puisque (L�M) (L+M)�1 est borné et en utilisant lemme 4.2 assertion 2, on obtient

I2 (:) 2 Lp (0; 1; X) :
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Pour I3, on a

I3 (x) = (L�M)MexM (L+M)�1
1Z
0

esLf (s) ds

= LMexM (L+M)�1
1Z
0

esLf (s) ds�M2exM (L+M)�1
1Z
0

esLf (s) ds

= z
�
x; e:(L+M)g;M

�
�ML�1ML (L+M)�1 exM

1Z
0

esLf (s) ds;

= z
�
x; e:(L+M)g;M

�
�ML�1L (x; g;M) ;

en utilisant le lemme 4.2 assertion 3 et assertion 4, on obtient

I3 (:) 2 Lp (0; 1; X) :

I4 se traite comme I3:
pour I5, on a

I5 (x) = (L�M)MexMeLu0 � (L�M)Le(1�x)LeMu1;0

=
�
LM �M2

�
R (x; u0;M) +

�
LM � L2

�
R (1� x; u1;0; L)

en utilisant le lemme 4.4 on obtient

I5 (:) 2 Lp (0; 1; X) ;

alors on a
(L�M)u0R (x) 2 Lp (0; 1; X) ;

si et seulement si
(L�M)MexMu0 2 Lp (0; 1; X) ;

Proposition 5.2 Sous les hypothèses (5.2) � (5.10), alors

us 2 W 1;p (0; 1;x)

si et seulement si

u1;0 �H (Mu0 � (L+M) J0) 2 (D (LM) ; X) 1
2
+ 1
2p
;p :

Preuve. Puisque us 2 W 1;p (0; 1;x) ; alors on a

u0S (x) = Le(1�x)L (u1;0 �H (Mu0 � (L+M) J0) 2 Lp (0; 1; X)) ;
en utilisant le lemme 4.3 assertion 2 on obtient le résultat .
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5.1.5 Régularité de la solution

Theorème 5.2 On suppose (5.2) � (5.10). Soient u0; u1;0 2 X et f 2 Lp (0; 1; X) ; Alors u
est une solution semi-stricte du problème (5.1) si et seulement si8>>>>>>>><>>>>>>>>:

1:

8>>>>>><>>>>>>:

0@Mu0 �
1Z
0

esLf (s) ds

1A 2 D (H)0@u1;0 �H

0@Mu0 �
1Z
0

esLf (s) ds

1A1A 2 (D (LM) ; X) 1
2
+ 1
2p
;p

2: u0 2 (D (LM) ; X) 1
2p
;p ;

de plus dans ce cas u admet une décomposition u = uR + uS avec

1. uR 2 W 2;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1; D (ML)) ; u0R 2 Lp (0; 1; D (L�M))

2. uS 2 W 1;p (0; 1; X) :

Remarque 5.3 On a trouvé deux types de conditions : 1. la première est de comportement
lié à H ,M et L de forme globale.
2. la deuxième condition est de comportement local lié uniquement à LM

Preuve. En utilisant la proposition 4.1 et le lemme 4.7 on obtient

uR 2 W 2;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1; D (ML)) ; u0R 2 Lp (0; 1; D (L�M))

si et seulement si �
MLexMu0 2 Lp (0; 1; X)
(L�M)MexMu0 2 Lp (0; 1; X) ;

ce qui équivaut à �
MLexMu0 2 Lp (0; 1; X)
M2exMu0 2 Lp (0; 1; X) :

On a montré que

MLexMu0 2 Lp (0; 1; X), u0 2 (D (LM) ; X) 1
2p
;p :

On fait la même démonstration pour montrer que

M2exMu0 2 Lp (0; 1; X), u0 2 (D (ML) ; X) 1
2p
;p :
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5.2 Résolution du problème aux limites avec un para-
mètre spectral

On pose
A! = A� !I; ! > 0

et on considère le problème suivant8<:
u00 (x) + 2Bu0 (x) + A!u (x) = f (x) , x 2 ]0; 1[
u (0) = u0
Hu0 (0) + u (1) = u1;0;

(5.14)

avec u0; u1;0 2 X (X est un espace de Banach complexe), f 2 Lp (0; 1; X). A;B et H
sont des opérateurs linéaires fermés sur X:
Nos hypothèses sont

X est un espace UMD; (5.15)

et pour les opérateurs B et B2 � A8>><>>:
B2 � A est un opérateur linéaire fermé dans X
: R� � � (B2 � A) et 9C > 0 :

8� > 0;



(�I +B2 � A)

�1




L(X)

6 C

1 + �
;

(5.16)

B génère un semi-groupe fortement continu. (5.17)

D
��
B2 � A

� 1
2

�
� D (B) ; (5.18)

8y 2 D (B) ; B
�
B2 � A

��1
y =

�
B2 � A

��1
By (5.19)

Pour les opérateurs M! = �B � (B2 � A!)
1
28><>:

8! > 0;8s 2 R : (�M!)
is 2 L (X) et 9C > 1;

9�M! 2
�
0; �

2

�
:



(�M!)

is




L(X)

6 Ce�M! jsj:
(5.20)

Pour les opérateurs L! = B � (B2 � A!)
1
28><>:

8! > 0;8s 2 R : (�L!)is 2 L (X) et 9C > 1;

9�L! 2
�
0; �

2

�
:



(�L!)is




L(X)
6 Ce�L! jsj:

(5.21)

Pour l�opérateur H �
H est un opérateur linéaire fermé
9�0 : �0 2 � (H) ;

(5.22)
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Sur H en lien avec A et B�
(�0I �H)�1 (B2 � A)

�1
= (B2 � A)

�1
(�0I �H)�1

8x 2 D (B) ; (�0I �H)�1 x 2 D (B) et (�0I �H)�1Bx = B (�0I �H)�1 x;
(5.23)

D
��
B2 � A

� 1
2

�
� D (H) : (5.24)

Remarque 5.4

1. Vu que X est un espace UMD et donc ré�exif, le domaine D (B2 � A) est dense dans
X ( voir Haase [15], Proposition 2.1.1. p. 18-19 ).

2. Pour ! > 0, l�hypothèse (5.16) implique que l�opérateur

�
�
B2 � A!

� 1
2

génère un semi-groupe analytique
�
e�x(B

2�A!)
1
2

�
x>0

dans X et

(L! +M!)
�1 = �2

�
B2 � A!

�� 1
2 2 L (X)

3. Grâce à J. Prüss-H. Sohr [27](Theorem 2, p. 437), les hypothèses (5.20) et (5.21)
impliquent que pour ! > !0

� (L! +M!) = 2
�
B2 � A!

� 1
2 2 BIP (�;X) ; avec � = max (�M! ; �L!) :

Lemme 5.9 Sous les hypothèses (5.16) � (5.19) et pour ! > 0 on a les propriétés suivantes(
D
�
(B2 � A)

1
2

�
� D (B)

8� 2 D (B) ; B (B2 � A!)
� 1
2 � = (B2 � A!)

� 1
2 B�:

Preuve. On utilise l�intégrale de Dunford pour l�opérateur (B2 � A!)
� 1
2 et pour ! > 0 on

obtient

B
�
B2 � A!

�� 1
2 � =

1

2�i

Z



1

�
1
2

B
�
�I �

�
B2 � A!

���1
�d�

=
1

2�i

Z



1

�
1
2

�
�I �

�
B2 � A!

���1
B�d�

=
�
B2 � A!

�� 1
2 B�:

Ici 
 est un courbe sectorielle adéquate entourant le spectre de B2 � A!.

Dé�nition 5.1 Si P , Q sont deux opérateurs linéaires dans l�espace X tels que

D (P ) � D (Q) et P = Q sur D (P ) ;

alors on écrit P � Q:
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Lemme 5.10 Supposons que (5.16) � (5.19) sont véri�ées. Alors on a

1. D (L!) = D (M!) = D
�
(B2 � A)

1
2

�
:

2. D (L2!) = D (M2
!) = D (M!L!) = D (L!M!) = D (B2 � A) :

3. M!L! = L!M! � �A:
4. (L! �M!) � 2B:

Voir [5]

Lemme 5.11 Sous les hypothèses (5.20) � (5.23). Les propositions suivantes sont équiva-
lentes.

1.
�
8! > 0; � 2 � (M!) ;8� 2 D (H) ; H (M! � �I)�1 � = (M! � �I)�1H�;

8! > 0; � 2 � (L!) ;8� 2 D (H) ; H (L! � �I)�1 � = (L! � �I)�1H�:

2.
�
8! > 0; ;8� 2 D (M!) = D (L!) : (�0I �H)�1M!� =M! (�0I �H)�1 �;

8! > 0; ;8� 2 D (M!) = D (L!) : (�0I �H)�1 L!� = L! (�0I �H)�1 �:

3.

(
8� 2 D (B2 � A) : (�0I �H)�1A� = A (�0I �H)�1 �;

8� 2 D
�
(B2 � A)

1
2

�
: (�0I �H)�1B� = B (�0I �H)�1 �:

Voir [5]

Lemme 5.12 Sous l�hypothèse (5.16), 9!� > 0 telque pour tout ! > !� l�opérateur

I � eL!+M! ;

admet un inverse borné.

Preuve. On a
eL!+M! = e�2(B

2�A!)
1
2

= e�2(B
2�A+!I)

1
2

;

alors en utilisant le résultat de Dore et Yakubov, on obtient

9c; k > 0 :


eL!+M!



 6 ce�2k
p
!;

et pour ! grand 

eL!+M!


 < 1=2;

c�est à dire
9!� > 0 : 8! > !�;



eL!+M!


 < 1=2:

Remarque 5.5

1. Puisque L!+M! génère un semi-groupe analytique, alors on peut utiliser les techniques
de A.Lunardi pour montrer que l�opérateur I � eL!+M! est inversible avec

�
I � eL!+M!

��1
=

1

2�i

Z



ez

1� ez
(z � (L! +M!))

�1 dz + I;

où 
 est une courbe bien choisie dans le plan complexe.(voir A. Lunardi [25], p.59).
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2. Pour tout ! > !� 


�I � eL!+M!
��1




L(X)
� 1

1� keL!+M!k � 2: (5.25)

Lemme 5.13 Sous les hypothèses (5.15) � (5.24) et pour ! > 0 il existe !� > 0 tel que
pour tout ! > !�; l�opérateur

�! = �H (L! +M!) e
L! � eL!+M! + I;

admet un inverse borné

��1! =
�
I � eL!+M!

��1 �
I �H (L! +M!) e

L!
�
I � eL!+M!

��1��1
:

Preuve. On a

�! =
�
I �H (L! +M!) e

L!
�
I � eL!+M!

��1� �
I � eL!+M!

�
;

donc �! est inversible si et seulement si il su¢ t d�inverser

K! := I �H (L! +M!) e
L!
�
I � eL!+M!

��1
;

est inversible. Vu (5.25),


H (L! +M!) e
L!
�
I � eL!+M!

��1



L(X)

� 2


H (L! +M!) e

L!



L(X)

:

donc, pour inverser K!, il su¢ t d�obtenir pour ! assez grand


H (L! +M!) e
L!
�
I � eL!+M!

��1



L(X)

< 1=2:

Or

H (L! +M!) e
L! = H (L! +M!)

�1 (L! +M!)
2 eL!

= H (L+M)�1 (L+M) (L! +M!)
�1 (L! +M!)

2 eL!

= H (L+M)�1
�
B2 � A

� 1
2
�
B2 � A!

�� 1
2 (L! +M!)

2 eL! ;

mais
�H (L+M)�1 2 L(X).
� (B2 � A)

1
2 (B2 � A!)

� 1
2

L(X) est borné indépendamment de ! en e¤et�
B2 � A

� 1
2
�
B2 � A!

�� 1
2 =

��
B2 � A

� �
B2 � A!

��1� 1
2

=
��
B2 � A

� �
B2 � A+ !I

��1� 1
2

=
�
I � !

�
B2 � A+ !I

��1� 1
2
;

d�où

9M > 0 :



�B2 � A

� 1
2
�
B2 � A!

�� 1
2





L(X)

6
�
1 +M

!

!

� 1
2
= (1 +M)

1
2 :
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Il reste donc a montrer que


(L! +M!)

2 eL!



L(X)

peut être rendu petit pour ! grand

Puisque � (B2 � A!)
1
2 génère un semi-groupe analytique on a

eL! = eB�(B
2�A!)

1
2

= e�(B
2�A!)

1
2

eB;

donc

�! =

 
2H
�
B2 � A!

� 1
2 e�(B

2�A!)
1
2

eB
�
I � e�2(B

2�A!)
1
2

��1
+ I

!�
I � e�2(B

2�A!)
1
2

�
:

Pour montrer que �! est inversible il su¢ t de montrer que




2H �B2 � A!
� 1
2 e�(B

2�A!)
1
2

eB
�
I � e�2(B

2�A!)
1
2

��1





L(X)

< 1;

on pose

T! = 2H
�
B2 � A!

� 1
2 e�(B

2�A!)
1
2

eB
�
I � e�2(B

2�A!)
1
2

��1
;

on peut écrire T! sous la forme

T! = 2H
�
B2 � A

�� 1
2
�
B2 � A

� 1
2
�
B2 � A!

�� 1
2
�
B2 � A!

�
e�(B

2�A!)
1
2

eB
�
I � e�2(B

2�A!)
1
2

��1
;

pour l�opérateur : 2H (B2 � A)
� 1
2 est dans L (X) ;

pour l�opérateur : (B2 � A)
1
2 (B2 � A!)

� 1
2 ; on a�

B2 � A
� 1
2
�
B2 � A!

�� 1
2 =

��
B2 � A

� �
B2 � A!

��1� 1
2

=
��
B2 � A

� �
B2 � A+ !I

��1� 1
2

=
�
I � !

�
B2 � A+ !I

��1� 1
2
;

d�où

9M > 0 :



�B2 � A

� 1
2
�
B2 � A!

�� 1
2





L(X)

6
�
1 +M

!

!

� 1
2
= (1 +M)

1
2 :

Pour l�opérateur (B2 � A!) e
�(B2�A!)

1
2

eB :
en utilisant le résultat de Dore et Yakubov et puisque

�(B2�A!)
1
2

génère un semi-groupe analytique, alors obtient



�B2 � A!
�
e�(B

2�A!)
1
2

eB





L(X)

6




�B2 � A!

�
e�(B

2�A!)
1
2






L(X)



eB


L(X)

6 ce�k
p
!c0; c; c0; k > 0

6 c00e�k
p
!; c00; k > 0;
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et pour :
�
I � e�2(B

2�A!)
1
2

��1
on a montré que

�
I � e�2(B

2�A!)
1
2

�
est inversible donc

9c1 > 0 :






�
I � e�2(B

2�A!)
1
2

��1





L(X)

6 c1;

alors pour ! grand

kT!kL(X) 6 c (1 +M)
1
2 c00e�k

p
!c1 = c2e

�k
p
! < 1;

c�est à dire
9!� > 0 : 8! > !� kT!kL(X) < 1:

5.2.1 Représentation de la solution

On a
�
L! �M! � 2B
L!M! =M!L! � �A:

Sous les hypothèses (5.15) � (5.24) on peut construire les opérateurs L et M ( notés ici
L!;M! ), données dans la première partie du quatrième chapitre .
Alors pour u0 2 (D (B2 � A) ; X) 1

2p
;p et f 2 Lp (0; 1; X) ; la solution du problème (5.14)

est donnée par

u (x) = exM!u0 + exM!eL!u0 + e(1�x)L!eM!u1;0 � exM!J0 (5.26)

+e(1�x)L!��1! (u1;0 �H (M!u0 � (L! +M!) J0))� e(1�x)L!��1! I1

+(L! +M!)
�1

xZ
0

e(x�s)M!f (s) ds

+(L! +M!)
�1

1Z
x

e(s�x)L!f (s) ds;

où 8<: u0 = �
�1
!

�
u1;0 �H (M!u0 � (M! + L!) J0)� eM!u0 + eM!J0 � I1

�
u1;0 = �

�1
! J0 � ��1! u0:

Remarque 5.6 Si on pose B = 0 on trouve bien la même représentation de la solution dans
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le chapitre trois précédent

u (x) = e�x
p
�A! (u0 � J0)�

1

2

�p
�A!

��1 Z x

0

e�(x�s)
p
�A!f (s) ds

+e�x
p
�A!e�

p
�A!u0

�e�(1�x)
p
�A!

�
��1! I1

�
� 1
2

�p
�A!

��1 Z 1

x

e�(s�x)
p
�A!f (s) ds

+e�(1�x)
p
�A!e�

p
�A!u1;0

+e�(1�x)
p
�A!

�
��1! u1;0 + �

�1
! H

p
�A!u0 � 2��1! H

p
�A!J0

�
où

8<: u0 = ���1! u1;0 � ��1! H
�p
�A!u0 � 2

p
�A!J0

�
+ e�

p
�A!��1! u0 � e�

p
�A!��1! J0 + �

�1
! I1

u1;0 = �
�1
! J0 � ��1! u0:

5.2.2 Régularité de la solution

Nous avons le résultat suivant

Theorème 5.3 On suppose (5.15) � (5.24), soient u0; u1;0 2 X et f 2 Lp (0; 1; X) : Alors
9!� > 0 tel que pour ! > !� :

u donnée par (5.26) est une solution semi-stricte du problème (5.14) si et seulement si8>>>>>>>><>>>>>>>>:

8>>>>>><>>>>>>:
1:

0@M!u0 �
1Z
0

esL!f (s) ds

1A 2 D (H)

u1;0 �H

0@M!u0 �
1Z
0

esL!f (s) ds

1A 2 (D (B2 � A) ; X) 1
2
+ 1
2p
;p :

2: u0 2 (D (B2 � A) ; X) 1
2p
;p :

De plus dans ce cas u admet une décomposition

u = uR + uS;

1. uR 2 W 2;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1; D (A)) ; u0R 2 Lp (0; 1; D (B))
2. uS 2 W 1;p (0; 1; X) :



Chapitre 6

Exemples

6.1 Cas Hölderien

Exemple 6.1 Soit M un opérateur linéaire dans X = C ([0; 1]) dé�ni par�
D (M) = fv 2 C2 ([0; 1]) : v (0) = v (1) = 0g
Mv = v00; v 2 D (M) ;

et pour c > 0 �xé ,posons
A = �M2 � cI et H =M: (6.1)

A satisfait hypothèse (2.25) et ainsi (2.2). De plus, de (6.1) nous déduisons (2.3) � (2.4).
Ici Q = �

p
M2 + cI et en posant

G(z) = 2�
p
z2 � cze�z � e�2z;

nous prouvons, comme en sous-section 2.2, que

� = I � 2MQeQ � e2Q

= I + 2M
p
M2 + cIe�

p
M2+cI � e�2

p
M2+cI

= I +G(�Q);

est inversible et ainsi (2.5) est véri�ée . On peut alors appliquer le théorème 2.1 pour le
problème 8<:

u00 (x) + Au (x) = f (x) ; x 2 [0; 1[
u (0) = u0
u (1) +Mu0 (0) = u1;0;

(6.2)

Puisque �
D (A) = fv 2 C4 ([0; 1]) : v (0) = v (1) = v00 (0) = v00 (1) = 0g
Av = �v(4) � cv; v 2 D (A) ;

95
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nous pouvons traiter ainsi le problème non local d�EDP suivant8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

@2u

@x2
(x; y)� @4u

@y4
(x; y)� cu (x; y) = f (x; y) ; (x; y) 2 (0; 1)� (0; 1)

u (x; 0) = u (x; 1) =
@2u

@y2
(x; 0) =

@2u

@y2
(x; 1) = 0; x 2 (0; 1)

u (0; y) = u0 (y) ; y 2 (0; 1)

u (1; y) +
@3u

@y2@x
(0; y) = u1;0 (y) ; y 2 (0; 1) :

(6.3)

D (A) n�est pas dense dans X = C ([0; 1]) puisque

D (A) = D (M) = fv 2 C ([0; 1]) : v (0) = v (1) = 0g :

et pour � 2 ]0; 1[

DA (�=2;+1) =
�
v 2 C� ([0; 1]) : v (0) = v (1) = 0

	
:

en appliquant le théorème 2.1 on obtient :

Theorème 6.1 Pour toute f 2 C� ([0; 1] ; X) ; � 2 ]0; 1[ et u0; u1;0 2 C4 ([0; 1]) ; tels que�
u0 (0) = u0 (1) = u000 (0) = u000 (1) = 0
u1;0 (0) = u1;0 (1) = u001;0 (0) = u001;0 (1) = 0

:

on a

1. Si u0 (:) + f (0; :) 2 C ([0; 1]) et

u
(4)
0 (0) + f (0; 0) = u

(4)
0 (1) + f (0; 1) = 0;

il existe alors une solution semi-classique unique u du problème (6.3).

2. If u(4)0 (:) + f (0; :) 2 C� ([0; 1]) et

u
(4)
0 (0) + f (0; 0) = u

(4)
0 (1) + f (0; 1) = 0;

alors la solution semi-classique unique u du problème(6.3) a la propriété de régularité
maximale (2.6.

6.2 Cadre UMD

6.2.1 Cas B = 0

Exemple 6.2 Soit X = L2 (R) : On dé�nit A et H par�
D (A) = H2 (R) = fu 2 X = u0 2 X; u00 2 Xg
Au = au00 pour u 2 D (A) et a > 0; (6.4)
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�
D (H) = H2 (R) = fu 2 X = u0 2 Xg
Hu = bu0 pour u 2 D (H) et b > 0: (6.5)

Donc le problème (3.21) est équivalent à8>>><>>>:
@2u

@x2
(x; y)� @2u

@y2
(x; y)� !u (x; y) = f (x; y) ; (x; y) 2 (0; 1)� R

u (0; y) = u0 (y) ; y 2 R;
u (1; y) +

@u

@y@x
(0; y) = u1;0 (y) ; y 2 R:

Lemme 6.1 A et H sont des opérateurs linéaires, fermés et à domaines denses dans L2 (R) :

Preuve. On peut véri�er facilement que A et H sont des applications linéaires et fermés de
plus
puisque H2 (R) � H1 (R) donc D (A) � D (H) ;
on sait que D (R) � Hq (R) � L2 (R) ; 8q 2 N�
alors Hq (R) = L2 (R) car D (R) = L2 (R) :
d�où D (A) = D (H) = L2 (R) :

Lemme 6.2 L�opérateur A véri�e l�hypothèse (3.23).

Preuve. On calcule l�ensemble résolvant de A:
1. Soit v un élément de X et on cherche u qui est unique dans D (A) tel que :

(�I � A)u = v

d�où
�u� au00 = v

en utilisant la transformée de Fourier F on obtient

�F (u)� aF (u00) = F (v) ;

donc pour chaque t dans R on a

�F (u) (t)� aF (u00) (t) = �F (u) (t)� a (it)2F (u) (t)
=

�
�+ at2

�
F (u) (t)

= F (v) (t) ;

et pour � 2 C� R� on obtient

F (u) (t) = F (v) (t)
�+ at2

;

on sait que F est un isomorphisme avec F 2 L (L2 (R)) donc on a

kuk2L2(R) 6 C kF (u)k2L2(R)

6 C

+1Z
�1

jF (u) (t)j2 dt

6 C

+1Z
�1

����F (v) (t)�+ at2

����2 dt;
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si Re� > 0 alors

kuk2L2(R) 6 C

(Re�)2

+1Z
�1

jF (v) (t)j2 dt

6 C

(Re�)2
kF (v)k2L2(R)

6 C

(Re�)2
kvk2L2(R) ;

2. De la même manière pour u0

on a

F (u0) (t) =
F (v0) (t)
�+ at2

=
itF (v) (t)
�+ at2

et puisque
ku0k2L2(R) 6 C kF (u0)k2L2(R)

donc

ku0k2L2(R) 6 C

+1Z
�1

jF (u0) (t)j2 dt

6 C

+1Z
�1

���� itF (v) (t)�+ at2

����2 dt
6 C

+1Z
�1

jitj2 jF (v) (t)j2

j�+ at2j2
dt

6 C

+1Z
�1

t2 jF (v) (t)j2

j�+ at2j2
dt

6 C

Re�
kF (v)k2L2(R)

6 C

Re�
kvk2L2(R) :

3. Pour u� on a

F (u00) (t) =
F (v00) (t)
�+ at2

=
(it)2F (v) (t)
�+ at2

=
�t2F (v) (t)
�+ at2
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donc

ku00k2L2(R) 6 C kF (u00)k2L2(R)

6 C

+1Z
�1

jF (u00) (t)j2 dt

6
+1Z
�1

t4 jF (v) (t)j2

j�+ at2j2
dt

6 C kF (v)k2L2(R)
6 C kvk2L2(R)

et puisque u0 et u00 2 L2 (R), donc u 2 D (A) de plus

u (t) =
1

2�

+1Z
�1

eixtF (u) (x) dx

=
1

2�

+1Z
�1

eixt
F (v) (x)
�+ ax2

dx

=
1

2�

+1Z
�1

+1Z
�1

eixt
e�ix�v (�)

�+ ax2
d�dx

=
1

4�2

+1Z
�1

+1Z
�1

eix(t��)v (�)

�+ ax2
d�dx;

si � 2 C� R� : Re� > 0 alors � 2 � (A) et on a�
(�I � A)�1 v

�
(t) = u (t)

=
1

4�2

+1Z
�1

+1Z
�1

eix(t��)v (�)

�+ ax2
d�dx;

donc pour Re� > 0 et a > 0 on a

(�I � A)�1 v



L2(R) 6

C

Re�
kvkL2(R)

Lemme 6.3 L�opérateur H véri�e l�hypothèse (??).

Preuve. On cherche l�ensemble résolvant de H:
1. Soit v un élément de X et on cherche u dans D (H) tel que :

(�I �H)u = v
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(�I �H)u = �u� bu0 = v =) �F (u)� bF (u0) = F (v) ;
d�où 8t 2 R

�F (u) (t)� bF (u0) (t) = �F (u) (t)� b (it)F (u) (t)
= (�� ibt)F (u) (t)
= F (v) (t) ;

et pour �� ibt 6= 0 on obtient

F (u) (t) = F (v) (t)
�� ibt

;

d�où

kuk2L2(R) 6 C kF (u)k2L2(R)

6 C

+1Z
�1

jF (u) (t)j2 dt

6 C

+1Z
�1

����F (v) (t)�� ibt

����2 dt;
et si � : Re� > 0 alors

j�� ibtj = jRe�+ i (Im�� bt)j

=

q
(Re�)2 + (Im�� bt)2

> Re�

et

kuk2L2(R) 6 C

(Re�)2

+1Z
�1

jF (v) (t)j2 dt

6 C

(Re�)2
kF (v)k2L2(R)

6 C

(Re�)2
kvk2L2(R) :

2. Pour u0; on a

F (u0) (t) =
F (v0) (t)
�� ibt

=
(it)F (v) (t)
�� ibt

;
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donc

ku0k2L2(R) 6 C kF (u0)k2L2(R)

6 C

+1Z
�1

jF (u0) (t)j2 dt

6 C

+1Z
�1

jitF (v) (t)j2

j�� ibtj2
dt

6 C

+1Z
�1

t2 jF (v) (t)j2

j�� ibtj2
dt;

si � : Re� > 0 alors

ku0k2L2(R) 6 C

+1Z
�1

jF (u0) (t)j2 dt

6 C

(Re�)2
kF (v)k2L2(R)

6 C

(Re�)2
kvk2L2(R)

donc u0 2 L2 (R) ; d�où u 2 D (H) :
et

u (t) =
1

2�

+1Z
�1

eixtF (u) (x) dx

=
1

2�

+1Z
�1

eixt
F (v) (x)
�� ibx

dx

=
1

2�

+1Z
�1

+1Z
�1

eixt
e�ix�v (�)

�� ibx
d�dx

=
1

4�2

+1Z
�1

+1Z
�1

eix(t��)v (�)

�� ibx
d�dx:

Lemme 6.4 Les opérateurs A et H véri�ent
8� > 0 : (�I � A)�1 (�0I �H)�1 = (�0I �H)�1 (�I � A)�1 :
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Preuve. Soient � > 0; v 2 L2 (R) et t 2 R; on a

�
(�I � A)�1Hv

�
(t) =

1

2�

+1Z
�1

eixt
F
�
(�0I �H)�1 v

�
(x)

�+ ax2
dx

=
1

2�

+1Z
�1

eixt
F (v) (x)

(�+ ax2) (�0 � ibx)
dx

=
1

(2�)2

+1Z
�1

+1Z
�1

eixt
e�ix�v (�)

(�+ ax2) (�0 � ibx)
d�dx

=
1

(2�)2

+1Z
�1

+1Z
�1

eix(t��)v (�)

(�+ ax2) (�0 � ibx)
d�dx

=
1

(2�)2

+1Z
�1

+1Z
�1

eix(t��)v (�)

(�0 � ibx) (�+ ax2)
d�dx

=
1

2�

+1Z
�1

eixt
F (v) (x)

(�0 � ibx) (�+ ax2)
dx

=
1

2�

+1Z
�1

eixt
F
�
(�I � A)�1 v

�
(x)

(�0 � ibx)
dx

=
�
H (�I � A)�1 v

�
(t) ;

Lemme 6.5 L�opérateur A est BIP(�A; x), �A ]0; �[ :

Preuve. En utilisant théorème de Prüss-sohr [27], page. 167.
et pour

D (Q!) = D (Q) = D (H) ;

donc toutes les hypothèses sont véri�ées alors on peut appliquer le résultat du chapitre 3

Theorème 6.2 Si f 2 Lp (0; 1; L2 (R)) avec 1 < p <1 et

8>>>>>>>><>>>>>>>>:
1:

8>>>>>><>>>>>>:
1: Q!u0 (:)�

1Z
0

esQ!f (s; :) ds 2 H1 (R)

u1;0 � @
@y

0@Q!u0 (:)� 1Z
0

esQ!f (s; :) ds

1A 2 (H2 (R) ; L2 (R)) 1
2
+ 1
2p
;p

2: u0 2 (H2 (R) ; L2 (R)) 1
2p
;p ;
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alors il existe !� > 0 tel que pour tout ! > !� : le problème :8>>><>>>:
@2u

@x2
(x; y)� @2u

@y2
(x; y)� !u (x; y) = f (x; y) ; (x; y) 2 (0; 1)� R

u (0; y) = u0 (y) ; y 2 R;
u (1; y) +

@u

@y@x
(0; y) = u1;0 (y) ; y 2 R;

admet une solution semi-stricte u. De plus dans ce cas u admet une décomposition de la
forme

u = uR + uS;

où

1. uR 2 H2 (0; 1; L2 (R)) \ Lp (0; 1; H2 (R)) ;
2. uS 2 H1 (0; 1; L2 (R)) :

Theorème 6.3 Si f 2 Lp (0; 1; L2 (R)) avec 1 < p <1 et8>>>>>>>><>>>>>>>>:
1:

8>>>>>><>>>>>>:
1: Q!u0 (:)�

1Z
0

esQ!f (s; :) ds 2 H1 (R)

u1;0 � @
@y

0@Q!u0 (:)� 1Z
0

esQ!f (s; :) ds

1A 2 (H2 (R) ; L2 (R)) 1
2p
;p

2: u0 2 (H2 (R) ; L2 (R)) 1
2p
;p :

Alors il existe !� > 0 tel que pour tout ! > !� : le problème :8>>><>>>:
@2u

@x2
(x; y)� @2u

@y2
(x; y)� !u (x; y) = f (x; y) ; (x; y) 2 (0; 1)� R

u (0; y) = u0 (y) ; y 2 R;
u (1; y) +

@u

@y@x
(0; y) = u1;0 (y) ; y 2 R;

admet une solution stricte et unique telle que
u 2 H2 (0; 1; L2 (R)) \ Lp (0; 1; H2 (R)) :

Exemple 6.3 Soit X = Lp (R) : On dé�nit A et H par�
D (A) =W 2;p (R) = fu 2 X = u0 2 X; u00 2 Xg
Au = au00 pour u 2 D (A) et a > 0

H = �I; Re� > 0:

Le problème est équivalent à8>>><>>>:
@2u

@x2
(x; y)� @2u

@y2
(x; y) = f (x; y) ; (x; y) 2 (0; 1)� R

u (0; y) = u0 (y) ; y 2 R;
u (1; y) + �

@u

@x
(0; y) = u1;0 (y) ; y 2 R:
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On fait le même raisonnement pour montrer les�hypothèses 3.23 et3.24 et pour ??�3.26
sont evidents.
Alors on peut appliquer le théorème du chapitre 3

Theorème 6.4 Si f 2 Lp (0; 1; Lp (R)) avec 1 < p <1 et8>><>>:
1:

0@u1;0 �Qu0 (:)�
1Z
0

esQf (s; :) ds

1A 2 (W 2;p (R) ; Lp (R)) 1
2
+ 1
2p
;p

2: u0 2 (W 2;p (R) ; Lp (R)) 1
2p
;p ;

alors le problème :8>>><>>>:
@2u

@x2
(x; y)� @2u

@y2
(x; y)� !u (x; y) = f (x; y) ; (x; y) 2 (0; 1)� R

u (0; y) = u0 (y) ; y 2 R;
u (1; y) + �

@u

@x
(0; y) = u1;0 (y) ; y 2 R;

admet une solution semi stricte u. De plus dans ce cas u admet une décomposition de la
forme

u = uR + uS;

où

1. uR 2 W 2;p (0; 1Lp (R)) \ Lp (0; 1;W 2;p (R)) ;
2. uS 2 W 1;p (0; 1; Lp (R)) :

Theorème 6.5 Si f 2 Lp (0; 1; Lp (R)) avec 1 < p <1 et8>><>>:
1:

0@u1;0 �Qu0 (:)�
1Z
0

esQf (s; :) ds

1A 2 (W 2;p (R) ; Lp (R)) 1
2p
;p

2: u0 2 (W 2;p (R) ; Lp (R)) 1
2p
;p ;

alors le problème :8>>><>>>:
@2u

@x2
(x; y)� @2u

@y2
(x; y) = f (x; y) ; (x; y) 2 (0; 1)� R

u (0; y) = u0 (y) ; y 2 R;
u (1; y) + �

@u

@x
(0; y) = u1;0 (y) ; y 2 R;

admet une solution stricte et unique telle que
u 2 W 2;p (0; 1Lp (R)) \ Lp (0; 1;W 2;p (R)) :
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6.2.2 Cas B 6= 0
Exemple 6.4 On pose X = L2 (0; 1)et on dé�nit l�opérateur T par�

D (T ) = ff 2 H1 (0; 1) : f (0) = f (1)g
T (f) = if 0 pour f 2 D (T ) ;

et introduisons l�opérateur A par�
D (A) = D (T 2)
A (f) = �2Tf;

et l�opérateur B par �
D (B) = D (T )
B (f) = �iTf ,

Alors B génère un groupe fortement continu et les opérateurs B2 � A! = T 2 + !I; de
domaine D (T 2) et (T 2 + !I)

1
2 sont des opérateurs auto-adjoint positifs ( pour plus de détails

voir [10],exemple 4, p. 211)
En prenant ! assez grand et8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

f 2 Lp (0; 1;L2 (1:0))

1:

8>>>>>><>>>>>>:

0@(P! +B)u0 �
1Z
0

esP!f (s) ds

1A 2 D (H)

u1;0 �H

0@(P! +B)u0 �
1Z
0

esP!f (s) ds

1A 2 (D (B2 � A) ; X) 1
2
+ 1
2p
;p

2: u0 2 (D (B2 � A) ; X) 1
2p
;p ;

alors le problème suivant8>>>>>>><>>>>>>>:

@2u

@x2
(x; y) + 2

@2u

@x@y
(x; y) +

@2u

@y2
(x; y)� !u (x; y) = f (x; y) ; (x; y) 2 (0; 1)� R

u (0; y) = u0 (y) ; y 2 (0; 1) ;

u (1; y)� a
@2u

@y@x
(0; y) = u1;0 (y) ; y 2 (0; 1) ;

u (x; 0) = u (x; 1) ;
@u

@y
(x; 0) =

@u

@y
(x; 1) ; x 2 (0; 1) ;

admet une solution semi stricte u .
De plus dans ce cas u admet une décomposition de la forme u = uR + uS;
où

1. uR 2 W 2;p (0; 1L2 (0; 1)) \ Lp (0; 1; D (T 2)) ; u0R 2 Lp (0; 1; D (T )) ;
2. uS 2 W 1;p (0; 1; L2 (0; 1)) :

Exemple 6.5 On prend X = Lp (R) ; 1 < p <1:
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On dé�nit les opérateurs A;B et H par8<:
D (A) =W 2;p (R) ; Au = au00;
D (B) =W 1;p (R) ; Bu = bu0;
D (H) =W 1;p (R) ; Hu = cu0;

où a� b2 > 0 et c > 0:Alors pour ! > 0 on obtient�
D (B2 � A!) =W 2;p (R) et (B2 � A!)u = � (a� b2)u00 + !u;
D
�p

B2 � A!
�
= W 1;p (R) :

Remarque 6.1 On peut voir qu�à partir du théorème de Püss-sohr [27], p 167 ou de Marco-
Fuhrman [24] que l�opérateur B2 � A! est BIP (�B2�A! ; X) :

Exemple 6.6 Soit X un espace de Hilbert et B un opérateur auto-adjoint, strictement positif
dans X avec A = �B3: Alors B2 �A! est un opérateur auto-adjoint, strictement positif et

D
�p

B2 � A!

�
= D

�
B3=2

�
;

d�autre part
�B �

p
B2 � A!;

génèrent un semi-groupe analytique dans X et nous avons aussi D (A)  D (B2) voir
exemple 3 dans [10]. car �B �

p
B2 � A! sont des opérateurs positifs.

On dé�nit les opérateurs A;B et H dans X = L2 (
) par8<: D (A) =
�
u 2 H6 (
) : u=@
 = �

2u=@
 = 0
	
; Au = �3u;

D (B) = H2 (
) \H1
0 (
) ; Bu = ��u;

D (H) = H2 (
) \H1
0 (
) ; Hu = ��u;

où 
 est un domaine borné dans Rq; avec q > 1:
Alors pour ! est assez grand , le problème8>>>>><>>>>>:

@2u

@x2
(x; y)� 2�@u

@x
(x; y) + �3u (x; y)� !u (x; y) = f (x; y) ; (x; y) 2 (0; 1)� 


u (0; y) = u0 (y) ; y 2 
;
u (1; y)��@u

@x
(0; y) = u1;0 (y) ; y 2 
:

u (x; �) = �yu (x; �) = �
2
yu (x; �) = 0; (x; �) 2 (0; 1)� @
;

a une solution semi stricte si et seulement si

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

8>>>>>><>>>>>>:
1:

0@��B �pB2 � A!
�
u0 �

1Z
0

es(B�
p
B2�A!)f (s) ds

1A 2 (H2 (
) \H1
0 (
))

u1;0 ��

0@��B �pB2 � A!
�
u0 �

1Z
0

es(B�
p
B2�A!)f (s) ds

1A 2 (D (B2 � A) ; L2 (
)) 1
2
+ 1
2p
;p ;

2: u0 2 (D (B2 � A) ; L2 (
)) 1
2p
;p :

De plus dans ce cas u admet une décomposition

u = uR + uS;
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1. uR 2 W 2;p (0; 1;L2 (
)) \ Lp (0; 1; D (A)) ; u0R 2 Lp (0; 1; H2 (
) \H1
0 (
)) ;

2. uS 2 W 1;p (0; 1; L2 (
)) :
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Résumé :
Ce travail est consacré à l�étude d�une équation di¤érentielle abstraite de second ordre

de type elliptique de la forme :

u00 (x) + 2Bu0 (x) + Au (x) = f (x) ; x 2 (0; 1)
avec les conditions aux limites non locales�

u (0) = u0
u (1) +Hu0 (0) = u1;0;

où A;B et H sont des opérateurs linéaires fermés de domaines respectifs D (A) ; D (B) et
D (H) dans X (un espace de Banach complexe) ,u0; u1;0 2 X et f est une fonction à valeurs
dans X :
On s�intéresse à l�existence, l�unicité et la régularité maximale de solutions de ce problème

lorsque le second membre f appartient à l�une des deux classes d�espaces de Banach de
géométrie di¤érente C�([0; 1];X) et LP (0; 1;X) avec 0 < � < 1; 1 < p <1:
Dans le premier cadre (compte tenu de la régularité höldérienne du second membre f),

ou l�espace de Banach X est quelconque, nous prouverons aussi, sous les mêmes hypothèses,
de nouveaux résultats optimaux si et seulement si les données u0, u1;0, f véri�ent certaines
conditions de compatibilité naturelles liées à l�équation elle-même. Ici, les techniques utilisées
reposent sur la théorie des semi-groupes analytiques, sur la célèbre théorie des sommes
d�opérateurs de Da Prato et Grisvard et principalement sur le travail de Sinestrari.
Dans le deuxième cadre fonctionnel LP (0; 1;X), lorsque l�espace de Banach X possède la

propriété UMD et sous certaines hypothèses sur les opérateurs (ellipticité, commutativité,...),
nous démontrerons de nouveaux résultats optimaux si et seulement si les données u0, u1;0
sont dans un espace d�interpolation bien précis. Les techniques utilisées reposent sur la classe
dite BIP des opérateurs et essentiellement sur le célèbre Théorème de Dore et Venni.
Mots clés :
Théorie des sommes d�opérateurs linéaires, semi-groupes, espaces d�interpolation, les

espaces UMD, les espaces de Hölder, solution stricte,solution semi-stricte, solution semi-
classique, régularité optimal, équation elliptique, les conditions non locales, puissances frac-
tionnaires.

Abstract :
This work is devoted to the study of a second order abstract di¤erential equation of

elliptic type :
u00 (x) + 2Bu0 (x) + Au (x) = f (x) ; x 2 (0; 1)

with the nonlocal boundary conditions�
u (0) = u0
u (1) +Hu0 (0) = u1;0

where A;B and H are closed linear operators of respective Domains D(A); D(B) and
D(H) in X (a complexe Banach space), u0,u1;0 2 X and f is a function with values in X.
we are interested in the existence, the unicity and the maximum regularity of solutions

of this problem when the second member f belongs to the one of the two classes of spaces
of Banach of geometry di¤erent C�([0; 1];X) and LP (0; 1;X) with 0 < � < 1; 1 < p <1:
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In the �rst framework (taking into account the regularity hölderian of the second member
f), where spaces it of Banach X is unspeci�ed,we will also prove, under the same assump-
tions, new optimal results if and only if the data u0, u1;0, f check certain natural compati-
bility conditions related to the equation it self. Here, the techniques used are based on the
theory of analytic semigroups, the famous theory of operators sums : Da Prato and Grisvard
and mainly on the work of Sinestrari.
In the second functional framework LP (0; 1;X), when the space of BanachX has property

UMD and under certain assumptions on the operators (ellipticity, commutation,. . . ), we will
show new optimal results if and only if the data u0, u1;0 are in interpolation spaces. The
techniques used are based on class known as BIP operators and primarily on the famous
Theorem of Dore and Venni.
Key words :
Theory of the linear sums of operators, semigroups, interpolation spaces,UMD spaces

,Hölder spaces, strict solution, semi-strict solution, semi-classical solution, regularity optimal,
elliptic equation, nonlocal conditions, fractional powers.


