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Introduction

La théorie de la distribution des valeurs d’une fonction méromorphe, fondée par
R. Nevanlinna, joue un roéle trés important dans I’étude de la croissance et 1’oscilla-
tion des solutions des équations différentielles linéaires dans le domaine complexe.

I1 trés connu que si les coefficients A; (z) (i = 0,...,n — 1) de I’équation différen-
tielle

FO 4+ A () fO D+ L+ A (2) f + Ao (2) f =0, (1)
sont des fonctions entiéres, alors toute solution est également une fonction entiére.
Frei [6] a démontré que si p est le plus grand entier tel que A, (2) est transcendante,
alors il existe au maximum p solutions indépendantes d’ordre fini de 1’équation
différentielle (1) ( pour la définition de l'ordre d’une fonction entiére f voir la page
10). Un autre résultat classique du a Wittich [21] affirme que toutes les solutions de
(1) sont d’ordre fini si et seulement si tous les coefficients de I’équation différentielle
(1) sont des polynomes. Pour une analyse compléte sur 'ordre des solutions dans le
cas des coefficients polynomiaux voir [10].

Il y a deux questions principales qui intéressent plusieurs chercheurs dans ce
domaine : 1) Quelles sont les conditions sur les coefficients qui assurent que toutes
les solutions soient d’ordre infini 7 2) Dans quelles conditions existe-il des solutions
d’ordre fini dans le cas ot il y a des coefficients fonctions entiéres transcendantes ?
Il y a beaucoup de résultats concernant ces deux questions mais le probleme dans
sa généralité reste ouvert.

Cette these comporte une contribution dans ce domaine pour les équations dif-
férentielles linéaires a coefficient fonctions entiéres de méme ordre.

Ce mémoire est composé de trois chapitres.

En premier chapitre, on va citer les notions fondamentales de la théorie de R.
Nevanlinna nécessaires pour notre travail, pour plus de détails voir ([12], [15]).

Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude de la croissance des solutions des
équations différentielles linéaires non homogénes a coefficients fonctions entiéres de
méme ordre et de types différents de la forme

P4 A (2) RO 4 Ag (2) MO f = 1 (2)
et
1"+ (4(2)e@" 4 Dy (2)) £+ (Ap(2)eP" + Dy (2)) £ = H(2),

ou Ag, A1, Do, D1, H sont des fonctions entiéres d’ordre inférieur a n, et Fy, P, sont
deux polynomes a coefficients complexes. Sous certaines conditions sur la croissance
des coefficients, on montre que toute solution transcendante est d’ordre infini.



Dans le troisiéme chapitre on va étudier I'ordre de croissance des solutions des
équations différentielles homogenes d’ordre supérieur a coefficients fonctions entiéres
de méme ordre et méme type suivantes

O Ay (2) e fED 4 A (2) e f + Ay (2) e f =0,

o Ag (2), ..., An_1(2), (Ao (2) # 0) sont des fonctions entieres d’ordres inférieurs a
n. On cherche des conditions suffisantes sur la croissance des coefficients pour que
chaque solution non nulle soit d’ordre infini.



Chapitre 1

Eléments de la théorie de R.
Nevanlinna

On va citer quelques définitions, notations et résultats dont on aura besoin par
la suite. Pour plus de détails voir ([12], [15]).

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Théoréme 1.1.1. (Formule de Jensen) Soit f une fonction méromorphe telle
que f # 0,00 et ay,as, ..., a, (respectivement by, by, ...,b,) ses zéros (respectivement
ses poles), chacun étant compté avec son ordre de multiplicité. Alors

1 [ r
ln|f(0)|:%/ In|f (re* ‘dﬁp—l—ZlnM Zlnf.

|b|< ]l |j|<7' |a]|

Preuve : On démontre le théoréme dans le cas ou f ne posséde ni zéros ni poles
sur le cercle |z| = r. Considérons la fonction

06 =16 IT =2 1T s

laj|<r [bj|<r

Alors g # 0,00 dans le disque |z| < 7 et In|g(z)| est une fonction harmonique.
D’apres la formule de la moyenne d’une fonction harmonique, on a

In|g (0)| = %/0 7rln g (re’?) | de. (1.1)

D’autre part,

g =10 T ﬁ/ I1 —.

d’ou

g (0)) =In|f (O) + > In— — Zln|bLj|. (1.2)



Pour z = re*?, on a

r?—a;z | | r?—b;z )
r(z—a;)|  |r(z—1b)
r? — a_jrew B r? — b_jrei“o _
r(reiv —a;)| |r(reie —b;)|

d’ot |g (re®?)| = | f (re*)|, De (1.1) et (1.2), on obtient le résultat.
Définition 1.1.1 Pour tout réel x > 0, on définit

Inz, x> 1

In" 7 = max (Inz,0) = {O, 0co<l

Lemme 1.1.1. On a les inégalités suivantes
(@) Inz <InTx

b)) InTzx<Ilnty (0<x<y)
1
(¢)lnz <InTz—1In" =
x
(d) Inz| <In"z+1Int —

8=

(f) In* (f; x) <+ Inta

i=1 i=1
Preuve : Montrons (e) et (f).

n n
(e) Si [] #; < 1. alors I'inégalité est triviale. Si [] z; > 1 alors
i=1 i=1

+ (ﬁx,) =In (ﬁxz) = zn:lnx,- < zn;lrﬁa:i.
i= i=1 i=1 i=

(f) De (b) et (e), on a

n n
+ <z; mz) <In*t (nlrga;;x,) <lnn+In" (fg&g};x,) <lInn+ Z;anr T;.
1= 1=

Définition 1.1.2. [11],[12] Soit f une fonction méromorphe. Pour tout nombre
complexe a, on désigne par n (t,a, f) le nombre de racines de 'équation f(z) = a
et par n (t,00, f) le nombre de poles de la fonction f dans le disque |z| < ¢, chaque
racine et pdle étant compté avec son ordre de multiplicité. Posons

N (ra, f) = ( %) :/rn(t,a,f);n((),a,f)dHn(O’a’f)logr
0

—a

et

N (r,00, f) =N (r, f) :/OTn(t’oo’f);n(o’oo’f)dt—i—n(O,oo,f)logr;



N (r, f) est appelée fonction a-points de la fonction [ dans le disque |z| < r

Lemme 1.1.2. Soit f une fonction méromorphe avec a-points a1 oo, ...,0
dans le disque |z| < r tel que 0 < |ay| < |as| < ... < |ay,| < 1, chacun étant compté
avec son ordre de multiplicité. Alors

r

Tntaf),  [n(taf)—n0af) r
/ t dt_/ t =2 " o]

0 0 0<|a;|<r

Preuve : Posons r; = |a;| (i = 1,...,n), on obtient

Zln—— v —nlnr—Zlnn

0<|ai|<r

n—1

Zz (Inripyy —Inr) +n(nr—Inr,)

7
n—1

=1

Z/““dt /dt / taf
(3

i=1 i

k3

Proposition 1.1.1. Soit f une fonction méromorphe avec le développement de
Laurent

f(z):icZ ‘em #0, mEZ.
Alors . !
1n|cm|:%/0 1n|f(rei<ﬂ)|dgp+N(r,f)—N(r,%).

Preuve : Définissons la fonction méromorphe h en posant

h(z)=f(z)z™, z€C.
Il est clair que m = n (0,0, f) —n (0,00, f) et h(0) # 0, co. En effet, si m > 0, alors
n (0,00, f) =0etm =n (0,0, f);sim <0, alorsn (0,00, f) = —m et n (0,0, f) =0
et finalement si m = 0, alors n (0,00, f) = n (0,0, f) = 0. Donc les fonctions h et f
ont les mémes poles et les mémes zéros dans 0 < |z| < r. La formule de Jensen et le
Lemme 1.1.2 impliquent

1 2m . ,
1n\cm|:1n|h(0)\:%/ In|f (re’¥) ‘dgp—i—Zlnm—Zlnm
0 lbj|<r b; laj|<r J

2m

=5 [ Wl ) do = (n0.0.5) = n (0,00, )

Tn(t,oo,f)—n((),oo,f) . rn(tvoaf)_n(oaoaf>
- t a- [ t i




1 27 . 1
=5 i ln|f(rew)}d90—|—]\7(7‘,f)—]\f(T,?> )

Définition 1.1.3. Soit f une fonction méromorphe. On définit la fonction de
proximité de la fonction [ par

1 I 1
m(r,a, f) m(r,f_a> 277/0 og ‘f(rew)_a’dﬁ,a#oo
et

Lo 0
m(r,oo,f):m(r,f):%/o log™ | f (re”)| dé.

Définition 1.1.4. On définit la fonction caractéristique de R. Nevanlinna de la
fonction f par

T(r f)=m(r, f)+N(r[f).

Exemple 1.1.1. Pour la fonction f(z) = €*, on a

n(t,00, f) =0et N (r, f) =0.

De plus
1 2 ) 1 2 )
. —+ 1 _ + r cos 0+ir
m (r, )—%/0 log ‘f('r’e )|d9—%/0 log ‘e {d@
1 3 T . Ed r
=5 r cos 0df = 2—2 [sinf]g = —
T = s s
D’ou

T(r f)=

1.2 Premier Théoréme fondamental de R. Nevan-
linna

Théoréme 1.2.1. [12], [17] Soit f une fonction méromorphe avec le dévelop-
pement de Laurent

f(z)—a:Zcizi, cm #0, meZ, aeC.
Alors .
T(r,a,f>—T(r,f—) —T(r,f) — Infen| + ¢ (ra)
—a

ol
o (r,a)] <2 41" |af,

Preuve : Sia = 0, alors d’aprés le Lemme 1.1.1 (¢) et la Proposition 1.1.1, on a

1 2 ) 1 27 1 1
In [ep,| :%/o 111+}f(7’6w)}dg0—%/0 ln+md<p+N(r,f)—N(T,?>



et

inleal = m ) = (1 3) 48 ) - 8 (n7)

donc

m<r,1> —N(r,%) () + N (r, f) —In e

D’ou

T (r,%) =T (r,f) —Inl|cy| ou ¢ (r,0)=0.

Montrons le cas général a # 0. Posons h = f — a. Alors

N(%) :N(f%> N (r,h) = N (r. f)

m<“%>:m(r’fia>‘

In* |h| =In™ |f —a] <In"|f| +In" |a| + 1n2

De plus

In"|f|=In"|f—a+a|=In"|h+a <In"|h] +1In" |a| + In2.

En intégrant ces deux inégalités, on trouve que
m (r,h) <m(r, f) +In" |a| +In2

m(r, f) <m(r,h) +In" |a| + In2.

Posons
o(rya)=m(r,h) —m(r, f).

Alors
¢ (r,a) <In"|a| +1n2.

En appliquant (1.3) pour A, on aura

T<r,%> :m(r,%) +N<r,%> — o (rh)+ N (1, h) — In |en]

=m(r, [) + N(rf)+¢(ra) =Inje,| =T, ) = Injen| + ¢ (ra).

Remarque. Le premier Théoréme fondamental peut étre formulé comme suit

T(r,ﬁ) =T (r, f)+0(1)



pour tout nombre complexe a # oco.

Proposition 1.2.1. Soient f, fi, fa,..., fn des fonctions méromorphes et

a,b,c,d € C telles que ad — bc # 0. Alors
)T<Tﬁfz)<ZT( f), 02 1)
2) T (r, f")=nT(r,f)(n € N)
)T<T2fz)<ZT( £) +Inn

4)T< “f+b) _T(r,f)+0(1),f7é—%l.

" cf +d
Preuve :
1) On a
. (nHﬁ) <>m(nf)
=1 =1
et . .
N<T7Hfz> S N(T,fz)7
=1 =1
donc

2) On a |f™| = |f]" < 1 équivaut |f] < 1. Si |f] <1, alors

T(r, f*) = N(r f") <naN(r,f) =nT(r,f).

Si |f] > 1, alors
T(r, f*)y=N(r, f*)+m(r, f")

=nN(r,f)+nm(r, f)=nT (r, f).

() () (5

< ZN(T, fi)+ Zm(r,fi) +Inn = ZT(?‘, fi) +1nn.
i=1 =1

3) On a

1
7.f4:

4) Posons fy = f, fi = f0+  fo= Cf1,f3:E

Si ¢ # 0, alors

f3,9—f5

T(r, frr1) =T (r, fx) + O(1).

D’ou le résultat.

f4+—-



Exemple 1.2.1. Pour la fonction f (z) = €*, on a

T(rf)=

2=

Calculons maintenant 7' (¢, 00, f). Si a = 0, alors N (1,0, f) =0 et

1 2m . 1 27
m(raoa f) - %/0 10g+|f<7“€7'6)‘d(9: %/0 log+}€—rcose|d9

3T
1 [7 — 3n
=5 : —rcosfdf = 2—7: [sin@]%2 = ;
Donc
,

T (r,0,f)=N(r,0,f)+m(r,0,f) =

Sia # 0, 0o et zy est une solution de I’équation e*® = a, alors toutes les solutions
s’écrivent zg + 2km (k € Z). D’ou

12— (Infal)* ¢

t ~ 2 ~— 1
n(aa’vf) 27T ﬂ" — 400

D’ou
N (r,a, )=—+O(lnr):%+0(1),
et
m(r,a, f) =0 (1).
En effet,

27
1
— [ log* .
m (r,a, f) 277/0 08 lexp {rei?} — a|

cette égalité reste bornée car exp {rew} — oo dans le secteur =5 +e <0 < § —¢
et exp {re”’} — 0 dans le secteur Z +e < <2 —¢, (¢ > 0). Donc

do;

T(ra.f)=N(raf)+mraf)="+0(1).

Exemple 1.2.2. Soit

24+ 4a
f(z)=c—————L (o c#£0).
294 ...+ aq

Supposons que p > ¢q. Alors f (z) — oo pour z — oo, donc m (r,a, f) = 0 pour
r > rg si a # co. L’equation f (z) = a posséde p racines, donc n (t,a, f) = p et

N(r,a,f)z/orwdt:plnr—i—O(l)
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et par suite pour r — oo
T(r,f)=phhr+0(1)

et
N (r,a.f) =plur + O (1),

m(T’,&,f) :O(l)a a # 00.
De facon analogue si p = ¢, alors
T(r,f) = qlnr + O (1)

et
N (r,a, f) =qlnr+0 (1),

m (.0, f) = 0(1), a #0,
On a donc dans tous les cas

T(r,f)=dlnr+0O(1)

et
N (r,a,f) =dlnr+ 0O (1),

m(r,a, f) = 0O(1), a# f(0),

avec d = max (p, q) .

1.3 Ordre d’une fonction entiére

Définition 1.3.1. [12], [18] Soit f une fonction entiére. Alors I'ordre et I'hyper-
ordre de f sont définis respectivement par

loglog M (r, f)

— 1
o (/) r—g&-noo log r
—logloglog M (r, f
N T

ou M (r, f) = |aX |f (2)] . Si f est une fonction méromorphe, alors I'ordre et 'hyper-

ordre de f sont définis par

—logT'(r, f)
= Tim =\
7 <f) r—lgloo log r
—loglog T (r,
02 (f) = rEToo—g lig 7’< f)

Le type d’une fonction entiére d’ordre o est définit par

7(f) = lim —logM(r, f)

r——400 ro
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Exemples 1.3.1. Soit P (z) est un polynome d’ordre n. Alors
La fonction f (z) = sinh{P (z)} est d’ordre o (f) = oo et d’hyper ordre

o2 (f) =n.
La fonction f (z) = exp {exp z} est d’ordre o (f) = oo et d’hyper ordre

oy (f) =1
La fonction f (z) = y/zsin (y/z) est d’ordre o (f) = 3 et d’hyper ordre
o2 (f) = 0.

La fonction f (z) = €2 est d’ordre o (f) = 3 et de type 7 (f) = 2.
Définitions 1.3.2. [11, p. 318] On définit la mesure linéaire d’'un ensemble
E C [0,00) par
—+00
m(E)= [ @
0
ol xg (t) est la fonction caractéristique de ’ensemble F.

La mesure logarithmique d’un ensemble F' C [1,00) est définie par

_ e Xr (t)
Im (F) —/1 Tdt.

La densité logarithmique inférieure est définie par

Im(EN|1
log dens (E) = lim infM
— r—+00 logr

La densité logarithmique supérieure est définie par

— Im(EN|l
log dens (E) = lim supu.
P00 log r

Exemple 1.3.2. La mesure linéaire de ’ensemble F = [2,6] C [0, 00) est

m(E):/OOOXE(t)dt:/:dt:éL

La mesure logarithmique de ’ensemble F' = [1,¢?] C [1,00) est

o0 dt “ dt

La densité logarithmique inférieure de ’ensemble F' est

Fnl
log dens (F) = lim imfM

=0
r——400 log r

La densité logarithmique supérieure de ’ensemble F' est

— Im(FnN[l
log dens (F) = lim supM =0

r——+00 logr
Définition 1.3.3. [11, p. 318] Soit f(z) = > a,2" une fonction entiére, p (r)

n=0
son terme maximal, i.e. p () = max {|a,|r", n=0,1,2,...}. Alors l'indice central
de la fonction f est défini par vy (r) = max{m, p(r)=|an|r™}.

Exemple 1.3.3. Pour la fonction f (z) =e*,ona p(r) =[r] et v (r) =[r].
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1.4 Théoréme de Phragmén-Lindel6f.

Ce théoréeme est une extension du théoréme de Liouville qui affirme que (si f est
une fonction analytique et bornée sur le plan compleze C, alors elle est constante).
La condition bornée peut étre remplacée par une autre majoration comme suit :

Théoréme 1.4.1. [5] Soit G un domaine simplement conneze et f une fonction
analytique sur G. Supposons qu’il existe une fonction analytique ¢ : G — C bornée
et ne s’annule pas sur G. Si M est une constante et 0,,G = AU B telle que

a) pour tout a € A, limsup |f (2)] < M,

zZ—a

b) pour tout b € B, et n >0, limsup |f (2)|]p (2)]" < M,
z—b
alors |f (2)] < M pour tout z € G.

Corollaire 1.4.1. Soit a > % et posons G = {z :|arg 2| < %} Supposons que
f est analytique sur G et qu’il existe une constante M telle que limsup |f (2)| < M

zZ—w

pour tout w € O,G. S’il existe deux constantes positives p et b < a telles que
If (2)] < pexp <|z]b> pout tout z € G avec |z| suffisamment grand, alors |f (z)] <

M pour tout z € G.
Ce résultat a été établi dans [16] comme suit :

Théoréme 1.4.2. Soit f une fonction analytique dans le secteur S, (de mesure
angulaire T ) et continue sur 05, telle que |f (2)| < M pour tout z € 0S,. Si l'ordre
angulaire o (f) < «, alors |f (2)] < M pour tout z € S,.



Chapitre 2

Croissance des solutions des
équations différentielles non
homogénes a coefficients fonctions
entiéres de méme ordre

2.1 Introduction et résultats.

Dans ce chapitre, on va étudier la croissance des solutions des équations dif-
férentielles non homogénes d’ordre deux a coefficients fonctions entiéres de méme
ordre.

Dans I’étude de ’équation différentielle suivante

f"+ A (z) e f 4 Ao (2) € f = H (2), (2.1)

Jun Wang et Ilpo Laine ont obtenu les résultats suivants.

Théoréme 2.1.1. [20] Soient Ag £ 0, Ay # 0 et H des fonctions entiéres
d’ordre strictement inférieur a 1 et a,b des constantes complexes non nulles telles
que a # b. Alors toute solution transcendante f de l’équation différentielle (2.1) est
d’ordre infini.

Théoréme 2.1.2. [20] Soient Ay # 0, Ay # 0, H, Dy, et Dy des fonctions
entiéres d’ordre strictement inférieur a 1, et a,b des constantes complexes non nulles
telles que b/a < 0. Alors toute solution transcendante f de ’équation différentielle

F 4 (A (2)e™ + Dy (2) f + (Ao(2)e" + Dy () f = H(2) (2.2)

est d’ordre infini

Maintenant, on va étendre ces résultats, au premier lieu, pour les équations
différentielles linéaires suivantes

P4 Ar(2)e™" 4 Ag(2)e" f = H(2) (2.3)

13
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et

f+ (Ai(2)e™" + D1 (2)) f + (Ao(2)e”" + Dy (2)) f = H(2). (2.4)
Théoréme 2.1.4. Soient Ay #Z 0, Ay # 0 et H des fonctions entiéres d’ordre
strictement inférieur a n et a,b des constantes complexes non nulles telles que a # b.
Alors toute solution transcendante f de l'équation différentielle (2.3) est d’ordre

Théoréme 2.1.5. Soient Ay £ 0, Ay 0, H, Dy, et Dy des fonctions entiéres
d’ordre strictement inférieur a n, et a,b des constantes complexes non nulles telles
que ab # 0 et a/b < 0. Alors toute solution transcendante f de (2.4) est d’ordre

On peut étendre ces résultats facilement aux équations plus générales comme
suit :

Corollaire 2. 1 1. Soient h; (2) (j =0, 1) des polynémes non nuls avec hy (z) =

Z biz', hy (2 Zazz tels que a;,b; (i =0,1,...n) sont des constantes complezes

=0
telles que ayb, # 0 et b, # a,. Alors toute solution transcendante de l’équation

différentielle
f 4+ A (2) M@ 4 Ay (2)eh@ f = H (2) (2.5)
est d’ordre infini.
Corollaire 2. 1 2. Soient h; (z) (j =0,1) des polynémes non nuls avec hy (z) =

Z biz', hy (2 Zazz tels que a;,b; (i =0,1,...n) sont des constantes complezes

=0
telles que ayb, # 0 et a,/b, < 0. Alors toute solution transcendante de l’équation

différentielle
F o (A=) 1+ Dy (2)) £+ (Ao(2)e"® + Dy (2)) f = H(z)  (2.6)

est d’ordre infini.

Exemples 2.1.1 L’équation différentielle suivante

2

f" + sinh (%) ¢*' ' + cosh (%) ¥ f = e,

vérifie les conditions du Théoréme 2.1.4. En effet, on a n = 4 et

0 (Ag) = o (cosh (2%)) =2,
0 (Ar) = o (sinh (2%)) =2,

O'(H)—O'( )—2

Donc toute solution f transcendante est d’ordre infini.
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L’équation différentielle suivante

f +ezezz+2zf+ 22 z+3zf_SiIl(Z),

vérifie les conditions du Corollaire 2.1.1. En effet, on a n = 3 et

(AO)_U( )_2

o(H)=o0(sin(z)) =1.

ho (2) = 2° + 3z, hy (2) = i2° + 22.

Donc toute solution f transcendante est d’ordre infini.
L’équation différentielle suivante

f// + (—QZei’ZA i — COS \/—) f n (226—”4 4 Sin \/E) f _ €Z7

Nz NE

vérifie les conditions du Théoréme.2.1.5. En effet, on a n = 4 et

o (Ag) =0 (22) =0,

o(A)) =0(—22) =0,

o(H)=o0(e)=1.

Donc toute solution f transcendante est d’ordre infini.
L’équation différentielle suivante

f+<2zz+2z >f+<3z—z+z+1+\/zsin\/z>f:

vérifie les conditions du Corollaire 2.1.2. En effet, on an =5 et
o (Ag) =0 (%) =1,

(A1>—O'( )—]_
o (Do) =0 (Vzsiny/z) = -

—Zz
Y
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ho(2) = —2° + 24 +1, hy (2) = 2° + 22

Donc toute solution f transcendante est d’ordre infini.

Pour les démonstrations des théorémes précédents on a besoin des lemmes sui-
vants.

2.2 Lemmes préliminaires

Lemme 2.2.1. [13] Soient g (z) une fonction entiére d’ordre fini o et v (r) son
indice central. Alors

—_logv (r)
im :
r—-+00 log r

o =

Lemme 2.2.2. [9] Soient f (z) une fonction méromorphe transcendante d’ordre
fini o et € > 0 est une constante. Alors, il existe un ensemble H C (1,00) de
mesure logarithmique fini, telle que pour tout z avec |z| ¢ H U0, 1] et pour tout k,
j,0<7<k,ona

f® (2)

f(j) (Z)
De méme, il existe un ensemble E C [0,27) de mesure linéaire nulle telle que pour
tout z = re? avec |z| suffisamment grand et 0 € [0,2w) — E, et pour tout k, j,
0 < j <k, linégalité (2.7) est valide.

< |z (2.7)

Lemme 2.2.3. [7] Soit f(z) une fonction méromorphe d’ordre fini o. Etant
donné ¢ >0 et 0 < I < 3, il existe une constante K (o, ) et un ensemble E¢ C [0, 00)
avec log dens (E¢) > 1 — ( telles que

|

f(re?)
pour tout r € E; et pour chaque intervalle J C [0,27] de longueur .

df < K (0,() (l log %) T (r, f) (2.8)

Lemme 2.2.4. [20] Soit f(z) une fonction d’ordre fini o et M(r, f) = f (rew).

Etant donné ¢ > 0 et 0 < C(0,¢) < 1, il existe une constante 0 < ly < % et un

2
ensemble E; avec logdens (E¢) > 1 — ( telle que

e " M(r, f)l_c("’o < !f (reie)‘ (2.9)
pour tout r € E; suffisamment grand et tout 0 telle que |6 — 6, < lo.
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Preuve : On prend la branche principale de log f (reigr), c’est-a-dire
0 < arglog f (re'") < 2m, on a

0

log f (rew) = log f (rewr) + /dlogf (rew)

9,

02 .
=log f (re’) +ri / %e”da (2.10)
01

En prenant les modules des deux cotés de (2.10) et en supposant que 7 est assez
grand, on obtient
0
]
0

r

f(re?)
f(re)

}logf (reie)‘ > ‘logf (TewT) |dl)|

0 .
>log M (r, f) — 2w — 7"/ f'(re”) |do)| .

f(re?)

Du Lemme 2.2.3, il existe un ensemble E; C [0,00) avec 1 — ¢ < logdens (E;)
telle que

1 .
log M (r, f) — K (0,() (llog 7) T (r,f) < log f (re”)| + 2, (2.11)
pour tous les 7 € E; et 0 < |0 —6,] =1 < 1, ou K (0,() est une constante ne

dépendant que de o et (. Il est évident qu’il existe [y telle que
1
K(U7C> (llOg 7) < C(O-a C) <1,
pour tout [ < [y < % De T'(r, f) <log M (r, f), et (2.11) on déduit que

(1=C(0,¢)log M (r, f) < |log f (reie)‘ + 27

< \/|log2 f(re®)| + (31)° < |log f (re”)| + 5, (2.12)

ce qui conduit a (2.9).

Lemme 2.2.5. [20] Soient f (z) et g(z) deux fonctions entiéres non constantes
avec 0 (g) < o(f) < +oo. Etant donné € > 0 avec 0 < 4e < o (f) —o(g) et

0<o< e il existe un ensemble E avec logdens (E) > 0 et une constante positive
ro telle que

‘g ()] ¢ exp [—potn-2) (2.13)

f(z)
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pour tout z tel que |z| = r € E est suffisamment grand et que |f (z)| = M(r, f)
1
vr(r) 1

Preuve : Il est clair que
v(r) <7D g (2)] < exp {797 (2.14)

pour tout r suffisamment grand. Soit 7/, une suite tendant vers l'infini telle que

loglog M (r},, f)

o(f)= lim
() = Jim “E2E
Posons £ = U2, [r;, r;l*%] pour £ > 0. On a

Togdens (5) > Hmsp! 0 [l ]
OB dens (E) 2 oy = 1= e

o Im (E N [r], ri2]) 2k -
S T 2k log . 142k

Puisque M (r, f) est croissante, alors nous avons

loglog M (r, f) _ loglog M (r},, f)

0. (2.15)

logr — (1+2k)logr!,
pour r € [r),, "], Par conséquent, en prenant 20 (f) k = ¢, on obtient
loglog M (r, f) _ o (f)
> > 1—2k) = —
M0 > D s otna-m=on)-

Cela signifie que, pour r € F,

M (r, f) > exp {T"(f)_s} . (2.16)

En combinant (2.14) et (2.16), nous pouvons conclure qu’il existe une constante
positive rq telle que

’g (2)
f(z)

pour tout z satisfaisant |f (z)| = M(r, f) vf(r)’iﬂs tel que r € E est suffisamment
grand.

a(9)+
< r<o<f>+1>(%—6)w < exp {—roN2}
exp {ro(f—<}

Le lemme suivant décrit le comportement de e’*) ot P (z) est un polynome.

Lemme 2.2.6. [4] Soient P(z) = (a+ i) 2", ot a, 5 sont des nombres réels
tels que |a|+|B| # 0 et A(z) #Z 0 une fonction méromorphe avec o (A) < n. Posons
g(z) =A(2)el'®, 2z =re? §(P,0) = acos (nf) — Bsin (nf) . Alors pour tout ¢ > 0
donné, il existe un ensemble E C (1,400) de mesure linéaire fini tel que pour tout
0 €10,2m)\ H il existe R > 0 tel que pour |z|=r >R et r ¢ E, on a
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(i) si 6 (P,0) >0, alors

exp{(1 —€)é(P,0)r"} < |g (rew)‘ <exp{(1+¢)d(P,O)r"}, (2.17)
(7i) si 0 (P,0) <0, alors

exp{(1+¢e)d(P,0)r"} < |g (re”)| < exp{(1—e)d(P,0)r"} (2.18)
ouw H={0€0,2m); §(P,0) =0}.

Preuve : Soit g (z) = h (2) @t ot h (2) = A(2) e P, 1 (2) = P(2) —
(a+1ip) 2", alors o (h) = s < n. Du Lemme 2.2.2, pour tout ¢ donné 0 < 2¢ <
n—s,Hy={0¢€0,2m);5(P,0) =0}, il existe un ensemble H; C [0,27) de mesure
linéaire nulle telle que pour tout z = re avec |z| suffisamment grand et 0 € [0, 27) —
Hy, |z| > Ry (Rp>1)ona

h (Teie)

| L plm1mE/2), 2.19
h (rei?) " ( )

En prenant la courbe intégrante C' = {z : arg z = 6, Ry < |z| < r}, nous obtient

T 0
log h (re”’) = / f;((f:w? e”dt +logh (Rpe™) . (2.20)
Ro

De (2.19) et (2.20) nous obtenons

log b (re)| < r*e2 4 M < r*te
ott M > 0 est une constante, et
log | (re”)|| < [log h (re”)| < r**=.
D’ott
exp { ="} < |h (re”)| < exp {r**} (2.21)
Comme |exp {(a +if) (re?)" }| = * O™ et de (2.21), on aura

exp {6(P,0)r" —r*te} < |g (re”)| < exp {6(P,0)r" + r**°} (2.22)
D’ou, de (2.22) il existe R > Ry telle que pour r > R (2.17) et (2.18) sont
réaliseés.
Lemme 2.2.7. [8] Soient Py, Ps..., Py des polynémes non constants de degrés,
di,dy...,dy, respectivement, tels que deg(P; — P;) = max{d;,d;} pour i # j et
k
A(z) =Y. B (2)eli®) | o B;(2) £ 0 sont des fonctions entiéres avec o (B;) < d;.
j=1
Alors 0 (A) = maz{dj}.

1<j<k
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Preuves des Théorémes

2.3 Preuve du Théoréme 2.1.4

Supposons d’abord que f est une solution non triviale de (2.3) avec o (f) < oo.
Montrons que o (f) > n. Supposons que o (f) < n. Alors d’aprés (2.3), on a

A (2)e™" [+ Ag(2)e”" f = H(z) — [".
D’apres le Lemme 2.2.7, on a
(A (2)e™" f + Ag(2)e”" f) = maz {dj} = n.
1<5<2
D’autre part, on a
o(H(z)—f") <m,
c’est une contradiction. Donc o (f) > n. De (2.3), on peut écrire

"

Iy @l 4 agme = 2 (2.23)

f f f

1
De la théorie de Wiman-Valiron, pour 0 < § < 7 il existe un ensemble E; de mesure

logarithmique fini tel que

‘ £ (2)
f(2)

) <vf(r)>j<1+o(1>>, j=12. (2.24)

z

ou |f(z)] = M(r, f) vf(r)’i” r ¢ E;. De plus, de la définition de 'indice central,
on sait que vy(r) — oo quand 7 — co. Du Lemme 2.2.1, on a

vp(r) < 7O+ (2.25)
pour tout r suffisamment grand. Du Lemme 2.2.2, on a
f9)(2)
f(z)
pour tout z satisfaisant |z|] = r ¢ Ey ou Im (FEy) < oo, et € est une constante

donnée avec 0 < 4e < 1 — o (H). Et du Lemme 2.2.5, il existe un ensemble F3 avec
¢ =logdens (E3) > 0 tel que

< |Z|(J')(U(f)*1+5) j=1,2 (2.26)

Y

< exp {—7"1’25} , (2.27)

ou r € Fj est assez grand. Pour tout r, il existe 6, telle que M(r, f) = } f (rew*) )
Du Lemme 2.2.4, pour une constante 0 < ¢ < 1, il existe une constante [y et un
ensemble E, avec 1 — g < logdens (Ey), tels que

e M(r, £)17¢ < |f (rew)‘ (2.28)
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pour tout r € Ey et |§ — 0,| < lp. Rappelons maintenant que les fonctions caracté-
ristiques de Es5 et Ej vérifient la relation

#psnEs (t) = 2e, (t) + 55, (1) — #B,0E, (1) -

Il est clair que logdens (E3 U Ey) < 1. Ainsi, on obtient

< logdensEs3 + log densEy — log dens (E3 U Ey) < logdens (E3 N Ey) .

DO |

Comme Im (E; U Es) < 0o, on aura logdens ((E3 N Ey) — (E1 U Ey)) > 0. Ainsi, il
existe une suite de points z, = r,,e"" avec 1, — 400 et

|f (Zm)| = M(T'I’YH f) S (E?) N E4>\ (El U EQ) .
On suppose que lim 6, = Oy; (si c’est nécessaire on passe a une suite extraite de

{0m}). h

Maintenant on va examiner trois cas séparément.

Cas.1. 6 (az", ) > 0. De la continuité de 6 (az™, ), on a

%(5 (az",0p) < d(az",0,,) < 2(5 (az",0p) (2.29)

pour m suffisamment grand. De (2.17), on déduit que

eap {8 itz ouyrs | < [s(amer| < eap {21

i d(az", 90)7“,"71} (2.30)

pour tout m suffisamment grand. De (2.23), on obtient

1 n

—az

e m

‘f (zm)  Ao(zm) oayen|

FGm) | Ar(em) = 'A1<Zm>

On va traiter le Cas 1 en trois sous cas :

(17

teepl) e

Cas.1.1. n = 6 ((b—a) 2™,0y) > 0. De la continuité de la 0 ((b — a) 2", 0), on a
aussi

50 ((b—a) 2", 00) < (b~ a) 2", 0,) < 55 (b —a) 2" o)

pour m suffisamment grand. Encore une autre fois a partir de (2.17), on obtient
exp { ( 5 6)777‘21} < ‘—Aigimi elb=0)zm| < exp{ ( 5_8)777“21} , (2.32)

quand m est assez grand. En substituant (2.24), (2.25) et (2.27) dans (2.31), on
obtient
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T?g(f)ﬂ

Uy (’f’m) AO(Zm) (b—a)zn
m| < — "
L)+ e S T4 (o) oo |

pour m suffisamment grand. Compte tenu de (2.30), on a clairement

(2.33)

20(f)+1 20(f)+1
T'm T'm 1—2e¢ n "
|A1<Z )eaz;}t’ < < e:l:p{—( 2 )5(0,2’ aeo)rm}'

1 _ ~
exp {%5(@2’1, 6’0)7"}%}
La combinaison de (2.25), (2.32) et (2.33), nous donne
1—

Ao(m) ey, , Vs(Tm) _ 5(rm)
Al(zm> T'm T'm

20(f)+1

T'm
< e+ 200, Seapd —
\Al(zm)e‘”% + 2r,, exp{

(1 —2e¢)

5(@2“,90)7%} + 217 < 3y,

qui meéne a une contradiction.

Cas.1.2. n =6 ((b—a) 2", 0y) < 0. A partir de (2.18), pour m assez grand, on
déduit que

3(1 A m n
exp{ ( ;g)nrfn} < '—0(2 )e(b‘“)zm

A1<Zm)

Il résulte de (2.33) et (2.34) que

< exp { 1 S g)nrfn} . (2.34)

) 1t o)) < eop { B3 2 b < eon { - U5 stam gy |

quand m — oo, ce qui implique que v¢(r,,) — 00, ce qui est impossible.

Cas.1.3. n = 6((b—a)z",0p) = 0. On peut utiliser (2.28) pour construire
une autre suite extraite de points 2, = 7, avec lim 0, = 0 telle que n, =

m—00

d((b—a)z",6;) > 0. Sans perte de généralité, supposons que
d((b—a)z",0)>0, 0¢€ (0y+2km b+ (2k+1)7);
0((b—a)z",0) <0, 0¢€(0y+ 2k —1)m, 0y + 2km)
avec k € Z. Quand n est assez grand, on a |0y — 0,,| < lo. Choisissons maintenant

07, tel que
— < |0, — 0| < lo.

Par suite



23

it O <0 <t

et par conséquent

l
0o + 50 <05 < by + lo. (2.35)

Pour m suffisamment grand, nous avons (2.28) pour z,, et n; = §((b—a)z",05) > 0.
Par conséquent,

H(zp) | _ v ()i M(r, H)
f(z0) e~ M (1, f)17
et
l—¢ n AO('Z;kn) —a)(z: )" 3(1 + 6) n
exp {( 5 )nlrm} < ‘Al(z:;l)e(b T Ceap g ==, (2:36)
Du Lemme 2.2.5, nous avons
M(rp, f) = exp {rg@—=}.
Par conséquent, on aura
o(H)+e
H(z* - 15\ eXp {T’m }
‘ f((zm)) g 717(1 (f)+l)<4 5) g exp {_7,,71’;26} (237)
Zin

exp {rfn(f)*g }

pour tout m assez grand. Prenant maintenant I, assez petite, on a d(az™, 65) > 0
par la continuité de 6(az",6). Cela donne

1— NS
exp {( 5 8)5(az”,93)r,’;} < ‘Al(z;)e“(zm)

< exp { 3“; ) 5(azn, eg)r;;} | (2.38)

En substituant (2.26) et (2.37) dans (2.31), on obtient

m a)(zk < a(zx)", 20(f)+1 a(f)—i-a‘
'Al(za)e SAGt T,

La combinaison de (2.36) et (2.38), donne une contradiction pour m est assez grand.

Cas.2. Supposons maintenant que §(az", ) < 0. A partir de la continuité de
d(az™,0) et (2.18), on aura

eop { X Dstan ouy | < JsCemert] < eap {85 Dotasn b0} 239

pour tout m suffisamment grand. De (2.23), nous avons
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+ Ao(zm)ebzg”

< [ Ay (2 e

‘ fﬁ<2m) [ (zm) | H (2)] (2.40)

f(zm) fGm) | M(rm, f)

quand m — oo. Encore une autre fois, nous allons traiter trois sous cas séparément :

Cas.2.1. §(bz",0y) > 0. De la continuité de 6(bz", 0) et (2.17), on déduit que

3(1+¢)

1-— n
ap {< 5)5<bz“,90>r;z} < [Ao(zm)e"™| < exp{

5 d(bz", Gg)rfn} (2.41)

pour m assez grand. En substituant (2.24), (2.25), (2.27) et (2.39) dans (2.40), on
obtient

va(rm)) (1+0(1)) + Ag(zmn)e?™ | < exp {—r) >} . (242)

La combinaison de (2.42) avec (2.25) et (2.41), donne 'inégalité suivante

1—¢
cap{ U5 200,00 | < exp (i) i) <20
ce qui méne & une contradiction.

Cas.2.2. §(bz",0p) < 0, Par la continuité de 6(bz",0) et (2.18), on a maintenant

exp {w(s(bzn, eo)r;} < |Ao(zm)e™ | < exp { a - ) s, eo)r;;} (2.43)

pour tout m suffisamment grand. Il résulte de (2.39), (2.40), (2.43) et du Lemme
2.2.5 que vy(ry,) — 0 quand m — oo, ce qui est impossible.

Cas.2.3. 6(bz",0p) = 0. De la méme maniére que dans le Cas 1.3, on peut
de nouveau construire une autre sous suite de points z*, = 7, satisfaisant
o 108, — 0] < 1o tel que d(az", 0) < 0 < §(b2",60;) ou b5 = nll_rgOQ’:n En rem-
plagant d(az",0y) par §(az™,0;) dans (2.39) et §(bz",0y) par 6(bz",0;) dans(2.41),
respectivement, on obtient (2.39) et (2.41) pour la sous suite de points z},. Le méme
raisonnement du Cas 1.3 méne aussi a (2.37) pour les points z¥. De méme que

précédemment, on obtient

Ag(z;)eb(z:")"

< )Al (z;)ea(zf”)n r;(fH'g + exp {—7‘7171_26} + r,%f”(f)“)

pour tout m suffisamment grand. Une contradiction suit en combinant cette inégalité
avec (2.39) et (2.41) pour 2.

Cas.3. d(az",0y) = 0. On discute trois sous-cas selon §(bz", fy) comme suit :
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Cas.3.1. 0(b2",0p) > 0. Par un raisonnement similaire & celui du sous Cas 1.3,
. . . . FO* .
nous pouvons choisir une autre sous suite de points 2, = 7,6 avec 0 = lim 07,

et & < |07, — 6,,] <o tels que z;, satisfait (2.37) et d(az",05) < 0 < d(bz",65). De
méme que dans Cas 2.3, une contradiction suit quand m — oo.

Cas.3.2. 0(bz",6y) < 0. En vertu de la définition de §(P, #) dans Lemme 2.2.6,
on peut définir

!

§ (az",0) := —asinnh — Scosnbh = (az",6 + g)

0

ol a = a+ 1. Comme a # 0, on a (5/(az", 0o) # 0. Pour z;n = r,em satisfaisant

0< |0, —00‘ < lp, nous savons que z,, satisfait (2.37) et 8(az",6,) # 0. Par

la continuité de §(bz",0), on peut avoir (bz",6,) < 0 < &(az",6.,) pour Iy tel
que 0 < ‘H;n — 90‘ < ly. Alors, (5/(az”,€0) > 0, ce qui signifie que pour un choix

convenable de [y, on aura

1 / / /
55 (az",0p) <0 (az",0) < =0 (az",6y), 6 € (60,00+ ).

[\C GV

Comme on a choisi z, tels que | f(zy,)| = M (7, f) et 0o = lim 6,,, on a | f(rpe™®)| >

M (r,,, f)vf(rm)_%“S pour m suffisamment grand. De (2.23), on obtient

‘f’(z;» ' L a()"
F) | Az
+(Ao(zvln)eb<4ﬂ>n +‘j;/((jm’l”)) - ‘[;((ZZ:)) ) (2.44)

Du Lemme 2.2.6, on a

e:vp{—(l —I—a)é(az”,Q;n)} < ‘ ! e_“(z;z)n

< exp {—(1 — £)d(az", e;L)} , (2.45)
et
exp {(1 +)d(bz", le)} < ‘Ao(z;n)eb<ziﬂ>n

< eap {(1 —£)d(be", 9;1)} (2.46)

pour tout m suffisamment grand. L’utilisation de (2.26), (2.37), (2.45) et (2.46)
(2.44) implique que

< exp {—(1 —2¢)0(az, le)rfn} .
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Comme H;n peut étre prise arbitrairement dans (6y 0o + lo), pour r, suffisamment
grand, on obtient

£ (rme®)

Frme®) <exp{—(1—-2¢)8(az",0)r}, 0 € (00,00 + o). (2.47)

Par conséquent, pour 0 € (6 0y + l), nous avons

- o [ F e
Tm 1§(Tm,9>—7“m/0 m de

0

0 0
. 1
<m / e O gy — / ———e 2Ord (0, (0) 1)

0o 60 " 0) i

oun, (0) = (1—2)8 (az",0), n,(0) = (1—2¢)8(az",0). Puisque §(az",0) > 0 pour
tout 6 € (6.6 + lo), il est facile d’obtenir
2
nrr=1(1 — 2¢)6 (az", 0y)
2
< ;
(1 —2¢)d (azm, by)

0<&(rm,0) <

e~ _ (O

—ng(00)ry, _ o—m2(0)r7,
(6 e ) .

Cela conduit a

2

pour tout m assez grand. De la preuve du Lemme 2.2.4, on a

log ‘f (Tm6i60)| — & (rm, 0) < log ‘f (Tmew)} + 2.
Il résulte de cela et (2.48) que

/

V(1) T M1, ) = exp {—21 — 2/ (60)} v7(rin) T M (ryn, f)

< f (rme”) (2.49)

pour 6 € (00,00 + 1), ou 0 < § <b< }l. Par conséquent, nous pouvons choisir une
autre sous suite de points z*, = r,,e?m avec f, = 6y tel que z7, satisfait (2.37). En
outre, a partir de (2.49), quand m est suffisamment grand, 2, satisfait (2.24). Ainsi,
(2.24) et (2.47) impliquent que vs(r,,) — 0 quand m — oo, ce qui est impossible.

Quand 6(b=",6.,) < 0 < d(az",6.,) pour Iy tel que —ly < ‘e’m - 00) <0, il est
clair que & (r,,0) < 0 pour tout 0 € (0 — ly,0o) . Par conséquent, de méme on
obtient

vf(rm)%_‘slM(r, f) =exp{—27} vf(rm)i_‘sM(r, NEYi (rmew) (2.50)

pour 0 € (0 0o+ lp) ou 0 < § <8< }1, c’est une contradiction.
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Cas.3.3. Enfin, supposons que 6(bz", 0y) = 0. Nous avons maintenant a/b = ¢ €
R, ¢ # 0,1 et donc

az =cbz, (b—a)z=(1-c)bz.

Si ¢ < 0, on prend [y suffisamment petit tel que §(bz",0) < 0 < §(az", d), & condition
que 6 € (00,00 + lo) ou (6y — lo,6p) . Par un raisonnement similaire & celui du Cas
3-2, on obtient (2.47) et (2.49). Puis par la théorie de Wiman- Valiron, nous avons
vf(ry) — 0 quand m — oo, d’olt une contradiction.

Si0 < ¢ < 1, par la méme fagon on peut obtenir §((b — a) 2", 6) > 0 et §(az", 6) >
0, & condition que 6 € (6,6 + ly) ou (fy — ly, ) , pour certain [, assez petit. Par
un raisonnement similaire & celui du sous Cas 1.3, une contradiction suit.

Enfin, si ¢ > 1, on obtient §((b—a)2",0) < 0 < d§(az",0), a condition que
8 € (00,00 + lp) ou (g — Iy, 6p) . En outre, z;n = rmew;n satisfait (2.37), a condition
que le € (60,60 + lp) ou (6p — lo, 0p) . Par conséquent, (2.23) implique que

f () N ‘ L () H(z,,) ) .

(‘ ' (2m)

f(zm) Ar(2,) f(zm) f(zm)
De méme que dans le Cas 3.2, nous obtenons (2.47) et (2.49). De la théorie de

Wiman-Valiron, suit a nouveau une contradiction.

’

Ao(#m) (-a)(=1)"
ghwme

i

Preuve du Corollaire 2.1.1

On a .
i=0
n—1
hi(2) = ap2" + ) a2’ = a,2" + Q1 (2).
i=0
Alors

Ape™®) = Agexp {Qo (2)} exp {by2"} = My (2) exp {b,2"} ,
A1) = A exp {Qo (2)} exp {an2"} = My (2) exp{a,2"}.

il est évident que o (M; (2)) <n, (j =1,2). Donc, on retrouve le cas du Théoréme
2.1.4.

2.4 Preuve du Théoréme 2.1.5

Supposons d’abord que f est une solution non triviale de (2.4) avec o (f) < oc.
Montrons que o (f) > n. Supposons que o (f) < n. D’aprés (2.4), on a

Ay(2)e™" |+ Ag(2)e" f = H(z) = [ = Dy (2) | — Dy (2) f.

D’apres le Lemme 2.2.7, on a

J(Al(z)eaznf/ + Ag(2)e”" f) = maz {dj} = n.

1<j<2
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D’autre part, on a
o (Hz) = f'=Di(:) f =Do(2)f) <.

d’ou une contradiction. Donc o (f) > n.
De (2.4), on peut écrire

!

f

"

f H(z)

7 + (A1(2)e™" + Dy (2)) 7 + (Ao(2)e”" + Dy (2)) = i (2.51)
Comme ¢ = maz(o(Dy),0(D;)) < n, alors
|D; ()| <exp{r*™}, j=0,1, (2.52)

pour tout € tel que 0 < 3¢ < n — p. De méme que dans la preuve du Théoréme
2.1.4, on peut choisir une sous suite de points z, = rne", r,, — oo, telle que
lim 6,, = 0y et que

m—00

’f(zm)| = M(TTM f)v T'm € (ES N E4)\(E1 U E2)

En particulier, la sous suite de points z,, satisfait (2.24), (2.25), (2.26), (2.27) et
(2.28). Comme a/b = ¢ < 0, il existe trois cas & examiner, selon les signes de

d(az", 0p) et §(bz",0y).

Cas.1. Tout d’abord supposons que §(bz",6y) < 0 < §(az", 6p). Du Lemme 2.2.6,
et de la continuité des §(az", 0) et §(bz", ), on déduit que

3(1+¢)

exp { u ; 8>(5(az", Qg)r%} < A (zm)e™ ™| < ea:p{ d(az", 00)7",7;} (2.53)

et

cap (212D 50 000 < [antene] < eon {2 Ds0em ) @

pour tout m suffisamment grand. De (2.51), on obtient

(Al(zm)eaz’?“ + D1 (2m))

H(zm)| | [ (2m)
M(rm, [) | f(zm)
La combinaison de (2.52) avec (2.53) et (2.54), nous donne

+ + |A0(zm)ebzlﬁ + D, (zm)} ) (2.55)

|A0(zm)ebz% + Dy (zm)} < exp {TQHE}
et

exp { : _228) d(az", 90)7“::1} < (Al(zm)eazfn + Dy (2m>) y
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pour m assez grand. En remplagant ces estimations avec (2.24) et (2.27) dans (2.55),
on obtient

p(rm) < 2rmerp {_ (1 _22€>(5(az”, 90)7«;} (2 (MY +exp {rg+2a}>

m

pour m suffissamment grand. Compte tenu de (2.25), on trouve vg(r,,) — 0, ce qui
est une contradiction.

Cas.2. Supposons maintenant que 6(az",0y) < 0 < §(bz",0y). De méme que
dans le Cas 1, on obtient par le Lemme 2.2.6 que

(1+¢

exp { 3<12+ 6)5(@2", 90)7”;‘1} < A (zm)e™™™ ] < €£Cp{ )5(%”7 QO)Tm} (2.56)

et
3(1+¢)

exp { (1 ;6)5(132, 00)1";2} < ‘Ao(zm)eb | < ea:p{ d(bz, 6’0)7”;2} (2.57)

pour tout m suffisamment grand. Il s’ensuit de (2.51) que

| H (zm)|
M(rm, f

bz, N f”<zm)
| Ao(2m)e”™ + Dy (2m)| < >+‘ T |

(A1 (zm)e™™™ + Dy (2m)) (2.58)

La combinaison de (2.52) avec (2.56) et (2.57), respectivement, nous donne

!Al(zm)eaz’% + D, (zm)‘ < exp {7’9”5}

cap { 1500027, 002} < [Aalen)e? + Do)

pour n assez grand. En remplacant les inégalités (2.26) et (2.27) dans (2.58), nous
concluons que

1—
eap { U ateer, eo>r:;z} < 1200 exp {702}
ce qui est impossible.

Cas.3. Enfin, il reste le cas d(az", 0y) = 6(bz", 0y) = 0. De méme que dans le Cas
1.3 de la preuve du Théoréme 2.1.4, on peut utiliser aussi (2.28) pour la construction
49*

d’une sous suite de points 2, = r,,e’’m avec 05 = lim 0, tels que d(az",6;) < 0 et

que (2.37) soit valable pour z¥. En effet, on suppose, sans perte de généralité, que
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d(az",00) >0, 0¢€ (0g+2km, 00+ (2k+1)m),

5(az",00) <0, 0 ¢ (6o + (2k — 1) 7,00+ 2k),

pour tout k € Z. Pour m assez grand, on a |0,, — 0y| < lp. Choisissons maintenant
05 tel que & < 6, — 07, < lo, alors Oy — Iy < 0 < g — 2 et 6(az",05) < 0. Comme
d(bz",05) > 0, on obtient une contradiction comme dans le Cas 2 précédemment.

Preuve du Corollaire 2.1.2

On a .
ho (Z) = bnz” + Z bizi = bnzn + QO (Z) 9
i=0
n—1 .
hi(2) = ap2" + ) a2’ = a,2" + Q1 (2).
i=0
Alors

Age®) 1+ Dy (2) = Agexp {Qo (2)} exp {bp2"} + Dy (2)
= Mo (2) exp {bn2"} + Do (2) ,

A1 £ Dy (2) = Ayexp{Q1 (2)} exp {an2"} + Dy (2)
= M, (z) exp {an2"} 4 D1 (2) .

il est évident que o (M; (2)) < n, (j = 1,2). Donc, on retrouve le cas du Théoréme
2.1.5.



Chapitre 3

Croissance des solutions des
équations différentielles
homogénes d’ordre supérieur a
coefficients fonctions entiéres de
méme ordre et méme type

3.1 Introduction et résultats

Dans ces derniéres années, plusieurs auteurs s’intéressent a étudier le cas ot les
coefficients ont le méme ordre, comme, par exemple, J. Tu et C-F. Yi [19] et B.
Belaidi [1].

Dans ce chapitre, on s’intéresse & étudier la croissance des solutions de certaines
équations différentielles linéaires d’ordre supérieur a ceefficients entiéres de méme
ordre et de méme type. Tout d’abord, on va citer quelques résultats y liés.

En 2001, B. Belaidi et S. Hamouda ont établi le résultat suivant :

Théoréme 3.1.1. [3] Soient Ay (z), ..., An_1(2), (Ao (2) #Z 0) des fonctions en-
tieres telles que pour les constantes réelles o, 3, p, 01, 63 avec 0 < 8 < a, p >0 et
01 < 05, on ait

Ao (2)] > "
et

|

Ay (2)] < %2 (k=1,..n—1)

quand z — oo avec 01 < argz < 0y. Alors toute solution non nulle de ’équation
différentielle

FO 4 A () fO L+ AL S+ Ao (2) £ =0,

est d’ordre infini.

31
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En 2003, B. Belaidi et K. Hamani ont généralisé un résultat de G. G. Gundersen
[2] de la maniére suivante :

Théoréme 3.1.2. Soient Ay (2), ..., An_1(2), (Ao (2) # 0) des fonctions entiéres
telles que pour les constantes réelles a > 0, B > 0, 0:<6s, on a

1A, (2)] > p(1o(D)alz|?

Y

4 (2)] < e 5 =0,2,3, .k~ 1

quand z — oo avec 01 < argz < #y. Alors, si f est une solution transcendante
d’ordre fini 0 < oo de l’équation différentielle linéaire

FO L A ) f5 D 4+ A (2) f 4+ Ay (2) f =0,

alors on aura les conclusions suivantes, pour € > 0 suffisamment petit :
(1) Il existe une constante complexe b # 0 telle que f(z) — b quand z — oo avec
argz € (01 +¢,00 —¢); et en plus on a

(2) =t < eap{~ (1 +o(1) a2}

(i) Pour tout entier i > 1,

FO@)| <emp{-(1+0)al)’}
quand z — oo tel que argz € (01 +¢,05 —¢).

Puis ce résultat a été généralisé par 1. Laine et R. Yang, en remplacant le coef-
ficient A; (z) par un coefficient quelconque A (z) comme suit :

Théoréme 3.1.3. [14] Soient k > 2 un entier naturel, 6 > 0 un nombre réel
tel que ko < 1. Supposons que Ay (2),..., Ar_1(2) sont des fonctions entiéres avec
Ap (2) # 0, telles que pour les constantes réelles o > 0, > 0, on a pour un certain
entier s € {1,....k — 1},

4, () = exp {1+ ) a2l |

|Aj (2)] < exp {504 |z|5} pour tout j # s

quand |z| = r > r5 avec argz € (01,03). Etant donné ¢ > 0 suffisamment petit,
si [ est une solution transcendante d’ordre fini o < oo de l’équation différentielle
linéaire
FO A () FEY 4 LA (2) f A (2) f =0,
alors on aura les conclusions suivantes :
() 1l existe j € {0...,s — 1} et une constante compleze b; # 0 telle que f(z) — b
quand z — oo avec argz € (01 +¢,05 —€); et en plus on a

|f(j)(z) — bj‘ < e:cp{— (1 —-Fkd) ]z\ﬂ} )
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(13) Pour tout entier i > j + 1,
FO@)] < eap{= (1= ko) alz)’}
pour tout z tel que argz € (01 + 3¢,05 — 3¢) et |z| assez grand.
Dans ce chapitre, on obtient les résultats suivants :

Théoréme 3.1.4. Soient Ay (z),..., An—1(2), (Ao (2) #£0) sont des fonctions
entiéres telles que pour les constantes réelles «, [3, u, 01, 05 et Uentier naturel n avec
0<fB<a,0<pu<netb <by, on ait

Ao (2)] > e (3.2)
et
A () <P =1,k = 1), (33)
quand z — oo avec argz € (61,03) C [O, %} U [g—g, %”] Alors toute solution non
nulle de l’équation différentielle
O Ay (2) e fED 4+ 4 A (2) e f + Ay (2) e f =0, (3.4)
est d’ordre infini.
Théoréme 3.1.5. Soient Ay (z), ..., Ax_1(2) des fonctions entiéres avec

Ao (2) # 0, telles que pour les constantes réelles « > 5> 0,0 < pu < n, on a,
pour un certain entier s € {1,....k — 1},

A (2)] = e, (3.5)
14, (2)] < " pour tout j # s, (3.6)
quand z — oo avec argz € (01,60,) C [0, %] U [‘;’—Z, 27”} Alors, si [ est une solution

transcendante d’ordre fini 0 < co de l’équation différentielle linéaire
FO LA () e P b A () e f F A (2) e f =0, (3.7)

alors on aura les propriétés suivantes :
(1) 1l existe j € {0, ...,s — 1} et une constante complezxe b; # 0 telle que f(z) — b
quand z — oo avec argz € (01 +¢,05 —€), et en plus on a

[fD() = by] <exp{—(a—F—7)]z"}, (3-8)

ot 0 <y<a-—p.
(13) Pour tout entier i > j + 1,

[fO(2)] < eap{~(a =B —7) |21} (3.9)

pour tout z tel que argz € (01 + 2¢,05 — 2¢) et |z| assez grand.
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Exemple 3.1.1 Considérons 1’équation différentielle

F =B 4+6e?) e [ (24667 +11e%) e f — 6% f = 0. (3.10)
4 . _ 20 T s
Dans cette équation, pour z = re", r assez grand et £ < ¢ < 7, on a
‘AO (ZN — |—6€32} — 6€3rc059 > €3§ ’

A1 (2)] = |2 4 667 + 11| < 19e¥ <0 < 19eV3" < ¥

1Ay (2)] = |— (3 + 66%)| < 9e"0 < 9e57 < ¥

Dong, les conditions (3.2) et (3.3) du Théoréme 3.1.4 sont vérifices. Alors, toute
solution non nulle de 'équation (3.10) est d’ordre infini.

Exemple 3.1.2 Considérons ’équation différentielle :
F" 4 cos (2) € f" — cos (2) € f' + 2sin (32) € f = 0. (3.11)

Dans cette équation, pour z = re? (r — +00) et 5 <0< % ona

|Ag (2)| = |2sin (32)| > |2sinh (3rsinf)| > exp (2rsinf) > exp <\/2 - \/§r> .

|As (2)| = | A1 (2)] = |cos (z)] < cosh (rsinf) < exp (%7‘) .

Il est facile de voir que les conditions (3.2) et (3.3) du Théoréme 3.1.4 sont

vérifiées (8 = L < v/2—+/3 = a). Alors, toute solution non nulle de I'équation
(3.11) est d’ordre infini.

Exemple 3.1.3 Considérons 1’équation différentielle
fO 1Py () e fED 1 4 Py(e) e f 4+ Pr(e®) e f +ce®e f =0, (3.12)

ota€R, a>0,ceC, |c] >1,n>2et P,..., P,_; sont des polynémes. Si nous
prenons le secteur #; < argz < 65, 01, 05 € }0, 1’5[ tel que d = 1<m<a]§< 1deg (P) <
SISR—

cos 02

— b
ceg? < m, alors, pour z = re (r — 400), on a

(07

|A0 (Z)| — |C€az| > eoz'rcos@g7

|A ( )| — |P( )| 67‘00591 <€a7‘00592 j:]_ L— 1.

Donc, les conditions (3.2) et (3.3) du Théoréme 3.1.4 sont vérifiées. Alors, toute
solution non nulle de 'équation (3.12) est d’ordre infini.
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Pour la démonstration on a besoin des lemmes suivants.

3.2 Lemmes préliminaires

Lemme 3.2.1. [9] Soient f une fonction entiére transcendante d’ordre fini o,
U = {(k1,j1),(k2,72) , oor, (kmyJm)} un ensemble fini de couples d’entiers vérifiant
ki >4, >0,i=1,..m e € >0 une constante donnée. Alors, il exriste un
ensemble E C [0,27) de mesure linéaire nulle, tel que si 1, € [0,2m) — E, il existe
Ry = Ry (0) > 0 tel que, pour tout z vérifiant argz =1, et |z| > Ry et pour tout
(k,j) €T, ona

¥ (2)
f (2)
Lemme 3.2.2. [14] Soit f (z) une fonction entiére. Supposons que{f(k) (z)| est

non bornée sur un rayon argz = 0. Alors, il existe une suite infinie de points
Zm = T (m=1,2,...), ot 1, — 00, tel que ¥ (2) — oo, et

S ‘Z|(k—j)(o'—1+€) .

1

< ) T+o))|2/"7, j=0,., k-1 (3.13)

‘f(j) (z)
f® (2)

z

Preuve : On note M (r, 0, f (k)) le maximum du module de f* sur le segment de la
ligne [0,re] . Clairement, nous pouvons construire une suite de points z, = r,e"
r, — oo, telle que M (7’,6, f(k)) = ‘f(k) (rnei9)| — 00 quand n — oco. Pour chaque
n, par intégration successive (k — j) fois sur le segment de la ligne [0, 7,], on aura

Y

f(k:—l) (Z) — f(k—l) (0) + /zn f(k) (t) dt
0
et .
ﬂ“”@mszm«n+/ £ (1) dt
0

= SO Sz [ 0 dua
0 0

par suite

F9 (2) = f9(0) + fOD(0) 2, + ... + fED(0) A

(k—i—1)

T
+/0 /0 F® () dt...dt. (3.14)

Par conséquent, par 'inégalité triangulaire on aura,

O Gl < [F2 O + S )+ + %_1), [FED )

(k

1

=)

!f(k) (zn)| 7577 (3.15)

n



'assertion (3.13) suit immédiatement.

Lemme 3.2.3. Etant donnés > 0 et h > 0, lintégrale

I(r)= /+°° exp (—htt) dt
converge et en plus on a

I(r)<exp((—h+e)rt),
pour 1 suffisamment grand et € > 0.

Preuve : Pour r suffisamment grand, on a

+oo Foo 42
I(r)= / exp (—ht") dt = / t—26:cp(—ht“) dt

< r?exp (—hrt) +°° ldzf
<rexp >

T

<rexp(—hr') <exp(—h+e)rt. (3.16)

Preuves des Théorémes

3.3 Preuve du Théoréme 3.1.4

Supposons que f #Z 0 est une solution de (3.4) d’ordre fini . De (3.4), on peut
écrire o
1 fk) — A, (2) @
— -y -1 3.17
Ag(z)e" f ;AO (2) f (3:17)

D’apres le Lemme 3.2.1 il existe un ensemble E C [0,27) de mesure linéaire nulle
tel que si ¥, € [0,27) — E, il existe Ry = Ry (0) > 0 tel que, pour tout z vérifiant
argz = 1)y et |z| > Ry et pour tout ¢ =1,2,....,k, on a

‘% <o =1,k —1). (3.18)
De (3.2), (3.3) et (3.18) on obtient
A (2) f(i) () 1 i(o—1+e) [+
‘Ao ) ‘ 7y | S e T =1k ),
D’ou
Jim ‘Ao Ol 7| =0 G=tek-D. (3.19)




37

Aussi de (3.2) et (3.18), on a

1 f(k) (Z) 1 ‘ |k(0’—1+6) .
AO (2) e f (Z) — ealz|" grm cosnd !
et en tenant en compte que argz = 6 € (01,05) C [O, %] U [;’—Z, 27”] , on trouve
zli)rgo 'Ao ‘f (3.20)
En utilisant (3.19) et (3.20) et (3.17), on obtlent
1 (k) k2l g (4)
1 _ f 4 Ai(2) f
Ay (2) e f —Ao(z) f
1 ] A ‘f(i)
< l———+ 0 (quand z — 00),
Preras Mo a ’

c’est une contradiction. Donc, toute solution f % 0 de (3.4) est d’ordre infini.

3.4 Preuve du Théoréme 3.1.5

On commence par montrer que f*) est bornée dans S (¢) = {z: 6, +¢ < argz
< 0y — e} . Du Lemme 2.2.1, il existe un ensemble E € [0, 27| de mesure linéaire
nulle telle que pour tout j = s+ 1, ..., k,

\

le long de tout rayon argz = 9 avec |z| =1 > 1 et ¢ € (01,02) \E, (0 <e<1).
Supposons maintenant que ‘ [ (z)‘ est non bornée sur un rayon arg z = ¢ €
(01,05) \E. Du Lemme 3.2.2, il existe une suite de points z,, = r,,e*, r,, — 0o, telle
que, f©) (z,,) — oo quand m — oo et

< |Z|(j—8)(0'—1+6) < ‘Z|k0 (321)

|~
—~| ~
&l .
| =

f(j) (Zm) 1 s—jJ k
< (1+o0 Z2m)” 7 < 22 (3.22
| < g ! | )
pour tout j = 0,...,s — 1 et tout m assez grand. Soit |z,,| = re. De (3.7), on obtient
f) fl=1) f(s+1) fi=1)
|As| < @ e + [Ag—1] 0N + o4 At + [As—| o +
f f
4 A1 ) + | Ay 7
(k) (k=1) fle+D) f(s 1)
< ‘ 7|+ Akl NCE + ot [As| NN + [As-1] +
it f
-t A 16 + | Ao| 76 (3.23)
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En combinant maintenant (3.5), (3.6), (3.21) et (3.22) avec 1'évaluation (3.23), on
trouve

exp (ark) < |As (zm)| < 1o exp (Brh),  (c>0)

quand m — oo dans le rayon argz = ¢, d’ou une contradiction. Par conséquent,
| /) (2)| doit étre bornée sur tout rayon arg z = ¢ € (61,05) \ E. Par une application
standard du Principe Phragmén-Lindelof, nous concluons que f() (z) est bornée, soit
| /) (2)| < M, dans le secteur entier S (¢) .

Maintenant, on montre que |f(z)] = O(|z]°) sur tout rayon argz = ¢ €
(01,02) \ E. Par intégration successive s fois le long du rayon arg z = ¢, on aura

£ (2) = £ (0) + / CFO @) de
0

et

(=2 () = £ (o)t [ FE=D (1) gt — £ (o) F6-D (g T () drd
PR E) = (DO [ @ = f P @+ )z [ [ ) arar
par suite

@ (2) = @ (0) + O+ (0)z+ ...+ 'f(s_l) (0) 2571

(s —i—1!
+/OZ.../OZf(S) (t)dt..dt

|£D @) < Q0] + [V (0)] 2] + ... +

d’ou

e O] S

+M/|Z|.../Zl dt...dt = O (|2]*). (3.24)

Ecrivons maintenant (3.7) sous la forme

6| <« ( I ‘f"”)
7L< g e | 7| 1A @1 T -
f(S‘H) f(s—l) f/
+|As+l(z)l' 7 +|A8_1(z)|‘ 7 +...+|A1(z)|‘?+|Ao(z)|). (3.25)

En utilisant (3.21), (3.24), et la majoration de f par a |z|* (a > 0) et les conditions
(3.5) et (3.6), nous concluons que pour r > 13

S
alz|

|f(s)(z>‘ g (|Z|k+eﬁ|z|u |Z|k—1+m+eﬁ|z|u ‘Z|+€'B|Z‘h>

exp (a|z]")

a2 exp (512"

exp (a|2]")
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D’ou
|F9(2)] < exp((—a+ 5 +7) 12", (3.26)

(01 4+¢€,00 —e)\E . Par le

principe de Phragmén-Lindelof, (3.26) reste encore vraie dans le secteur S (2¢), ce
qui prouve la deuxiéme assertion (3.9) dans le cas i = s.

Preuve de la deuxiéme assertion pour i > s

Nous pouvons nous restreindre maintenant au secteur S (3¢). Supposons que
r > 14 est assez grand pour satisfaire que pour un arbitraire z = re?? € S (3¢), le

disque I'(z) de rayon au plus o= max ((i — s)!) Y@=3) centré en z, est contenu
s<1

dans S (2¢), c-a-d, nous devons prendre 74, > =7—. D’apres la formule intégrale de
Cauchy :

ou 0 < v, <

o< | - 7 qu | ac (327)

En utilisant (3.26) dans (3.27), on obtient

[fO)] <exp((—a+B+7) [2]"). (3.28)

Preuve de la premiére assertion (3.8) pour j =s—1
Fixons 6 € S (2¢), et posons

R—o0

“+oo
CLS:/ f(s) (teze zﬂdt_ hm/ f(s tez@ Zadt. (329)
0

De (3.26), il est facile de voir que fo f© (te’g) e?dt converge et donc a, € C. De
plus, la définition de a, est indépendante de 0. En effet, en intégrant de f©*) (¢) le long
du contour 0 — Re — Re — 0, et en utilisant (3.26), on conclut que I'intégrale
de f)(¢) sur [Re™, Re™] tend vers zéro quand R — oo, donc l'indépendance de
6 suit immeédiatement. Définissons maintenant b,_; = f=1) (0) + as, et supposons
que bs_; # 0. Soit z = re? un point arbitraire dans S (2¢) tel que r > 74. Alors,
comme

z +00
P @) = b= [ 19 dc - / ) (te9) evdt,  (3.30)
0

on peut appliquer le Lemme 3.2.3 avec (3.26) pour obtenir

(1) () _ | e T ) (e i
o0 = bl = | [ 10— [0 () ot
— ‘/Z f(s) (t6i¢) i¢dt‘ < f (tez¢)

||
+o00
exp (8 —a+ep)th)dt

T

S exp{(f —a+2y)r'}, (3.31)
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pourvu que r > r4. Si bs_; # 0, la démonstration de la premiére assertion (3.8) est
achevée.

Preuve de la premiére assertion pour j <s—1:

Supposons maintenant que b,_; = 0. Pour continuer, nous définissons a,_; en
remplacant f(*) par £~V dans (3.29) et b, » = f72(0) + a,_;. Pour estimer
f¢=2 (2) — bs_y, nous appliquons le Lemme 3.2.3 et

|fE7D (2)] < exp ((B— o+ 2v,) ") au lieu de (3.26) , exactement comme dans
(3.31) pour obtenir

‘f(372) (Z) - bsf2} < exp ((5 —a+ 371) 7,#) ) (332)

pour 7 = ry.
Nous pouvons continuer maintenant inductivement. Si b; # 0 pour j = s — ¢,
t=2,...,s — 1, nous obtenons

[FE79(2) = boe| S exp{(B—a+ (t+1)7,)r"}. (3.33)
Si non, nous avons b,_; = bs_s = ... = by = 0, et nous avons ’évaluation
£ (2) = bo| <exp{(B—a+(s+1)7)]2["}. (3.34)

Maintenant si by # 0, nous avons prouvé la premiére assertion. Il nous reste seule-
ment a montrer que le cas by = 0 n’est pas possible, i.e le cas bs_1 = bs_o = ... =
by = 0 est impossible.

(a) La premiére étape. Ecrivons (3.7) sous la forme

’

) A A A, q f61
A A
A A A f
Agpg fOHD Apq fOY 1 f®
R T e W (3.35)
et en utilisant (3.5), (3.6) et (3.21) on conclut que
¥ (2)
<exp((f—a+ z[# 3.36
L <en(@-aral (3.36)

dans S (2¢) \ E. Par conséquent, de (3.34) et (3.36) avec by = 0, on trouve
[F9 ()] < exp (8= a+71) [2") | (2)]

<exp ((B—a+7)|z/")exp{(B—a+(s+1)7,) 2"}
<exp{[2(8 —a)+ (s +2) 7] |2]"} (3.37)

dans S (2¢) \E, d’ou dans S (2¢ 4+ €\2) \ E par le principe de Phragmén-Lindelof.
(b) Deuxiéme étape. Par récurrence, supposons qu’on a

/@ (2)] Sexp{[T(B—a) + (T =1)s+T)v] 2"}, (3.38)



41

T-1 ¢

qui est valable dans le secteur S (26 +) i 5

avec (3.38), nous pouvons répéter le raisonnement dans (3.31) pour obtenir

). En Combinant le Lemme 3.2.3

[F6D ()] < exp{[T (B —a) + (T = 1) s+ T +1)7,] 2]} (3.39)

Comme b;_; = ... = by = 0, nous appliquons un raisonnement analogue comme
en (3.26) pour obtenir

If () <exp{[T'(B—a) + (T =1)s+T+s)m]l|z"} (3.40)

<exp{[T(B—a)+T(s+1)7]z"}
<exp{[T (B —a)+T(a—p)"},

T-1 ¢

qui est valide dans S <2€ +> i 5

avec (3.36), nous obtenons

) avec |z| > r4. En combinant maintenant (3.40)

[f© (2)] S exp((B—a+m) o) |f (2)]

<exp{[(T+1) (B —a)+ (Ts+ T +1)7] 2"},

dans S (25 + ZiT:_ll 2%) \E, a condition que r > r4 . Par le principe de Phragmén-
Lindelof, cette inégalité reste valide dans le secteur S (2e + >0, £) = S (3¢).

(c¢) Conclusion. Nous avons prouvé que, dans ce cas spécial by = - - = by =
0, l'inégalité (3.38) est valide dans S (3¢) pour tout 7' € N, et tout r > r4. En
prenant maintenant un segment dans S (ry,3¢). Comme o > f, et s + 1 < k,
il s’ensuit que T (8 —a) + (T'—1)s+T)vy, — —oo quand T — oo. D’ou, f()
s’annule identiquement sur un segment. Par conséquent, f doit étre un polynome,
d’olt une contradiction.
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