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RESUME

Ce mémoire est consacré & :

1. I’étude de la préservation de la fermeture de I'image d’un opérateur fermé.

2. Dans le cas ou le caractére de la fermeture est préservé, on donne les relations existantes

entre les inverses généralisés de T" et de (T'+ 5).
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INTRODUCTION

Le théme abordé dans ce mémoire rentre dans le cadre de la théorie de perturbation, au
fait, on s’intéresse a la préservation de la fermeture de 'image d’un opérateur fermé par des
opérateurs bornés . On donnera des conditions suffisantes qui réaliseront cette caractérisation.
On rappelle que la fermeture de I'image d’un opérateur est directement liée & la résolotuion
de I'équation y = Az pour A un opérateur fermé de H dans H.

La manuscrit présenté est dévisé en trois chapitres .

-Le premier chapitre est un rappel des différentes notions mathématiques dont on a besoin :
espace de Hilbert, projection orthgonale, opérateur borné, opérateur non borné, oprateur
fermé, 'inverse génralisé d’un opérateur .

-Dans le deuxiéme chapitre, on donne des conditions nécessairs et suffisantes pour la fermeture
de I'image d’un opérateur fermé et en deuxiéme lieu on dennera des conditions suffisantes qui
préserveront la fermeture de 'image d’un opérateur fermé perturbé par un opérateur borné .
-Le dernier chapitre est consacré a I’étude de la stabilité de 'inverse généralisé par rapport

a la perturbation.



NOTATIONS

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long du travail.

— L(E, F) : L’ensemble des opérateurs linéaires de F dans F.

D(T) : Le domaine de T est ’ensemble des vecteurs € E pour lesquels il existe une image

y € F. D(T) = {x,Tx est existe}

N(T) : Le noyau de T est le sous espace de E défini par : N(T') = {x € D(T);T(x) = 0}

— R(T) : L’image de T est le sous espace de Fdéfinipar: R(T)={ye F; y=T(x), v € D(T)}

— B(H;, Hs) : L’espace de tous les opérateurs borné entre H; et Ho.

H) = B(H) et C(H, H) = C(H).

) := D(T)N N(T)* :est appellé le support de 7.

(T
(
C(Hy, Hy) : La classe de tous les opérateurs fermé de H;dans Hs.
B(H,
- (T

— Py :Projection orthogonale sur un sous ensemble M de H.
M :Adhérence de M.
M :L’orthogonale de M dans H.

I :I’opérateurs identité sur H.
— T* :Adjoint de T.

— Ajr :La restriction de A au sous espace vectoriel 7T'.



Chapitre 1

Rappels et définitions :

1.1 Produit scalaire :
Définition 1.1.1 Soit E un espace vectoriel complexe une application :

(,) :ExE—-C
(z,y) = (z,9)
est appelée produit scalaire - si elle est :
1. sesquilinéaire :
Vaz,yze B:(x+y,z2) =(z,2)+ (v, 2)
Va,ye EVaeC: (ar,y) =a(x,y)

2. hermitienne :

Vi,y € B (r,y) = (y,7)
3. positive :

Vo e B, (z,z) € RY ((z,z) >0)
4. définie :

Ve e E, (x,z) =0 — =0

1.2 Norme :

Définition 1.2.1 Une norme sur un k—espace vectoriel E est une application ||.| : E — R

vérifiant :



1.3 Espace de Hilbert : 2

|| =0 <=2 =0
IAz|| = || ||z|| VA ek, Ve e FE
|z +yll <zl + |yl Vz,yeE
Un k—espace vectoriel muni d’une norme ||.|| est appelé un k—espace vectoriel normé ou

simplement espace normé.

1.3 Espace de Hilbert :

Définition 1.3.1 On appelle espace de Hilbert un espace vectoriel complexe H muni d’un

produit scalaire (x,y) — (z,y)

tel que 'espace H muni de la norme induite par le produit scalaire est complet

Remarque 1.3.1 On notera Vx € H, ||z|| = /(x, x).

1.4 Operateur borné

Définition 1.4.1 Soit H un espace de Hilbert et soit T : H — H un opérateur linéaire .On

dit que T' est borné si et seulement si : 3C' > 0, ||Tx| < C'||z|,Vx € H.

1.5 Operateur non borné

Définition 1.5.1 Un opérateur linéaire T' non borné dans un espace de Hilbert H est un

opérateur défini sur un sous-espace vectoriel propre D(T) C H a valeurs dans H.

1.6 Adjoint d’un operateur

Définition 1.6.1 Un opérateur T € L(E, F) est dit densement défini si D(T) = E.

Définition 1.6.2 Soit T' € L(E, F), l'unique application linéaire T* € L(F, E) tel que pour
tout x € E, y € F on ait: (T'(x),y) = (z,T*(y)) est appelée adjoint de T

Définition 1.6.3 Soit T' € C(H) un opérateur densement défini alors T est :

Normal si : D(T) = D(T*) et TT* = T*T.



1.7 projection orthogonale 3

Symétrique si : D(T') C D(T*) et Tx = T*x VYo € D(T).
Auto adjoint si : T'=T*
Positif si : T'=T* et (Tz,z) > 0, Vo € D(T).

1.7 projection orthogonale

Définition 1.7.1 Soit H un espace de Hilbert complexe. une projection orthogonale sur H

est un opérateur P € B(H) tel que :

P =P =p?

1.8 Opérateur fermé

Soient E et F' deux espaces de Banach et soit T': D(T") C E — F un opérateur.

Définition 1.8.1 Le graphe de T est le sous espace vectoriel de E x E noté G(T) défini par :
G(T) = {(x,Tx);x € D(T)}

Définition 1.8.2 On dit que T : E — F est fermé si et seulement siV x,, € D(T) :

limz, =z
n—-+00
limTz, =y
n—-+o0o

alors x € D(T) et y = Tx.

Proposition 1.8.1 un operateur T : D(T) C E — F est fermé si et seullement si son

graphe G(T') est fermé dans E x F.

Définition 1.8.3 On appelle conorme d’un opérateure T'€ C(H) le nombre :

AT) = int {|Ta/;2 € C(T), |z = 1} Ou C(T) = D(T) N N(T)*
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1.9 L’inverse généralisé d’un operateur

Définition 1.9.1 Un opérateur T € C(X,Y) posséde un inverse généralisé s’il existe un

opérateur S € B(Y, X) tel que : R(S) C D(T) et
1. TSTex=Tx Yx e D(T)
2. STSy =Sy VyeVY

On note l'inverse généralisé de T par T™.

Définition 1.9.2 Soit T € C(H), alors il existe un unique opérateur TT € C(H) défini sur
H de domaine D(T") = R(T) &+ R(T)* tel que :

~ TThy = Prmy,Vy € D(TT)
— TTT.I' = PN(T)LI'7V$ - D(T)
~ N(TY) = R(T)*,

Cet opérateur est appelé I'inverse de Moore-Penrose de T.



Chapitre 2

Stabilité de I’image fermé par la
perturbation

2.1 Fermeture de 'image d’un opérateur borné

Dans cette partie, on va établir une condition nécessaire et suffisante pour qu’un opérateur

soit

a image fermée.

Théoréme 2.1.1 Si T € B(X,Y), alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

7.

8.

Preuve. On montre que ||TTH =

. R(T) est fermé.

(
. R(T™) est fermé.

R(TT™) est fermé.

(

R(T*T) est fermé.
. (T) > 0.
. T est borné, HTT” =1

AT
Ty = Tic(r) a un inverse borné.
|Tz|| > k||z||, pour tout x € C(T') avec k > 0.

1
)

En effet, pout tout z € D(T'), nous avons (I — T"T)x € N(T).

d(z,N(T)) < ||z — (I = T'T)z|| = || T"Tz|| < ||T|| | Tz
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d’ou : y(T) > HTTHf1
Comme (T < ||TTH_1 pour tout x € D(T) N N(T)* avec ||| = 1 nous obtenons pour tout
y €Y tel que HTTy” =1

YT) < ||TTMy| = IQyll < llyll

pour tout y € Y avec TTy # 0, v(T) < %, donc

Tt o _
’Y(T) < inf { ||’_g’yT!” Y €Y, TTy # O} = (sup {% Y€ Y}) = HTTH 1

par conséquent y(7) = ||T7]| ™"

A
(1) = (5) Supposons R(T') est fermé, alors 'opérateur T : D(T)n ) — R(T) est injectif

A A
et on a R(T) = R(T') est fermé, donc T' admet un inverse borné

Ta )
O<inf B ;[x] € D(T)
- mf{d(xH’ ]\f(”m;x € D(T),z ¢ N(T)}
- el
SR tres ),

par conséquent R(7T) est fermé nous donne v(7') > 0
(5) = (1) inversement si (T') > 0 alors ||Tf|| = ﬁ est bornée et par suite R(7') est fermeé

(1) <= (6) Supposons R(T') est fermé

R(T) est fermé¢ <= ~(T) >0
— ||T7]| >0
< T est borné.

(4) = (1) Si R(T) n’est pas fermé alors y(7') = 0, d’ou v(T*T") = 0 donc R(T*T) n’est
pas fermé .

(1) = (4)Si R(T) est fermé alors v(T) > 0, d’ou T est borné de méme pour (T7)*T" et
comme (T*T)" = TT(T*)" alors :

1 1

"D =@y 2 o

Y(T)* >0
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d’ou R(T*T) est fermé .
A
(7) <= (8) Soient 'opérateur T': D(T') jn(ryr — R(T) et :

ﬁ]:{TUEH:UEC’(T)ZD(TMWN(T)L}

A A A
Comme T est injectif alors T~! est bien défini sur H , de plus

]|

A
T w

sup
weH /{0}

su M'v v
p{nTvn’ cC)v# 0}

[inf {%;v e C(T),v# OH_I

Il ’ensuit que T~ est borné si et seulement si 7' est borné inférieurement, c’est a dire (8) O

2.2 Fermeture de 'image de la somme de deux opéra-
teurs

Nous donnons dans cette partie des conditions suffisantes pour que la fermeture de I'image

d’un opérateur fermé reste fermée sous perturbation .

Proposition 2.2.1 SoitT € C(H,, Hy) densement défini a image fermée . Soit S € B(Hy, Hs),
alors :
1. ST'T = S|p) < N(T) C N(T' + S) <= N(T) C N(S)
2. Si ||STT|| < 1 et ST'T = S|pr) , alors N(T' + S) = N(T)
Preuve. 1. (1) On veut prouver que
N(T)C N(T+S) <= N(T) C N(5)
Supposons que N(T') C N(T + S) c’est a dire ,soit © € N(T') alors :
r € NT)=zeN(T+s)
(I'+S)x=0
Tx+ Sz =0

Sx =0 car Tx =0

A

x € N(S)
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donc :

r € N(T) = z € N(S5)
D’ou: N(T') C N(S)
De méme pour l'inverse :

Supposons que N(T) C N(S5), Soit z € N(T) :

r € NT)=Tz=0
Sz =0 car x € N(S)
par sommation Tx+ Szr=0

(T'+ S)x=0

A

r € N(T+S)

D’ou le résultat

(2) maintenant et d’apreés la relation précédent on veut prouver que
ST'T = S | pery<= N(T) C N(S)
Supposons que STT = S |p(ry, Si z € N(T') C D(T)

Sr = ST'Tz=0 car T'Tz =0
— Sz =10

= x € N(9)

Pour l'inverse : Supposons que N(T') C N(5), Soit x € D(T), x = u+v tel que u € N(T') et
v e C(T), alors
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ST Te = ST'T(u+wv)

= ST'Tu+ ST'Tv

= ST'Tw car u € N(T)

= Spmv

= SPgmyv comme R(T") = C(T)

= Sv (Pav = v car v € C(T))

= Su+Sv

= S(u+wv),( comme N(T) C N(S5))

= Sz
2. On sait déja que si ST'T = S |p(r) alors N(I') € N(T + S) , 1l suffit de prouver que
N(T+S8) C N(T)
soit x € N(T + S)

xr € NT+S) = (T+S8)x=0

— Tx+Sx=0
= Tz+ST'Tz =0
— ([+STHTz=0
— Tr=0 comme (I +STH ™ € B(H))
= z € N(T)
D'ou N(T) = N(T + 5) O

Théoréme 2.2.1 Soit T € C(Hy, Hy) un opérateur densement défini a image fermée, et
S € B(H, Hs) tel que :
(a) [IS] < “:,}TH et

(b) N(T) C N(T+ ).
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alors R(T + S) est fermé.
Preuve. Comme R(T) est fermé , on a ||Tz|| > v(T) ||z|| pour chaque z € C(T'). Comme

C(T+S)CC(T) car:

Ve € C(T+S)=zxzeD(T+S);x¢ NT+YS)
z € D(T);x ¢ N(T) Daprés (b)

U

)
v € D(T)NN(T)*
reC(T)

par I'inégalitée triangulaire, pour tout x € C(T + S)

(T + S)zll = [T+ Szl
> [T =[Sz
> (@) [l =[Sl

v

(y(T) = 151D Nl -

Comme ||| < HTTH = ||S]| < Y(T) = ~(T)—||S]| > 0, alors 3k > 0 tel que ||(T + S)z|| >

k|z|l, dou R(T + S) est fermé. O

Proposition 2.2.2 SoitT € C(H,, Hy) densement défini a image fermée, Soit S € B(Hy, Hs)
. Alors :

(1) TT'S = S si et seulement si R(S) C R(T)
(2) SiTTTS =S, alors R(T + S) C R(T)
(8) Si ||T1S|| < 1et TTTS =S, alors R(T + S) = R(T).

Preuve. (1) Soit T77S = S alors S =T(T7S) C T donc R(S) C R(T)
maintenant si R(S) C R(T'), on a :
Soit © € R(S)

x € R(S)=z€ R(T)
do: TTTSZU—PR ySw = Sz

Donc TTtS = S
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(2) Supposons que TTTS = S alors T+ S =T+ TT'S CT(I+T'S) CT dou R(T +S) C
R(T)

(3)I1 suffit de prouver que R(T) C R(T + 5)

On a ||TTS|| < 1 alors (I +TTS)™' € B(H;). Siy =Tz Yz € D(T), par la surjectivitée de
(I+T7S),3ue D(T) tel que :

r=I+TSu=y=TI+T'S)u=Tu+TT'Su=Tu+ Su=(T+S)u
d'ou: R(T) C R(T+S), et comme R(T'+S) C R(T) d’aprés (2), alors R(T'+S) = R(T). O

Théoréme 2.2.2 Soit T € C(Hy, Hy) un opérateur densement défini a image fermée, et soit

S € B(Hy, Hs) tel que :

L ||T7S| <1
2. TTTS = S.
Alors R(T + 5) est fermé.

Preuve. D’aprés la proposition 2.2.2, R(T' + S) = R(T) . Comme R(T) est fermé alors
R(T + 5) est fermé. O

Théoréme 2.2.3 Soit T € C(Hy, Hy) un opérateur densement défini a image fermée, sup-

posons que S € B(Hy, Hy) satisfaisant aux conditions suivantes :

(1) ||T75]| <1

(2) TT'S = S et

(3) ST'T = S|p(n).

alors

(a) R(T + S) est fermé et

(b) (T+8) = (I +T'S)"'TT =TI + STT)~1, par conséquent T = (T + S)T(I + STT)
Preuve. Notons d’abord que (7' + S) est un opérateur fermé avec D(T' + S) = D(T), pour

prouver (a), on montre que R(T + S) = R(T), ce qui est deja prouvé dans la proposition

2.2.2. Tl reste a déduire la formule de T'F.
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Nous voulons prouver que T = (I + T1S)(T + S)'. il suffit de prouver :(T" + S)' = (I +
TTS)~MTT. Soit U := (I+T7S)*T", on montre que U satisfait tous les axiomes de la définition
de I'inverse de Moore-Penrose.

Notons que la condition ST'T = S|p(r) avec ||T1S|| <1 implique que N(T) = N(T + 5).
Soit z € R(U), il existe y € D(T") tel que z = (I +T7S) Ty, ainsi TTy = z + T1Sz. Donc
=Ty —-TIS2e O(T)=C(T +S) C D(T +5)

Maintenant pour z € D(T),

UTH+S)z = (I+T'S)'THT + 9)z

I+ TS ' TH(T + TT1S)~

( )"
( )"

= (I+T'S)'T'T(I +T'9)z
(I+T'S) " Py (I +T7S)z
(I +T7S)" NI+ T19)z

= 2= PR(U)Z.
De plus :

(T+SU = (T+S)I+T'S) 't
= (T+TT'S)(I+T'S)'17
= TI+T'S)(I+T'S)'TT
= TT'
= Pgn)
= Prr+s)
Ensuite , on montre que R(U) = R(S + T)* . Comme (I + TTS)~! est inversible, N(U) =
N(TT) = R(T)*, et d’aprés proposition 2.2.2 on a R(T) = R(T + S).
L’unicité de(T + S)' est assurée par la définition 1.9.2

Comme R(S) C R(T), d’aprés la série de Neumann, on a

(I+ TS =) (-T1s)"TT = ZT* —STH" = TH(I + ST1).
n=0



Chapitre 3

Stabilité de I’'inverse généralisé par la
somme

Dans ce chapitre, on donne des relations existantes entre I'inverse généralisée d’un opérateur

féermé T' & image fermé et I'inverse généralisé de son opérateur perturbé (7 + S).
Corollaire 3.0.1 Soit T € C(Hy, Hy) densement défini a image fermée, supposons que
S, € B(Hy, Hs) satisfaisant les conditions du théoréme 2.2.3 et S, — 0 alors :

(1) (T + S,)t — TT dans la norme de l'opérateur de B(Ha, Hy).

(2) V(T + S,) — (T) lorsque n — oc.
Preuve. (1) D’aprés le théoréme 2.2.3 on a :

(T+S) -1t = T'(I1+ 8,7 =TI+ 8,71 + S, T~
= THI+S,TH " [(I -+ 8,T"]
= TVWI+ S, TH ™ (~S,T")

alors :

[(T+8) =T = ||TTT + ST N (=S,TH|| < | 77T + ST 7| 1Sl || 77|
< I +TMS) 7 | (1Sl || TT| comme T (I + S, 71" = (I +T"S,) 1"

< WSA [T+ T80~
A el

[(T+T78,)]
IS ITH - ISall |7

= =TS~ 1= 1778,]

= |ISull |77 || + T8

comme HTTSn|| < 1.
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et o2
—QSBT#TTSH” —0 car S, — 0
Dou: (T + S,) — Tt
(2) On a:
1 1
S, +T) —~(T)| = _
5+ 1) =0 = | o
7] = [[(S. + 7|
T {|(Sn + T)|]
_ (T + S,)T =T
= TS, + TRl
2
_ 1.0 7]
= (=TS T[S + T
— B8] avec >0
Ainsi

17(S, +T) — ~(T)] — 0 car S, — 0, alors v(S,, + T) — ~(T)

g

Corollaire 3.0.2 Soit T € B(Hi, Hs) est un opérateur injectif a image fermée, et soit
S € B(Hy, Hy) tel que :

(a) R(S) € R(T).
(b) |75 < 1.

alors

(1) T+ S est injectif .

(2) R(T + S) = R(T).

B) (T+ 9 =T +T1S)'Tt =171+ STT)™!
@) |(T+9)1 < 77|

i |

Tis||||Tt
® lr+ 91 -] < sl



Stabilité de l’inverse généralisé par la somme 15

Preuve. (1)Comme T est injectif , 77T = I |p(r) alors : STIT = ST oy =S by -
d’aprés la relation : (T'+ S)T = (I +TTS)™ 1T = TT(I + STT)~! (qui a été déja prouvé dans

la preuve du théoréme 2.2.3)

(T+S(T+S) = (I+T'S)'THT + S)
= (I+T'S) (T'T+1T'S)
= ([+T'S)HI+1T19)

= 1

donc T + S est injectif

(2)D’aprés la proposition 2.2.2 , (a) équivalente & la condition TTTS = S et comme HTTS H <1
alors R(T'+ S) = R(T).

)

(T + 9 = ||(7+TIS)~'T1|
< [ +Trs)7 | |77

= [a+Tis)| T
(el

[+ TT9)]

. ™

- 1T

(5) a été déja prouvé dans le corollaire précédent O
Corollaire 3.0.3 soit T' € B(Hy, Hy) un opérateur surjectif et S € B(Hy, Hy) tel que :

(a) N(T) S N(S)

(b) ||STT|| <1

alors

(1) T + S est surjectif
(2) N(T +5S) = N(T)

3) (T+S) =TI+ ST =T +T18)~'T1
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(@) [(T+9)1 <
(5) |(T+8) =17

Preuve.

']

L-[|st]
< szl
1-||s7t]]

(1)Comme T est surjectif , TTT = [ alors : STTT = S.
d’aprés la relation : (T'+ S)T = TT(I + STT)~!

(T+ ST+ 8 = (T+8)TT(I+STH™

donc T + S est surjectif.

(2)D’aprés la proposition 2.2.1

|ST|| <1 alors N(T + S)

(4)

(T + S)!

= (TT" 4 STH(I 4 STH)™
(I+STH(I +SThH™

= 1

, (a) est équivalente & la condition STTT = S et comme

— N(T)

[T+ = ||T7(+sTH™|

-1

< |17+ sTH 7

= [l + 7|77
(Al I o
I(7+ STHIF — 1= [ST]

|71+ STH ™ = THI + STN) (1 + STT)||
| 771+ STH ™[I — (I +STh]||
|TH(L + ST (=5TT)||
|7+ ST || (=STT)]

[T |7+ sTH| ™ [I5T]
ISTHLZT
11+ ST
ST
L[]S
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Corollaire 3.0.4 Soit T € B(Hy, Hy) a image fermée et S € B(Hy, Hy) tel que :

(1) N(T) C N(9)
(2) ISI||77]) <1
alors

(i) N(T +8) = N(T)

.o ||TT||
@) 17+ 8) < =gz

Preuve. (i) regarde la proposition 2.2.1
(i)
(T + 9 = |77+ ST
< T + ST 7|

=+ sl |
||

1L + STT)]

I

- 1= |lSTH]

B Al

= L= {ISIHITT
7]

1 — [|S]{]7°7]]

Lemme 3.0.1 Soit T' € B(H)tel que :
| Tz|| < Ai||z]| + A2 ||(I + T)x|| pour tout x € H
Ou ) <1,j=1,2. Alors :

Aj € (—1,1) et (I +7T) est bijectif .

De plus ,
1)\ 1+
el <+ el < 75 o) pour tout & € H
1-X\ 14+ A

Iyl < [[0+T) My <

Lyl pour tout y € H
Ao

14+ X 1—
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Théoréme 3.0.4 Soit T € C(H,, Hy) densement défini et S € B(Hy, Hs) tel que
|1Sz|| < M ||Tz|| + X2 ||(S + T)x|| pour tout x € D(T) (%)

Ou X <1 etyeR. Alors:

(1) o> —let|(S+T)z| > };i; |Tx|| pour tout x € D(T)

(2) N(T)=N(T'+S)=N(T)NN(S)
(3) Si R(T) est fermé, alors R(T + S) est fermé, dans ce cas :

1+ Ay
1—-X\

[T+ 9)]| > I
(4) Sienplus, T'Ty =y Vy € Hy , alors (T + S)(T + S)y =y Vy € Hy et
(T + S)t =THI+ ST}

Preuve.

Preuve. (1) Par inégalité triangulaire nous avons :

1Sz +Ta| = [||Ta| —[|Sz]|

> Tz = M Te] + A (S + T)z]])]
= Tl = A [[Te] = A [[(S + T |
> (L= ) 1Tl = A [[(S+T)z|

D’ou

L+ ) [[(S+ Tzl = (1 =) [T
1

_)\1
S+T >
(S +Dall = 55

|Tz|| pour tout z € D(T) et comme Ay > —1
Il est facile de voire que N(T') C N(T'+ S) Soit x € N(T) d’apré (x)
ISzll < ATl + A [|(S + )|
——

=0
0+ Ao || Sz + Tz

IN

IN

A2 ||Sz + 0|

IN

A || Sz
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D’ou

(1=X)[|Szf| < 0

(1 —=X)||Sz|| = 0comme —1 < Ay <1 daprés le lemme 3.0.1,et [|Sz|| >0

et par suite ||Sz|| = 0 cela implique que z € N(S) et x € N(T) c-a-d x € N(S)NN(T)
ainssi N(T) = N(T + S) O
(3)Si R(T) est fermé alors v(T') > 0 ainssi v(T'+ S) > 0 donc R(T + S) est fermé

(d’aprés le théoreme 2.1.1). Donc on peut remplacer dans () T et S par 7T et ST on

obtient :
1-—XN
14+ X

1. (4) D’apré (2) ona N(T + S) = N(S) on déduit que ST'T = S|pr) (d’aprés la

1T+ 5) < (T)

proposition 2.2.1) ainsi :

S+T = STIT+T

= (I+STHT
pour tout y € Hy : TTTy = y et d’aprés hypothése () nous avons :

ISTy]|

IN

M || TT || + X2 ||((S + T)TT)y||

IN

Ayl + Az || (ST + Iy||
d’ou (I + STT) est bijectif nous obtenons donc :

(T + VI +STY = (T +ST'T)(I+ STT)
= (I +STHT)'(I + ST

= TY(I+STH(I + ST")

(. S
~
1

— 7t

Donc

(S+T) =TI +SThH)~!



Stabilité de l’inverse généralisé par la somme 20

Corollaire 3.0.5 Soit T' € C(H,y, Hy) densement défini et S € B(Hy, Hs) tel que :
|(S —T)z|| < M ||Tx|| + A2 ||Sz|| pour toutr € D(T)

Ou X < 1. Alors :

(1) N(T) = N(5)

(2) Ao > —1et||Sz| > }jr;\é |Tx| Yz e D(T)

(3) Si R(T) est fermé , alors R(S) est fermé , dans ce cas :

st < 1222

il
(4) Sienplus, T'Ty =y Vy € Hy , alors (T + S)'(T + S)y =y Vy € Hy et
St=1HI+(S-1T)T7)~ TTZ (S —T)ThH"

Preuve. Cette preuve est analogue au theoreme 3.0.4 en remplacant S par (S —17). O

Corollaire 3.0.6 Soient T' et S satisfaisant les conditions du théoreme 3.0.4, supposons de

plus que T vérifie TTTy =y Yy € Hy et Ay = 0, alors

(1) ||STT|| < 1et (I+STT) ™' € B(H,), dans ce cas :

1
-1 - -
(7 +5TH7H| < — TS|
@ [+ -1 < kg
Preuve. (1)On a:
(1 +sTHY| = ||(7+sThH|™
1
T+ ST
< Wl —1||STT|||( d’aprés I'inégalitée triangulaire)
B 1
1 —[|STH]]

1

m (Comme HSTTH < ].)
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(T + )t

-1

VAN

IN

IN

|71+ ST =TI + STH (1 + ST
|77(1 + ST [I — (I +STH]||

|71+ STT) (=51 ||

|77+ ST [ (=5T)]]

[T 17+ sTOI hsi 177
[ NI e

I(Z + ST
2
[EaWET
1= |[STH|




CONCLUSION

Dans ce mémoire, on a énnoncée des théorémes donnant des conditions suffisantes garan-
tissant la stabilité des images fermées et on a donnée. des relations existantes entre leurs

inverses généralisées.
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