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Introduction

Les problemes inverses consistent a retrouver une donnée qui a été transformée ou perturbée a
partir de quelques quantités mesurables. L’élaboration de modeles efficaces est un travail pluridis-
ciplinaire lequel a réuni des ingénieurs, des mathématiciens et des physiciens.

La mise en oeuvre de plusieurs outils et théories mathématiques est indispensable pour la for-
malisation de ces modeles. Les résultats obtenus ont apporté de nombreuses perspectives dans
chaque discipline.

En imagerie, ol I’image est considérée comme une fonction bidimensionnelle, cela a ouvert la
porte a I’étude systématique des phénomenes transitoires. En effet, dans le domaine de I’imagerie,
I’image est naturellement soumise a un flou ou a un bruit lesquels engendrent des dégradations
séveres. Traiter une image est avant tout une affaire de représentation. Il s’agit, donc, de trouver
les structures élémentaires permettant de réveler le contenu utile et I’information pertinente de
I’image. Cette étape est réalisable grace a une décomposition de 1’image selon un ensemble de
fonctions élémentaires.

Pour une approximation précise, la décomposition de I’image doit se faire selon un ensemble
de fonctions élémentaires adaptées a elle méme pour pouvoir mettre en valeur ces propriétés.
C’est ce que suggere aussi la théorie mathématique d’approximation. Plus que cela, cette théorie
propose, pour des raisons de simplification et d’implémentation, de faire une extension séparable
des approches monodimensionnelles.

Il existe de nombreuses méthodes de décomposition en une dimension [7, [18} 152} 53], mais
presque toutes ces méthodes n’utilisent pas un ensemble de fonctions élémentaires adaptatives.
Par contre, le mariage entre la théorie de diffusion inverse de I’opérateur de Schrodinger [/1, 7, |11}
19,142, 155] et celle de I’analyse semi-classique [12, 128} 154]] a fait apparaitre une nouvelle approche
dont la décomposition se fait seulement selon un ensemble de fonctions élementaires adaptatives.

En effet, pour cette nouvelle approche, dite SCSA de Semi-Classical Signal Analysis [30, 44,
43, 1l s’agit de considérer la fonction a décomposer comme un potentiel V; de 1’opérateur de
Schrodinger semi-classique unidimensionnel de la forme :

d2
Hin(Vi) = =h*—— = V4, (1

dz?

ou h désigne le parametre semi-classique en lien avec la constante de Planck [12]. Ainsi, cette
décomposition, laquelle est donnée par :

Kp,
Vip(@) =4hY \/—penin(®), z€R, 2)
k=1

1
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K
exploite uniquement un nombre fini K;, de données spectrales { Lk by 1/}’“’}‘}1@:1’ résultant de la ré-

solution du probleme spectral de 1’opérateur de Schrodinger semi-classique unidimensionnel :

Hin(Vi(@)Vrn(x) = pop Vrn(z), k=1,--- Ky, 3)

lors de la représentation du potentiel.

Cette these s’inscrit dans le cadre de la généralisation de I’approche SCSA en deux dimensions
pour pouvoir " utiliser. En effet, il s’agit de décomposer sous certaines conditions une fonction bidi-
mensionnelle selon un ensemble de fonctions élémentaires adaptatives. La fonction a décomposer
est considérée comme un potentiel V5 de I’opérateur de Schodinger semi-classique bidimension-
nel :

Hop(Va) = —h2A — Vi, )
et I’ensemble en question est donné par le carré d’un nombre fini K;' de fonctions propres L>-

normalisées 1y, , associées aux valeurs propres négatives i, j, et inférieures a A\, A € R_, résultant
du probleme spectrale de 1’opérateur de Schrodinger semi-classique bidimensionnel :

%2,h<‘/2(l'7y))¢k,h(xv y) = Kk.n ¢k,h(x7 y)a k= 17 e ,K}i\ (5)

Nous nous intéressons également a 1’étude des propriétés du spectre discret de I’opérateur
de Schrodinger semi-classique bidimensionnel en fonction du parametre semi-classique h. Ces
dernieres peuvent étre tres utiles dans 1’étude de certains phénomenes. Ensuite, la convergence de
I’approche proposée laquelle est donnée par le théoreme ci-dessous est démontrée.

Théoréme 0.0.1. [36] Soient V, une fonction a valeur réelle positive appartenant a C*°(R?) consi-
dérer comme un potentiel de I’opérateur de Schrodinger et 2y =|a, b[X|c, d[ un ouvert borné de
R2.
Alors, pour tout couple (Ao, \), tel que Ay C $y est un compact, et
A < inf(—=Va(a,c), =Va(b,d)),
A n’est pas une valeur critique de — Vs ,

nous avons : ¥(x,y) € Ay

1

2 Ty
Vaw,y) = —Atlim | 7 3L (A= pen) (@) | ™)

s #k,h<>\
ouy € Ry et Lgl,y est la constante universelle semi-classique donnée par :

a _ 1 IP(y+1) )
2 2 T(y +2)

et I' représente la fonction Gamma.
Par ailleurs, i, sont les valeurs propres négatives rangée par ordre décroissant de Ha ,(V2)
et Yy, sont les fonctions propres L*-normalisées associées tel que :

Hon(Vo)orn = pon Ve, k=1,---, Kp, 9)

et K} est le nombre des valeurs propres négatives inférieures i \.
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Des résultats de la théorie de I’analyse spectrale et semi-classique [29, |62] montrent que les
fonctions propres v, de I’opérateur de Schrodinger semi-classique sont localisées et oscillent
graduellement avec une décroissance forte de leurs amplitudes. Plus explicitement la premiere
fonction propre 1 5, qui correspond a la plus grande intensité du potentiel, a un seul pic localisant
cette intensité. La deuxieme fonction propre 9, 5, laquelle a une allure sinusoidale avec seulement
deux pics, représente I’information des deux plus grandes intensités qui suivent la premiere, et
ainsi de suite. Les dernieres fonctions propres, qui représentent les faibles détails du potentiel,
oscillent rapidement avec une convergence vers zéro pour les amplitudes. Autrement dit, les fonc-
tions propres contiennent les informations les plus pertinentes du potentiel ainsi que les détails.
Cette propriété des fonctions propres peut étre considérée comme un second point fort de cette
nouvelle approche, ce qui a permis et permettra son utilisation dans plusieurs domaines et appli-
cations. Des exemples illustreront les différents résultats obtenus et montreront I’efficacité de la
SCSA en 2D en utilisant une extension séparable des algorithmes monodimensionnels.

La these traite modélisation, étude théorique et algorithmique accompagné de résultats numé-
riques. Elle est organisée en cinq chapitres, comme suit :

— Le premier chapitre introduit le probleme auquel on s’intéresse a savoir représenter une fonc-
tion par le biais d’une décmoposition selon un ensemble de fonctions élémentaires adapta-
tives. Nous présentons également, de maniere générale, les différentes méthodes existantes
tout en précisant leurs différences et limites. Ces limites amenent directement au second
chapitre qui est une réponse au probleme de I’ adaptativité.

— Ce second chapitre présente spécifiquement 1’approche retenue pour pallier aux faiblesses
des méthodes existantes. Cette nouvelle approche de décomposition est dite SCSA.

— Quant au troisieme chapitre, nous y présentons les principaux résultats théoriques obtenus
sur notre probleme de décomposition. Dans un premier temps la définition de cette nouvelle
approche dans le cas bidimensionnel est formalisée. Ensuite ses différentes propriétés et no-
tamment sa convergence sont présentées. En dernier, et pour des raisons d’implémentation,
une formulation de la SCSA en 2D utilisant le produit tensoriel lors de 1’écriture de 1’en-
semble des fonctions élémentaires est donnée.

— Le quatrieme chapitre est consacré aux aspects numériques de la SCSA en 2D. Nous y décri-
vons le schéma numérique, ensuite, procedons a 1’étude de I'influence des parametres dont
elle dépend et nous terminons par la représentation de quelques fonctions académiques bi-
dimensionnelles en utilisant le logiciel MATLAB. Ce chapitre peut aussi étre vu comme une
validation de notre approche ainsi que de ses propriétés.

— Le cinquieme et dernier chapitre se focalise sur I’'une des applications possible la SCSA
en 2D a savoir la représentation d’images. Nous rappelons quelques notions d’images qui
sont considérées comme des fonctions bidimensionnelles. Ensuite, nous présentons quelques



INTRODUCTION 4

exemples de représentation d’images standard et en niveaux de gris. En dernier, pour corro-
borer I’efficacité de I’approche proposée pour la représentation d’images, un benchmark a
lieu.

Enfin, la dernicre partie de ce manuscrit présente tout d’abord une conclusion générale de la
SCSA en 2D en affichant ses avantages. Par la suite, les perspectives, qui restent nombreuses,
ouvrent les portes sur un terrain vierge et prometteur et dans différents axes de recherche.

Ce manuscrit comprend également deux annexes qui étayent certains résultats présentés brie-
vement dans le texte ainsi que certains théoremes et lemmes, sans oublier que les différents articles
et ouvrages utilisés pour 1’élaboration de ce modeste travail sont présentés dans la bibliographie
qui cldture ce manuscrit.



Chapitre 1

Etat de I’art

Ce chapitre est dédié a la présentation de la problématique traitée dans cette these.
Un état de I’art des méthodes existantes en la matiere ainsi que leurs limites quant au
probleme étudié fait 1’objet des trois derniéres parties de ce chapitre.

1.1 Le probleme mathématique

Avec la spécialisation croissante des chercheurs, la théorie du signal a suscité depuis plusieurs
décennies un tres grand intérét chez les mathématiciens et les ingénieurs. La notion de signal com-
porte un volet assez large de définitions selon I’application envisagée. Une définition générale et
intuitive peut €tre formalisé de la maniere suivante : le signal ressort de 1’observation d’un phéno-
mene certaines quantités qui dépendent du temps, de 1’espace, de la fréquence, . . .. Ces quantités,
supposées mesurables, sont appelées des signaux. Elles correspondent, en mathématiques, a la
notion d’une fonction d’une ou de plusieurs variables, qui en constitue donc une modélisationE]
[22].

La théorie du signal a pour objet I’étude des signaux et des systemes qui les transmettent. Une
solution consiste a produire des versions simplifiées du signal pour pouvoir I’analyser. L’ opéra-
tion qui réalise cette simplification est dite : décomposition. Elle induit alors une représentation,
simplification, débruitage, . ...

Dans ce cadre, notre travail est motivé par un probleme précis : décomposer un signal bidimen-
sionnel sur un ensemble de fonctions élémentaires afin d’en extraire les éléments clefs et de mettre
en évidence certaines propriétés du signal pour mieux I’analyser, I’estimer, le représenter voire le
filtrer.

Naturellement, la question qui se pose est : existe-il un unique ensemble de fonctions élémen-
taires pour tous types de signaux bidimensionnels ? Dans le cas contraire, sous quelles conditions
I’ensemble des fonctions élémentaires est-il choisi ?

Dans ce contexte, la théorie mathématique de 1’approximation suggere de choisir un ensemble
de fonctions élémentaires adaptées au signal lui méme qui permettent d’obtenir une approximation
précise des signaux a partir de combinaison d’un nombre fini de fonctions [S3]. Plus que cela, pour

1. Dans ce manuscrit, la notion de signal aura le méme sens qu’une fonction et sera attribuée a un signal d’une ou
de plusieurs dimensions en fonction du contexte.
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simplifier les mathématiques et les algorithmes pour des signaux de dimension supérieure a 1, cette
théorie propose de faire une extension séparable des algorithmes unidimensionnels [[15} 135} 143].

Pour toutes ces raisons nous présentons, dans ce qui suit, trois types de méthodes de décompo-
sition des signaux unidimensionnels. Pour chacune de ces méthodes, nous précisons leurs points
forts, faibles et leurs différences. Nous commencerons par un apercu de la méthode de Fourier
et de toutes ses versions vu qu’elles sont largement utilisées en théorie du traitement du signal
(9, 20, 22,153, [78), 180]. Nous présentons ensuite la méthode modale empirique, connue aussi sous
le nom EMD pour Empirical Mode Decomposition, introduite en 1998 [33, 57, 168]]. Cette derniere
permet de traiter une classe plus générale de fonctions. Mais, malgré son succés, elle ne répond pas
a la premiere suggestion de la théorie mathématique d’approximation. Pour cela, nous présentons,
en dernier, un autre type de méthode de décomposition, basée sur des méthodes de diffusion inverse
de I’opérateur de Schrodinger [[11]. Cette méthode prend en considération le premier point proposé
par la théorie mathématique de I’approximation lequel est le choix d’un ensemble de fonctions é1é-
mentaires adaptatives, mais elle présente des difficultés d’un point de vue numérique. Pour pallier
a cette difficulté, récemment, une simplification de cette méthode a été proposée [30, 44, 45]]. Plus
de détails seront présentés dans le second chapitre de ce manuscrit.

1.2 Les méthodes de décomposition de Fourier

Le principe fondateur de I’analyse dans le domaine des fréquences est I’analyse de Fourier,
largement répandue. Il s’agit de décomposer une fonction périodique f, de période T, sur une base
fixe des exponentielles complexes. Ainsi la fonction f se développe en série de Fourier sous la
forme [53]] :

F(t) =3 exlf)exp (2@“) (L.1)
keZ
o 1 /T vk
alf) =7 [ fHyexp (— = t) dt. (1.2)

Les séries de Fourier ont prouvé leur performance pour des fonctions périodiques ou suffisam-
ment régulieres, mais pour une classe plus large des fonctions stationnaires non périodiques, une
généralisation des séries de Fourier a été introduite. Cette derniere, dite transformée de Fourier, est
définie par [33] :

fler=o [ e, (13)

T2 )
pour toute fonction f dans L'(R) (L' représente I’espace des fonctions absolument intégrableE[).

t sont les

La transformé de Fourier a régné sur le traitement des signaux car les sinusoides e
vecteurs propres des opérateurs linéaires stationnaires, et chaque opérateur linéaire stationnaire L

est entierement caractérisé par ses valeurs propres h(§) :

VE e R, Let =h() e (1.4)

2. Les différents espaces utilisés dans cette these sont décrits dans les pages de notations
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Sa richesse en fait un outil fondamental pour une grande variété d’applications. Néanmoins, si
on s’intéresse a des phénomenes transitoires, comme par exemple un mot prononcé a un certain
moment, la transformée de Fourier s’avere inadéquate.

En effet, la transformée de Fourier (formule ) est obtenue en corrélant la fonction f avec
une sinusoide ¢!, Comme le support de ¢! couvre tout I’axe réel, f (&) dépend des valeurs de f a
tous les instants ¢ € R. Ce brassage de I’information rend difficile I’analyse des propriétés locales
de la fonction f a partir de fet engendre de gros calculs.

C’est pourquoi on a vu apparaitre de nombreuses autres méthodes de décomposition spectrale.
La plus intuitive de ces méthodes est la transformée de Fourier a fenétre glissante, introduite par
Gabor en 1946 [20], pour des fonction L?. Le principe de cette méthode est de construire des
atomesE] temps-fréquence a partir d’une fenétre w, en la translatant en temps et en fréquence :

Wy e = w(t —u)e (1.5)

On note par oy, 0, la variance tomporelle et fréquentielle de f, elles sont données, respective-
ment, par :

ot =i [ ()Pt

t — 2 oo
. T w6
o= e | IET©PdE.
e S )
D’apres le principe d’incertitude d’Heisenberg [S], ces valeurs vérifient :
1
00y 2 Z (17)

Ce produit atteint son minimum et sa borne si et seulement si w est une Gaussienne. Ainsi
la transformée de Gabor, dite aussi transformée de Fourier a fenétre glissante d’une fonction f,
s écrit [20] :

Gylw,6)= [ :O F)w(t — u) et (1.8)

C’est une intégrale de Fourier localisée au voisinage de u grice a la fenétre w (¢t —w). En d’autre
terme, la transformée de Fourier a fenétre glissante calcule la corrélation entre la fonction f et une
famille de fonctions bien concentrées en temps et en fréquences w(t — u) e~

Cette méthode, plus fine que la transformée de Fourier simple, offre un compromis entre loca-
lisation en temps et en fréquence, mais elle est inexploitable pour une grande classe de fonctions
vu que la taille de la fenétre est fixé et elle ne prend cependant pas en compte les caractéristiques
de la fonction, mais la thérorie des ondelettes y remédie, en introduisant la notion d’échelle dans
cette décomposition.

Dans un cas réel, la transformée en ondelettes continue d’une fonction f de L?*(R) au temps u
et a I’échelle s s’écrit [53]] :

t—u

Wins) = = [ " () (19

3. En mécanique quantique, un atome est une fonction bien concentrée en temps et en fréquence, dans la limite
permise par le principe d’incertitude de Heisenberg [3]]
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ou ¢ est une fonction de L*(R) N L' (R) appelée ondelette mere, et vérifiant la condition d’admis-

sibilité : )
+oo
C, = / LGP (1.10)

—oo |V

La décomposition en ondelettes, grace au parametre d’échelle s, est une méthode d’analyse
fondamentalement multi-échelles. Ainsi, elle permet de traiter des fonctions comportant de fortes
singularités. Comme pour la transformée de Fourier, des algorithmes rapides et une théorie pour
les signaux discrets ont contribué au succés des ondelettes dans de nombreux domaines. Pour plus
de détails sur le royaume de Fourier, nous invitons le lecteur a consulter [9, 20, 22} 153} 78, [80]].

Mais méme si les transformées de Fourier a fenétre glissante ou en ondelette ont permis des
avancées dans 1’analyse temps-fréquences, aucune de ces méthodes n’est adaptée pour traiter cor-
rectement des fonctions non stationnaires et non linéaires dont on ne connait pas a priori les ca-
ractéristiques. Plus que cela, cette classe de méthodes n’exploite pas ou peu les caractéristiques
importantes des fonctions, ceci vient du fait, qu’en général, ces méthodes utilisent une base fixe,
qui est exprimée par des exponentielles complexes, (hormis, pour les ondelettes, il existe de nom-
breuses bases plus ou moins adaptées a une classe tres particuliere de fonctions), or la théorie
mathématique d’approximation propose de décomposer chaque fonction par une base, une frame
ou un ensemble de fonctions adaptées a elle méme.

Partant des limites citées plus haut, récemment, Huang et al [33]] ont introduit une méthode qui
traite la problématique de la décomposition et I’analyse des signaux (fonctions) non-stationnaires
dite transformée de Huang ou décomposition modale empirique (EMD). L’EMD construit une
base optimale, qui dépend de la fonction, et ol les premieres composantes contiendront presque
toute I’information ; pour cela, la fonction est décomposée a partir d’une base connue, avant de
réaliser une analyse en composante principale 33,157, 58 167, 168, 169]. La décomposition modale
empirique apporte deux nouveautés :

— Elle consiste en une décomposition dans une base non fixée du signal ; en ce sens, elle est

auto-adaptative.

— Elle est fondamentalement algorithmique, contrairement aux autres méthodes qui nécessitent

de calculer des matrices de covariance trés cofiteuses.

1.3 La méthode de décomposition modale empirique

La décomposition modale empirique, ou EMD pour Empirical Mode Decomposition a été
d’abord proposée dans [33]. C’est une méthode algorithmique de décomposition spectrale auto-
adaptative. L’idée de base est de construire au fur et a mesure les fonctions de base, appelées
fonctions modales intrinseques ou IMF pour Intrinsic Mode Function, au lieu de décomposer et
d’analyser une fonction dans une base fixe comme avec les méthodes de Fourier. Elle a été in-
troduite pour traiter de maniere relativement souple des données quelconques, pouvant étre non-
stationnaires et non-linéaires [33}, 57, 68]].

Avant d’étayer la notion de la décomposition modale empirique, nous présentons quelques
notions sur les fonctions de base IMF.
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Définition 1.3.1. [33] 58] On appelle fonction modale intrinseque IMF, une fonction g : R — R,
vérifiant :
1. Les minimas de g sont strictement négatifs, ses maximas sont strictement positifs.

2. La somme de l’enveloppe supérieure interpolant les maximas de g, et de [’enveloppe infé-
rieure interpolant les minimas, est nulle.

Plus simplement, une IMF est une fonction oscillante autour de 0, de moyenne locale nulle,
modulée en amplitude et en fréquence. La moyenne locale est définie par :

Définition 1.3.2. [58]] La moyenne locale d’une fonction g est la demi-somme de ses enveloppes
supérieures et inférieures, qui sont obtenues par interpolation des maximas et des minimas respec-
tivement.

La technique de décomposition modale empirique EMD est dérivée de la simple hypothese
que toute fonction se compose de différentes fonctions modales intrinseques IMF. Chacune d’entre
elles représentant une oscillation caractéristique intégrée sur une échelle de temps séparée.

Plus précisément, I’idée principale de 'EMD est que toute fonction réelle f peut se décomposer
en une moyenne locale m et une composante fortement oscillante d;. On a ainsi [58]] :

F(t) = di(t) + m(t) (1.11)

Nous pouvons ensuite extraire une composante fortement oscillante de m que I’on note par ds,
et itérer le procédé jusqu’a n’obtenir qu’un résidu non oscillant 7. Ainsi la décomposition totale de
f s’écrit [58] :

Ft) =3 di(t) +r(2) (1.12)
i

La notion duale de la moyenne locale est celle du mode oscillant : en fait pour extraire la
composante fortement oscillante d;, dite aussi le mode oscillant, de f, on construit la moyenne
locale du signal e;(t), encore appelée enveloppe moyenne. Ainsi le mode oscillant d; est alors
calculé par la formule [57, 58] :

En posant eq(t) = f(t), on peut alors écrire :

La décomposition s’acheéve quand on ne peut plus calculer une enveloppe moyenne, c’est-a-
dire lorsque e = r possede trois extrémas au plus.

Cette méthode, relativement jeune, a fait depuis son introduction I’objet de nombreux travaux
[57,167,168,169, 71], 1a plupart essayant de formaliser les notions de "modes oscillants" et "moyenne
locale" de différentes manieres lequelles restent tres floues malgré que cette décomposition est par
nature exacte. En effet, le gros défaut de cette méthode est I’absence de théorie et la base auto-
adaptative qui ne permet pas, parfois, d’extraire I’information utile. Pour surmonter cette contrainte
nous introduisons un nouveau type de décomposition des fonctions basée essentiellement sur la
transformée de la diffusion inverse [[7, [11, 14} |18} 23, 34, 52]]. Ces méthodes consistent en une
décomposition sur un ensemble de fonctions élémentaires dépendant de la fonction elle méme,
donc un ensemble de fonctions élémentaires adaptatives.
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1.4 Les méthodes de décomposition via la transformée de dif-
fusion inverse

La transformée de la diffusion directe, notée par DST pour Direct Scattering Transform, et
la transformée de diffusion inverse, notée par IST pour Inverse Scattering Transform, sont im-
portantes car elles soustendent I’un des outils les plus répandus dans la plupart des phénomenes
physiques [61} 163} 74].

On entend par transformée de diffusion directe, dans une formulation dépendant du temps,
I’étude du comportement de longue durée des solutions d’une équation d’évolution qui se déplacent
vers I’infini. A travers cette méthode nous obtenons des données de diffusion, dites aussi données
scattering. L'une des applications de la transformée de diffusion directe les plus reconnues est la
résolution de 1’équation d’évolution non linéaire de Korteweg-de Vries [21]. Cette derniere a été
résolu en utilisant la transformée de la diffusion directe de 1’opérateur de Schrodinger [21) 23] 48|,
52,166, 81].

Quant a la transformée de diffusion inverse, il s’agit de décomposer, et par suite reconstruire,
le potentiel de I’opérateur de Schrodinger, qui représentera dans tout le long de ce manuscrit notre
fonction a décomposer, a partir des données de diffusion. La reconstruction unique d’un potentiel
particulier nécessite I’identification des conditions sur les données de diffusion associées a ce po-
tentiel. Plusieurs travaux concernant la caractérisation du probeme inverse pour des différents types
de potentiels ont été proposés [[7, 11} 14, 18}, 23} 34, 52]. Une étude tres approfondie a été réalisée
par Deift et Trubowitz dans [11]]. Avant de présenter cette méthode, sur la quelle une nouvelle mé-
thode de décomposition s’appuie, nous donnons quelques notions sur 1’opérateur de Schrodinger,
vu qu’il est largement utilisé dans les transformées de la diffusion directe et inverse et qu’il est
I’ outil essentiel dans la présente these.

1.4.1 Opérateur de Schrodinger unidimensionnel

Soit I’expression différentielle définie par :

L=--5+V, z€R (1.15)

1
loc

ou le potentiel V; € L;,.(R) représente notre fonctions a décomposer.

L opérateur de Schrodinger unidimensionnel ; dans L?(IR) défini par,

Hi(Vi)u = Lu, wueD(Hi(V1)), avec

d (1.16)
D(Hi(11) = {g € L*R)]g, 7 € ACie(R), Lg € L*(R)},

est auto-adjoint [73| [75]. Le spectre de H;(V3) noté par o est donc réel [73] [75] et est composé
d’un :

— spectre continu o, qui comprend les valeurs propres positives de multiplicité 2.

— spectre discret 0,4, qui contient les valeurs propres négatives de multiplicité 1.
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Supposons, maintenant, que V; est une fonction a valeurs réelles vérifiant :

Vi € Li(R), %x‘f € L'(R), m=1,2, (1.17)
ou, .
LYR) = Vil [ Vi(@)I(1 + Jz])da < oo}, (1.18)

Li(R) est souvent appelé classe de Faddeev [1, 18]. Avec ces conditions, nous sommes dans le
cas point limite et donc nous n’avons pas besoin de conditions aux limites a I’infini (voir Annexe
A.1). Ainsi, nous considérons I’opérateur de Schrodinger H; (V7)) défini sur L?(R) par :

2
(W)= =550+ Vi, b € DHi (V) = HE(R) (1.19)

ou H?(R) est I’espace de Sobolev d’ordre 2.
Intéressons-nous maintenant a 1’équation aux valeurs propres suivante [11,42] :

Hi(Vi) = 21, (1.20)

— Si V] est un potentiel nul, alors 1’équation (I.20)) admet des solutions exponentielles.

— Si V} est un potentiel non nul et z = s* avec s € C* (le demi plan complexe supérieur,
J(s) > 0). Alors, la solution de 1’équation ((1.20)) est composée d’un spectre continu o et
d’un spectre discret o,4. Ainsi, nous avons o. = [0, +00) et o4 est composé d’un nombre fini
(ou nul) de valeurs propres négatives que ’on note s? =y, k=1,--- , K.

— Si V; est un potentiel non nul a support compact. Alors les solutions de 1’équation (1.20)
se comportent comme des exponentielles pour x — +oo. En fait, I'hypothése Vi € Li(R)
permet de retrouver le comportement exponentiel des solutions de I’équation (1.20) en f-o0.

Comme il a été déja cité précédemment, la décomposition des fonctions, en utilisant les mé-

thodes de transformée de diffusion inverse, se base essentiellement sur les données de diffusion,
apres avoir donner un bref apercu sur I’opérateur de Schrodinger et sa résolution spectrale, nous
présentons, dans ce qui suit, la formulation et quelques notions sur les données de diffusion, ces
dernieres sont exprimées en fonction de la solution de I’opérateur de Schrodinger en 4-00.

1.4.2 Solutions de Jost, états bornés et données de diffusion

Les solutions de Jost, notées f. sont définies comme étant les solutions uniques de I’équation
de Schrodinger en +oo |11} 18, 42| [52], elles sont données par :

+oo gin[s(z — )]

fi(s,x) = et — /x Vi(z") fx(s, 2")da', (1.21)

oi ¥(s) >0etx € R.
Ce sont des fonctions propres de H;(V}) associées aux valeurs propres s* vérifiant :

Hi(Vi)fe(s,z) = s*fi(s,2) (1.22)
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avec,
fi(s,z) = e 4 0(1), x — too,
d (1.23)
C{i(s,x) = f15e% £ o(1), 2 — *oo.
x

A partir de ces fonctions, nous définissons de nouvelles quantités nommées coefficients de
transmission 7'(s) et coefficients de réflexion par la gauche et par la droite R;(s) et R, (s) respec-
tivement (voir Annexe A.2). Elles sont définies en fonction du Wronskien des solutions de Jost
comme suit [11}, 142] :

= g VU £ s €Tk
T = WU s, f(-s2). s € RV(0) (129
Tl = W s) £ (). s € R\(O)

ot W(f,g) = f(z) diz(;) _ @) ) représente le Wronskien de f et g et T = C+ UR.

Le comportement en oo de f. se déduit des propriétés de Wronskien et s’écrit en fonction de
T(S) et Rr(l)(s) :

1 Rir
fi(s,x) = () e %(L()S)eysx +0o(1), x— Foo. (1.25)

Une interprétation physique de ces équations consiste a considérer la solution 7'(s) f, (s, )
comme décrivant une onde plane e"* émise de —oo. T'(s)e’” est alors transmise vers 400 et
Ri(s)e™ " est réfléchie. De méme T'(s) f_(s) décrit le phénomene pour une onde émise de +o00
comme montre la figure|l.1

I
e | Rk
- E—

-I5X

FIGURE 1.1 — Phénomene de diffusion de I’opérateur de Schrodinger.



CHAPITRE 1. ETAT DE L’ART 13

La proposition suivante donne des propriétés des coefficients de réflexion R, (s) et de trans-
mission 7'(s), s € R\ {0}, ces derniers sont obtenus par I’utilisation des propriétés du Wronskien.

Proposition 1.4.1. [11,42] Pour tout s € R\{0}, nous avons :

T(s)=T(-s), R.(s)=R.(—s), Ris)=TRi(—s), (1.26)
Ri(s)T(s) = =Ru(s)T(—s), (1.27)
[Ro()I” + IT(5)[* = 1 = [Ru(s)[* + [ T(s) . (1.28)

L’équation (I.28)) s’interprete physiquement par la conservation de 1’énergie des ondes trans-
mises et réfléchies. Nous en déduisons que [T(s)| < 1et |R,q)(s)| < 1, Vs € R\{0}.

Les coefficients de transmission et de réflexion peuvent également s’écrire sous forme d’une
intégrale dépendant du potentiel V; et des solutions de Jost f [11], 42] :

1 1 pteo
T = | i@ s 2, (1.29)
et R 1 n
T<(><)> = [ i) s n)de (1.30)

Ainsi, la matrice de diffusion, nommée aussi la matrice de scattering, S(s) est définie par :

_ [ T(s) Ruils)
S(s) = (Rl(s) T(g)), s € R\{0}. (1.31)

A partir des propriétés des coefficients de réflexion et de transmission, nous déduisons que la
matrice de scattering S(s) est unitaire.

Intéressons-nous a présent aux valeurs propres négatives de H;(V}) notées s> = py, k =
oo K, g < pig < -+ < pg. Soient ¢y, k = 1,--- , K, les fonctions propres L>-normalisées
associées aux valeurs propres négatives yx, k = 1,--- , K. Ces fonctions sont appelées états bor-
nés (voir figure et vérifiant :

Vi @)on(e) = min@), [ Wo)fde =1 k=1 K. (132)



CHAPITRE 1. ETAT DE L’ART 14

............... Etats
............ bornés

FIGURE 1.2 — Les états bornés de I’opérateur de Schrodinger.

Notons :
1 1
+o00 L, 173 +00 L. 172
ar=|[ Uma)Pde) C e=| [ I Grea)dr| o (133)
—00 —00
avec yy, = —Kj = 1*K}. C ), Cr sont appelées constantes de normalisation.

L analyse spectrale de I’opérateur de Schrodinger (V) ) introduit ainsi un ensemble appelées
données de diffusion, ou encore données scattering, ce dernier est unique pour chaque potentiel
V1. Soient les ensembles S;(V7) et S.(V1) qui regroupent respectivement les données de diffusion
a gauche et a droite :

SJ(‘/l) - {Rj(s)u HEs Cjk, k= 17 o 7K}7 .] = l,T. (134)

Ainsi, cette analyse introduit les deux transformations citées auparavant transformées de diffu-
sion directe DST et transformées de diffusion inverse IST. Plusieurs méthodes de décomposition
basées sur la transformée de diffusion inverse ont ét€ proposées [7, 123, 152]]. Dans ce qui suit nous
présentons la méthode de décomposition de Deift et Trubowitz [[11], cette dernicre s’est avéré tres
efficace et a fait I’objet de plusieurs travaux [25, 40, 55, 156].

1.4.3 Formule de décomposition de Deift et Trubowitz

Deift et Trubowitz [11] ont montré que le potentiel V; de I’opérateur de Schrédinger 7, peut
étre décomposé, en utilisant la transformée de la diffusion inverse, par une formule explicite décrite
dans le théoreme suivant :
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Théoréme 1.4.1. [11] Soir Vi € Li(R), alors V| peut étre reconstruit, de maniére unique, par la
formule suivante :

Vi(r) = —4 Z NETRUAE)

(1.35)
+ 1/b(%/+a Reit ()25, )ds) d
Jm ) (= [ sRe(s)fils,w)ds ) da, pp.
Si de plus sR.)(s) € L'(R), alors :
at ) 2i [+oo 0
Vi(z) = 4> V= i(z) + ?/ sRray(s)fi(s,x)ds, z € R (1.36)
k=1 e

La formule est souvent appelée formule de trace de Deift et Trubowitz. Elle se dé-
compose en la somme de deux termes, un terme qui se caractérise par le spectre discret o, de
I’opérateur de Schrodinger H,;, et un autre qui montre la contribution du spectre continue 0. dans
la reconstruction du potentiel V.

Rappelons que le spectre discret o, de I’opérateur de Schodinger H; est composé un nombre
fini K de fonctions propres L?-normalisées v;, associées aux valeurs propres négatives rangées
par ordre décroissant ug, £ = 1,--- , K. En effet les fonctions propres 1/, constituent une base
unique pour chaque potentiel, d’ou I’obtention d’un ensemble adaptatif, contenant un nombre fini
de fonctions propres L?-normalisées au carré 17 associées aux valeurs propres négatives ji;, pour
la décomposition des fonctions grice a 1’utilisation de la transformée de la diffusion inverse de
I’opérateur de Schrodinger H;.

Malgré le grand succes qu’ont eu les formules de décomposition (1.35)) et (I1.36) de Deift et
Trubowitz, cependant, cette représentation n’est pas directement exploitable en raison des difficul-
tés li€es au calcul numérique des coefficients de réflexion R, ;) et des fonctions de Jost fi. C’est
dans ce sens que les auteurs, dans [44, 45]], ont allégé les formules de Deift et Trubowitz pour
pouvoir décomposer et représenter un potentiel 1 en utilisant uniquement le spectre discret o, ce
dernier peut étre facilement calculé numériquement. Cette nouvelle décomposition fait I’objet du
second chapitre de ce manuscrit.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit le probléme traité, a savoir décomposer une fonction sur
un ensemble de fonctions élémentaires adaptées a elle méme pour pouvoir I’analyser, 1’estimer, la
reconstruire voir aussi la filtrer.

Différentes méthodes de décomposition ont été présentées chacune avec ses avantages et li-
mites. Nous avons souligné que la méthode basée sur les formules de Deift et Trubowitz respecte
bien la condition proposée par la théorie mathématique de I’approximation, laquelle suggere de
choisir un ensemble de fonctions élémentaires dépandant de la fonction elle-méme. Cependant, la
contribution de la partie continue du spectre pose un probleme technique.



CHAPITRE 1. ETAT DE L’ART 16

Pour remédier a ce probleme, nous allons présenter dans le chapitre suivant une méthode de
décomposition de fonctions basées sur une quantification semi-classique de 1’opérateur de Schro-
dinger développée récemment.



Chapitre 2

Analyse spectrale semi-classique du
potentiel : SCSA

Dans ce chapitre, est traitée la difficulté numérique que posent les formules de
décomposition de Deift et Trubowitz. N’ayant aucun résultat qui permet de traiter
ce genre de probléme, nous surmontons cette difficulté en intégrant le parametre
semi-classique dans I’opérateur de Schrodinger, et par suite dans la formule de Deift
et Trubowitz, d’ou I’apparition d’une nouvelle approche basée sur une quantification
semi-classique et une transformée de diffusion inverse. Cette nouvelle approche
permet de décomposer une fonction sur un ensemble de fonctions adaptées a elle
méme et avec peu de composantes. Nous présentons, également, quelques proprié-
tés et nous montrons sa convergence. A travers quelques exemples numériques,
nous montrons son efficacité pour des signaux académiques, réels et bruités. En
dernier, en se basant sur des résultats d’analyse semi-classique, une reformu-
lation de cette approche est présentée. Tout au long du chapitre on s’intéressera,
théoriquement et numériquement, a une analyse spectrale semi-classique du potentiel.

2.1 Introduction

Rappelons que les limites des méthodes de décomposition basées sur I’analyse de Fourier
(22, 153]] et de la décomposition modale empirique (EMD) [33, 58] exposées dans le chapitre pré-
cédent résident, principalement, dans la formulation des bases et/ou des lourds calculs que leur
mise en oeuvre induit. Par contre la décomposition proposée par Deift et Trubowitz [[11]], qui s’ ap-
puie essentiellement sur la transformée de diffusion inverse de I’opérateur de Schrodinger, permet
une décomposition sur un ensemble de fonctions élémentaires adaptatives avec un nombre fini de
composantes et un résidu lequel est exprimé par une partie continue. Cette contribution du spectre
continu pose numériquement des difficultés. Pour surmonter ce probleme, nous présentons, dans
ce chapitre, une nouvelle méthode de décomposition, développée récemment [44, 45] et inspirée
des formules de décomposition de Deift et Trubowitz [[11]].

En effet, en introduisant le parametre semi-classique dans 1’opérateur de Schrodinger et par
suite dans les formules de Deift et Trubowitz [11]], la contribution du spectre continu s’annule,
d’ou I’apparition d’une nouvelle approche de décomposition dont le principe consiste a utiliser

17
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uniquement le spectre discret, c’est-a-dire un nombre fini de valeurs propres négatives et leurs
fonctions propres L?-normalisées associées au carré de 1’opérateur de Schrodinger semi-classique
unidimensionnel pour analyser et représenter la fonction dont elle est considérée comme un poten-
tiel de cet opérateur.

Le parametre semi-classique permet d’explorer le principe de correspondance, ¢’est-a-dire, on
doit retrouver la mécanique classique a partir de la mécanique quantique lorsque le parametre
semi-classique, en lien avec la constante de Plank, notée par h tend vers 0 [12, 28] [54]]. Ainsi, ce
parametre permet non seulement de faire une étude microlocale mais, beaucoup plus : il permet a
la décomposition du potentiel de mieux converger.

Comme cette nouvelle méthode s’appuie sur une étude spectrale de 1’opérateur de Schrodinger
semi-classique, le nom SCSA lui a été attribué, lequel vient de : Semi-Classical Signal Analysis.

2.2 Définition de la SCSA

Dans tout ce qui suit, nous nous intéressons essentiellement a I’opérateur de Schrodinger semi-
classique unidimensionnel H; 5, (V;) défini sur L*(R) par :

d2
Hin(V1) = —hzw -V, D(Hix(V1)) = H*(R) (2.1)
tel que :
1 o1 1
Vi€ Li(R), Vi(x)>0, VxeR, oy e L'(R), m=1,2. (2.2)

I est & noter que sous les hypotheses (2.2)), il existe un nombre K, fini [I1] et non nul [42]
de valeurs propres négatives de 1’opérateur H, 5 (V1). Notons i, , les valeurs propres négatives de
Hin (V) avec

P < pfop < < UK, h < 0, k:17-.. ,Kh.
Soient )y, les fonctions propres L?-normalisées associées & pugp, k =1, -+ , Kp,.

Nous définissons la SCSA par :

Définition 2.2.1. [44, 45]] Soient V} une fonction vérifiant les hypothéses (2.2) et h le parametre
semi-classique. L’approximation par la SCSA est définie par :

Kp
Vin(x) =4hY \J—mentin(z), z€R, (2.3)
k=1

ou iy p, et Ypp, k = 1,--- | K}, sont respectivement les valeurs propres négatives de H, (V1) et
les fonctions propres L?-normalisées associées tel que :

Hin(V)Yen = pentben, k=1, K. 2.4)

Il est clair d’apres cette définition que la SCSA résulte d’une écriture a partir d’un ensemble de
fonctions élémentaires adaptatives qui dépend du potentiel lui méme et qui consiste en le carré des
fonctions propres L2-normalisées de I’opérateur de Schrddinger semi-classique dont le potentiel
est donné par la fonction elle méme comme montré par Newell et Kaup [40] et aussi Deift et
Trubowitz dans [11].
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2.3 Convergence et comportement du spectre discret en fonc-
tion de A

Dans cette partie, nous allons présenter quelques résultats du comportement du spectre discret
de I’opérateur de Schrodinger semi-classique unidimensionnel en fonction du parametre semi-
classique h. Ce dernier joue un role important. En effet, il permet de modifier le spectre de H 5 (V1)
de facon a approcher au mieux V) par Vj . Intuitivement, plus i diminue, plus I’extraction des
valeurs propres négatives de V) par rapport a = est meilleure, d’ou la convergence du potentiel
estimé vers le potentiel original qui sera présenté dans la section qui suit suivie par quelques
propriétés du spectre discret.

2.3.1 Etude dela convergence de 1/ ;, lorsque /. tend vers 0

Pour montrer la convergence de la SCSA, nous utiliserons la formule de trace établie par Deift
et Trubowitz dans [L1] en terme semi-classique que nous rappelons ci-dessous :

2ih? [+oo

Ky,
Vip(x) =4h >\ /= pen Ui (@) — — SRryn(8)f3 (5, 2)ds, (2.5)
k=1 o0

pour sR,)x(s) € L'(R) et V; vérifie les hypotheses (2.2).
Intuitivement, pour montrer la convergence de la formule (2.3) lorsque le parametre semi-
classique 2 — 0, nous démontrons que le terme donné par :

2ih? [

m —00

SRy n(8) [1.4(s,x)ds (2.6)

tend vers 0 lorsque h converge vers 0. A cet effet nous utiliserons des propriétés relatives au
coefficient de réflexion R, , et des propri€t€s de bornitude des fonctions de Jost f4 ; que nous
montrons en utilisant le lemme suivant :

Lemme 2.3.1. [59] Soit V; € L'(R) un potentiel continu avec 1_1>rin Vi(z) = 0. Alors,

| fen(s, o) —exp(izs/h)| < |s| " 0w (z) exp(|s| Ho(z)) 2.7

pour tout s € R*, out

+oo
bu() = £ [ A()ldy. 3)

A partir de ce lemme nous déduisons la bornitude des fonctions de Jost f. 5.

Corollaire 2.3.1. Soit V; € L'(R) un potentiel continu avec Egl Vi(z) = 0. Alors,

|fen(s,x)| < C, (2.9)

ou C est une constante.
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Preuve. (Corollaire
D’apres le lemme nous avons :

| fen(s,z) —exp(£ixzs/h)| < 5|64 () exp(|s| 1oL (2)). (2.10)

Ceci implique que :

|fen(s,x) — exp(Fizs/h)| + | exp(Lizs/h)|

-1 -1 ) 2.11)
<|s|7 0+ (x) exp(|s| " d+(x)) + | exp(Lixs/h)|.
Or,
| fn(s,z) —exp(Lixzs/h) + exp(Lizs/h)| 2.12)
<|fen(s,x) — exp(Lizs/h)| + | exp(Lixs/h)|, .
d’ou :
| fen(s, )| < [s| 710 () exp(|s|H0x(x)) + 1 (2.13)
pour tout s € R*. Ainsi,
|fen(s,2)| < C, (2.14)

ou C' est une constante.

La proposition suivante est un résultat de convergence sur le coefficient de réflexion. Elle nous
permet d’établir un autre résultat dont nous aurons besoin pour montrer la convergence de la for-
mule (2.3) lorsque le parametre h tend vers 0.

Proposition 2.3.1. [44, [43]] Soit V; € L?*(R) une fonction qui vérifie aussi les hypothéses (2.2)).
Alors,

+00
lim b /_ 2 Roqyn(s)[2ds = 0. 2.15)

h—0

Proposition 2.3.2. Soit V; € L?(R) une fonction qui vérifie aussi les hypotheses (2.2)). Alors,

+o0
lim h? / |5Ry.(3)|ds = 0. (2.16)
h—0 — 00
Preuve. (Proposition [2.3.2)
D’une part, nous avons :
g [T o [T
h /_ |sRyy,n(s)|ds = 2h /0 1SRy ),n(8)|ds, (2.17)
car |s| = | — sl et |[Ry,1 ()] = [Rryn(=5)I-

D’autre part, Vs € R : |Rr(l)7h| < 1. Alors il existe une constante M € R’ assez grande telle
que :

|hW2sRo 0 (8)] < |h2sRy .0 (s)]? (2.18)
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pour tout s > M. Donc :
g [T° M ooy
h /0 |SRT(1)7h(S)|dS :./0 |h SRT(Z)jh(SHdS + /M |h SRT(Z)7h(S)|dS,
M +o00
< / Ih2s|ds + / Ih25 R0y () 2ds, 2.19)
0 M

M +oo
< h27 + h4/ S*| Ry n(8)]ds.

—00

D’ou :
+o00 +oo
lim A? / |sR),0(s)]ds = lim 2k / |sRyy,1(5)|ds,
0o ’ h—0 0 ’

h—0 —
400
< }llrr(l) |:h2]\/[2 4 2]7,4/ SQ‘R,«(Z)JL(S)’QdS : (2.20)
- —00

<0,

h—0

“+o00
lim h2/ |sRr),n(s)|ds = 0. (2.21)
Ainsi, nous déduisons :

Corollaire 2.3.2. Soit V| € une fonction qui vérifie les hypotheses (2.2). Alors,
. 24h% too 9
lim “ / SR f2n(s, x)ds = 0. (2.22)

h—0 7T

Preuve. (Corollaire [2.3.2)

Nous avons :

_ 2ih? oo 2 +oo
lim —/ SRy (s)f2 (s, x)ds| < = lim h® ‘SRT(Z)JL(S)Hfih(S,h)‘ds,

h—0 T — T h—0 —00
202 +oo (2.23)
< 7}3{}% h? LOO ’SR(l%h(s)‘ds,
=0.
Comme,
. 2h% [t
}ILILI(IJ 7/ sR(l),h(s)fih(s,a:)ds
o (2.24)

. 20h? oo
= (lim —/ SRy u(8)[2 4 (s, x)ds

h—0 7 —00

Y

on en déduit le résultat sus-cité.
D’apres tous ce qui précede, il sensuit :

Théoreme 2.3.1. Soit V| une fonction réelle qui vérifie les conditions (2.2)). Alors, pour tout x € R,
nous avons :

Kp,
— 1 _ 2
Vila) = fi 403 /=g Vo) (2.25)
ol g p, et Ypp, k = 1,--- | K}, sont respectivement les valeurs propres négatives de H, (V1) et

les fonctions propres L*-normalisées associées tel que :

Hin(V1)Vkp = tepVrn, k=1, K. (2.26)
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2.3.2 Comportement du spectre discret en fonction de /

Dans cette partie nous présentons quelques résultats sur le spectre discret de 1’opérateur de
Schrodinger semi-classique unidimensionnel en fonction du paramétre semi-classique h. Nous
verrons par la suite (section [2.4.3) que ces résultats sont trés utiles pour ’étude et ’analyse des
signaux.

La premiere proposition concerne les propriétés du nombre K, des valeurs propres négatives

de 7‘[1,]1(‘/1) :

Proposition 2.3.3. [44, 45] Soit V| une fonction a valeurs réelles vérifiant les hypotheses (2.2).
Alors,

1. Le nombre K}, de valeurs propres négatives de H, 5, (V1) est une fonction décroissante de h.

2. Side plus Vi € L2(R), alors

| 1 oo
lim A, = /_ VW) de. 2.27)

Intéressons nous a présent aux valeurs propres négatives jip, k = 1,--- , K} de I’opérateur
Hin(V1).

Proposition 2.3.4. [44]'45]]

1. Soient V une fonction a valeurs réelles vérifiant les hypotheses (2.2), h le paramétre semi-
classique et pip, k = 1,--- | Kp, avec pi1p, < pon < -+- < pi,.n < 0 les valeurs propres
négatives de Hy (V1). Supposons que 0 < V; < max Vi(z), alors,

IS

max —Vi(z) <ppn <0, k=1, K. (2.28)
2. Side plus,
Vi € C*(R) tel que 37y € R, m]Rjn(—Vl +90) >0 (2.29)
et
o0“Vi
Va € N, 3C, > 0 tel que | 5 | < Co(=V1 4+ 70), (2.30)
xa
alors toute valeur réguliere de V; est un point d’accumulation de I’ensemble {— 1, k =
1,--- 7Kh}

La proposition suivante donne des résultats de convergence des sommes des valeurs propres
négatives ., kK = 1,--- , K}, lorsque h — 0. Ces sommes peuvent étre trés intéressantes dans
I’analyse des signaux comme par exemple les signaux de pression artérielle [44], 45, 46| 47] et les
signaux turbomachine [17), 41].

Proposition 2.3.5. [44,45] Sous les hypothéses (2.2), nous avons :

+oo
fim b/~ = Z/_oo Vi(z)dz, 2.31)
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et
+o00 +o00
lim [ Vin(z)de = / Vi(z)dz. (2.32)

h—0.J -0 —c0

Si de plus V, € L*(R), alors,

' Ky, 3 3 +00 9
}Z%h];(—uk,hp — E/_oo V2(x)dz, (2.33)

La localisation des fonctions propres, qui reste un point fort pour cette approche, est présenté
dans la proposition suivante. Cette propriété a été aussi étudiée dans [29]].

Proposition 2.3.6. [62]] Pour tout potentiel Vi vérifiant :

Vie L (R)et lig% V(z) = +o0. (2.34)

loc

Alors, le spectre o de ’opérateur de Schrodinger H, ), est purement discret, i.e. : il existe
une base orthonormale, de fonctions propres 1) associées aux valeurs propres simples [, avec
k=1,---, K.

Si de plus, 11 < po < --- < pg, < 0, alors, chaque fonction propre 1y, associée a |, a
exactement k pics, i.e.; 1y prend la valeur zéro k — 1 fois. Et toutes les fonctions propres
décroissent rapidement et exponentiellement au voisinage de l’infinie.

2.4 Résolution numérique, interprétation et applications

Dans cette section nous présentons le schéma numérique qui permet la décomposition, 1’esti-
mation, I’analyse et la représentation d’une fonction en une dimension par la SCSA. Nous testons
I’efficacité de cette méthode et nous validons quelques propriétés sur les valeurs propres et les
fonctions propres L2-normalisées ainsi que sur le nombre K, des valeurs propres négatives, en uti-
lisant un exemple tres utilisé en théorie de 1’analyse semi-classique. Nous verrons par la suite que
cette approche a été appliquée avec succés sur plusieurs types de signaux dont nous expliquerons
brievement son utilité et efficacité. Il est nécessaire de rappeler que le terme signal aura le méme
sens qu’une fonction.

2.4.1 Discrétisation du probléme

Le calcul essentiel qui intervient dans la SCSA est la résolution spectrale de 1’opérateur de
Schrodinger semi-classique unidimensionnel :

d2
- hzﬁiﬁk,h(l’) = Vi(@) () = pp (), k=1, K. (2.35)

Pour que ceci soit possible numériquement, nous passons par plusieurs étapes que nous résu-
mons ci-dessous. Pour plus de détails nous vous recommandons de consulter [44], 43].

Etape 1 : Discrétisation de I’opérateur de Schrodinger
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Pour cette premicre étape, il existe de nombreuses méthodes de discrétisation des équations
différentielles et aux dérivées partielles, ces dernieres peuvent appartenir a 1’un des trois groupes
suivants [2l, 4, 26, [32] [77]

— Méthodes des différences finies,

— M¢éthodes des éléments finis,

— Méthodes pseudo-spectrales.

L’idée de toutes ces méthodes consiste a approcher la solution par une série de fonctions de base
en un nombre fini de points. La différence réside dans la nature des fonctions de base et le choix
des points de discrétisation. Pour discrétiser notre opérateur de Schrodinger semi-classique unidi-
mensionnel, nous utilisons la méthode pseudo-spectrale de Fourier [4] 26] 27, [32] [76) [77]. Cette
méthode est généralement distinée a des problemes périodiques, mais en pratique cette condition
n’est guere une restriction vu qu’elle a été déja utilisée pour des problemes non périodiques. Plus
que cela, cette méthode permet de réaliser un bon compromis entre précision et temps de calcul.

Pour cela, considérons 1’opérateur de Schrodinger semi-classique unidimensionnel, associé au

potentiel V;
d2

Hipn(Vi(x)) = —hzﬁ — Vi(z). (2.36)
Soient M points x;, j = 1,--- , M uniformément répartis sur un intervalle [a, b tel que :
CL:.I'1<.I'2<"'<ZEM_1<ZEM:b. (237)

Le pas Az, qui représente 1’écart entre deux points successifs x; et x.,1, est constant et est
J J+

donné par :
b—a
Ax = . 2.38
=TT (2.38)
Ramenons nous a présent a I’intervalle [0, 27r%] par ’homothétie
2 (M — 1)
—(r — 2.39

. T
soit, alors, A = i le nouveau pas.

En utilisant la transformée de Fourier direct et inverse discrete [53], quelques propriétés d’inter-
polation [26] et d’interpolation Barycentrique [32], 1a matrice de différenciation du second ordre,
2

qui est donnée par le terme e dans un cas continu, est symétrique définie négative et est notée
x

par D [45] :
AZ

ou D7 est réalisée en utilisant la commande toeplitz de MATLAB [77], et est donnée par [26] :

- Si M est pair,

w2 1

3R
(-1

pour k = j,
1 1 2.41)

D3 (k, j) =
- k.
2 Sin2 ((k:—Q])A) pour % J
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- Si M est impair,

2 1 b
- — our k=
o 302 12 P 4
D3(k,j) = 1 cot (%) (2.42)

(e \ 2 ;
(=1) 2 sin ((502) pour K 7 j.

Ainsi, la version discrétisée de I’équation de Schrodinger semi-classique (2.36) est alors donnée
par :

Hin(I1) = —h* Dy — diag(14), (2.43)

ou la matrice diag(/;) est la matrice diagonale dont les éléments sont les Vi (z;) = I1[j], j =
1,--, M.

Etape 2 : Valeurs propres et fonctions propres

Cette étape consiste a calculer les valeurs propres 1 et les fonctions propres ). La discrétisation
de I’opérateur de Schrodinger (2.36) nous rameéne a un probleme de valeurs propres de matrice
(2.43) que nous pouvons résoudre par des méthodes de calcul direct. Pour la résolution de ce
probleéme nous avons utilisé la commande eig de MATLAB.

Ainsi, dans ce cas, les valeurs propres négatives sont notées fix p, avec g5 < -+ < fig, n <0
ol K, est le nombre des valeurs propres négatives de 1’opérateur Hy 5 (1) avec 0 < Kj; < M.
Les vecteurs propres associés [2-normalisés, par I’ utilisantion de la méthode de Simpson [64]], sont

notés par W, , = [¢ Vg, J7, elles vérifient :

1,h"”’

Kp,
1
Az w2 =1 w = T Pourk = 17 e 7Kh' (244)
>, 20 = =

Ainsi, dans le cas discret la formule de la SCSA (2.3) s’écrit comme suit :

Ky,
L) = 4h Y \J=men U, =1, M. (2.45)
k=1

Etape 3 : Calcul d’une valeur optimale du parametre semi-classique h

La proposition [2.3.3| montre que le nombre K, des valeurs propres négatives est une fonction
a valeurs dans N décroissante en h. De plus, plus /h diminue, et plus I’erreur d’approximation par
la SCSA diminue. Néanmoins la diminution de h, devient tres lourde & gérer numériquement et
nous nous contentons en pratique de déterminer une valeur hdeh qui permet de réaliser une bonne
précision avec un minimum de valeurs propres négatives K. Pour déterminer h, nous proposons
de minimiser la fonctionnelle quadratique suivante qui n’est rien d’autre que 1’erreur moyenne
quadratique sur un intervalle [hq, ho] :

—le — Linli)?, (2.46)

Ainsi, la figure résume la procédure de reconstruction d’une fonction par la SCSA.



CHAPITRE 2. ANALYSE SPECTRALE SEMI-CLASSIQUE DU POTENTIEL : SCSA 26

~h?Dyy[j] — diag(L DY U] = uyplj]

v

\4

Peh <O, ¥pn; k=1, K,

Diminuer h v
Kp
halil = 0 )" =i $ali)
k=1
Non
”Il - Il,h ||12(R) <g

Oui

FIGURE 2.1 — Algorithme de reconstruction d’une fonction unidimensionnelle par la SCSA.

Remarque 2.4.1.

1. 1l existe plusieurs méthodes d’optimisation. La méthode GlobalSeach de MATLAB s’est
avéré la plus efficace, mais en pratique, nous nous contentons de choisir quelques valeurs
de h puis nous calculons I’erreur moyenne quadratique (Eq.[2.46)).

2. Il a été montré numériquement a travers plusieurs exemples que le nombre K}, est une fonc-
tion en escalier de h [44].

3. 1l existe une relation étroite entre le pas de discrétisation Ax et [’ordre d’approximation Ky,
(i.e.; h). Pour que la résolution numérique soit possible, il est nécessaire d’avoir un pas
suffisamment petit. C’est-a-dire plus h diminue, plus le pas doit diminuer.

Ces remarques seront illustrées dans les résultats numériques présentés plus loin.

2.4.2 Application a des fonctions académiques

Pour valider cette approche et étudier I’influence du parametre semi-classique / sur la décom-
position, I’estimation, I’analyse et la représentation des fonctions unidimensionnels, dans [44] 45|,
les auteurs ont choisi un potentiel bien connu dans la littérature [6l 49| 160], il s’agit de la sécante
hyperbolique :

Vi(z) = sech*(x — x0), = € R. (2.47)
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Ce potentiel appartient a la classe des potentiels sans réﬂexionm [70]. En effet, ce type de
potentiel facilite la validation de la méthode et permet de vérifier les différentes propriétés sur
les valeurs propres, les fonctions propres L2-normalisées et le nombre K des valeurs propres
négatives vu que le potentiel s’exprime uniquement en fonction du spectre discret o,.

Toutefois, cette approche a été testés sur des fonctions périodique et une gaussienne [44] en
raison de leur large utilisation dans différents domaines. Pour le premier type de fonctions, les
valeurs propres négatives se répetent selon le nombre de période. Les différentes propriétés sur
les valeurs propres, le nombre des valeurs propres négatives, les valeurs propres négatives et leurs
fonctions propres L2-normalisées associées restent valables pour ces deux types de signaux.

Dans ce qui suit, nous présentons en détail un exemple tres connu dans la littérature de la
théorie d’analyse semi-classique [[12} 28} 154]]. T1 s’agit de 1’oscillateur harmonique donné par :

Vi(r) = —2® — 9, 2 €R. (2.48)

Dans ce qui suit, nous montrons comment nous choisissons la valeur optimale de h. Nous
validons, ensuite, les propriétés sur le nombre K, des valeurs propres négatives. La convergence
de la méthode, ainsi que quelques remarques sur les valeurs propres et les fonctions propres L>-
normalisées seront aussi présentées. Dans la mesure du possible, nous essayons de respecter la
chronologie des résultats présentés dans les sections précédentes.

Pour la résolution numérique, nous considérons V; sur M points équidistants d’un intervalle
[1, x2]. Choisissons un intervalle suffisamment large, prenons par exemple : x; = —6, zo =
6 avec Ax = 0.01 et zy = 36, ainsi, dans un cas discret I’oscillateur harmonique est donné par :

L[j]=34%-36, j=1,---,M, ou M = 1200. (2.49)

Nous utiliserons la commande GlobalSearch ainsi que la fonction fmincon de MATLAB
pour trouver la valeur optimale de h sur Iintervalle [h; ho] = [0.015 0.4] avec hy = 0.015 comme
valeur initiale. Ainsi, la valeur optimale est » = 0.0192 qui correspond a 936 valeurs propres néga-
tives. Mais comme il a été décrit précédemment, nous nous contentons de chercher une valeur h de
h qui permet de réaliser une bonne précision avec un minimum de valeurs propres négatives, pour
cela, nous ajoutons une condition additionnelle sur la fonctionnelle de 1’erreur moyenne quadra-
tique (formule (2.46)). La nouvelle valeur optimale de h est 0.2764 et qui correspond a 65 valeurs
propres négatives.

La figure illustre les variations de 1’erreur moyenne quadratique .J(h) en fonction de
h, tandis que la figure montre la décroissance des valeurs propres négatives en fonction de
h, comme indiqué dans la proposition Nous remarquons aussi, que K, est une fonction en
escalier comme illustré précédemment.

1. un potentiel est dit sans réflexion si R, ;(s) = 0, Vs € R.
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FIGURE 2.2 — Variation de I’erreur moyenne quadratique (Fig. (a)) et du nombre des valeurs
propres négatives K, (Fig. (b)) en fonction de i pour Vi (x) = 2 — 36 sur [—6, 6].

La figure [2.3|représente les variations de quelques valeurs propres rangées par ordre croissant,
de la matrice —h? D, — diag(I,) en fonction de h. Nous constatons que ces valeurs propres, ini-
tialement positives, sont des fonctions décroissantes en h et qu’a chaque passage de K, a K, + 1,
une valeur propre positive devient négative, a partir d’un certain rang de h, ce qui explique que
pour un A tres petit nous obtiendrons un K, trés grand.

= N
o = =y

Quelques valeurs propres de H1(V1)
5

0.1 0.2 0.3 0.4
h

FIGURE 2.3 — Variation de quelques valeurs propres en fonction de i pour Vi(x) = 2% — 36 sur
[—6, 6.

La figure montre une reconstruction satisfaisante du signal V7, nous avons remarqué qu’a
partir de h = 0.2764 1. e.; K} = 65 la reconstruction de I’ oscillateur harmonique est satisfaisante.
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FIGURE 2.4 — (a). Reconstruction de V;(x) = x* — 36 sur [—6, 6], (b). Erreur relative correspon-
dante pour h = 0.2764 (K}, = 65).

La proposition [2.3.4] montre que sous les conditions (2.2), toutes les valeurs propres néga-
tives fign, kb = 1,---, K}, de I'opérateur de Schrodinger (Eq. (2.1))) associées a un potentiel V)
sont toutes comprises entre — max V; et 0, c’est ce que nous montrons, dans la figure [2.5] pour
I’ oscillateur harmonique V; (z) = 2 — 36 sur [—6, 6].

Heo,n

Hson

N /0
NS

-6 -4 -2 0 2 4 6
X

FIGURE 2.5 — Les valeurs propres négatives fi 5, k =1, , K} de —hzaa—; —Vi(x), z € [-6,6]
sont toutes comprises entre — max V; et 0.

La figure 2.6| représente 1’allure des carrés de quelques fonctions propres L2-normalisées zp,%, L
dans le cas ou h = 0.2764. Nous remarquons que la premiere fonction propre wi 5 localise le plus
grand pic du potentiel V;. La deuxieéme fonction propre @D% ;, Teprésente les deux pics qui suivent
wi .- La derniere fonction propre L2-normalisée 1/1357 ;, présente plusieurs oscillations, ces derniers
caractérisant les petits détails du potentiel ;. Nous remarquons aussi que 1’amplitude du carré des
fonctions propres diminue.
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FIGURE 2.6 — Allure de la premiére, deuxie¢me, dixieéme et derniere fonction propre L?-normalisée
Y j, dans le cas ot h = 0.2764 pour Vi(z) = 2* — 36 sur [—6, 6].

Par ailleurs, la figure illustre une bonne estimation des valeurs propres négatives pour h =

respectivement.

Valeurs propres estimées

0.2764. Dans ce cas, nous avons 65 valeurs propres égales a (2i — 1)h — 36, i = 1,---,65
0,
+ Valeurs propres estimées
-5 O Valeurs propres réelles
_lo,
_15,
_20,
_25,
_30,
_35,
-40 : : : :
40 -30 -20 -10 0
Valeurs propres réelles
FIGURE 2.7 — Valeurs propres réelles et estimées dans le cas ot h = 0.2764 pour Vi (z) = 2% — 36

sur [—6, 6.
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La figure 2.§]illustre la relation entre le pas de discrétisation Az et le parametre semi-classique
h, on remarque bien que plus le parametre / diminue, plus Az doit diminuer.

012 ‘ 700 ‘ ‘ ; : : :
—_—Ax=1 '—l
[0) —_— _ Q
3 o1f Ax=08 3 600
£ Ax=06 =
= —Ax=016 = 500
008 .py=0m g
o S /
% 0.06 % —=000L
g B300 — =001
g g h=01
= 0.04r c -
c = 200 —h=02
@ § —h=02764
i 0.02 g 100 h=03
h=04

=l
OO

0.08 01 012 014 016 018 02 04 06 08 1 12 14
h Jive

() (b)

FIGURE 2.8 — Relation entre le pas de discrétisation Ax et le parametre semi-classique h pour
Vi(z) = 2* — 36 sur [—6, 6].

2.4.3 Application a ’estimation des signaux réels

La formule de la SCSA a été testée sur deux types de signaux réels ; les résultats obtenus sont
prometteurs. Dans ce qui suit nous donnons une idée générale sur 1’application de cette approche
sur ces deux types de signaux.

Signaux de pression artérielle

Dans [30, 144] 45, 146l |47], les auteurs ont montré que la SCSA permet, non seulement, de
reconstruire avec peu de composantes (de 5 a 9 composantes), un signal de pression artérielle,
mais aussi d’introduire de nouveaux parametres permettent de bien analyser le signal. En effet,
la SCSA permet de faire un filtrage séparant la pression systolique et diastolique (Pour rappel
la pression systolique est la valeur maximale de la pression; elle résulte de 1’activité du coeur
pendant la phase d’éjection sanguine, tandis que la pression diastolique représente la pression
minimale, elle correspond a la phase de relaxation du coeur [16, [72]). Aussi, les valeurs propres
négatives refletent bien les variations sur la forme du signal. De plus, en se référent a la proposition
[2.3.5] deux nouvelles quantités spectrales sont définies. Ces derniéres permettront de donner plus
d’informations physiologiques importantes sur le signal. Il s’agit des invariants :

& 16h & 3
INVy =4h Y /—pgn, INVy=— — 2, 2.50
1 kZ::l Hie,h 2 3 kZ::l( [k.1) ( )
La premicre quantité, qui représente la somme de la racine des valeurs propres négatives, est
une grandeur standard en clinique tandis que la deuxieme, qui représente 1’intégrale du carré de

la pression, n’est pas une grandeur connue en clinique mais calculable par des méthodes directes.
Pour plus de détails voir [44], 45].
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Signaux turbomachine

Pour ce type de signaux, les parametres spectraux dits aussi les invariants (2.50) permettront
de dévoiler beaucoup d’informations pertinentes qui sont cachées dans les signaux a analyser tels
que le flux, la vitesse et la pression. De nouveaux indices ont été introduits en combinant les
invariants pour décrire I’instabilité des signaux turbomachine [17, 41]. 11 est intéressant de
mentionner également que les parametres de la SCSA sont treés sensibles a des amplitudes tres
faibles et limités ou a des perturbations. Plus que cela, ces parametres permettent de bien analyser
un signal non stationnaire contrairement aux autres méthodes standards (approches basées sur
I’analyse de Fourier [53]]) qui ne sont pas appropriées pour de tels signaux. Pour plus de détails,
nous vous invitons a consulter [17, 41].

2.4.4 Applications a des signaux bruitées
Principe

Dans cette section, nous allons donner quelques notions et remarques dans le cas ol le potentiel
V} subirait une perturbation w. V¥ est le potentiel perturbé. Il s’écrit sous la forme :

Vi (z) = Vi(z) +w(z), zeR (2.51)

ou, w représente le bruit et V] est le potentiel original non bruité.

Dans un cas discret, notons par /77[j] et w[j] les valeurs de V}* et w, respectivemment, aux
points zj, pour j = 1,--- , M et Ax = x;1; — z;.

Afin d’appliquer I’approche par SCSA, dans un cas discret bruité, nous aurons besoin de ré-
soudre le probleme aux valeurs propores matriciel suivant :

(=h* D, — diag(I7)) U = B VT (2.52)

ou, i , ety représentant respectivement les valeurs propres négatives et les fonctions propres
L?-normalisées associées avec k' = 1,--- , K7 et K7 le nombre de valeurs propres négatives.
Ainsi, dans le cas discret, le débruitage du potentiel V¥ par la SCSA est donné par :

Ky
P[] = 4h >0\ /=i V30,1 (2.53)

k=1

pourj=1,--- M.

Dans un cas bruité, le choix de h se fait de telle facon qu’on puisse garder I’information utile
du signal tout en réduisant le niveau du bruit. Ceci est réalisable grace aux fonctions propres L?-
normalisées. Ces derniers contiennent I’information utile du signal et possedent la propriété de la
localisation. En effet, et comme illustré précedemment la premiere fonction propre localise bien le
plus grand pic, la seconde les deux pics qui suivent le plus grand pic tandis que les derniere fonc-
tions propres possedent plusieurs oscillations qui représentent les petits détails du signal. Ainsi,
pour avoir un bon débruitage du signal, I’idée est de garder les premieres fonctions propres qui
sont plus importantes et dter celles qui représentent le bruit. Cela implique que le parametre h
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doit étre choisi d’une maniere efficace pour réaliser cette tiche avec un nombre plus petit K de
valeurs propres négatives. Une facon de trouver une valeur appropriée pour / est de minimiser une
fonction cofit appropriée, en utilisant la commande Globalsearch de MATLAB constituée de la
norme de I’erreur d’estimation et un terme qui dépend du débruitage du signal donné par la norme
du signal débruité comme suit :

JZ(h) = II = IF |l + A7 13- (2.54)

La proposition suivante, montre une approximation entre les valeurs propres négatives du po-
tentiel original p, 5, et bruité pj7 ;.

Proposition 2.4.1. [31] Supposons que les deux matrices —h* Dy —diag (1) et —h? Dy —diag(I7)

définies dans (2.43) et (2.52) satisfaisant les conditions suivantes :

(C1) : D, est une matrice symétrique

(C2) : D, est une matrice définie négative

(C3) : le nombre de zéro dans la diagonale de la matrice diag(I,) est égal a m avec 0 < m <
M —1.

(C4) : le nombre des éléments positifs dans la diagonal de la matrice diag(I7) est égal a m' avec
0<m'<M-—1.

(CS) : pour la méme valeur de h, le nombre de valeurs propres négatives K, et K7 sont égaux.

(C6) : piprp > 21y, pour k' =1,--- K7

Alors, nous avons :

w p BA/U
|IUk”h - Iuk/,h‘ < —b07 (2.55)

vV —?,uk',h 7
o, B , = max(|u — yo|, |+ vo|) avec et o* désignent la valeur probable et la variance du

. . P . e S N
bruit w respectivement. ¢ < d signifie que la probabilité pour que c soit inférieur a d est p, avec

p:l—,y%emeRj.

Une estimation de 1’erreur entre le signal débruité et le signal original reconstruit est donnée
par la proposition suivante :

Proposition 2.4.2. [51]] Sous les conditions (C1) - (C6), la contribution d’erreur de bruit dans I7,
peut étre exprimée par :

w

BY

|72, = 1|, < \/4& zhj (2,/—%% + #) . (2.56)
k' ,h

k'=1
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Exemples académiques

Comme dans le cas non bruité, pour tester et valider cette approche pour des signaux bruités, la
sécante hyperbolique définie par bruité avec un bruit gaussien blanc de moyenne nulle w(z)
a été utilisé ou I’efficacité et la stabilité de I’approche ont été¢ montrées [51].

Dans ce qui suit, nous allons montrer comment choisir une valeur appropriée du parametre
semi-classique h dans un cas discret bruité. Pour cela, nous supposons que /; est 1’observation
discrete bruitée de V; définie par (2.51), ou :

Ljl=[)?-36, j=1,---,M (2.57)

avec —6 < 17 < --- < xp < 6 et Ax = 0.005. Par ailleurs, nous supposons que le bruit w]i] est
un bruit gaussien blanc de moyenne nulle et de variance ¢, nous utiliserons la commande randn
de MATLAB. La valeur de la variance est choisie de telle fagcon que le rapport signal sur bruit

M
Akl
SNR = 10 log,y ———— 5 (2.58)
> (1l - 1717
j=1

soit égal a 22.35 dB.

En utilisant la commande GlobalSearch et la fonction fmincon de MATLAB, sur I’intervalle
[0.2, 1] pour hy = 0.2 comme valeur initiale, la valeur optimale de h est 0.9564 qui correspond a 21
valeurs propres négatives. Les figures [2.9(a)| et 2.9(b)| montrent les variations de 1’erreur moyenne
quadratique .J(h) entre le signal original I, et le débruité /{7, ainsi que la décroissance du nombre
des valeurs propres négatives K;° en fonction de 4 comme indiqué dans la proposition
respectivement.
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FIGURE 2.9 — Variation de I’erreur moyenne quadratique (Fig. (a)) et du nombre de valeurs propres
négatives K7 en fonction de h (Fig. (b)) pour IF[j] = j% — 36 + w[j] pour j = 1,--- , M.

Comme dans le cas non bruité, nous représentons, dans la figure[2.10] les variations de quelques
valeurs propres rangées par ordre croissant, de la matrice —h? Dy — diag(I{) en fonction de h.
Plus ~ diminue, plus les valeurs propres positives deviennent négatives.
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FIGURE 2.10 — Variation de quelques valeurs propres en fonction de h pour V¥ (z) = 22 —36+w(x)
sur [—6, 6.

La figure montre un débruitage satisfaisant du signal /7°. On rappelle que le nombre
de valeurs propres négatives nécessaires pour reconstruire le signal non bruité était de 65, par
contre, nous avons constaté que seulement 21 valeurs propres négatives suffiraient pour avoir un
bon débruitage du signal, ceci revient du fait que les dernieres fonctions propres contiennent plus
d’informations sur le bruit que sur le signal.

La figure 2.T1(b)| illustre les variations de I’erreur relative entre le potentiel original I; et le
potentiel débruité /77,

h=0.9564, ;f: 21
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FIGURE 2.11 — (a). Débruitage de I7[j] = j? — 36 + w[j] pour j = 1--- , M ; (b). Erreur relative
correspondante pour i = 0.9564.

La figure représente I’ allure des carrés de quelques fonctions propres L2-normalisées (i
dans le cas ou h = 0.9564. Comme dans le cas non bruité, la premiere fonction propre localise
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le plus grand pic du potentiel I; et la derniére fonction propre L2-normalisée (wﬁh)Q présente
plusieurs oscillations. Nous avons utilisé seulement 21 valeurs propres négatives pour ne pas re-
construire les petits détails du signal qui caractérisent essentiellement le bruit.
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FIGURE 2.12 — Allure du carré de la premiere, deuxieme, dixieéme et la derniere fonction propre
L?-normalisée dans le cas ot h = 0.9564 pour I7[j] = j> — 36 + w[j] pour j = 1,--- , M.

Par ailleurs, la figure illustre une estimation des valeurs propres négatives pour h =
0.9564. Dans ce cas, nous avons 21 valeurs propres égales a (2i — 1)h — 36, i = 1,---,21
respectivement. Nous remarquons qu’il y a un tard-off entre les valeurs propres négatives 1, du

signal original I; et les valeurs propres négatives 7, du signal bruité /{7 comme le montre la

proposition[2.4.1]
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FIGURE 2.13 — Valeurs propres réelles et estimées dans le cas ot h = 0.9564 pour I{7[j] =
j> =36+ w[j]pourj=1,--- M.

La figure ci-dessous (Fig. [2.14) montre une comparaison entre la représentation du signal ori-
ginal Iy et le signal débruité I77, pour h = 0.2764 et I’erreur relative correspondante pour chaque
cas. Pour h = 0.2764, le signal débruité admet 71 valeurs propres négatives.

h=0.2764, K = 65, |§‘ =71

— Réelle estimée
= Bruité estimée

~
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w
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Erreur relative en %

— Signal débruité \@{0276 )

V‘:(X), \/2;30.2764()()’ V1,0.2764(X) et Vl(x)

5 — Signal estimé \{ 0276 gx)
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FIGURE 2.14 — Représentation du signal original I;[j] = j* — 36 et du signal débruité I7[j] =
j%> — 36 + w[j] pour j = 1,--- , M dans le cas ot h = 0.2764.

Le carré de quelques fonctions propres L?-normaliSees dans les deux cas bruité et débruité
est présenté dans la figure 11 est clair que le carré des fonctions propres L?-normalisées du
potentiel débruité garde presque la méme allure que celui du potentiel non bruité mais par contre
leur amplitude change a cause du bruit.
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FIGURE 2.15 — Allure du carré de quelques fonctions propres L?-normalisées dans le cas ol h =
0.2765 pour V1 5 () et Vi, (x) avec & € [—6, 6].

En dernier, la figure [2.16| montre un filtrage de I’oscillateur harmonique donné par la formule
(2.57) bruité avec différents niveaux de bruits gaussien blancs de moyenne nulle. Il est clair que la
SCSA permet un bon filtrage du signal méme si la fréquence du bruit est élevée.
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FIGURE 2.16 — Débruitage de V*(z) = 2> — 36 + w(x) avec x € [—6, 6] pour différentes valeurs
du SNR; (a). SNR =35 dB, PSNR =51.08 dB ; (c). SNR =25 dB, PSNR =45.30 dB ; (¢). SNR =
15, PSNR = 37.80 dB; (g). SNR =5 dB, PSNR = 27.52 dB;; (b).; (d).; (f). et (h). Erreur relative

correspondante, respectivement.
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2.5 SCSA et théorie d’analyse semi-classique : une reformula-
tion

Comme décrit précedemment ’intuition derriére cette nouvelle méthode était principalement
proposée pour pallier les difficultés que posent les formule de Deift et Trubowitz. Mais quand est-il
du coté de la theorie d’analyse semi-classique ?

En continuité des résultats obtenus dans [44, 45]], les auteurs ont montré, dans [30], qu’en
s’inspirant des propriétés de I’analyse semi-classique d’une part et des résultats numériques obte-
nus d’une autre part, la formule de la SCSA peut étre redéfinie d’une nouvelle maniere et pour une
classe plus large des potentiels, comme suit :

2.5.1 Une reformulation de I’approche SCSA

Soit I’opérateur de Schrddinger semi-classique unidimensionnel #; 5, (V; ) défini sur L?(RR) par :

d2
Hin(Vi) = —hz’@ ~Vi,  D(Hin(V1)) = HX(R) (2.59)
tel que :
Vi(z) >0, Vi eC™(Q) (2.60)

ol ; =]a, b] est un ouvert borné de R. Ainsi, en s’inspirant des résultats de la theorie de ’analyse
semi-classique [31}39], la nouvelle définition de la SCSA est donnée par :

Définition 2.5.1. [30] Soient V; € C*(£21) une fonction réelle a valeurs positives et h le paramétre
semi-classique. Alors pour tout © € Ay, nous avons :

Kii ﬁ
Vinaa(@) = =A+ | 7 D (A= men) diin(@) | 2.61)
Ly k=1

ou Ny C Q) est un compact, v € Ry, A € R* et Lﬁlﬁ est la constante universelle semi-classique

donnée par :

1y = 5/rT(y+3) (2.62)

avec 1’ est la fonction Gamma.
Par ailleurs, ju, , sont les valeurs propres négatives de Hy (V1) avec pi, < -+ < forcr < A
et ., sont les fonctions propres L*-normalisées associées tel que :

Hon(V)rn = pntorn, k=1, K. (2.63)

Remarque 2.5.1. Les mémes propriétés du spectre discret en fonction du paramétre semi-classique
h présenté dans la section resteront valables pour cette nouvelle formule de la SCSA.
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2.5.2 Etude de la convergence de la SCSA

L efficacité de cette formule et I’influence des parametres A, h et v ont été étudiées dans [30].
En effet, le parametre A permet de spécifier le domaine de 1’estimation, la décomposition et de
I’analyse de la fonction, cependant, comme il a été décrit précédemment, seul le parametre semi-
classique A joue un role important dans cette méthode, plus i diminue, plus le nombre des valeurs
propres négatives K augmente et plus I’estimation du signal est meilleure. Toutefois, le para-
metre  peut améliorer I”approximation du signal pour un nombre de valeurs propres négatives K
données. Ainsi, nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 2.5.1. [30] Soient V; € C*()) une fonction réelle a valeurs positives considérée
comme un potentiel de I’opérateur de Schrodinger H j, et h le parametre semi-classique.
Alors pour tout couple (A1, \), tel que Ay C §y est un compact, et

A < inf(~Vi(a), ~Vi(0),
Vi(A1) C] — A, +oo], (2.64)

A\ n’est pas une valeur critique de — V7 ,

et pour tout r € Al, nous avons .

) i
: 2
Vi(z) = =X+ lim | —; Z (A — e p)” Vi () , (2.65)
h—0 \ L§ '
Bk, R <A

ouy € Ry et Lf{,y est la constante universelle semi-classique donnée par la formule 1)

Par ailleurs, ju, ;, sont les valeurs propres négatives de Hy (V1) avec pi, < -+ < forch n < A
et ., sont les fonctions propres L*-normalisées associées tel que :

Hin(Vi) Ykn = tentben, h=1,---, Kp. (2.66)

La démonstration de ce théoreme se base essentiellement sur le théoreme de la moyenne de
Riesz établie par Helffer et Robert [31] et une extension appropriée du théoréme de Karadzhov sur
la fonction spectrale [39]. Le théoréme correspondant a cette extension est donnée par :

Théoreme 2.5.2. [30] Soit V| une fonction C*° a valeur réelle considérer comme un potentiel de
I’opérateur de Schridinger Hy 5, et soit €], la fonction spectrale définie par : ¥(z,z') € R?,

Nz a’) = Y (A= pn) ] Yen(z)en(2), (2.67)
Mk B <A
o h — 0. puy, p, et Yy p, sont les valeurs propres négatives rangée dans I’ordre décroissant et plus
petites que )\, et les fonctions propres L*-normalisées de I’opérateur Hy , (V).
Pour chaque couple (A1, \) satisfaisant les conditions (2.64)), nous avons : Vx € Ay,

142~

(A zx) = (2m) (A + %(m))+2 e h N+ O), h— 0, (2.68)

uniformément dans §21, ot

e = (1= dn,
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et ()4 désigne la partie positive et est donnée par :

(2.69)

o’ st >0
()1 = { o

0 s a<0.

Le théoreme de la moyenne de Riesz est donné par :

Théoreme 2.5.3. [31] Soit Vi est une fonction a valeur réelle considérer comme un potentiel de
Iopérateur de Schrodinger H, 3, appartenant a C*(R), avec

Vi(z) > 0 et — oo < inf —V; < liminf —V;. (2.70)

|z| =400

Soient \ €]inf —V7, ‘11|m inf —Vi[ et h € RY, est le paramétre semi-classique. Supposons que
x|—+00

n’est pas une valeur critique pour —V,. On note par :

Sy, A) = D (A= men)?, 7>0, (2.71)

l‘lk,h<>‘
la moyenne de Riesz des valeurs propres négatives décroissantes [i, j, inférieure a \ de I’opérateur
de Schrodinger Hy j, (V1). Pour v > 0, nous avons :

142~

Y dr O(hlﬂ)) . h—0, (2.72)

S, (ho\) = ;L (Lilﬂ/R (A + Vl(x))

+

ou Lflﬁ et ()4 représentent, respectivement, la constante universelle semi-classique et la partie
positive. Elles sont donnée par les formules (2.62)) et (2.69).

2.5.3 Illustration et exemples

La formule est généralement utilisée lorsque nous désirions décomposer, analyser, esti-
mer et représenter seulement une partie du signal. Cette précision sur le signal se fait en donnant
une valeur souhaitée a \. La figure ci-dessous (Fig. illustre la représentation d’une fonction
monodimensionnel par la SCSA (formule (2.61)).
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FIGURE 2.17 — Algorithme de reconstruction d’une fonction par la SCSA (Cas général) en une
dimension.

Comme dans le premier cas, cette formule a été validée en utilisant la sécante hyperbolique
(formule (2.47)) [30]. De plus cette formule a été testée avec succes sur des signaux de pression
artérielle, ou il a ét€ montré que plus la valeur de )\ et celle de i diminuent, plus la valeur de ~ doit
augmenter [30]], dans ce cas, la théorie d’analyse semi-classique suggere de prendre v > 1.

Comme un premier cas, nous nous contentons de prendre A = 0, et nous analysons la repré-
sentation de 1’oscillateur harmonique défini par :

Vi(x) = 2* — 36, sur x € [—6,6] (2.73)

pour h = 0.2764 et v = 0.5, 1 et 2 et en utilisant la nouvelle formule de la SCSA (2.61).

Les figures [2.18(a)| [2.18(c)|illustrent la reconstruction de I’oscillateur harmonique pour diffé-
rentes valeurs de ~y. A travers les figures 2.18(b) et [2.18(d), nous remarquons que v = 0.5 donne
un meilleur résultat pour le méme nombre de valeurs propres négatives qui est K; = 65.
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FIGURE 2.18 — (a). Reconstruction de V;(z) = 2 — 36 sur x € [—6,6]; (c). Erreur relative
correspondante, pour A = 0, différentes valeurs de v et h = 0.2764. (b)., (d). Zoom sur une partie
des Figures (a) et (c) respectivement

La figure [2.19| montre une reconstruction de 1’oscillateur harmonique pour A = 0.018 i. e. :
K} = 983. 1l est clair que I’erreur relative correspondante a v = 2 est plus réguliere que celle de
v = lety = 0.5 ce qui prouve la bonne représentation de I’oscillateur harmonique pour v = 2, et
aussi confirme que plus h diminue et plus 7y doit augmenter.
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FIGURE 2.19 — (a). Reconstruction de Vj(x) = 2% — 36 sur x € [—6,6]; (c). Erreur relative

correspondante, pour A\ = 0, différentes valeurs de y et h = 0.1. (b)., (d). Zoom sur une partie des
Figures (a) et (c) respectivement

La figure illustre une représentation d’une partie de I’oscillateur harmonique pour A =
—30, qui correspond a © € [—2,2], avec h = 0.2 (K} = 15) et différentes valeurs de ~. Il est
clair que la valeur optimale de « pour A et h fixée est v = 2. Comme il a été décrit précédemment,
I’erreur relative pour v = 2 est plus réguliere que v = 0.5.
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FIGURE 2.20 — (a). Reconstruction de V;(x) = 2% — 36 sur x € [—2,2]; (b). Zoom sur la recons-
truction de V ; (c). Erreur relative, pour A = —30, h = 0.007 et différentes valeurs de ~.

Conclusion

Ce chapitre consiste en une solide étude préliminaire d’une nouvelle méthode de décomposition
des fonctions basée sur une analyse spectrale de I’opérateur de Schrodinger semi-classique en utili-
sant la transformée de diffusion inverse. L’idée principale de cette méthode, dite SCSA, consiste a
décomposer la fonction en utilisant le spectre discret de 1’opérateur de Schrodinger semi-classique
dont la fonction est considérée comme un potentiel de cet opérateur. Quelques propriétés de la
SCSA ont été présentées. La convergence de cette méthode, dans le cas simple (formule (2.3)), a
été démontrée.

En ce qui concerne les signaux bruités, les résultats numériques obtenus sont prometteurs mal-
gré I'insuffisance de 1’étude sur le plan theorique.

En se basent sur les résultats obtenus et sur quelques résultats de la théorie de I’analyse semi-
classique, une nouvelle formule de cette méthode a été présentée (formule (2.61)) dans le but
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principal n’est pas seulement de représenter une classe plus élargie des potentiels mais aussi de
préciser la région de la fonction a décomposer pour pouvoir 1’analyser avec plus de precision. La
convergence de cette méthode a été illustrée. En fin, a travers quelques exemples, la performance
de cette nouvelle approche a ét€ montrée.

Comme le critere de I’ensemble des fonctions élémentaires adaptatives, suggeré par la théorie
mathématique d’approximation, est respecté par la SCSA, nous proposons de généraliser cette
derniere pour des fonctions bidimensionnelles. Cette généralisation fait 1’objet du chapitre suivant :



Chapitre 3
Extension de la SCSA en deux dimensions

Ce chapitre représente le coeur du manuscrit. On y présente les principaux résultats
obtenus lors de la généralisation en deux dimension de la méthode illustrée dans le
chapitre précédent. Tout d’abord nous présenterons la définition de la SCSA dans
le cas bidimensionnel. Ensuite, nous nous intéresserons a la convergence de cette
nouvelle méthode. La troisieéme partie sera consacrée a la définition de la formule de
la SCSA en 2D en utilisant le produit tensoriel ainsi que quelques propriétés liées au
spectre discret de I’opérateur de Schrodinger semi-classique bidimensionnel.

3.1 Présentation générale

Comme la méthode SCSA présentée dans le chapitre précédent respecte bien la premiere sug-
gestion de la théorie mathématique d’approximation [22] laquelle résiste dans 1’utilisation d’un
ensemble de fonctions élémentaires adaptées au potentiel lui méme pour décomposer, analyser,
représenter et aussi filtrer le potentiel [30, 45]], nous proposons, dans ce chapitre, de généraliser, en
2D, cette méthode pour pouvoir I’ utiliser pour des fonctions bidimensionnelles. Tout d’abord, nous
commencerons par introduire quelques notions sur 1I’opérateur de Schrédinger semi-classique bi-
dimensionnel suivies par la généralisation de la formule de la SCSA en 2D, qui est réalisable grace
aux résultats d’analyse spectrale et semi-classique de 1’opérateur de Schrodinger bidimensionnel.

Il est ensuite question de montrer la convergence de cette nouvelle formule en 2D. Nous la
présentons, dans la deuxiéme section de ce chapitre, en utilisant des résultats de 1’analyse semi-
classique de I’opérateur de Schrodinger qui existent et d’autres que nous montrons. Aussi, nous
soulignons I’importance et I’influence du parametre semi-classique sur la décomposition, I’analyse
et la représentation de la fonction bidimensionnelle, en effet, le parametre semi-classique permet
de bien approcher le potentiel estimé vers le potentiel original.

Rappelons que la deuxiéme suggestion de la théorie mathématique de 1I’approximation est
d’utiliser, pour la décomposition des fonctions de dimension supérieure a 1, une extension sé-
parable des méthodes unidimensionnelles [15} 22, 135 43]. Cela simplifie les mathématiques, et
les méthodes qui en résultent sont efficaces et rapides car elles opérent séparément les variables
de la fonction z;, « = 2,---, N. C’est pour cette raison que la derniere section de ce chapitre
est consacrée a la généralisation de la formule de la SCSA en 2D en utilisant le produit tensoriel.

48
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Nous commencerons par quelques heuristiques pour pouvoir réecrire la formule de la SCSA en 2D.
Ceci passe tout d’abord par le calcul du produit tensoriel des fonctions propres des opérateurs de
Schrédinger unidimensionnels, et ensuite par la reformulation de 1I’expression des valeurs propres
négatives. Nous achevons ce chapitre avec quelques propriétés sur le spectre discret de I’ opérateur
de Schrodinger en fonction de h, dont le potentiel est donné par la fonction elle méme, dans le cas
de la séparation des variables.

3.2 Définition de la SCSA en deux dimensions

Soit V5 une fonction réelle vérifiant les conditions suivantes :
Va(z,y) >0, VheC®(y), (3.1)

ot Qy =]a, b[x]c, d] un ouvert borné de R?, alors I’opérateur de Schrodinger semi-classique bidi-
mensionnel, noté par Ha 5, (V2), est défini sur L?(R?) par :

Hon(Va) = —h*A = Vo, D(Han(V2)) = HA(R?), (3.2)

ot H?(R?) est I’espace de Sobolev d’ordre 2, A est le Laplacien en 2D, h € R? est le parametre
semi-classique.

Il est a noter que sous les conditions et pour tout A € R_, il existe un nombre K" fini
et non nul [31} 39] de valeurs propres négatives i 5, inférieures a A de 1’opérateur H, 5 (V) avec
Pan < Pah <0 < flphp < A. Soient 1y, 5, les fonctions propres L?-normalisées associées a Lk h
aveck=1,---,K;.

Nous définissons la SCSA en 2D par :

Définition 3.2.1. Soient V5 une fonction vérifiant les hypotheses (3.1), A < 0 et h un paramétre
semi-classique positif. Alors I’approximation par SCSA est définie par : ¥(z,y) € As

h? i
Vo (@, y) = =X+ T > (A= pen) i p (2, y) , (3.3)
27 pg <A
oy € Ry et Ay C Qy est un compact. Lg{7 est la constante universelle semi-classique donnée
par:
1 T 1
LS = —— M, (3.4)
T 27 (v +2)
et I' représente la fonction Gamma.
Par ailleurs, py., sont les valeurs propres négatives de Ho (Vo) avec pnp < pop < -+ <

[ < X et Yy, sont les fonctions propres L*-normalisées associées tel que :

A
Hon(Va)rn = prntorn, k=1,-- Ky, (3.5)
o K3 représente le nombre des valeurs propres négatives inférieures a \.

La formule dépend de trois parametres A, y et h, mais seul le parametre semi-classique
h influe sur le nombre des valeurs propres négatives. Dans la section qui suit, nous allons montrer
que ce parametre joue un role clé dans cette approche. En effet, lorsque le parametre semi-classique
tend vers 0, le potentiel estimé converge vers le potentiel original.
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3.3 Etude dela convergence lorsque / tend vers 0

La formule de la SCSA dépend de trois parametres h, v et \. Dans [30], les auteurs ont mon-
tré que seul le parametre semi-classique h joue un rdle important. En effet plus & diminue, plus
I’extraction des valeurs propres négatives du potentiel V5 par rapport a x et a y est meilleure, d’ou
la convergence du potentiel estimé V5, , \ vers le potentiel original V5. Avant de prouver cette
convergence, nous présentons quelques résultats qui nous ont permis de montrer la convergence de
cette méthode lorsque le parametre semi-classique h tend vers 0.

Le premier résultat décrit la moyenne de Riesz liée a la conjoncture de Lieb-Thirring proposé
par Helffer et Robert dans [31]

Théoreme 3.3.1. [31] Soit V5 une fonction a valeurs réelles considérée comme un potentiel de
I’opérateur de Schrodinger (3.2) appartenant a C*(R?), avec

— oo < inf —V5 < liminf —V5. (3.6)
|z| =400
ly| =400

Soit A €]inf —V5, |hfn inf —V5[ et supposons que \ n’est pas une valeur critique pour —Vs et
x|—+00
ly[—+o0

h le parametre semi-classique. Notons par :

Sy(hA) = > (A= pmn)s 720, 3.7)

P, h <A

la moyenne de Riesz des valeurs propres négatives i, , décroissantes et inférieures a \ de ’opé-
rateur de Schrodinger 7—[27;1(\/2). Alors, Pour tout v > 0, nous avons :

1 . 1+y
S(h ) = 5 (15, [,V Vatosy)dwdy + O ) b0, G8)
ou, (+) est la partie positive et est donnée par :

a¥ st a>0,

(@)} = { ) (3.9)

0 st a<0,

et Lg{7 est la constante universelle semi-classique. Elle est donnée par la formule (3.4]).

Le théoreéme suivant est une généralisation en 2D du théoréme 4.1 proposé dans [30] et qui est
une extension du théoreme de Karadzhov sur les fonctions spectrales [39].

Théoréme 3.3.2. Soit V, une fonction a valeur réelle positive appartenant a C*(R?) considérée
comme un potentiel de I’opérateur de Schridinger (3.2). Soit €], la fonction spectrale définie par :

V((x,2'), (y,)) € RY,

e\ o,y 2 y) = Y (A= en) Yin(z, y)wn (@, y), (3.10)

HE, R <A
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lorsque h — 0. pyp, et Yy p, sont les valeurs propres négatives rangées par ordre décroissant et
inférieur a ), et les fonctions propres L*-normalisées associées de I’opérateur Ha 1,(Vz) respecti-
vement.
Alors, pour tout couple (As, \), tel que Ny C Qs est un compact, et
A < inf(=Va(a,c), =Va(b,d)),
Va(A2) C] = A, 400l (3.11)
A\ n’est pas une valeur critique de — V5 ,
nous avons : ¥(x,y) € Ao

Nz oy, x,y) = 2m) 2 (A + Va(z, y))fr7 c,h ™2+ O(h), h—0, (3.12)

uniformément sur N\, o,
Cy = / (L—=n*=n*)idndy
Ao
et ()4 est la partie positive donnée par la formule (3.9).

Preuve. (Théoréme

La démonstration de ce théoréeme se base essentiellement sur des résultats d’analyse semi-
classique. Nous nous référons a la preuve du théoreme 3.2 établie par Helffer et Robert dans [31]).
La preuve est établie selon deux étapes correspondant a la contribution qui est prés de \ et loin de
. Avec la sommation de ces deux cas nous obtenons aisément le résultat final.

Etape 1 :

Considérons la fonction x avec suppy CC] — 00, 0], et soit f' \ une fonction définie par :

K},
flz,x<)\a xr,Yy,x, y) = Z X(/'Lk,h - A)l)\ - Mk,h"yﬂ)z,h(‘xv y) (313)
k=1
Pour tout couple (As, \) vérifiant les conditions (3.11), nous avons :

oy wy,m,y) = (27rh)’2/A (X()\ & -+ Vg(:c,y)) X

2 (3.14)
A Vil y) = € = €17 ) de dg’ + O(), h = 0.
Etape 2:
Pour ce cas, soit gZ’X une fonction définie par :
K
Gy, y) = 30 (1= x(uen — M)A = a7 4 (2, 9), (3.15)
k=1
Pour tout couple (Ao, \) satisfaisant les conditions (3.11), nous avons : V(z,y) € As,
Gz yey) = ) [ (1-x(A =€ =2+ Viay) )
e (3.16)

(1N Valwy) = € = €21 ) de dg’+ O(W), h 0
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Revenons, maintenant au cas général, pour tout (Ao, \) satisfaisant les conditions (3.11)), nous
avons : ¥(z,y) € Ay

A
Kh

f;:/,x()n%y,%y) + gz,x()‘axa?ﬁmay) = Z |>‘ - Mk,hpwi,h(l’ay}a
2 (3.17)

= GZ(A7 I? y? x7 y)
d’une part. D’autre part, nous avons : ¥(x,y) € Ay

f’;,Y7X(A7 m? y7 m? y) + gZ7X(A7 x? y? x? y) = (27Th)_2><

[ Nt Valey) - €~ P agag o), hso. O

1 1
Le changement de variables & = n(\+ Va(z,y))2 et & = n'(A+ Va(x,y))3 donne : ¥(x,y) €

Ay
Ky
WY = ) L, y) = 2m) (A + Va(w, )3 e,
= (3.19)

+ ORI, h— 0

uniformément sur N\, ot
¢y = | (L—=n*=n*)idndy,
A2
et (+) 1 représente la partie positive et est donnée par la formule (3.9).
Ainsi, ¥(x,y) € Ay

e\ z,y,m,y) = (2m) 2 (A + Va(2,)) 7 e,h 2+ O(RY), h— 0, (3.20)
uniformément sur As.
La convergence de la SCSA en 2D est donnée par le théoreme suivant :

Théoreme 3.3.3. Soient Vo, € C*()y) une fonction réelle a valeurs positives, considérée comme
un potentiel de I’opérateur de Schrodinger (3.2)) et h le parametre semi-classique. Alors, pour tout
couple (Az, \) satisfaisant les conditions (3.11)) et pour tout (x,y) € As, nous avons :

1

R "
Va(z,y) = A+ }Ig% (Ld Yo (= ) y)) ; (3.21)
2% pge,n <A

ouy € Ry et Lgl,y est la constante universelle semi-classique donnée par la formule (3.4]).
Par ailleurs, [, sont les valeurs propres négatives rangées par ordre décroissant de Hs j,(V2)
et Yy, sont les fonctions propres L*-normalisées associées tel que :

Hon(Va)orn = pon Ve, k=1,---, Kp, (3.22)

et K} est le nombre des valeurs propres négatives inférieures a \.
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Preuve. (Théoréme (3.3.3)

Pour prouver la convergence de la formule SCSA dans le cas bidimensionnel, nous utiliserons
une extension appropriée du théoreme de Karadzhov [39]] sur les fonctions spectrales (théoreme
B3.3.2) et la moyenne de Riesz liée a la conjoncture de Lieb-Thirring proposée par Helffer and
Robert dans [31] (théoreme [3.3.1).

Premiérement, en combinant les formules (3.10) et (3.12), on trouve : ¥(z,y) € As

S (A= en)T Vil y) = 27h) (A + Va(z, ) ey + O(RY) (3.23)

Mk, n <A

o h — 0 et (+) est la partie positive, et
cy = /A (1—n*—n*)Ldndy'. (3.24)
2

Maintenant, essayons de trouver une expression plus simple de c.,. En intégrant par partie la
partie droite de la formule (3.23)) sur x et y, nous obtenons :

/A ( Z (A= Nk,h)l %ih(% y)) drdy = Z (A — Nk,h)l , h—=0
2 \pg,p<A HE,n <A

=S,(h,\), h— 0.

D’autre part, nous avons :

2 (A + Va(z,y)) 77 (2m) 2e, du dy + O(R)

Az +

= [ O Gl pddady, b0
Az M, n <A

=S (h,A), h— 0.

Donc, pour v > 0 et en utilisant le théoréme [3.3.1] nous obtenons :

X 2 (A + Va(z,y) 7 (2m) 2e,da dy + O(RY) =

cl

= /A A+ Va(2,9) 7 dady + O(hY), b — 0.
2

Ce qui implique :

(271')7207 = Lg{,y,

_ L Iy+D)
- 221D (y+2)

Puisque le potentiel V5 est positif, on en déduit : ¥(x,y) € Ao

A
2 Kh 1+

. h
Vo(z,y) = =X+ }Lli% Td Z (A= )’ @Di,h(x, Y)

27 k=1
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3.4 Comportement du spectre discret en fonction de A

Dans cette partie nous allons présenter quelques propriétés du spectre discret de 1I’opérateur de
Schrodinger semi-classique Hs j, associé au potentiel V5. Ce dernier permet d’obtenir une bonne
estimation du potentiel. Notre analyse du spectre discret se base essentiellement sur les théoremes
B3 Tlet

La premiére proposition que nous énongons concerne les propriétés du nombre K; des valeurs
propres négatives de I’opérateur Ho ,(V52).

Proposition 3.4.1. Soit V5 une fonction réelle a valeurs positives vérifiant les hypothéses du théo-
reme Alors, le nombre K\ des valeurs propres négatives de I’opérateur Hsy 1, (Vz) est une
fonction décroissante de h.

Preuve. (Proposition 3.4.1)
Pour montrer la décroissance du nombre des valeurs propres négatives K;' en fonction du
parametre semi-classique h, nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 3.4.1. [66] Pour \ < 0, soit K} le nombre de valeurs propres négatives de Ha (V)

inférieures a \. Soient Wy et Wy deux potentiels de [’opérateur de Schrodinger semi-classique
(3.2) tel que Wy < Wh. Alors :

Kj(Ws) < Kjp(Wh), VA <O. (3.25)
Prenons :
Wi =hVy, Wy=hVs, avech; < hs. (3.26)
Nous avons alors :

Wy < Wy = K}(Ws) < KW,

" ) (3.27)
= Kj(h2V2) < K (hVa).

Or;, nous avons hy < hy et Kj(h;Va) = Kfz\+hj7 J = 1,2, ceci acheve la démonstration de la
premiere propriété du nombre des valeurs propres négatives.

La proposition suivante montre la relation qui existe entre les valeurs propres négatives i p,
pour k = 1,--- , K} et le potentiel V5.

Proposition 3.4.2. Soient V5 une fonction a valeurs réelles vérifiant les hypotheses (3.1) et h
le parameétre semi-classique. Soient iy, avec k = 1,---  K; les valeurs propres négatives de
Uopérateur Ha 1, (Va). Supposons, de plus, que ¥(x,y) € R? :

0 < Vao(z,y) < max_ Va(z,y). (3.28)
(z,y)ER?
Alors,
— pp < max_ Va(z,y), (3.29)
(zy)ER?

pourk =1,--- K.
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Preuve. (Proposition [3.4.2)
Soit le probleme spectral de I’opérateur de Schrodinger semi-classique bidimensionnel :

— RPAY(z,y) — Vala,y)o(z,y) = po(z,y), (z,y) € R (3.30)

Soient yuy, j, une valeur propre négative de Ha ;,(Va) et 1y, la fonction propre L*-normalisée

associée :
— WAy (z,y) — Vale, ) Urn(2,y) = pien en(z,y), k=1, K} (3.31)
Multiplions I’équation précédente par )y, ,(x,y),
— WA (2, y) = Valm, ) vp p(2,y) = pen Vi (@ y), k=1, [ Kp. (332

En intégrant la formule précédente par rapport a x et a y sur Ny et sachant que les fonctions
propres Uy, ,(x,y) sont L*-normalisées, nous obtenons :

—h? [ A (e y)dedy — [ Vale,y) V(e y)de dy = i (3.33)
2 2

En intégrant par partie le terme / A2 (z,y)dz dy de I’équation (3.33)), nous obtenons :
As ’

Mpon(z,9) ) Oron(2,y) )
2 5 2 )
h /A 2 (ax drdy + h /A () ey

(3.34)
—/A (Vz(l’, y)wi,h(x,y)) dxdy = pig p-
2
Ce qui implique que :
2 2
h2/ (ad}k,h('rﬂy)) dxdy+h2/ <8¢k,h(‘r7y)> dxdy
As Ox As dy (3.35)
— ik = / (Va(w, 9)2 1 (2, y)) dady.
Ao
Comme tous les termes de la formule (3.35) sont positifs, nous obtenons donc :
—ea < [ (Valasy)ud () dady, (3.36)
2

ce qui achéve la démonstration en utilisant (3.47).

La convergence des valeurs propres négatives lorsque le parametre semi-classique h tend vers
0 est donnée par la proposition suivante.

Proposition 3.4.3. Pour toute fonction V5 vérifiant les conditions du théoréme nous avons :

: . 1+
mh? Y (A= pen) =28, [ (A Valwoy) " dwdy. (3:37)

P, h <A 2

Si de plus V;, vérifie les conditions du théoreme alors,

im [ (A + Vanoale,y)  dedy = / (A + Vala,y)) T dedy. (3.38)
A2 A2

h—0
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Preuve. (Proposition (3.4.3)

1. La formule (3.37) se déduit aisément du théoréme[3.3.1]
2. Par définition de la SCSA en 2D, nous avons : ¥ (x,y) € Ay

1+ h2 Ka
(v Vanaalos) Tdady = [ (5 SO = ) R () ) dody,
Az A2 \Lgy (=
h2 Kf){ y
= 2 (A —twn)
L2ln k=1 ( )

En utilisant la formule (3.37)), nous obtenons (3.38)).

3.5 SCSA en 2D et produit tonsoriel

La décomposition des fonctions en deux dimensions pose de nombreux problemes spécifiques
de nature géométrique et topologique qu’on ne rencontre pas en une dimension. Pour éviter ce type
de difficultés, nous nous concentrons sur une extension séparable des méthodes unidimensionnelles
[15] [35] 43]. C’est I’exemple de la transformée de Fourier en 2D, qui utilise un produit tensoriel
des exponentiels complexes en 1D [53]], ou plus récemment, la transformée en Ridgelette qui ce
base sur le produit tensoriel d’ondelette en 1D [[13]. Le principe de la séparation des variables
simplifie les mathématiques, et les formules résultant sont efficaces et rapides car elles operent
séparément sur les deux variables de la fonction [53]].

D’autre part, la décomposition des fonctions bidimensionnelles par la formule (3.3) exige un
calcul des valeurs propres et fonctions propres lequel est complexe par ses deux dimensions. Pour
des raisons de simplicité, nous proposons dans cette section, d’utiliser le principe de la séparation
des variables en répartissant 1I’opérateur de Schrédinger semi-classique bidimensionnel en deux
opérateurs de Schrodinger unidimensionnels et par suite résoudre le probleme des valeurs propres
pour chaque opérateur en une dimension.

3.5.1 Principe de la séparation des variables dans un cas continu

Définissons, pour tout (xg, y9) € Ag, les deux opérateurs de Schrodinger en une dimension :

0?1
Azon(Va(o,y)) = —hzaTJQ - §V2($0,y), (3.39)
By (Vala ) = == — Lal o) (3.40)
yo,h\V2{T, Yo)) = o2 92 2\, Yo)s .

tel que pour tout (¢, yo) fixée, la somme des deux opérateurs A, 5, et B, ;, donne 1’opérateur de
Schrédinger H, 5, évaluée a (g, yo).
Les problémes spectraux liés aux opérateurs A, 5, et By, 5 sont donnés par :

Axo,h(%(xm y)) @zo,n,h(y> = Kgo,n,h @xo,n,h(y)v (341)
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Byo,h<v2<x7 yo)) ¢y07m7h(x) = Pyo,m,h ¢y0,m,h($)’ (342)

~ A A
Ol, Kzynh €6 Promp pour n = 1,---  Nj' (r€sp. py,.mh € Oyymp pour m = 1,---  M;') sont
les valeurs propres négatives inférieures a \ rangées par ordre décroissant et les fonctions propres

L%-normalisées associées de 1’opérateur (3.39) (resp. (3.40)) et N} (resp. M,?) est le nombre des

valeurs propres négatives inférieures a .

En multipliant les formules (3.41) et (3.42) par ¢y, m.n(2) €t @z 0.0(y) respectivement, et en
additionnant les résultats obtenus, nous trouvons :

{-’49007/1(‘/2(1‘07 y)) + Byovh(VQ(x7 yo))} pr(),nﬁ(y) beo,m,h(l')
= (Kzomn + Pyo,m,h) Do n,n(Y) Qbyo,m,h(x)' (3.43)

En particulier pour x = x¢, y = yo et en utilisant les formules (3.22) et (3.43) nous obtenons :

Caomh (Y0) Gyomn(To) = Vrn(To,Yo), (3.44)
Kaonh + Pyomph = Hih- (3.45)

Donc : la formule (3.3)) peut étre reformulée comme suit :

‘/Q,h,'y,)\(wm Yo) = —A

pz N My ™ (3.46)
gl ZZ /{xoy h+py0mh)) gpxonh(yo)qbyomh( ) .
Y n=1m=1

A partir de cette formule, on peut en déduire que toute fonction V5 bidimensionnelle peut tre
estimée au point (g, yo) a partir du produit tensoriel de deux fonctions élémentaires adaptatives
résultant de la résolution des problémes spectraux de I’opérateur de Schrodinger unidimensionnel.

3.5.2 Quelques propriétés du spectre discret en fonction de

Les propriétés du spectre discret de I’opérateur de Schrodinger semi-classique bidimensionnel
présentées dans la section [3.4] restent valables pour le cas de la séparation des variables. Dans
la partie qui suit, nous les présenterons tandis que leurs démonstration se traite d’une maniere
analogue que ceux présenter précédemment.

La premiére proposition que nous énongons concerne les propriétés du nombre N;*M; des
valeurs propres négatives de 1’opérateur Hs ,(V2).

Proposition 3.5.1. Soit V5 une fonction réelle a valeurs positives vérifiant les hypotheses du théo-
reme Alors, le nombre Nj* M}} des valeurs propres négatives de I’opérateur Hs 1,(Vz) est une
fonction décroissante de h.

La proposition suivante montre la relation qui existe entre les valeurs propres négatives x5+
Pyomppourn =1+ N} m=1--- M) etle potentiel V5.
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Proposition 3.5.2. Soient V, une fonction a valeurs réelles vérifiant les hypotheses et h
le parametre semi-classique. Soient Ky pnh + Pyom.h avecn = 1,--- ,N,i‘ etm=1,--- ,M,’L\,
les valeurs propres négatives des opérateurs Ay, ,(Va(zo,-)) et By, n(Va(:,y0)) respectivement.
Supposons, de plus, que V/(z,y) € R? :

0 < Vao(z,y) < max_ Va(z,y). (3.47)
(z,y)€R?
Alors,
— KRzon,h = Pyo,m,h < max ‘/Q(x7 y)v (348)
(z,y)ER?
pourn=1,--- N)etm=1,--- M

La convergence des valeurs propres négatives lorsque le parametre semi-classique h tend vers
0 est donnée par la proposition suivante.

Proposition 3.5.3. Pour toute fonction Vs vérifiant les conditions du théoreme nous avons :

lim h2 Z Z (/\ - (/{xo,n,h + pyo,m,h)>7

h—0
Hazo,n,h<>‘ py07m¢h<>‘ (3 49)

cl 14y
Sy /R (A Valay)) du dy.
Si de plus V5 vérifie les conditions du théoreme alors,

1 1
lim [ (A4 Vanoa(ey))  dedy = /A (A + Va(e,y)) " dady. (3.50)
2

h—0 JAq

Conclusion

Le présent chapitre a été consacré a la présentation de la formule de la SCSA dans le cas bidi-
mensionnel. Nous avons commencé par introduire quelques notions sur I’opérateur de Schrodinger
semi-classique bidimensionnel. Ensuite, la formule de la SCSA en 2D a été présentée. En se ba-
sant sur quelques résultats de 1’analyse semi-classique, nous avons montré la convergence de cette
nouvelle méthode lorsque le parametre semi-classique h tend vers 0.

Pour continuer, nous y avons entre autre souligné I’importance de 1’utilisation du produit ten-
soriel lors du passage a une dimension supérieure a 1 pour la décomposition des fonctions bidi-
mensionnelles. La définition de la SCSA, dans le cas bidimensionnel en utilisant la séparation des
variables, a été présentée. Cette nouvelle approche permet de décomposer, d’estimer et de repré-
senter une fonction en 2D en utilisant un ensemble de fonctions élémentaires adaptatives suivant
chaque direction x et y.

Finalement, nous avons exposé quelques résultats liés au spectre discret en fonction de h de
I’opérateur de Schrodinger semi-classique bidimensionnel dans le cas de la séparation des va-
riables.



Chapitre 4

Résolution numérique de la SCSA en 2D

Dans ce chapitre sera, comme son nom l’indique, présentée la partie purement
numérique du travail effectué et les résultats obtenus avec la méthode exposée dans le
chapitre précédent. Nous commencerons par présenter la formule de la SCSA en deux
dimensions, en utilisant le produit tensoriel, dans un cas discret suivi par le schéma
numérique correspondant. Dans la derniére section, nous aborderons la question de
I’influence des parametres dont dépend cette méthode sur la décomposition, 1’analyse
et la représentation d’une fonction bidimensionnelle suivie par différents exemples
de fonctions en 2D. A travers ces exemples nous illustrerons quelques notions et nous
validerons cette nouvelle approche.

4.1 Présentation générale

Ce chapitre traite la résolution numérique suivie par la validation de la SCSA en deux di-
mensions. Apres avoir présenté, dans le chapitre précédent, la formule de la SCSA dans le cas
bidimensionnel en utilisant le produit tensoriel, nous commencons, dans ce chapitre, par redéfinir
la formule de la SCSA en 2D dans un cas discret pour des signaux bidimensionnels, ce qui faci-
lite la présentation du schéma numérique ol nous rappelons bricvement les étapes de calculs pour
décomposer, estimer et reconstruire un signal bidimensionnel par la SCSA en 2D. La méthode
d’optimisation que nous avons jugé utile pour trouver la valeur optimale de A sera illustrée selon
un critere donné.

Dans la derniere section, nous aborderons la question de I’influence des parametres dont dé-
pend cette méthode sur la décomposition et la représentation des signaux ou nous expliquerons
le role de chaque parametre, puis nous validerons notre approche, a la fois, avec un signal bidi-
mensionnel, largement utilisé dans la théorie de 1’analyse semi-classique, et un signal quelconque.
Quelques remarques liées au spectre discret de I’opérateur de Schrodinger seront présentées.

4.2 Discrétisation de la SCSA en deux dimension

Comme il a été décrit dans [15, 35 43], il est plus simple et facile d’utiliser une extension
séparable des algorithmes unidimensionnels lors de la généralisation a une dimension supérieure.

59
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Ceci simplifie les mathématiques et les algorithmes vu qu’elle permet de traiter séparément cha-
cune des variables de la fonction en 2D. Avant de présenter le schéma numérique, nous illustrons
la procédure du produit tensoriel utilisé pour passer d’un probleme 2D complexe a des problemes
1D plus simples dans un cas discret.

En effet, dans un cas discret, une fonction 2D est représentée par une matrice dont la premiere
variable représente les lignes de la matrice et la seconde les colonnes, le terme pixel représente un
élément de cette matrice.

Notons I, une fonction bidimensionnelle dans I’espace des matrices carrées My« n(R™). La
discrétisation du probleme aux valeurs propres (3.5)) est donnée, dans un cas discret, par I’expres-
sion suivante :

HZ,h(h[Lj])%k’h[iaj] = ,Uk,hg]ﬁh[@j]u (41)

ou ypety, ,pourk =1,--- , K avce K} < N x N, sont les valeurs propres négatives avec
pap < o < gy < A et les vecteurs propres /2-normalisés respectivement de 1’opérateur de

‘éme

Schodinger semi-classique discrétisé bidimensionnel Hyp, et ¢,7 = 1,--- , N indiquent la ¢
ligne et 1a j%™¢ colonne de la matrice I, respectivement.

Comme il a été décrit dans la section [3.5.1] pour résoudre le probleme aux valeurs propres en
2D (@.1), I’idée est de résoudre les problemes aux valeurs propres en une dimension et de combiner,
ensuite, les résultats obtenus en utilisant le produit tensoriel. Cela signifie que résoudre le probleme
aux valeurs propres en 2D (.I)) revient a résoudre plusieurs problemes 1D selon chaque ligne et
chaque colonne, ce qui simplifie les calculs en termes de complexité et de temps de calcul.

Dans un cas discret, les opérateurs (3.39) et (3.40) sont donnés respectivement par :

1
Ain(Lli,]) = —h2D, — diag (212 i, ;]) , 4.2)
| N
Bya (bl j]) = ~h°Dy — diag (51241 43)

ou Dy est la matrice de différenciation du second ordre en une dimension obtenue en utilisant les

méthodes pseudo-spectrales de Fourier [4, 26, [77] (formule (2.40)) et les notations diag (%Ig [4, ])

et diag (%Ig[:, j]) représentent les matrices diagonales du signal en 1D selon les lignes et les co-
lonnes.
Les problémes aux valeurs propres associées sont donnés par :

Ain(L]i, :])fi,n,h = Kinh Py o 4.4)

Bin(L2l5 D)0, = Pimh @, (4.5)

En particulier, pour un pixel [i, j|, le probléme aux valeurs propres (4.4) est résolu, ensuite

éme

toutes les valeurs propres négatives x; ,, ;, sont prises avec la j
2 sz o A P N
[“-normalisés Py POUT T = 1,---,N;. De méme, le probleme aux valeurs propres 1} est

composante des vecteurs propres
résolu, ensuite toutes les valeurs propres négatives p;,, , sont prises avec la "¢ composante des
vecteurs propres [?-normalisés Qj L pourm =1, M. Ainsi, nous obtenons :
@i,n,h[j]?j,m,h[z] - yk,h[z’jh (4.6)
Kinh T Pjmh = Hih- 4.7)
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En dernier, en se basant sur le théoreme [3.3.3] et sur des notions de la théorie mathématique
d’approximation [[15, 22,35, 143]], la décomposition (resp. représentation) du signal en 2D est faite
pixel par pixel comme suit :

Proposition 4.2.1. Soit I, € Myyn(Ry) une matrice carrée a valeurs réelles positives. Alors,
I’approximation par la méthode SCSA en 2D de la matrice I, est définie par la formule suivante :
\V/(Z)]) S {]—’27" : aN}2’

IQ,h,'y,/\[ivj] =-A
p2 Ni M ) ) w (4.8)
| 7 22 2 A= (Rinn + pimn)) o7, L1001 |

—J
2,Y n=1m=1

ouheR,veR,ANER,, et Lg{7 est la constante universelle semi-classique donnée par la
formule (3.4).

Par ailleurs, ki, (resp. pjm.n) sont les valeurs propres négatives de I’opérateur de Schro-
dinger semi-classique unidimensionnel , (resp. (4.3)) avec ki1 < -+ < KiN) b < A

(resp. Pith < o0 < Pivra < )\>, N} (resp. Mé‘) est le nombre des valeurs propres néga-

tives inférieures a A et p. (resp. Qjm h) sont les vecteurs propres 1*-normalisés associés tel
que :
. B B A
Ain(Lli,))e, ), = Finn @, n=1-- Nj (4.9)

( resp.
Bjn(1La]: j])¢

*jvmvh

= Pjm,h Q

Jym,h’

m=1,--- ,M,j). (4.10)

4.3 Résolution numérique de la SCSA en 2D

Comme décrit dans la section [2.4] le calcul essentiel qui intervient dans la SCSA est la réso-
lution du probleme spectral de I’opérateur de Schrodinger. Pour que ceci soit possible numérique-
ment, la premiere étape consiste a discrétiser cet opérateur puis a calculer ses valeurs propres et
ses fonctions propres. La deuxieme étape consiste a déterminer la valeur optimale du parametre
semi-classique h selon un critere donné. Une troisieme étape en deux dimensions est indispen-
sable. Il s’agit de combiner les résultats obtenus dans la premiere étape pour pouvoir reconstruire
le signal bidimensionnel. La section qui suit résume la procédure de reconstruction d’un signal
bidimensionnel par la SCSA en 2D.

4.3.1 Algorithme

Les étapes qui suivent résument la procédure de la reconstruction d’un signal 2D par la SCSA
en 2D.
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Etape 1 : discrétisation de I’opérateur de Schrodinger ll

, 1
Etape 2 : résolution du probleme aux valeurs propres 1} pour le potentiel 5[ 2[4, :], et puis

garder seulement les valeurs propres négatives Kinn et la %™ composante du vecteur propre [>-
A
normalisé associé P POUT T = 1, Ny

Etape 3 : discrétisation de I’opérateur de Schrodinger li

v ].
Etape 4 : résolution du probleme aux valeurs propres 1i pour le potentiel 51'2[:, Jjl, et

-eme

puis prendre toutes les valeurs propres négatives p;,, , et la "¢ composante du vecteur propre

2
[*-normalisé assoc1egb . POUT T = L. M.

Etape 5 : reconstruction de 1’élément I5[i, j] en utilisant la formule ||

Remarque 4.3.1. Comme indiqué dans la section|2.4.1{ en MATLAB :
— La matrice de différenciation du second ordre en une dimension Dy peut étre obtenue aisé-
ment en utilisant la commande toeplitz.
— La commande eig est utilisé pour résoudre les problémes aux valeurs propres.

4.3.2 Calcul d’une valeur optimale de A

Comme il a été décrit dans le cas unidimensionnel (section [2.3.2)) et la proposition [3.5.1] le
nombre de valeurs propres négatives de I’opérateur de Schrodinger Hs 5, est une fonction a valeur
dans N décroissante en h. Et plus h diminue, plus I’erreur d’approximation par la SCSA diminue
et devient tres difficile a gérer numériquement. En pratique nous nous contentons de déterminer
une valeur & de h qui permet une bonne approximation avec peu de composantes spectrales. Une
facon de le faire est de minimiser une fonction codt .JJ(h) sur un intervalle [hy, ho|, dite aussi erreur
moyenne quadratique, ou

N 2
NxNZZ)IQ,W, i, j] Iz[i,j]‘ (4.11)

=1 j5=1

J(h) =

Parmi les méthodes d’optimisation efficace que nous avons testé, la méthode d’optimisation
laquelle s’effectue a ’aide de la commande Globalsearch et la fonction fmincon de MATLAB
s’est avéré efficace. Mais en pratique, nous nous contentons de choisir quelques valeurs de i pour
calculer J(h)

En se basent sur les discussions ci-dessus, 1’algorithme proposé est donné par la figure ci-

dessous (Fig.[4.1) :
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1
| 12Dy ] - diag (S 11t 1) ol = wigil) | | ~h2Dagy 1]~ ding (3 1k 1) 10 = py gy

l l

Ktnh<l(pznhl n=1- /1 p]mh</1¢jmh' m=1,- Mh
Diminuer h
A
2 Nh Mh 1+y
IZ,h,y,A[i:j]z LC[ ZZ(/‘{ (Klnh+pjmh))y (plnh[]]_]mh[l]
2V n=1m=

l

I, - Iz,h,y,l”ﬂ(lkz) <

Non

Oui
\ 4

FIGURE 4.1 — Algorithme de reconstruction d’une fonction bidimensionnelle par la SCSA en 2D.

4.4 Validation et exemples

4.4.1 Influence des parametres et validation

La formule de la SCSA en 2D (formule (4.8)) dépend de trois parametres : h, A et . Le
parametre A\ apporte des informations sur la partie du signal qui sera estimé, analysé et représenté
[31]. Par souci de simplicité, nous proposons de prendre A = 0 par la suite c’est-a-dire, nous
proposons d’estimer, d’analyser et de reconstruire le signal tout entier. Quant aux deux autres
parametres, comme le montre le théoeme seul le parametre semi-classique A influe sur les
valeurs propres et fonctions propres associées puisque I’opérateur dépend de h. Aussi, il est bien
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connu que le nombre de valeurs propres négatives dépend du parametre semi-classique h. En effet,
plus i diminue, plus le nombre des valeurs propres négatives Ny, (resp. M), et N, M) augmente. En
pratique, comme la méthode de Fourier, il y a toujours un tard-off entre le nombre d’éléments de la
base pour gérer et la reconstruction souhaitée. D’un point de vue de mise en oeuvre, il est préférable
d’avoir une bonne représentation d’un signal en 2D avec peu de composantes spectrales. Donc nous
allons choisir une valeur de % assez grande (0 < h < 1) pour avoir une bonne reconstruction avec
un nombre réduit de valeurs propres négatives.

En outre, il a été démontré que, dans le cas 1D, le parametre y peut améliorer 1’approximation
du signal pour un nombre donné de valeurs propres négatives. Cela signifie que pour une valeur
donnée de h (resp. N, M}), nous pouvons améliorer la représentation de 1’image en changeant
uniquement la valeur de .

Dans ce manuscrit, les tests numériques ont été réalisée, en utilisant un code MATLAB non
optimiser sur une machine Inter(R) Core(TM) 13-3217U CPU avec 1.80 GHz, 4Go de mémoire
sous le systtme Windows7, sur deux types de signaux bidimensionnels (fonctions académiques et
images). Nous proposons, a travers, les deux exemples présentés dans la partie qui suit, de valider
la formule et d’étudier I’influence des parametres vy et i pour la représentation des fonctions
académiques en 2D.

4.4.2 Validation pour des fonctions bidimensionnelles académiques

Comme dans le cas unidimensionnel, et comme premier exemple, notre choix porte sur une
fonction académique a deux variables largement utilisée dans la théorie de 1’analyse semi-classique.
Il s’agit de I’ oscillateur harmonique.

Exemple 4.4.1. Soit I’oscillateur harmonique défini par :
Vo(w,y) = —4a* — 6y° +28,  sur [—1,1] x [-2,2] (4.12)
Dans un cas discret le signal V5 est donné par I, comme suit :
Li,j] = —4i* — 652 + 28, (4.13)

pouri,j=1,--+ Navec Ar =6.6 x 1073, Ay =132 x 10 2o -1 =2, <--- <1l =ayet
2=y <---<2=yn.

En calculant I’erreur moyenne quadratique
N N
>0 (Bli j] = Iaqalis )
EQM — i=1j=1

J

4.14
N < NV ) (4.14)

pour différentes valeurs de h et v, nous remarquons que pour v = 4 et h = 0.13 le minimum est
atteint comme le montre la figure La représentation Iy}, .o de Iy en utilisant les valeurs
optimales de h et ~y est donnée par la figure En particulier, nous montrons dans la figure
le signal original 15[40, j] et son estimé I513.40[40, j] avec j = 1,--- | N. En dernier, la
figure montre [’erreur relative entre le signal estimé et [’original.
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25
30
-~
2
g
¥
%
w0
0
400
(@)
15;
= Signal estimé B
~ Signal réel . s e 4.5
14) Sy
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FIGURE 4.2 - Vy(z,y) = —4a® —6y* + 28 sur [—1, 1] x [—2, 2]. (a). Variation de 55
||V2 - V2Jw,0||

(b). Vapisao(z,y); (€). Va(—0,742,y), Va0.13.40(—0,7426,y) ; (d). Erreur relative entre la fonc-
tion et son estimée.

Dans la partie qui suit nous allons valider quelques propriétés sur le comportement du para-
metre semi-classique h sur le nombre des valeurs propres négatives et I’erreur moyenne quadra-
tique. Quelques remarques sur les valeurs propres et les fonctions propres L*-normalisées seront
présentées. Dans la mesure du possible, nous essayons de respecter la chronologie des résultats
énoncés dans le troisieme chapitre.

La figure[4.3(a) montre la décroissance des valeurs propres négatives en fonction de h, comme
indiqué dans la proposition [3.5.1] tandis que la figure [A.3(b)] illustre les variations de 1’erreur
moyenne quadratique J(h) en fonction de h pour A = 0 et v = 4.
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FIGURE 4.3 — Nombre de valeurs propres négatives N, M;, (Fig. (a)) et erreur quadratique en
fonction de & (Fig. (b)) pour Va(z,y) = —42? — 6y* + 28 sur [—1, 1] x [—2,2].

La figure[d. 4 représente les variations de quelques valeurs propres de I’ opérateur de Schrodin-
ger en fonction de h. Nous remarquons que ces valeurs propres, initialement positives, sont
des fonctions décroissantes en fonction de h et qu’a chaque passage d’une valeur de NP x M} a
une autre, une valeur propre positive devient négative, a partir d’un certain rang de h.
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FIGURE 4.4 — Variation de quelques valeurs propres de 1’opérateur de Schrodinger en fonction de
h pour Va(z,y) = —4a? — 6y + 28 sur [—1,1] x [—2,2].

Rappelons que la proposition [3.5.2|montre que toutes les valeurs propres négatives de I’opéra-
teur de Schréidinger bidimensionnel Ho(V5) associées a un potentiel Vy sont toutes comprise entre
—max V5 et 0. Pour I’oscillateur harmonique choisi, cette propriété est illustrée par la figure
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FIGURE 4.5 — Les valeurs propres négatives sont toutes comprises entre —Va(z, y) = 422 +6y*—28
sur [—1,1] x [-2,2] et 0 pour h = 0.13, 7 = 4 et A = 0. (a). Premiere valeur propre négative ; (b).
Derniere valeur propre négative

Les figures 4.6 .7} B.8] et 4.9 représente I’allure du carré de la premiére, deuxieme, vingt cin-
quieme et derniére fonction propre L?-normalisée dans le cas out h = 0.13 et v = 4. Nous remar-
quons que la premiere fonction propre localise bien le plus grand pic du potentiel. Elle repésente,
aussi, la plus grande intensité du signal (Fig. B.6). La seconde fonction propre (Fig. fournit
de I’information sur les deux grandes intensités qui suivent la premiere, et ainsi de suite. La figure
représente ’allure du carré de la vingt cinquiéme fonction propre L*-normalisée, il est clair
que le nombre d’oscillations augmente tandis que leur amplitude diminue. Les faibles intensités
qui reprsentent aussi les petits détails du signal sont liéss aux valeurs propres moins importantes,
ces derniers sont associés aux dernieres fonctions propres qui oscillent asymptotiquement comme

le montre la figure[4.9]
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FIGURE 4.6 — Allure de la premiere fonction propre dans le cas ou h = 0.13, v = 4 et A = 0 pour
Vo(z,y) = —4a? — 6y* + 28 sur [—1, 1] x [-2,2].
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FIGURE 4.7 — Allure de la deuxieme fonction propre dans le casou i = 0.13, v = 4 et A = 0 pour
Va(z,y) = —4x* — 6y + 28 sur [—1,1] x [-2,2].
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FIGURE 4.8 — Allure de la vingt cinquieéme fonction propre dans le cas ou h = 0.13, v = 4 et
A = 0pour Vy(z,y) = —42? — 63> + 28 sur [—1,1] x [—2,2].
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FIGURE 4.9 — Allure de la derniere fonction propre dans le cas ou h = 0.13, v = 4 et A = 0 pour
Va(z,y) = —4x* — 6y + 28 sur [—1,1] x [-2,2].
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Comme indiqué plus haut, la figure ci-dessous (Fig. 4.10) montre une reconstruction d’une
partie de I’oscillateur harmonique (Eq..12) pour A = 1.5, h = 0.13 et 7 = 4.

0.45

V2.O.l3.4.—1.5(x'y)

0.35

0
-02 X _ :
-1 -04 y 1 -04 X

FIGURE 4.10 — (a). Reconstruction de V(z,y) = —4a? — 6y* + 28 pour h = 0.13, v = 4 et
A = —1.5; (b). L’erreur relative correspondante.

Dans ce qui suit, nous présentons une décomposition et une reconstruction d’une autre fonction
bidimensionnelle et nous verrons que nous obtenons les mémes remarques que 1’exemple [4.4.1]
présenté précédemment.

Exemple 4.4.2. Considérons la fonction définie par :

1 1
Va(z,y) = sin(ixz + Zy2 +3) cos(2x +1—e¥) + 1. (4.15)
pour (J:ay) G] - 173[X] - 1a3[

Dans le cas discret Vs, est donnée par 1o, comme suit :

L, j] = sin(;iz + ijz +3) cos(2i +1—¢)+1, (4.16)
pouri,j=1,--- Navec Ar =Ay=0.0200 —-1=z1=y <---<3=zny =yn

En calculant I'erreur moyenne quadratique (formule (d.14) pour différentes valeurs de h et
7, nous remarquons que pour v = 4 et h = 6 x 1073 le minimum est atteint comme le montre la
ﬁgure La reconstruction Iy, ~ o de Iy en utilisant les valeurs optimales de h et vy est donnée
par la figure A.11(b)} En particulier, nous montrons dans la figure une représentation du
signal original I5[20, j] et son estimé I,.006,4,0(20, j], avec j = 1, -+, N. La figureft. 11(d)montre
I’erreur relative entre le signal estimé et [’original.
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FIGURE 4.11 — Vs(z,y) = sin(32? + 3y* + 3) cos(2z + 1 — e¥) + 1 sur [—1,3] x [-1,3]. (a).
55 (0). Vapoos40(,y); (€). Va(—0.62,9), Va0.006,40(—0.62,9); (d).
Vo = Va0l

Erreur relative entre la fonction et son estimée.

Variation de

Le comportement du parametre semi-classique h sur le nombre des valeurs propres négatives
et de I’erreur moyenne quadratique est montré dans les figures [d.12(a)| et A.12(b)} Il est clair que

le nombre de valeurs propres négatives est une fonction décroissante en h.
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FIGURE 4.12 — Nombre de valeurs propres négatives N, M, (Fig. (a)) et erreur moyenne quadra-
tique(Fig. (b)) en fonction de h pour Va(z,y) = sin(32? + 1y* + 3) cos(2z + 1 — e¥) + 1 sur
[_173] X [_173]
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La variation de quelques valeurs propres de ’opérateur de Schrodinger semi-classique est

présentée dans les figures 1l est clair que pour chaque passage d’un K a K; + 1 une valeur

propre positive devient négative.

o = N w

Quelques valeurs propres de H, h(VZ)
I
AN

|
N

0.06 0.08 0.1

FIGURE 4.13 — Variation de quelques valeurs propres de I’opérateur de Schrédinger en fonction de
h pour Vs(z,y) = sin(32% 4+ 1y* + 3) cos(2z + 1 — e¥) + L sur [—1,3] x [—1,3].

Comme indiquer dans la proposition la figure[d.14montre que toutes les valeurs propres

négatives sont comprises entre 0 et — I(na>)< Vs.
x?y
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150 négative
h 100
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FIGURE 4.14 — Les valeurs propres négatives sont toutes comprises entre —Vs(z,y) = — sin(%gﬁ2 +
Ty +3) cos(2z +1 —e¥) — Lsur [-1,3] x [~1,3] et 0 pour h = 6 x 10~ (a). Premiére valeur
propre négative ; (b). Derniere valeur propre négative.

En dernier, les figures[4.15| .16 et d.17|illustrent ’allure du carré de la premiére, deuxiéme et
derniére fonction propre L*-normalisée. On voit bien que le nombre des oscillations des fonctions

propres L*-normalisées au carré augmente alors que leur amplitude diminue.
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FIGURE 4.15 — (a). Allure de la premiere fonction propre; (b). et (c). Zoom sur I’allure de la
premiére fonction pour h = 6 x 1073 et Va(x,y) = sin(32% + Ty* + 3) cos(2z +1 — e¥) + 1 sur

[_17 3] X [_]-7 3]
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FIGURE 4.16 — (a). Allure de la deuxieme fonction propre; (b). et (c). Zoom sur I’allure de la
deuxieme fonction pour i = 6 x 1073 et Va(z,y) = sin(32? + 1y* + 3) cos(2z + 1 — e¥) + 1 sur
[—1,3] x [—-1,3].
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FIGURE 4.17 — (a). Allure de la derniere fonction propre; (b). et (c). Zoom sur 1’allure de la
derniere fonction pour b = 6 x 107 et Va(z, y) = sin(22? + 1y? + 3) cos(2z + 1 — €¥) + 1 sur
[—1,3] x [-1,3].
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Remarque 4.4.1. Nous avons testé [’algorithme sur différents exemples de différente taille. Nous
avons remarqué que la valeur optimale de vy est égale a 4.

Conclusion

Le présent chapitre a été consacré a la présentation des divers aspects numériques de notre
méthode de résolution. Nous avons commencé par détailler la discrétisation de la méthode, ce
qui nous a permis de décrire le schéma numérique. Nous y avons entre autre souligné 1’impor-
tance que joue le parametre semi classique sur la décomposition du signal et nous avons proposé
une méthode que nous avons jugée efficace pour le choix de h. L’influence des autres parametres
dont dépend cette méthode ont été ensuite discutés. Les deux exemples présentés et d’autres étu-
diés nous ont permis de valider la méthode et de noter certaines propriétés de la méthode tels
que : I’influence du parametre A sur le nombre des valeurs propres négatives, les fonctions propres
et I'erreur d’approximation. Nous allons a préent appliquer cette méthode pour la représentation
d’images tout en la comparant avec d’autres méthodes de représentation d’images, c’est, en effet,
I’objet du cinquieme et dernier chapitre de la these.



Chapitre 5

SCSA en 2D et représentation d’images

Ce chapitre présente 1’'une des applications possibles de la méthode SCSA en 2D
qui est la représentation d’images. Nous y introduisons tout d’abord quelques no-
tions d’images. Nous y présentons ensuite, en détails, des exemples de représentation
d’images en utilisant la méthode SCSA en 2D. La derniere partie du chapitre est
consacrée 2 la comparaison de la représentation d’images entre de la SCSA en 2D et
d’autres méthodes de représentation d’images.

5.1 Présentation générale

Comme dans la plupart des méthodes de traitement des signaux bidimensionnels, connues aussi
sous le nom de traitement d’images, les méthodes sont validées avec des images test standard en
niveaux de gris et/ou en couleur. En effet, de nos jours, le traitement d’images joue un rdle crucial,
il permet I’amélioration de la qualité de I’image ou la mise en évidence de quelques unes de ses
caractéristiques ce qui facilite la compréhension des phénomenes et 1’établissement des diagnostics
dans des domaines aussi varié€s que la télédétection (astronomie, météo, ...), I’imagerie médicale
(échographie, tomographie, . . . ), robotique (contrdle de qualité, véhicules autonomes, . . . ), sécurité
(reconnaissance terrestre, identification d’empreintes digitales, ...) pour ne citer que quelques
exemples.

Dans la partie qui suit, nous présentons quelques définitions et propriétés utiles sur la notion
de I’image. Quant a la troisieme partie est consacrée a la reconstruction d’images par la SCSA en
2D. Nous commencerons par représenter une image en niveaux de gris tres connu et tres utilisé en
traitement d’images suivie par d’autres images. Nous verrons que les propriétés présentées dans la
section resteront valables pour les images.

En dernier, nous terminerons ce chapitre par des résultats que nous avons obtenus lors de la
comparaison de la SCSA en 2D a deux autres méthodes de représentation d’images existantes.

74
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5.2 Quelques notions d’images

Définition 5.2.1. Soit U un domaine fermé de R?. Une image est une fonction (signal) u continue
aux coordonnées spatiales de U dans R™, m € N* :

u: U — R™,
(xay) — U(I,y)

(x,y) représente un élément de l'image et u(x,y) représente la valeur de l’intensité de cet

(5.1

élément.

De cette facon I’'image n’est pas exploitable par la machine numérique, d’ou la nécessité de sa
numérisation.

Définition 5.2.2. Une image numérique est une image dont la surface est divisée en éléments
de taille fixe appelés pixels, ayant comme caractéristique le niveaux de gris ou de couleur, ces
derniers ne peuvent prendre qu’un nombre discret de valeur comprise entre 0 et 255.

Plus précisément I’image numérisée est définie comme suit :

Définition 5.2.3. Pour Ny, Ny € N*, soient D =T, xI, C N*onI; = {0,1,--- ,N;—1}, 1 =1,2
et J un ensemble de N.
Une image de taille Ny X N est une fonction u aux coordonnées spatiales définie par :
v: D —J"
o o (5.2)
[, 5] — uli, j].
Donnons un exemple.
Exemple 5.2.1. 1. Une image en noir et blanc (binaire) est représentée par la fonction u; :
D — {0,255}.
2. Une image en niveaux de gris est représentée par la fonction us : D — {0,--- ,255}.

3. Une image en couleur est représentée par la fonction uz : D — {0,--- ,255}3, (chaque
pixel contient les valeurs des trois canaux 'rouge, vert et bleu’).
La figure ci-dessous (Fig.[5.1)) représente les différents types d’images cités précédemment.

|

FIGURE 5.1 — (a). Image de Lena en noir et blanc; (b). Image de Lena en niveux de gris; (c).
Image de Lena en couleur.
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Une image est aussi un ensemble de textures, de régions et de contours. Ces derniers se défi-
nissent comme suit :

— Une texture est un champ de I’image qui apparait comme un domaine cohérent et homogene,
c’est-a-dire forment un tout pour un observateur.

— Une région est un ensemble de pixels regroupés selon un critere pré-définis. Autrement dit
une région constitue une partition de I’image.

— Un contour (bord) est la frontiere entre deux régions différentes. C’est la limite entre deux
pixels dont les intensités représentent une différence significative.

5.3 Exemples de représentation d’images

La représentation d’image ou encore la reconstruction d’image consiste a retrouver I’image
qui a été décomposée. Cela est impossible étant donné que, lors de la décomposition, on perd de
I’information. On cherche donc a retrouver au mieux 1’image en question.

Comme premier exemple de représentation d’images, notre choix porte sur I’image de Lenaﬂ
en niveaux de gris. En effet, cette derniere est tres utilis€ée comme image test dans les algorithmes
de traitement d’images vu qu’elle contient un mélange intéressant de détails, de régions uniformes
et de textures.

Exemple 5.3.1. Considérons I’image au niveaux de gris de Lena de taille 512 x 512.

FIGURE 5.2 — Image originale de Lena.

En calculant I’erreur moyenne quadratique (formule (4.14)) entre I’image originale et estimée
avec la formule de la SCSA en 2D (formule (4.8)), nous remarquons que les valeurs optimales de
v et h sont données, respectivement, par 4 et 0.2 comme le montre la figure En utilisant ces

1. http ://www.ece.rice.edu/ wakin/images/
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valeurs optimales, la figure [5.3(b)] montre une bonne reconstruction de l'image. En particulier la
figure illustre la reconstruction de la ligne 100. L’erreur relative entre l’image originale et
reconstruite est présentée dans la figure [5.3(d)]
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FIGURE 5.3 — (a). Inverse de I’erreur moyenne quadratique ; (b). Reconstruction de ’'image de
Lena; (c). Représentation de la 100°™ ligne de I'image de Lena et de son estimée ; (d). Erreur
relative entre I’image de Lena et son estimée.

Comme dans les exemples illustrés dans le chapitre ] la partie qui suit est consacrée a la
validation de quelques propriétés du spectre discret de I’opérateur de Schrodinger semi-classique
ou I’image est considérée comme son potentiel.

La figure[5.4(a) montre la décroissance des valeurs propres négatives en fonction de h, comme
indiqué dans la proposition [3.5.1] tandis que la figure [5.4(D)| illustre les variations de 1’erreur
quadratique J(h) en fonction de h pour ~y = 4 et A = 0.
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FIGURE 5.4 — Nombre de valeurs propres négatives NP M, (Fig. (a)) et erreur moyenne quadratique
(Fig. (b)) en fonction de A pour I’'image de Lena.

La figure[5.5|représente les variations de quelques valeurs propres de I’ opérateur de Schrodin-
ger en fonction de h. Comme indiqué précédemment, nous remarquons que ces valeurs propres,
initialement positives, sont des fonctions décroissantes en fonction de h et qu’a chaque passage
d’une valeur de N} x M} a une autre, une valeur propre positive devient négative, a partir d’un
certain rang de h.

o
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o
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o
)

Quelques valeurs propres de H2 h(I 2)

FIGURE 5.5 — Variation de quelques valeurs propres de I’opérateur de Schrodinger en fonction de
h pour I'image de Lena.

Comme indiqué dans la proposition les figures [5.6(a)| et [5.6(b)| montrent que la plus
petite valeur propre négative est plus grande que — I (Fig.|5.6()), ou I, est la matrice contenant

les intensités de I'image de Lena, tandis que la plus grande valeur propre négative est strictement

inférieure a 0 (Fig.[5.6(a)). Autrement dit : toutes les valeurs propres négative sont comprises entre
—max I et 0.
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FIGURE 5.6 — Premiere valeur propre négative (Fig. (a)) et derniere valeur propre négative (Fig.
(b)) de I'image de Lena pour h = 0.2, v =4 et A\ = 0.

Les figures[5.7, 5.8} [5.9)et[5.10| représentent I’ allure du carré de la premieére, deuxiéme, dixiéme
et derniére fonction propre L*-normalisée dans le cas oi h = 0.2. Nous remarquons que la pre-
miere fonction propre localise bien le plus grand pic de ’'image de Lena (le pixel ayant la plus
forte intensité) (Fig.[5.7). La deuxiéme, représente les deux pics qui suivent le plus grand pic (Fig.
5.8), tandis que les derniéres fonctions propres représentent les petits détails de I’image i. e. :

pixels avec faible intensité (Fig.[5.9]et Fig.[5.10).

Colonne
@
S

S

@

=

by

N

.ﬁ
S
o

=

0

100 200 300 400 500
Ligne

(a) (b) (c)

0 100 200 300 400 500

FIGURE 5.7 — (a). Allure de la premiere fonction propre ; (b). et (c). Zoom sur 1’allure de la pre-
miere fonction propre dans le cas ou h = 0.2 pour I’image de Lena.
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FIGURE 5.8 — (a). Allure de la deuxieme fonction propre; (b). et (c). Zoom sur I’allure de la
deuxieme fonction propre dans le cas out A = 0.2 pour I’image de Lena.
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FIGURE 5.9 — (a). Allure de la dixieéme fonction propre ; (b). et (c). Zoom sur 1’allure de la dixieme
fonction propre dans le cas ou h = 0.2 pour I'image de Lena.
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FIGURE 5.10 — (a). Allure de la derniere fonction propre; (b). et (c). Zoom sur 1’allure de la
derniere fonction propre dans le cas ou i = 0.2 pour I’'image de Lena.

Comme deuxieéme exemple, notre choix porte sur I’image en niveaux de gris de Peppersﬂ

Exemple 5.3.2. L’image de Peppers en niveaux de gris de taille 256 X 256 est donnée par la figure
ci dessous (Fig.[5.11)) :

FIGURE 5.11 — Image originale de Peppers.

2. http ://sipi.usc.edu/database/database
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La figure représente les variations de I’erreur moyenne quadratique (formule (4.14))
entre ’'image originale de Peppers et son estimée calculée avec la formule de la SCSA en 2D
(formule (@.8), pour différentes valeurs de h et . Nous remarquons que les valeurs optimales de
v et h sont données, respectivement, par 4 et 0.18. Une bonne reconstruction de l’image est donnée

par la figure|5.12(b), En particulier la figure |5.12(c)|illustre la reconstruction de la 30°™ ligne,

et en dernier I’erreur relative entre I'image originale et celle reconstruite est présentée dans la

figure[5.12(d)

(b)
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FIGURE 5.12 — (a). Inverse de I’erreur moyenne quadratique ; (b). Reconstruction de I’image de
Peppers ; (c). Représentation de la 30™ ligne de I’image de Peppers et de son estimée ; (d). Erreur
relative entre 1I’image originale et son estimée.

Le comportement du parameétre semi-classique h sur le nombre de valeurs propres négatives
et I’erreur moyenne quadratique J(h), pour A = 0 et v = 4, est présenté par les ﬁgures et
Comme précédemment, le nombre des valeurs propres négatives NP M est une fonction
décroissante en h.
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FIGURE 5.13 — Nombre de valeurs propres négatives N2 M} (Fig. (a)) et erreur moyenne quadra-
tique (Fig. (b)) en fonction de h pour I’'image de Peppers.

L’allure de quelques valeurs propres de I’opérateur de Schrodinger semi-classique associée a
I’image de Peppers est présentée dans la figure (5.14). Nous remarquons que plus h tend vers 0,
plus le nombre de valeurs propres négatives N M, augmente.

o
o

I
>

0.2r

Quelques valeurs propres de H2 h(I 2)

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

FIGURE 5.14 — Variation de quelques valeurs propres de I’opérateur de Schrodinger en fonction de
h pour I’'image de Peppers.

Les figures|5.15(a)| et |5.15(b)| montrent que pour un h permettant une bonne reconstruction de

I’image toutes les valeurs propres négatives sont comprises entre — max I et 0.

Derniére
valeur
propre

Premiére

valeur négative

propre

négative

. N M~ S~ 100

b a0 e M0 0 Colonne 0o
Ligne Colonne

(a) b)

FIGURE 5.15 — Premiere valeur propre négative (Fig. (a)) et derniere valeur propre négative (Fig.
(b)) de I'image de Peppers pour h = 0.18, vy =4 et A = 0.
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Les figures [5.16} [5.17| et [5.18| illustrent I’allure du carré de la premiére, troisiéme et derniére
fonction propre L*-normalisée pour h = 0.18, v = 4 et A\ = 0. La propriété de localisation

des fonctions propres est conservée. La derniére fonction propre représente les petits détails de
I’image, et donc comme deuxieme propriété intéressante des fonctions propres, elle contient I’in-

formation pertinente sur l’'image.
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FIGURE 5.16 — (a). Allure de la premiere fonction propre; (b). et (¢). Zoom sur I’allure de la
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FIGURE 5.17 — (a). Allure de la troisieme fonction propre; (b). et (c). Zoom sur I’allure de la
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FIGURE 5.18 — (a). Allure de la derniere fonction propre; (b). et (c). Zoom sur ’allure de la
derniere fonction propre dans le cas ou h = (.18 pour I’'image de Peppers.

0 s 10 10 20 250
Ligne

(b)

0.15,

0.14

0.05+

100

Colonne 0

(c)

0.2

0.15

0.1

0.05

0.12

0.1

-10.08

10.06

0.04

0.02



CHAPITRE 5. SCSA EN 2D ET REPRESENTATION D’ IMAGES 84

5.4 Comparaison de la SCSA en 2D avec d’autres méthodes de
représentation d’images

Pour corroborer I’efficacité de la méthode proposée dans ce manuscrit pour la représentation de
I’image, un banchmark a eu lieu. En effet, nous allons comparer, dans cette section, la représenta-
tion d’images par la méthode SCSA en 2D avec d’autres méthodes de représenta tion. Notre choix
porte sur les méthodes S-Tree Coding (STC) [10] et Overlapping Rectangular Non-symmetry and
Anti-packing Model (ORNAM) [83]].

La premiere méthode, qui est une combinaison de deux méthodes, représente I’image a 1’aide
d’un bloc homogene en utilisant une représentation spatiale arborescente. L.e bloc homogene est
obtenu en partitionnant I’image de départ selon la régle de décomposition binaire. En effet, il s agit
de décomposer, a chaque étape, I'image en deux sous images. La décomposition s’acheve lorsque
toutes les sous images obtenues sont homogenes. Une fois le bloc homogene obtenu, qui signifie
par abus de langage un ensemble de sous images homogenes, I’image est donc reconstruite par la
représentation spatiale arborescente. Le schéma ci-dessous (Fig.[5.19) illustre la reconstruction de
I’image en utilisant la méthode STC.

. 8 16 20 24 28 32
9110|1314
11]112115]16
3 1
17 | 18
4
19120
16
8
5 6 7
21|22
24
2 3
kY 910111213141516 17181920 A0

(a) (b)

FIGURE 5.19 — (a). Un exemple de partitionnement d’image ; (b). La structure de construction
binaire [[10].

Tandis que la deuxieme méthode, nommée ORMAN de Overlapping Rectanguar Non-Symmetry
and Anti-paking Model, est une combinaison entre trois méthodes lesquelles sont données par :
Overlapping Rectanguar (OR), Non-Symmetry and Anti-paking Model (NAM) et 1’approche Gou-
raud shading. En effet I’approche ORMAN consiste a étendre la méthode Spatial Data Structures
(SDS), laquelle est basée sur une représentation des images en niveaux de gris a partir des images
binaires par le principe du Non-Symmetry and Anti-paking Model, par I’utilisation de la méthode
Overlapping Rectanguar, laquelle permet une bonne représentation des images binaires, et une
extension de I’approche Gouraud shading.
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Comme dans [10, 83]], quatre images test en niveaux de gris, i.e.; Lena, F16El, BarbaraEl et
BaboonEI, chacune de taille 512x 512 (voir Figure et le peak signal-to-noise ratio (PSNR) sont
utilisés a la fois pour montrer la performance de la méthode proposée. Aussi, pour la comparabilité
des résultats, les erreurs de tolérance choisie sont identiques a celles présentées dans 83]]. Elles
sont données par ¢ = {10, 20, 30, 40}. Tous les parametres de ces deux méthodes sont fixées
comme suggére dans les travaux originaux. Pour notre approche, comme cité dans la remarque
M.4.1]1a valeur optimale de  est 4 et celle de h a été choisie de telle facon a obtenir une valeur
maximale du PSNR.

() (d) (© (d)

FIGURE 5.20 — Images originales : (a). Lena; (b). F16; (c). Barbara ; (d). Baboon.

Le tableau [5.1] montre que la représentation de 1’image basée sur la méthode SCSA est plus
performante que les méthodes STC et ORNAM pour € = 10 et 20 ce qui signifie que la SCSA est
plus appropriée pour une bonne représentation des images en niveaux de gris. Ceci est realisable
grice aux propriétés des fonctions propres L*-normalisées et du bon choix du paramétre semi-
classique.

3. http ://sipi.usc.edu/database/database
4. http ://perso.telecom-paristech.fr/ delon/Demos/Impulse/
5. http ://perso.telecom-paristech.fr/ delon/Demos/Impulse/



CHAPITRE 5. SCSA EN 2D ET REPRESENTATION D’ IMAGES 86

Algorithmes € Lena F16 Barbara Baboon
STC [10] 10 38.52 39.13 39.85 40.33
20 33.02 34.14 33.94 32.79
30 29.49 30.88 29.91 28.81
40 27.17 28.39 27.16 26.10
ORNAM [83] 10 37.90 37.90 38.78 40.55
20 31.73 31.97 32.18 33.00
30 28.22 28.57 28.43 28.87
40 25.62 26.02 25.85 26.04
2D SCSA 10 44.62 44.66 41.83 41.29
20 33.54 34.76 33.20 33.45
30 29.49 30.92 26.80 27.46
40 26.19 26.99 23.56 24.32

TABLE 5.1 — Comparaison du PSNR en dB entre les méthodes STC, ORNAM et SCSA en 2D
pour la représentation des images.

Conclusion

Ce dernier chapitre a fait I’objet d’une étude comparative entre la représentation d’images par
la méthode de la SCSA en 2D et d’autres méthodes de représentation d’images qui sont STC
et ORMAN. Nous avons, tout d’abord, introduit quelques notions d’images. Ensuite nous avons
validé la SCSA en 2D, a I'aide des images test en niveaux de gris de différentes tailles. Cette
validation nous a permis de noter que les différentes propriétés et résultats, obtenus en utilisant
des fonctions académiques en 2D, resteront valables pour le cas d’images. La comparaison de la
méthode SCSA en 2D avec les méthodes STC et ORMAN pour la représentation d’images nous a
permis de conclure que 1’approche proposée est plus appropriée a la présentation d’images.



Conclusion

Dans ce mémoire de these, nous avons présenté une nouvelle approche de décomposition des
fonctions bidimensionnelles laquelle est une généralisation en deux dimensions de I’approche
Semi-Classical Signal Analysis (SCSA). La mise en place de cette approche a découlé de la pro-
blématique posée.

Par opposition aux méthodes de décomposition existantes, I’approche SCSA en 2D, laquelle
respecte bien les conditions visées par la problématique, consiste a décomposer la fonction selon
un ensemble de fonctions élémentaires adaptatives. En effet, il s’agit d’interpréter une fonction a
décomposer V; comme un potentiel de I’opérateur de Schrodinger semi-classique bidimensionnelle
Ho p, (formule , ensuite a utiliser uniquement un nombre fini K; de ses données spectrales

A
{wk,}u ukﬁ}kK:hl lors de la décomposition de la fonction V5.

Par ailleurs, nous avons souligné que 1’ensemble des fonctions élémentaires adaptatives est
donné par le carré d’un nombre fini K de fonctions propres L2-normalisées 1y ;, associées aux
valeurs propres négatives (i, ;, de 1’opérateur de Schrodinger Hs j,. De plus, il a ét€ démontré que
les fonctions propres L?-normalisées de 1’opérateur de Schrodinger semi-classique sont localisées

et oscillent graduellement avec une décroissance rapide de leurs amplitudes. Ce qui affirme que
A

I’ensemble des fonctions propres L2-normalisées au carré {djk h}K lequel est un ensemble de
fonctions élémentaires adaptatives, contiennent 1’information la plus pertinente du potentiel ainsi
que les détails.

Cette these a ensuite donné lieu a 1’étude de quelques propriétés liées au spectre discret de
I’opérateur de Schrodinger semi-classique H,; en fonction du parameétre semi-classique h et a
une preuve de convergence de 1I’approche SCSA en 2D. En effet, il a ét€ démontré que plus le
parametre semi-classique h diminue et plus I’extraction des données spectrales est meilleure, ce
qui aboutie a une décomposition précise de la fonction V5 par 1I’approche SCSA en 2D.

Cependant la mise en oeuvre de cette approche pose des probléemes de nature géométrique
et topologique et engendre de lourds calculs. Pour les éviter, I'utilisation du produit tensoriel est
recommandée. La reformulation et la mise en oeuvre de la SCSA en 2D par ’utilisation du produit
tensoriel lors de 1’écriture des fonctions propres ont été présentées antérieurement. L’efficacité de
la SCSA en 2D ainsi que les propriétés du spectre discret ont été prouvées a travers différents
exemples de représentation de fonctions académiques bidimensionnelles et d’images. En dernier,
une comparaison avec d’autres méthodes de représentation d’images a eu lieu.

A I’issue de ce travail de nombreuses perspectives prometteuses pourraient s’ ouvrir et se réali-
ser dans de nombreux domaines. Tout premierement, il nous parait intéressant de compléter 1’étude
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théorique des propriétés de la SCSA en 2D, comme par exemple s’intéroger sur ce que représente

KX
. sz 3 h :
I’ensemble des fonctions propres L?-normalisées au carré {Qﬁ,f h} et se demander si c’est une

frame. Sinon, dans un autre contexte appliquer la SCSA en 2D pou_r la résolution de certain EDP
(comme dans [24]]), pour le calcul d’une dérivée ou pour le calcul d’une intégrale . . ..

Une autre perspective de recherche consiste a compléter I’étude théorique dans le cas ol I’opé-
rateur de Schrodinger Hs j, associé au potentiel V5 subirait une perturbation w. Les premiers ré-
sultats numériques du débruitage d’images obtenus et présentés dans [37, [38] sont prometteurs.
Une comparaison de la SCSA en 2D avec la méthode K-SVD [82]] pour I’image de Lena affectée

par un bruit blanc Gaussien de moyenne nulle et de variance o = 40 est présentée par les figures

ci-dessous (figures[5.21]et[5.22)) :

(a) (b) () (d

FIGURE 5.21 — (a). Image originale de Lena ; (b). Image bruitée avec o = 40 ; (c). Image débruitée
par la K-SVD; (d). Image débruitée par la SCSA en 2D.

(a) (b) () (d)

FIGURE 5.22 — Zoom sur : (a). Image originale de Lena; (b). Image bruitée avec o = 40; (c).
Image débruitée par la K-SVD ; (d). Image débruitée par la SCSA en 2D.

Et pour de différentes valeurs de variance o, les résultats sont présentés dans le tableau[5.2):
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Noise variance Proposed method K-SVD
o h PSNR SSIM PSNR SSIM
10 0.350 36.0 0.991 33.2 00916
20 0.550 32.1 0.955 294 0.851
25 0.650 31.0 0.893 30.0 0.836
30 0.800 30.1 0.861 27.5 0.796
40 0.975 2877 0.787 26.0 0.747
50 1.000 27.5 0.713 25.0 0.697
100 2.100 244 0.671 21,5  0.559

TABLE 5.2 — Comparaison du PSNR en dB et du SSIM [79]] entre la méthode K-SVD et I’approche
SCSA en 2D pour le débruitage de I'image de Lena.

D’un point de vue numérique, il manque a notre travail la réduction de la complexité du code
Matlab dont un premier essai est présenté dans [8]]. Il serait donc envisageable, afin d’améliorer
aussi le temps de calcul, de déterminer une méthode d’optimisation fiable pour pouvoir estimer la
valeur optimale du parametre semi-classique A selon le contexte d’étude. Pour ce faire, on pourrait
s’inspirer de la technique de Monte-Carlo [65].

En dernier, il est important de souligner que les résultats obtenus par 1’utilisation de 1’approche
SCSA en 2D sans I'utilisation du produit tensoriel sur des fonctions bidimensionnelles acadé-
miques et des images de petites tailles sont prometteurs. Cette approche peut étre utilisée dans des
domaines utilisant des machine sophistiquées et performantes tels que I’astronomie, le guidage des
missiles, la reconnaissance terrestre, . . ..

Enfin, nous pouvons dire que les mathématiques sont partout : elles sont au coeur de la science
contemporaine, mais aussi a la base d’innombrables réalisations technologiques et processus in-
dustriels. Elles fournissent des outils de modélisation et de prévision qui jouent un rdle croissant
dans la conduite des affaires du monde. Partout, cette discipline reste méconnue.
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Annexe A

Opérateur de Schrodinger et données de
diffusion

Nous n’avons présenté, dans le premier chapitre, qu’une idée globale sur les résultats de la
résolution spectrale de I’opérateur de Schrodinger en +-0c. Plus de détails seront donnés plus bas :

A.1 Opérateur de Schrodinger : Cas point limite et cercle li-
mite [3]

La distinction entre le cas point limite et cercle limite a été introduite par Weyl. Ce cercle fait
référence a I’'image de la droite réelle sous la transformation :

dern ()
(x) &2

dsz (z)”
() §—%

c

§ s M(§) = -

(ME]

(A.1)

[ME]

ou cz et sz sont solutions d’une équation différentielle lin€aire du second ordre qui est dans notre
cas I’équation de Schrodinger :

_ ()

dx?

+Vi(x)(z) = 2¢(x), 0<z <z <oo,zeC\R. (A.2)

Posons z = k2. Notons C(z, k) I'image de la droite réelle sous la transformation et
D(z, k) le disque fermé, de frontiere C'(x, k). La theéorie de Wely affirme que pour 0 < z; <
x9, D(x2,k) C D(z1,k). Ainsi, quand x — 2/, C(x, k) tend, soit vers un point limite g(z), soit
vers un cercle limite lesquels se définissent par :

— Cas cercle limite : Pour tous z € C, toute solution de

_ d*P(a)

dx?

+ Vi(z)(x) = z9p(z), (A.3)

ot x € [0, 400) est dans L*(]0, +00)).
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— Cas point limite : Pour tous z € C, il n’existe pas plus d’une solution de

d*y(x
- T ) = ), (A4
ot x € [0, 4+00) dans L*([0, +00)).
2
Mais pour z € C\R, il existe une fonction unique 1) € L?*([0, +00)) tels que — d f(f) +
x

Vi(z)y(z) = 2¢(x), 2 € [0,400), 1(0) = 1 et 2(0) est noté g(z). Cette propriété assure
que I’opérateur —% + V1, x € [0, +00) soit auto-adjoint sans nécessité d’avoir des condi-
tions aux limites a I’infini.

Dans le cas de la droite ( — % + Vi, x € ]R), le cas point limite se définit par :

T | Viasta) = (@)

Pour tous z € C7, il existe des solutions uniques ¢, (z,x) de —
telles que ¢, € L*(0,+o0) et ¢p_ € L*(—00,0).

A.2 Solution de Jost et données de diffusion [11, 18, 42, 52]

Les solutions de Jost, notées f. sont définies comme étant les solutions uniques de I’équation
de Schrodinger en 4-oco. Elles sont définies comme suit :

Définition A.0.1. On appelle équation intégrale de Schridinger en +, I’équation intégrale sui-
vante :

f:l:(swr) — e:l:zsm _ /;::OO W%(x/)fi(& I/>dI,, (AS)

oti I(s) > 0, x € R et V] est une fonction intégrable, a valeurs réelles et qui décroit rapidement
a Uinfini.

L’existence et I'unicité des solution de Jost sont données par le théoréme suivant :

Théoréme A.0.1. Soient s € C, S(s) > 0, x € R et V} est une fonction intégrable, a valeurs
réelles. Alors I’équation intégrale de Schridinger en +00 (resp. — o0) admet une solution unique
f+ (resp. f_) contintiment dérivable sur R et qui vérifie (pour s # 0) :

. ~ 1 [too 2| da’
| fu(s,a) — et |< 730 | e e MGy gy e R (A.6)
d . . 1 [toe 2V dz’
i
resp.
. o 1 [too 2| da’
(s,x) — e |< "S0) er Lo el _y , VreR, (A.8)
| /= (s,2) |
d _ . o 1 [t 2| da’
X

. ) 3 " " } .
Les fonctions f et f_ lesquelles sont connues sous le nom "solution de Jost" sont des fonctions
propres de I’opérateur de Schrodinger associées aux valeurs propres s* et vérifiant :

)+ @ S (0) = Pl 0), (A.10)
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avec .
fe(s,z) = e 4+ 0(1), x — Foo, (A.11)
et p
(fi(s, r) = +ise™ +0(1), x — +oo. (A.12)
X

Ainsi, nous avons :
Corollaire A.0.1. Les fonctions fi, &= sont analytiques en s pour 3(s) > 0 et continues en s

pour (s), s # 0.

Pour une classe plus large des potentiels les fonctions de Jost sont exprimées comme suit :

Théoréme A.0.2. Soit V; € L}(R) une fonction a valeurs réelles. Alors, pour tous s € C avec
S(s) > 0, I’équation intégrale de Schridinger en +0oo (resp. —oc) admet une solution unique f
(resp. f_) contintiment dérivable et qui vérifie :

o

o < S 0 [ V(') | d A3
_ sz < _ / / / .
| felsw) = e S T (b max(=a,0) [0 12 ) | VE) [, A1)
df+ Cle—73(5)
— st < ———— (1 A.14
dx(s:c) ise™ |< s ’/ (1+ | 2" ) | V(2) | do, ( )
resp.
) e < O (e, 0) [0 ) VG L (A1)
(s, r)—¢€ maxi{xr x xr X .
| =14 s V. ’
df_ N —iST x s
| (s,2) + —ise <& T |/ (14 |2 |) | V(') | da', (A.16)

ou C est une constante qui dépend uniquement de V.
Les fonctions f. et f_ sont les fonctions propres de I’opérateur de Schriodinger assiciées aux
valeurs propres s* vérifiant :

U

dr (S,J])—F‘/l(l’)fi(&l’) :S2f:|:(8,l')7 (A17)
avec :
fe(s,z) = e 4 0(1), x — oo, (A.18)
et J
C{;(s, r) = +ise™ £ o(1), x — %oo. (A.19)

Les fonctions f et f_ sont appelées les solutions de Jost.
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Proposition A.0.1. Soit V; une fonction continue, intégrable a valeurs réelles. Alors, le Wronskien
W (f1, f2) de deux solution fi et fo de I’équation

—Zi;]; +Wif = s f
est constant et nous avons :
W(fi(s,x), fr(—=s,x)) = —=2is, s€R, (A.20)
et
W(f_(s,x), f-(—s,x)) =2is, s€R (A.21)

Le Wronskien de deux solutions de I’équation de Schrodinger est non nul si et seulement si ces
solutions sont linéairement indépendantes. Il existe alors des coefficients unique a(s) et b.(s),
tels que pour tout s € R\{0} :

fx(s,2) = by (s) (s, 2) + ax(s) fz(=s, @) (A.22)

Comme fi(s,z) = fi(—s,x), alors :

a+(s) = ax(—s), bi(s) =byi(—s). (A.23)

Calculons le Wronskien entre f_ (s, x) et f_(—s, x) en fonction de a(s) et de b+ (s). En effet :

W (f-(s,2), [-(=s,2)) =W (bs(s)f+(s,2) + ay(s) fs (=5, ),

(A.24)
bi(=5)f1(=s,2) +ay(=s)f+(s,2)),
d’ou,
W(f-(s,2), f-(=5,2)) =byp()by (=)W (fi(s,2), f1(—5,7)) A5
+ay(s)ay ()W (fo(=s,2), f1(s,2)). '
Sachant que :
W(fi(s,2), fo(=s,2)) = F2is, s € R\{0}, (A.26)
alors,
lar(s)> + b ()] =1, s€R\{0}. (A.27)
De la méme mani€re nous avons :
0, (s) = 2;]€W(f(s,x),f+(s,:v)>, s € R\{0}, (A.28)
by (s) = —215W<f_(s,3:), fil=s,2)), s R\{0}, (A.29)

la_(s)>+1b_(s)] =1, s€R\{0}. (A.30)
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a_(s) = 2;€W(f+(s,x),f_(s,x)>, s € R\{0}, (A.31)
et
b(s)::218M7(f;(s,x),f(—s,x)), s € R\{0}. (A32)
On en déduit :
ar(s)=a_(s), seR\{0}. (A.33)
Notons :
Ts)= = 1 R = =) P (A.34)

@) a(s) () axls)
T'(s) est appelé coefficient de transmission et R, (s) sont appelés coefficients de réflexion par
la gauche et par la droite respectivement. En réécrivant la formule en fonction de 7'(s) et
R, (s), nous obtenons :

R, 1
T(é?s()S)ij(S’x) b fo(—s,1). (A.35)

fele) = 7(s)

Lorsque x — 400, f+(s,x) = "% 4 0(1), ainsi nous avons :

Rr(l) (S) eTise eﬂ:zsx
T(s) T(s)

J+(s,2) = +o(1), x=—+ (A.36)

Le phénomene de diffusion 1i€ a I’opérateur de Schrodinger ainsi que quelques propriétés des
coefficients de réflexion et de transmission ont été présentées dans le premier chapitre. Dans la
partie qui suit, nous présentons d’autres.

Proposition A.0.2. Pour tout potentiel V; € L}(R), nous avons :

lim T(s)=1, lim R(s)=0. (A.37)

s—too s—+oo

Proposition A.0.3. Soit V; € L1s*(R), alors :

T(s)  =1+0(%), |s| =400, S(s)>0,

(A.38
Roay(s) =0(1), |s| = 400, s€ER. )

Si de plus, Vi a m dérivées dans L'(R) alors :

1
Row(s) = O ( ) . ls| = 400, sER. (A.39)

Sm+1



Annexe B

Espaces séparables, bases et frames

Le but ici est de rappeler quelques concepts mathématiques importants liés a la notion de la
base, de la frame et aux espaces séparable.

B.1 Bases des espaces de Hilbert [S3]

Espace de Banach

Les signaux sont souvent considéré comme des vecteurs. Pour définir une distance, on travaille
dans un espace vectoriel H qui admet une norme. Une norme vérifie les propriétés suivante :

VieH, |f||>0et|f]|=0< f=0, (B.1)
vAEC, Al =IAIf] (B.2)
VigeH, |f+gll < IF1+ gl (B.3)
Avec une telle norme, la convergence de { f,, } e vers f dans H signifie que

Pour garantir qu’on reste dans H en passant a de telles limites, on impose une propriété de
complétude en utilisant la notion de suite de Cauchy. Une suite { f,, },en est une suite de Cauchy
si, pour tout € > 0, si n et p sont assez grands, alors || f,, — f,|| < €. L'espace H est dit complet si
toute suite de Cauchy dans H converge vers un élément de H.

Espace de Hilbert

Un espace de Hilbert H est un espace de Banach avec un produit scalaire. Le produit scalaire
de deux vecteurs < f, g > est linéaire par rapport a son premier argument :

VAL, A €C, < AMifi+Aafe,9>=M < f1,9> +Xa < fa,9 > . (B.5)
Il posséde une symétrie hermitienne :

< f,g>=<g,f>". (B.6)
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De plus
< f,f><0et <f,f>=f=0. (B.7)

Bases des espaces de Hilbert

Une famille {e, } .y dans un espace de Hilbert H est orthogonale si, pour n # p,
< ep,ep >=0. (B.8)

Un espace de Hilbert qui admet une base orthogonale est dit séparable.
La base est orthonormée si ||e,|| = 1 pour tout n € N. Le calcul du produit scalaire de g et f
de H donne la relation de Parseval sur les bases orthonormée :

+o00
<fig>=> < fien><g,e, >". (B.9)

n=0

Quand g = f, on obtient la relation de conservation de I’énergie appelée formule de Planche-

rel : N
1AP=3"1< fen> (B.10)
n=0
Frames

La théorie des frames analyse la complétude, la stabilité et la redondance des représentation
discréte d’un signal [53]]. Une frame est une famille de vecteurs {¢,, } ,cA permettant de caractériser
tout signal f par ses produits scalaires {< f, ¢, >}nca. L'ensemble d’indice A peut étre fini ou
infinie.

Une frame vérifie la propriété de conservation d’énergie qui permet d’inverser 1’opérateur U
défini par :

VYneld, Ufnl=</f dé,>. (B.11)

Ainsi, la frame est définie comme suit :

Définition B.0.2. La famille {¢,, }nen est une frame de H s’il existe deux constantes A > 0 et
B > 0 telles que pour tous f € H,

AIFIP< S 1< foon > |2 < B|IfII- (B.12)

neA

Si A = B, la frame est dite ajustée.

La condition est une condition nécessaire et suffisante pour que U soit inversible sur son
image.
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B.2 Espace séparable [15, 35, 53]

Produit tensoriel

Les produits tensoriels sont utilisés pour étendre des espaces de signaux monodimensionnels
a des espaces de signaux multidimensionnels. Un produit tensoriel f; ® f5 entre vecteurs de deux
espace de Hilbert H; et Hy vérifie les propriétés suivantes :

— Linéarité :
VAEC, AMf1® f2) = (A1) ® fa = fi @ (Afa). (B.13)
— Distributivité :
(it g) @ (fatg)=(i®f2) +([1 ®g2) + (91 ® f2) + (g1 ® g2). (B.14)

Espace séparable

Le théoréme suivant prouve que les ensembles de fonctions élémentaires d’un espace produit
tensoriel s’obtiennent par produit séparable de deux ensembles de fonctions élémentaires. Cela
fournit une méthode simple et rapide pour construire des ensembles de fonctions élémentaires
pour des signaux multidimensionnels a partir d’un ensemble de fonctions élémentaires monodi-
mensionnels.

Théoréme B.0.3. Soir H = H; ® Hy. Si {e}},en et {€2},en sont deux ensembles de fonctions
élémentaires de Hy et Hy respectivement, alors {e, ® €2} m)enz est un ensemble de fonctions
élémentaires H.

Remarque B.0.1. Le produit de fonctions f € L*(R) et g € L*(R) définit un produit tensoriel :

f(x)g(y) = f@g(z,y), (B.15)

et nous avons :
L*(R?) = L*(R) ® L*(R) (B.16)

B.3 Théoreme de superposition de Kolmogorov [43]

En 1957 Kolmogorov a montré que toute fonction multidimensionnel peut s’écrire sous la
forme d’un produit de fonctions monodimensionnels.

Théoréme B.0.4. Toute fonction continue définie sur I’hypercube identité, f : [0,1]¢ — R avec
d > 2, peut s’écrire comme somme et compositions de fonctions monodimensionnelles continues :

2d d
f(xla e 7xd) = Z ¢q (Z z/}q,p(xp)) ) (B-17)
q=0 p=1

ol ¢, et ), ,, sont appelée des fonctions externe et interne respectivement.
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Index des notations

Dans tout ce manuscrit, les notations suivantes seront utilisées. En cas de modification, elles
seront redéfinies conformément aux différentes articulations de la partie.

DST . Transformée de diffusion directe (Direct Scattering Transform).
EMD :  Décomposition modale empirique (Empirical Mode Decomposition).
EQM : Erreur moyenne quadratique.

IMF : Fonctions modales intrinseques (Intrinsic Mode Function).

INV, :  Premier invariant global.

INV, :  Deuxieme invariant global.

IST :  Transformée de diffusion inverse (Inverse Scattering Transform).
KdVv :  Korteweg-de Vries.

p.p : Presque partout.

PSNR : Maximum du rapport signal sur bruit (Peak Signal to Noise Ratio).
SCSA  : Semi-Classical Signal Analysis.

SNR : Rapport signal sur bruit (Signal to Noise Ratio).

SSIM : Similarité entre images numériques (Structural SIMilarity).

1D : Unidimensionnel.

2D :  Bidimensionnel.

C* : Demi plan complexe supérieur.

Cc’ . C =C*UR.

c> . Espace des fonctions infiniment continfiment différentiables.

H? : Espace de Sobolev d’ordre 2.

LP(R) {f mesurable sur R et /+oo |f(x)|Pdz < oo}, 1 <p< 0.

Ly (R) {f € LP(A) pour tout compact A C R}, 1 <p<oo.

Li(R) { f mesurable sur R et /R(l + |z])|f(z)|dz < oo}.

A . Opérateur Laplacien.

W(f,g) : Wronskiende f et g.

L : Constante universelle semi-classique de dimension 7.

h : Parametre semi-classique en lien avec la constante de Planck.
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Hk,hy Bkhs Pk,h
quk,h’ Pk,hs ¢k,h

w
Vi
w
()
K}
W
2

Virn

Partie imaginaire de Z.

Partie réelle de Z.

spectre.

spectre continue.

spectre discret.

Moyenne de Riesz.

Opérateur de Schrodinger associé au potentiel V,, de dimension n,
n=1,2.

Domaine de définition de H,,(V},).

Nombre de valeurs propre négative de H,,(V},).

Valeurs propres négatives de H,,(V,,), k=1,--- | K.

Fonction propre L?-normalisée associée a la valeur propre négative iy
Constante de normalisation par la gauche associée a H;(V}).
Constante de normalisation par la droite associée a H;(V}).

Fonction de Jost par la gauche associée a 1 (V7).

Fonction de Jost par la droite associée a (V7).

Coefficient de réflexion par la gauche associée a H,(V}).

Coefficient de réflexion par la droite associée a H;(1]).

Coefficient de transmission associée a Hi (V).

Matrice de diffusion.

Opérateur de Schrodinger semi-classique associé au potentiel V;, de
dimension n.

Domaine de définition de H,, ,(V5,).

Fonction de Jost par la gauche associée a H; (V7).

Fonction de Jost par la droite associée a H; 5, (V1).

Coefficient de réflexion par la gauche associée a H; (V7).

Coefficient de réflexion par la droite associée a H; (V7).

Nombre de valeurs propres négatives de H,, ,(V},).

Nombre de valeurs propres négatives de #,, (V) inférieures a A\, A € R_.
Valeurs propres négatives de H,, 5 (V;,) avec k =1,--- | K,
ouk=1--- K}.

Fonctions propres L2-normalisées associées a aux valeurs propres négati-
VeS [k b, Kkh, Pkh TESPECtivement.

Potentiel perturbé de 1’opérateur de Schrodinger.
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Décomposition du potentiel de I'opérateur de Schrédinger semi-classique
bidimensionnel: Application a la représentation d‘images

Cette these porte sur la généralisation en deux dimensions d'une approche semi-classique, dite Semi-Classical Signal
Analysis, de décomposition de fonctions. L'approche SCSA consiste a interpréter la fonction a analyser comme le
potentiel de l'opérateur de Schrédinger semi-classique. La résolution du probléme spectral de I'opérateur de Schrodinger
permet de faire une approximation de la fonction a I'aide des valeurs propres négatives résultantes et des fonctions propres
qui y sont associées. Plus précisément, I'approximation est exprimée comme la somme tronquée des carrés des fonctions
propres, L%-normalisées, pondérée par les valeurs propres négatives associées. La nouveauté qu'apporte cette approche est
['utilisation d'un ensemble de fonctions élémentaires adaptatives contrairement aux méthodes de décomposition existantes.
La finesse de I'approximation dépendant du parametre semi-classique h, ainsi que les propriétés des fonctions propres ont
été étudiées. D'un point de vue numérique, I'analyse peut étre étendue aux dimensions supérieures assez facilement par le
biais de produit tensoriel. Afin d'illustrer la performance de la SCSA en 2D des résultats de simulations sur des fonctions
académiques et d'images test en niveaux de gris ainsi qu'une comparaison avec d'autres méthodes de représentation sont
présentés dans ce mémoire. La SCSA en 2D ouvre par ailleurs de nouvelles perspectives théoriques lesquelles devraient
permettre la mise au point de nombreux algorithmes de traittment d'images répondant a divers besoins comme le
débruitage, la compression ou I'analyse des singularités.

Mots-Clés : Analyse semi-classique; Opérateur de Schrédinger; Spectre discret; Valeurs propres négatives; Fonctions
propres L%normalisées au carré; Représentation dimages.

Decomposition of the potential of the two dimensional semi-classical
Schradinger operator: Application to images representation

This work emphasizes on the generalization to two dimensions of a new approach of function decomposition based on a
semi-classical quantification namely Semi-Classical Signal Analysis. The SCSA approach consists in considering the
function, to be analyzed, as a potential of a semi-classical Schrdinger operator. The resolution of the spectral problem of
the Schrddinger operator allows approximating the function using the resulting negative eigenvalues and its corresponding
eigenfunctions. Precisely, the approximation is expressed as the truncated sum of the squared L*normalized
eigenfunctions weighted by the associated negative eigenvalues. The novelty of this approach is the fact that the
underlying basis functions are dependent on the function itself. The relation between the approximation accuracy and the
semi-classical parameter together with the eigenfunctions' interesting features are studied. Furthermore, the extension of
the method to higher dimensions, using tensor product, is investigated. Numerical results on both academic functions of
two variables and standard gray test images illustrate the performance of the proposed approach. Through the promising
results, the SCSA opens great perspectives on theoretical developments that can handle several image processing
questions including denoising, compression and analysis of singularities.

Key Words: Semi-classical analysis, Schrodinger operator; Discrete spectrum; Negative eigenvalues; squared L%
normalized eigenfunctions; Image representation.
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