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INTRODUCTION

Dans ce travail, on considére I’équation de fluide magneto-micropolaire suivante :

([ Ou+ (u-V)u—(p+x)Au—0b-Vb+V (p+b*) —xV xw=0,
ow — yAw — kVdivw + 2xyw + u - Vw — xV x u =0,
0b—vAb+u-Vb—b-Vu=0, (0.0.1)

V-u=V-b=0,

[ u(z,0) = up(x), b(x,0) = bo(x), w(z,0) = wo(z),

ot u = u(x,t) € R} w=w(xt) € R b=0b(x,t) € R et p=p(x,t) indiquant respective-
ment le champ de vecteur de la vitesse, la vitesse micro-rotationnel, le champ magnétique et
la pression de fluide au point (x,t) € R3 x (0,T). V est I’ opérateur différentiel (9,,, Oy, Oy )
noté vectoriellement, V - u est la divergence du champ u, A est 'opérateur de Laplace V -V,
tandis que u - V est I'opérateur de dérivation partielle w10,, + u20,, + u30.,. Ug, Wo, by sont
les données initiales avec V.u = V.b = 0 au sens des distributions. Pour simplifier, on sup-
pose que les forces extérieures ont un scalaire potentiel qui est inclus dans le gradient de la
pression. Les constantes p, x, Kk, 7, v sont des nombres positifs, qui ont une relation avec la
nature de la matiére. Désignant par u la viscosité cinématique, y viscosité vortex, k,~ les
moments cinétiques des viscosités, et % est le nombre magnétique de Reynold. Quand w = 0
le probleme se réduit a 1’équation magneto-hydrodynamique standard.

La théorie du fluide micropolaire a été mise au point par Eringen [4] en 1966, ce qui nous
permet de considérer certains phénomeénes physiques qui ne peuvent pas étre traitées par les
équations de Navier-Stokes classique pour les fluides visqueux incompressibles, par exemple,
la notion du sang animal, les cristaux liquide, etc.

L’existence de solutions faibles et fortes ont été étudié par Galdi et Rionero [7], et par Yama-
guchi [21], respéctivement. Si on outre, la viscosité vortex (tourbillonnerie) x = 0, la vitesse
u ne dépend pas du champ de micro-rotationnel w, et la premiére équation dans se

réduit & ’équation classique de Navier-Stokes, qui a été largement étudiée, voir par exemple,
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les classiques livres de Ladyzhenskaya [11], Lions [I3] et Lemarié-Rieusset [12]. Si on ignore
la micro-rotation des particules, I’équation se réduit aux équations magnétohydrody-
namiques visqueux incompressible, qui a également été étudiée par détail, voir [T], 2] [3 9, [17].
Il est intéressant de noter que He et Xin [9], Zhou [25 26] ont démontré des critéres de
régularité des solutions faibles pour les équations MHD en imposant seulement des conditions
sur le champ de vitesse u ou Vu (resp. V X u) ou bien sur la pression p et son gradient Vp.Plus
tard, He et Wang [§] ont prolongé ses résultats au cas des espaces de Lorentz (espace de
Lebesgue faible) [9].

Tous ceci indique que le champ de vitesse u joue un réle dominant que le champ magnétique
b pour étudier le probleme de régularité des solutions faibles pour les équations MHD.
D’autre part, le systéme (0.0.1]) a été étudié par Galdi et Rionero dans [7]. Dans [14], Rojas-
Medar a établie I'existence et 'unicité des solutions fortes en temps local en utilisant la
méthode de Galerkin. Plus tard, Ortega-torres et Rojas-Medar [I5] ont prouvé I’existence
des solutions fortes globales pour une donnée initiale trés petites. Ensuite, Rojas-Medar et
Boldrini [I6] ont démontré 'existence de solutions faibles par la méthode de Galerkin et
I'unicité des solutions faibles uniquement dans le cas deux dimensions.

Récemment, Ferreira et Villamizar-Roa [5] ont examiné I'existence et la stabilité de la solution
du systéeme dans le cas des domaines extérieurs. Villamizar-Roa et Rodriguez-Bellido
[20] ont étudié le systéme dans un domaine borné en utilisant I’approche des semi-
groupes dans LP, en montrant ’existence de solutions fortes globales pour une petite donnée
initiale et le comportement asymptotique et la stabilité de la solution.

Les critéres de régularité des solutions faibles pour le systéme jouent un role important
pour comprendre la notion physique du systéme micropolaire. Comme il est démontré dans
la référence [8, O], nous montrons également que, pour assurer la régularité des solutions
faibles du systeme (0.0.1)), il suffit d’imposer des conditions sur le champ de vitesse u.Trés
récemment, des critéres de régularité ont été établi dans [24] en termes des espaces LP.

Le but de ce travail traite la question de régularité des solutions faibles pour les équations
magneto-micropolaire pour une donnée initiale dans les espaces de multiplicateurs ou les
espaces de Morrey-Campanato, qui généralise les résultats précédents.

Ce travail se décompose en deux chapitres : Le premier chapitre est destiné a rappeler certains
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espaces qui seront utilisés par la suites et le deuxiéme chapitre est consacré a ’étude de la
régularité de solutions faibles des équations magneto-micropolaire dans les espaces de Morrey-

Campanato et les espaces de multiplicateurs.



Chapitre 1

CHAPITRE 1

1.1 Espaces de Sobolev homogénes

On commence par définir les espaces de Sobolev.

Définition 1.1.1 Soit |r| < 2. On définit Uespace de Sobolev H (R®) comme étant la fer-

meture de S (R?) muni de la norme

Jul g, = [/ 67 1 (©) dg] < +oo.

Sir=0, H (R3) coinside avec L* (R3).

Lemme 1.1.1 Soit f € H" (R3). Posons fr(x) = f(Az) pour tout v € R3 et pour tout
A > 0. Alors

/3] = N2 f]

Hr (R3)

3
H’R3)’ VT’E|:0,§|:.

Preuve. On a par définition

2r | 7
191,y = ( 1|7
R3
Ceci entraine que

AN oy = (/527" ﬁ<£>2d£) - (/62’46
RS RS
= AT (/w” F(w) dw)
Rg

N|=

, \ 2
dg

(5)
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et I’on a finalement

/2l

= N2 |

Hr (R3) Hr (R3)

Nous nous servirons systématiquement dans ce mémoire de la remarque suivante.
Lemme 1.1.2 Pour tout 0 < r <1, il existe une constante C > 0 telle que

1—
ol sy < C llEaGay 0l

Preuve. Pour r =1 et r =0, la démonstration est triviale.

Pour 0 < r < 1, on peut écrire

N

el ) = / o mor | / 7 18 ) 1@ () de
L R3
— /‘5 )’2 2rd£
L R3

Il vient grace a l'inegalité de Holder

/|§ €)1 dt < /|5 ) de T JEGIRE
J,

Ceci entraine que

/ B ©F 18 (OF > de| < / €1 (&) de / 1@ ()2 de
R3 R3

On utilise le théoréme de Planchrel, il vient

' [ 18P ds = [ o).

N3
[N

Finalement, on déduit que

] 5, gsy < Cllwll, ”wHL2 R?)

Le lemme est complétement démontré. Alors, on a l'inclusion remarquable suivante.
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Corollaire 1.1.1
(R NH (R) c H'(RY) , Vrelo.1] .

Théoréme 1.1.1 ( Les inclusions de Sobolev ) Si 0 <r < 3, l'espace H (R?) s’injecte

contindement dans L5 (R?).

Remarque 1.1.1 L’indice p = & peut-étre deviné grace a un argument d’homogénéité.

En effet, on a

1Al = A% 1 lnqesy et 1A, o =22 111,

HT(R3) H™(R3)

Pour que les deux quantités ||| o sy et ||| ont la méme homogénéité, c’est -a-dire

Hr (R9)
3

qu’elle se comportent de la méme manicre par changement d’échelle, il faut que r — 5 =

3 _
2 donc p =

3—2r"

1.2 Les espaces de Morrey - Campanato

Nous allons nous limiter au cas des espaces de Morrey-Campanato homogéne M,, ,.

Définition 1.2.1 Pour tous 1 < p < q < +o00 , on définit l’espace de Morrey-Campanato
Mg (R?) par :

MP:‘I (R3) = {f S Lloc( 3) : Hf”./\./lp,q(R = Sup sup RE_E ||fHLp .R)) < OO} s

%) 2eR3 R>0

ot B(z, R) est la boule de R? de centre = et de rayon R.

On vérifie aisément la propriété suivante :

1P, HfH w0 A0

pa(R3)
Il est facile de démontrer les inégalités de Holder suivante [10], [19]

Sz‘%#—%:%et%—i-%:i, alors

My q (RP) - M, (R?) € M, (R?).
De plus, pour tout 1 < p < q < +00, on a

L9 (R®) = My (R®) € My ().
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1.2.1 Le predual 2/ (R?)
Définition 1.2.2 ([12]) Soit 1 < ¢ < p' < co. On définit ’espace homogéne suivant :

f € qu (RS)/ f - ng ) ot (gk)k;eN C Lcomp (Rg)
zr'd (R3) _ L keN

et Zd

keN

Hgk”m '(gey < +00 0w Vk € N, dy, = diam (supp gi) < +00

ZP4 (R3) est un espace de Banach muni de la norme

1 1

||f||ZP’wq’ = inf {Zd . , |gk“LP (R3) tel quef ng}

keN keN
ot 1inf est défini sur toutes les décompositions de f en series atomiques.

Maintenant que la définition est clarifieé¢, nous en tirons le résultat important suivant.
Lemme 1.2.1 Soit 1 < ¢ <p' < +o0. Alors si on prend p et q tels que
1 1 1 1
_I._
on a
(Mp,q (R3>) = 277 (R?) (+)

Preuve. Pour établir (), on remarque que Lcomp C 274 et donc (Zp/’q/) C L7 . . Soient

fezrd (R ethe Mp,q (R?). Alors on a pour toute f = ng,
keN

4fhdx <> [ ol s

keN
Y Blag,dy)

B =

< Y4, 2G) h”d
= Z ”ngLP (R3) |h|" da
hen B(ax.dy)

1 1

< lnil, (R3Zd ) gl -

On passe a 'inf | on obtient

[ rda Wl Wl
3
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Alors
My (R?) © (27 (R3)>* .
En sens inverse, soit & € (279 (R%))" C L}

P (R?). Alors, il existe Cj, > 0 telle que pour tout
f e zrd (R,

|< fih >| < Cj ||f||Zp’qq’(R3) :

Soient = € R3 et R > 0. Posons

f = E’h’piQ XB(m,R) c Lp/

comp *

On observe que

P 3(%—%) T 13|P—2
< f.h>| = ()P dy < CLR\T V)[R 02 Xpom || L
B(z,R)
< o rGY) / ()P dy
B(z,R)

Ainsi, il vient que

3=

RA(-1) /|h(y)|pdy <a,

dott h € M, (R?) . O

Nous en déduisons immédiatement la propriété suivante.

Lemme 1.2.2 ([12]) Soient 1 < ¢ <p <2 etr = %. Il existe une canstante C' > 0 telle
que Yu € L? (R3) et Vv € H (R3),

ol .oy < € llulgagasy Nl g,

1.3 Les espaces de multiplicateurs

Nous allons présenter maintenant les espaces de multiplicateurs singuliers sur les espaces de
Sobolev, introduit par Lemarié-Rieusset [12] dans ces travaux en généralisant le théoréme
d’unicité de J. Serrin [18].

Nous commencons par donner la définition suivante.
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Définition 1.3.1 Pour tout r > 0, on définit
X, (R) = { fe Ll (B :vge H (RY), fg e L (R3)} |
1l s’agit bien des espaces de Banach normés par :

A1l sup || fgll L)

X g
HT(R3)

On vérifie sans peine que (Vry € R?),

G+ o)l gy = 17115

De plus, on a
: : 3
L* (R*) C X, (R?) C X, (R*) pour tout 0 <r < s < 3
Proposition 1.3.1 Soit f) () = f (A\x) pour tout X > 0 et tout v € R3. Alors

HfA”XT(Rs) = A" Hf”XT(R?’) :

Preuve. L’inégalité || fAH RS) <N H . est triviale.
D’autre part,
1
(P AT (x) T,
Donc
1l gy 2 A 71 -

Ceci complete la preuve.
Exemple 1.3.1 On a

1 .

Lex,(®) .

|z]

En effet, pour tout o € R et tout g € C° (R?), on a

0 < 4‘Vg(x)+a#g(x)
= /\Vg(x)\2dx+a2/%dx+2aRe /(Vg(x) ﬁ G(z )) d

R3 R3 R3

2

dx
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Notons que

2aRe / (Vg(x) : # ﬁ(a:)) de | = &/V lg(x)|? - #dw

RS

Or,

ceci implique que

2a Re /<Vg(m)-#§(a:))da: = —a |g(xz|2da:,

|z
R3 R3
c’est-a-dire,
0</|Vg ) dz + a (a /|g
En particulier, si o = %, on obtient
2
/'ng'dx < 4/|vg(x)\2da:.
R3 1= R3
Enfin,
1
— = sup — <2< +o00.
|| || L2(R3)

Gy el St

Ce qui tmplique I?l\ € X, (R3) -

Nous nous proposons d’établir le résultat suivant.
Lemme 1.3.1 Pour tout 0 <r < %,
L* (R%) C X, (R%).
Preuve. Soit f € L7 (R3). En utilisant I'inclusion H (R%) C L7 (R?) avec ; =

et

wls

1
2

I'inégalité de Holder, il vient que

1fgll2gsy < AN 2 9l Loges)

IN

11,5 ey 191,
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Cela revient & écrire que

17, = s ol < U2 oy
lgll . . <1
HT(R3)
O
Considérons le cas particulier ot p = 2, on a alors
Lemme 1.3.2 Pour tout 0 <r < % , on a,
X, (R?) € Mys (R?) .
Preuve. Soient f € XT (R?), zp € R® et ¢ € C5° (R®) tel que ¢ = 1 sur B (%,1). On a
% 2
3 3
I I I e N B T
|z—zo|<R |y—%0]§1
3
= / 1F(W)o W) dy | = R 6l sy
yeR3
< Rl o 191
< CIlg g
Dou f € M27§ (R3) . O

D’autre part, M, s (R®) C X, (R?) pour tout 2 < p < 2, r < 2. Cette inclusion est trés

techniques et nous renvoyons a [12] pour tous les détails.

Lemme 1.3.3 (Gronwall) Soient T € Ry et C' € R,. Soit ¢ € L' ([0,T]) une fonction
positive, et soit enfin f :[0,T] — R positive, vérifiant :

t

f(t)§C+/go(s)f(s)ds, vVt e [0,T] .

0

Alors f vérifie :

t

f(t) < Cexp /w(s)ds , Vtel0,1] .
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Voici une autre version du lemme, pour les fonctions dérivables.

Corollaire 1.3.1 Soit T € Ry. Soit ¢ € L' (R,) une fonction positive, et soit f : [0,T] —

R positive, dérivable sur [0,T], et vérifiant :
) <e® f@), Vtel0,T] .

Alors f vérifie :

t

ft) < f(0)exp /(p(s)ds , Vtel0,T] .

0

Preuve. 1l suffit d’intégrer I'hypothése :

f(t)sf(0)+/<p(5)f(5)ds,

0

et d’appliquer le lemme précédent. Il



Chapitre 2

Régularité des solutions faibles des
équations magneto-micropolaire

Les équations magneto-micropolaire incompressibles en dimension trois ont la formulation

suivante :

([ Ou+ (u-V)u—(p+x)Au—b-Vb+V (p+b?) —xVxw=0
w — yAw — kVdivw + 2xw +u - Vw — xV xu =0
Ob—vAb+u-Vb—b-Vu=10 (2.0.1)

V-u=V-b=0

u(z,0) = ug(x), b(x,0) = bo(x), w(x,0) = wy(x),

\

ot u=u(x,t) € R w=w(zt) € R} b=>b(zx,t) € R® et p=p(zx,t) € R indiquant respec-

tivement, le champ vitesse, la vitesse micro-rotationel, le champ magnétique et la pression
de fluide au point (z,t) € R® x (0,T), tandis que ug,w, by sont les données initiales avec
V.u = V.b =0 au sens des distributions. Rappelons que
BB GO T
dy 0z 0z Ox Jdx 0Oy
Posons

Cow (R?) = {p € (G (RY)) : div o = 0} € (CF° (RY))

L2 (RY) = Cgo, (%) = {u e L2 (R?) : div u =0}
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L’espace H} (R?) est la fermeture de l'espace Cg%, (R?) respectant la norme

. pour r > 0 .

ol ey = el aqasy + (1 = )4

2.1 Reégularité des solutions des équations magneto-
micropolaire dans les espaces de Morrey-Campanato

Dans ce paragraphe, on va étudier les critéres de régularités des solutions faibles au sens de
Leray du systéme de ’équation de fluide magneto-micropolaire dans les espaces de Morrey-

Campanato.

Définition 2.1.1 ([16]) Soient (ug,by) € L2(R3),wy € L*(R®) et T > 0. Une fonction
mesurable (u,w,b) sur R3 x (0,T) est dite solution faible de sur (0,T) st

a)
(u,b) € L™ ((0,T); L2) N L* ((0,T) ; H})

et
we L™ ((0,7);L*) NL*((0,T); H') ;

b) Pour tout (¢p,p) € H' ((0,T); H}) et v € H' ((0,T); H') avec

T
/{—<u,at¢>+<u~vu,¢>+(M+X)<VU,V¢>}dT
0
T
—/ {<b-Vb,¢p>+x <V Xxw,¢>tdr =— <ug,¢(0)>,
TO
/{—<’w,3t<p>+’)/<Vw,V(p>+/£<V-w,V~g0>}dT
0

T
—l—/ {2x <w,p >+ <u-Vw,p>—-x <V xXu,p>}tdr
0

= —<1U0,S0(0)>,
et

T
/ {—<b,0) >+ <u-Vbt>4v <VbVip > — <b-Vu,yp) >}dr
0
= _<b07w(0)> :
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Avec cette définition, on a le résultat fondamental suivant .
Théoréme 2.1.1 Soit (ug,by) € H (R?) et wy € H' (R?). On suppose que
ety ¢ (015 (1) ) ne (012 (=),

weCl ((O,T) H! (R3)) nce <(0,T) ; H? (R3)>
est une solution requliére du systéme . 91 u vérifie 'une des conditions suivantes :
1.

2 ! 3
we L ((O,T);Mps (R3)) pour 0 <r<let2<p<—
’7‘ r

uecl ((O,T) ;/\./lp73 (]R3)) pour2 <p<3,

alors la solution (u,b,w) peut s’étendre par continuité au dela det =T.

Preuve. Supposons que u € LT 0,7, Mp,g (R3) ) . On dérive les équations du systéme

(2.0.1)) par rapport a la variable x; avec i € {1,2,3}, on obtient
[ 0,0p,u+ (Op,u- V) u+ (u-V)Op,u— (1 +x) Ady,u — 0y, - Vb —b-V0,.b+ Vo, (p+ b?)
—xV x 0y,w =0,

00z, w — YA, w — KNV div0,,w + 2x0,,w + Oy, v - Vw +u - VO, w — xV X Op,u = 0,

(0000 — VA, b+ Oy - Vb +1u - VO,,b— 0,0 - Vu—b- VI, u = 0.
(2.1.1)

Le produit scalaire de chaque équation du systéme (2.1.1)) avec 0,,u, Op,w, O,,b respective-

ment, donne
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(

< 040p, Uy O > + < (Op,u - V) U, Opu > + < (u+ V) Oty Oy > — (0 + x) < Ay u, Op,u >

— < Opb- Vb, 0p,u > — <b-V,b,0pu >+ <V, (p+b*),0,,u>—x <V X 0w, 0, u>=0,
< 00y, w, Op,w > —y < ADy,w, Op,w > —k < VdivOy,w, Op,w > +2x < Op,w, O, w >

+ < Opu-Vw,0p,w > + <u-Vo,,w,0p,w > —x <V X 0pu,0y,w >=0,

< 010y,b, 05,0 > —v < ADy,b,0,,0 > + < Op,u-Vb,0,,0 >+ <u-V0,b,0,,b>— < 0,b-Vu,0,,b >

— < b-VO,u,0,b>=0.
On déduit que
< 04031y Opu > + < (Op,u - V) u, 0pu > + < (u- V) Opu, Opyu > )
—(p+x) < Adp,u, 0p,u > — < Op,b- Vb, Opu > — < b-VO,,b,0p,u >
+ < VO, (p+b*),05,u>—x <V X 0pw,0p,u >+ < 040, w, Op,w >
—y < A0y, w, 0, w > —k < Vdivd,,w, 0, w > +2x < Oy, w, O, w > (2.1.2)
+ < 0pu - Vw,0pw >+ < u-VOyw, 0p,w > —x <V X Oy,u, Op,w >

+ < 0,050,005, > —1 < Ady,b,0yb > + < Opu - Vb, Dy,b >

+ <u-VO,b,0,,b>—<0,,b-Vu,0,,6 >— <b-V0,,u,0,;,b>=0.

Vs

<V X Oy, u, Oy, w0 >=<V X Op,w, Op,u >,
<b-VOox;b,0,,u >+ <b-VO,u,d,,b>=0,
< - VOpu, Op,u >=< u-V0,b,0;,b >=<u-VO,w,0,,w>=0,
et comme V - u = 0, il vient que
< Vo, (p+ b2) , Oz, u >= 0.

Enfin, le systéme (2.1.2)) se réduit a

< 040z, u, Op,u > + < 010y, w, Op,w > 4+ < 0,0,,b, 0,0 >
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—(p+x) < Adyu,0pu>—y < Ady,w,0p,w > —v < AD,,b, 0p,b >
—k < Vdiwd,w,0,w > +2x < Op,w, Oy, w >
= — < 0pu-Vu,0pu>~+ < 0,b- Vb, 0p,u > — < 0pu- Vb, 0,0 >
+ < Oyb-Vu,0,,b > — < 0pu-Vw, 0w > +2x <V X Op,u, 0y, w >

— < u-Vo,w,0,w > .
On remarque que

_ 1 _
< OO0y, u, Oy, >= /atﬁxiuaxiudx = /% (&Eiu@mu) dx

R3
d
= S / |0, u = ||@¢,37u |L2 (R3) -

De méme

1d 9

< &ﬁmiw, 83;110 > = 5& ||5¢iw||Lz(R3) .

et

1d

< 8t8mlb &Elb >= — 2d ||8be L2(R3) -
De plus,
3 2
— (4 X) < Ay, Oy >= — (14 X) < V- Vyu, D >= (u+x) Y ‘ 0, u ‘

J=1

2

?

Tix; L2(R3)

3
< Adpw, By > = 72 ) %

I

L2(R3)

v < ADLD,, b>—y2)

TjT; ‘

—k < Vdivdyw,0y,w >= K|V - 8xiw]|iQ(R3) ,

et

2x < aa:iwa axzw >=2x ||amzw||§,2(R3) :

L2(R?)

Y
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Donc,

L o, w0, w0, 0)2 + i( + Z‘ ]

2dt x; Wy Y, Wy Y, LQ(]R3) ,u X — aclacj L2(R3) Y xlx] [2(R3)

TiTj

—H/Z‘

= — < O0pu-Vu,0,,u >+ < 0,b-Vb,0p,u>— < 0p,u-Vb0y,,b >+ < 0,,b-Vu,0,,b >

2 2
| o+ IV DTy 20 [0l e

— < Opu-Vw, 0w > +2x <V X Opu, Op,w > — < u - VO,w, 0y,w > .

D’ou,
1d )
5% H (aﬂclu’ 8l’iw’ 8£ib)”L2
2 9 2 2 2

+r HV 0w 72 + 2x 110z, w] 72

IA

|< Op,u - Vu, 0y, u >| +|< Oy,0 - Vb, 0p,u >| + | < Oy, u - Vb, 0,0 >

+|< 0p,b - Vu, 0,0 >| + |< 0y, u - Vw, Op,w >| 4 2x |[< VX Oy,u, Op,w >|
6
= ) A
k=1

Pour A, on a

Ay = |<0pu-Vu,0,u > = /u~Vu~8§gudx
R3

< ||l)2u quZ . (R3) H ” (RB)

En appliquant les lemmes 1.1.2, et 1.3.3, on obtient

A D 19l Bl
< 1%l Bl 190 1901
< (D% g Il T(Rg)ll D2} 1V s
-
2
< (||D2uHL2R3) (Hqu;g \IVuHLst>>
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L’inégalité de Young donne finalement que

X |2 (12 2 2
Al < Z HD UHLQ(R3) + G, HUH/IM (R?) ||vu||L2(R3) :

3

Pour A,, on a

Ay = [< 0y,b- Vb, 0pu >| = —/8§2b-Vb-udm

En utilisant les inégalités de Holder et Young, on aura

I PO T
< 0% o HWHHT(RS) ol e
< 1Dy Wl gy NI, IV
< D) ||u||Mp; 1 1985
.
< |00 g, (n I " ||Vb||iz(R3>)
<

v 2,12 2 2
2Dy + l IV

P,

Sl

Donc

Cr 2
A2 < 1R ”D b||L2 R3) “u”/lvtr R3) ||vb||i2(R3) .

3
)
PN

De la méme maniére, on trouve

Cr 2
A3 < — ||D b||L2 (R3) ? ||U||;\/l 5 ( ||Vb||L2(R3 ’
C 2

Ag< 2 ”D b||L2 ® T - ||U||/1V_lr k) HVbHi?(Ri”)'

3
Sl
—

Pour As, on a

As = |< Op,u - Vw, Op,w >| = —/u-Vuw@igw dx
R

Donc,

HD w - VwHZ /o (B Ju || M, 5 (29)
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2
S HD w||L2(R3) ||u|| ’ §(R3) ||VU)||HT(R3)
< HD2w”L2(]R3) ”uHM o HV HHI(H@) IVw HL2(R3
<

Y 2 12 = 2
D%y + el IVl

»3

Enfin, pour Ag, on a

As = 2x|< V X Opu, Op,w >|

X 2 2 2
< By IV X Ot 2Ry + 3X Vw72 s

Par sommation sur les ¢ = 1, 3, on obtient

d
(Ve V0, V0) [y + (211 4+ 20) [| D%

—1—27HD2wHL2 —|—2VHD2bHL2 —|—2/<;||V dww||L2 (®9)

IN

e L e iz

+vHD2wHL2 +3C, ||u||1 o N7 V0, V0 sy

3w

Pa

et par suite,

d 1
170 T Ty + (204 53) 100l gy + 2 100l
+v HDZZ)H;(W) + 26|V - divw||L2(R3)

2
1—r 2
< Gl IV, Vb V) e

p3

En appliquant I'inégalité de Gronwall, on déduit que

sup [[(Vau (1), Vo (8), Vb (£)) [ 2as) < [[(Vo, Vao, Vo) [[72(gs) exp C/I!U(S)Hl N

0<t<T M, 3 (R3)

ﬁ\w

Passons a la preuve de la seconde assertion du théoréme (2.1.1). On commence par décom-

poser u = u; + us tel que pour tout 7" > 0,

U . <e, su us (t,z)| < K (€) .
” 1||u€C<(0,T);Mp,3(R3)) o (t,x)e(O,IZI)“)xR3| 2 (¢,7) (€)

On peut choisir

_f ule,t) pour Ju(t, )| < K .
U (2,) = { 0 pour |u(t,z)] > K ,
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ou K est suffisamment grand.

Pour A;, on a

A

Donc

IN

IN

IN

IN

IN

INIA

IN

/u-Vu-@igud;B

RS

< /|u| |D?ul |[Vu| dz

/|u1\ | D*u| |Vul dx—i—/|uQ| | D*u| |Vu| dx
3

[D%u-Vull;, Ml + D%l oy -Vl
0% 190, Wl 50 D)y ¥ g

Hl(Rfi
||D2u||L2(R3) (||vu”H1(R3) Hul“M,,,;; + K (e) ”vu||L2(R3))
||D2u||L2 R3) € ||Vu|| 1(R3 + K (6) ||Vu||L2(R3)
( (R3)
||D2u||L2 R3) EHDZUHB +K( ) IVl 2 gy
(

€ ||D2u||i2(R3) + K ||D2U||L2(R3) “quL2 R3)

1Dl sy + K (O 1Vl -

A1 < 5 D%l gy + K (O 1Vl Fagesy

Pour A,, on obtient

As

IN

IN

IN

IN

—/aigb-Vb-ud:B

< / )ag?b
s

/|D2b| V0| |ul dx:/}DQb} V| [uy + ug| dx
3

/|D2b| (V0| [us dx+/|D2b| (Vb| [ug| dz
R3 R3

||D2b ’ Vb”z 3 ||u1|| y My + HD%HB ||u2 ) VbHL? R3)
[D?0]| ey V0Nl - Ml A K () [[DPD]] g 1V g
( a

HI(R3
2
192 s (<1980 g+ K (O 1900 )

1028l ey (€ 102 sy + K () 1V e )
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Cela conduit a
A, < = HD2 K (¢)
18

2
b||L2 RS) ”vaLQ(R3)

Pour Az, on a
Ay = |/u-vz).a§2b dx §/|u| Vo] | D*b| dx:

< /|u1\|vz)y \D2b\dx+/|u2|\vza\ | D*b| dw

< [P%- bz, Mall gy A D7 pagusy iz - VBl
< 1D%]] e HWHW lually, |+ K (1D aggoy VOl 2y
< ||D2b||L2(R3) (€||Vb||H1(R3) + K (¢) ||Vb||L2(R3))
K
< S 1P + 57 19
et par suite
K
Ay < 228+ D T
Pour A4, on trouve
K(e)

A4 < — HD b||L2 R3) ||vb||i2(R3)

De maniére analogue, on trouve pour As,
Ay = —/u-Vw-@igw dz
7

R3
o 1070y + K (O V0] e -

IN

Aprés sommation sur les ¢ = 1,3, on obtient
d 2 2 2 2
(7, Vr, O[3 + (20 + 3 ) D27, + 5 [ D27 + v | D%
125 ||V - divw]|3
< K (&) |(Vu, Vb, V) | 3225 -
En utilisant I'inégalité de Grownwall, on trouve

sup [|(Vu(t), V0 (1), Vo (8)) |2 @e) < [1(Vto, Vo, Vewo) 72 zay exp (K () T),

0<t<T

et le théoréme 2.1.1 est démontré.
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Théoréme 2.1.2 Soit (ug,by) € H(R?) et wg € H' (R?). On suppose que

(%mec(@Tyﬁgmﬂ)chQT%H§®5>
. weCc ((O,T);Hl (R3)) ne ((O,T) H? (R3)>

est une solution requliére du systéme . 51 u vérifie la condition suivante
2 3
/HVU(T)H2 dr < oo pour 0 <r<2et2<p<—
3(29) "

alors la solution (u,b,w) peut s’étendre par continuité at =T.

Preuve. Supposons que Vu € L7 <(O, T) ;Mp,3> .

En suivant la méme méthode dans la démonstration du théoréme 2.1.1, on arrive a

1d
2
)

2
9 dt H(aa?zu’aﬂczw’a’vzb)”L?
|< Op,u - Vu, Op,u >| +|< Op,b- Vb, 0p,u >| + | < Op,u - Vb, 0.0 >|

2 2

82

TiTj

+V‘

+7‘

mlm]u T; m]w

L2 L2

+§:(u+x\

+ [V - Oz, wllZe + 2x 1100 w] 72

IN

+|< 0p,b - Vu, 0,0 >| + |< Oy, u - Vw, Op,w >| 4 2x | <V X Oy, u, Op,w >|
6
= 2B
k=1
On commence par estimer B;. On a

By = |<0yu-Vu,0,u>|= /aziu -Vu - 0p,udz

< ||Du-Dullz, , [IVull,,
p?"
< [ Dullpagasy ku Dl
< ||Du||L2(]R3) ||VU|| iy ||D2u||L2 (R?) ||Du||L2(]R3
: 2—r
2 % - 2 :
2 2—r
S (HD UHL2(R3)> (HVUHMP’?, ||DU’||L2(R3))
< D%, + CIVUlET [ Dul?
S g Iz gs) T O VU Ullz2es) o

3w

P,
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d’ou
By HDUHL2<R3 + G, HVUIV " | Dullfa s
M3
Pour B,, on trouve
By = |<0.,b-Vb,0,u>|= /&Qb -Vb - 0,,udx
< Db D5, , [Vul,,
< Dbl IVl ||Db||HT .
< [IDb L2(gsy “V“”Mp , | D2B]| 2 sy 1 DBl 2 (s
< (10 agesy)” (I90lZ DI
|| ||L (R3) H HMPE H ”L (R3)
v 2 22r
< 8 HD bHLz + G, ||Vu|| ||Db||L2 (R3) -
M3
Alors,
2
By < E HD2bHL2 gey T Cr HVUH? ' HDbHL2 R3)
M3
De maniere similaire, on estime B3, By, et By, on aura
2 2
B3 < — HD2bHL2(R3) + CT HVU’H2 HDbHL2 R3) >
M3
2 s
By < — HD2bHL2(R3 + C. ||Vu||2 ||Db||L2(R3 )
M3
By < 2|02}y + Co IVl Dl
5 > 6 L2(R3) T M s L2(R3) -
Par suite, on obtient
ld 2 T P22 Y p2a 2
52 (VT Vo) + (1 3 ) D%l gy + 3 10205 + 5 || D
+r ||V - 8wszL2
< VT (T, 95, V0) g
M3
En appliquant I'inégalité de Grownwall, on aura
sup [[(Va(t), V), VO(E)|[12@s) < [[(Vuo, Vo, Vbo) |72 sy exp /HVU |2 '
0<t<T p,%
Le théoreme 2.1.2 est démontré. Il



2.2 Régularité des solutions des équations magneto-micropolaire dans les
espaces de multiplicateurs 22

2.2 Reégularité des solutions des équations magneto-
micropolaire dans les espaces de multiplicateurs

Dans cette partie, on va améliorer les critéres de régularité des solutions des équations
magneto-micropolaire dans les espaces de multiplicateurs. On montre que si le champ de

vecteur wu vérifie :
ue LTr <O,T; XT (R3)> avec r € [0,1) ouu € C <(O,T) ;Xl (]RS))
alors les solutions du systéme peut s’étendre par continuité au dela de T' .
Théoréme 2.2.1 Soit (ug, by) € H; (R3) et wy € A (R?). On suppose que
(u,b) € C ((O,T) : H; (R3)) Nne ((O,T) ;H3 (R3))

et
wece ((O,T) ! (R3)) ne <(O,T) . (R3)>
est une solution continue de . Si la solution u vérifie l'une des conditions suivantes :

1.
we LT ((O,T);XT (]RS)) pour 0 <r <1

uec ((0, T): X, (R3))

alors la solution (u,w,b) peut s’etendre par continuité au dela de T.
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Preuve. En suivant les étapes de la démonstration du théoréeme 2.1.1, on obtient

1d )
5% ||(a$iu7 8$iw7 aa:'b)”L?

2 9 2 9 2
+Z(u+x ‘ 2 ol L2+7‘8Ww . +y‘8mjb LZ)

+ [V - Oz, wllze + 2x 100wl 7

IA

|< Oy, u - Vu, 0y, u >| +|< Oy,b - Vb, 0p,u >| + | < Oy, u - Vb, 0,0 >

+ 1< 0p,b - Vu,0p,b > 4 |< Op,u - Vw, 0p,w > + 2x |[< V X Oy 1, 0w >
6
= DA
k=1
Pour A;, en utilisant les inégalités de Holder et Young, on trouve

A < /\8xiaxiu-Vu-u] dx
R3
S HDQUHLQ (R3) ||u.vu||L2(R3)

[Vl

< HDQUHL2 ||u” HT(R3)

X, (R3)
On applique le lemme 1.1.2, et il vient

2 r 1—r
Ar < || D%l sy Nl gy, IV, L IV

Comme

IVul?,, = [|D%]f7 .
il vient que
A < HD2 HILJ;TRs Ju ” X0 () Hvu”ﬂ R3)
1—r
2 2
S LR o (i ey
_2
< Dl + Gl IV g
_2
< D% gy + Cr Il 1Vl 2qas)
et d’ou,
X 2 =
Al S Z HD UHL2(R3) + CT ”U’HXT
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De la méme maniére,

Ay = /ﬁxib - Vb 0p,u dx
S HDZbHLz (R3) ||uvb”L2 (R3)
2
On utilise le lemme 1.1.2, on trouve
Ao < 1078 eyl IV, 9B
14r
S ||D2bHL2(]R3) ||u|| ‘ ||Vb||L2(R3
1—r
2 14+r 1 r 2 ?
< (D% (n 17 Vo)
v 2 lzr 2
S Ll PR P i A
14 2 C
S e L S i A
De méme pour As, on a
Az = /u -Vb-0,,0.,b dx
R3
< /|u - Vb - 0,,0.,b| dz
R3

< 1P| oy e - VO 2y

S HDQbHLQ R3) ||u||X (R3 ||Vb| HT'(R3)7
et le lemme 1.1.2, donne
Az < ||D25HL2(R3 ||U|| || b”H1 (R3) ||Vb||L2(R3
< ||D25H2J£(R3 [u H HVb||L2(R3
1—r
2 2
< ol (Huu;; ku;)
_2
= 12 ||D2b||i2(R3) + Cr HUH;;:(R?,) HVbHiZ(IE@)
<

v 27|12 = 2
_8 ||D b”Lz(Ra) + CT‘ ||U||;T(R3) ||vb||L2(R3)
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Pour A4, As, Ag on trouve facilement,

14 2 2 & 2
A4 S E HD bHL2(R3) + CT ||U||X7«(R3) ||VbHL2(R3) )

T 1n2,,02 = 2

AS < 6 HD w”LQ(R?’) + CT" HUH;(T(R3) va||L2(R3) )
X 2 2

AG S 5 ||V X aa;iUHLZ(RS) + 2X ||vw||L2(R3)

Finalement, on trouve

d 1
£ ||(Vu,Vw, Vb)Hiz(Rg) + (Qu + X) HDQUHL2 + HDQwHLQ
+1/HD2bHL2 +2/<;||dew||L2 R?)

—_ 2
< Gl (HVmes) 1900 ey + 900 ) -

D’aprés I'inégalité de Gronwall, il vient que

sup |[(Vu(t), Vao(t), V(1)) [ 72y < [|(Vo, Vo, Vo) |7 (ea) exp /Hu W ds

0<t<T X (R3)

Pour le cas r = 1, le calcul est semblable a celui que nous venons de faire au cas des espaces

Morrey-Campanato. On peut alors reprendre, mot par mot, le raisonnement du cas r = 1. [J
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PERSPECTIVES

Nous donnons ici quelques perspectives de recherche et prolongements envisageables du
travail de ce mémoire.
Pour la partie concernant la régularité, il y a deux directions de recherche possibles, soit cher-
cher & améliorer le critére de régularité au cas des espaces de Besov d’indices négatives, soit
chercher a construire des solutions auto-similaires qui est une question ouverte intéressante.
A notre connaissance il n’existe pas de résultats concernant le comportement asymptotique

des solutions des équations magneto-micropolaire.
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