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INTRODUCTION

Dans ce travail, on considère l�équation de �uide magneto-micropolaire suivante :8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

@tu+ (u � r)u� (�+ �)�u� b � rb+r (p+ b2)� �r� w = 0;

@tw � 
�w � �rdivw + 2�w + u � rw � �r� u = 0;

@tb� ��b+ u � rb� b � ru = 0;

r � u = r � b = 0;

u(x; 0) = u0(x); b(x; 0) = b0(x); w(x; 0) = w0(x);

(0.0.1)

où u = u(x; t) 2 R3, w = w(x; t) 2 R3, b = b(x; t) 2 R3 et p = p(x; t) indiquant respective-

ment le champ de vecteur de la vitesse, la vitesse micro-rotationnel, le champ magnétique et

la pression de �uide au point (x; t) 2 R3� (0; T ) : r est l�opérateur di¤érentiel (@x1 ; @x2 ; @x3)

noté vectoriellement, r�u est la divergence du champ u, � est l�opérateur de Laplace r�r,

tandis que u � r est l�opérateur de dérivation partielle u1@x1 + u2@x2 + u3@x3 : u0; w0; b0 sont

les données initiales avec r:u = r:b = 0 au sens des distributions. Pour simpli�er, on sup-

pose que les forces extérieures ont un scalaire potentiel qui est inclus dans le gradient de la

pression. Les constantes �; �; �; 
; � sont des nombres positifs, qui ont une relation avec la

nature de la matière. Désignant par � la viscosité cinématique, � viscosité vortex, �; 
 les

moments cinétiques des viscosités, et 1
�
est le nombre magnétique de Reynold. Quand w = 0

le problème (0.0.1) se réduit à l�équation magneto-hydrodynamique standard.

La théorie du �uide micropolaire a été mise au point par Eringen [4] en 1966, ce qui nous

permet de considérer certains phénomènes physiques qui ne peuvent pas être traitées par les

équations de Navier-Stokes classique pour les �uides visqueux incompressibles, par exemple,

la notion du sang animal, les cristaux liquide, etc.

L�existence de solutions faibles et fortes ont été étudié par Galdi et Rionero [7], et par Yama-

guchi [21], respéctivement. Si on outre, la viscosité vortex (tourbillonnerie) � = 0; la vitesse

u ne dépend pas du champ de micro-rotationnel w, et la première équation dans (0.0.1) se

réduit à l�équation classique de Navier-Stokes, qui a été largement étudiée, voir par exemple,



iii

les classiques livres de Ladyzhenskaya [11], Lions [13] et Lemarié-Rieusset [12]. Si on ignore

la micro-rotation des particules, l�équation (0.0.1) se réduit aux équations magnétohydrody-

namiques visqueux incompressible, qui a également été étudiée par détail, voir [1, 2, 3, 9, 17].

Il est intéressant de noter que He et Xin [9], Zhou [25, 26] ont démontré des critères de

régularité des solutions faibles pour les équations MHD en imposant seulement des conditions

sur le champ de vitesse u ouru (resp.r�u) ou bien sur la pression p et son gradientrp:Plus

tard, He et Wang [8] ont prolongé ses résultats au cas des espaces de Lorentz (espace de

Lebesgue faible) [9].

Tous ceci indique que le champ de vitesse u joue un rôle dominant que le champ magnétique

b pour étudier le problème de régularité des solutions faibles pour les équations MHD.

D�autre part, le système (0.0.1) a été étudié par Galdi et Rionero dans [7]. Dans [14], Rojas-

Medar a établie l�existence et l�unicité des solutions fortes en temps local en utilisant la

méthode de Galerkin. Plus tard, Ortega-torres et Rojas-Medar [15] ont prouvé l�existence

des solutions fortes globales pour une donnée initiale trés petites. Ensuite, Rojas-Medar et

Boldrini [16] ont démontré l�existence de solutions faibles par la méthode de Galerkin et

l�unicité des solutions faibles uniquement dans le cas deux dimensions.

Récemment, Ferreira et Villamizar-Roa [5] ont examiné l�existence et la stabilité de la solution

du système (0.0.1) dans le cas des domaines extèrieurs. Villamizar-Roa et Rodriguez-Bellido

[20] ont étudié le système (0.0.1) dans un domaine borné en utilisant l�approche des semi-

groupes dans Lp, en montrant l�existence de solutions fortes globales pour une petite donnée

initiale et le comportement asymptotique et la stabilité de la solution.

Les critères de régularité des solutions faibles pour le système (0.0.1) jouent un rôle important

pour comprendre la notion physique du système micropolaire. Comme il est démontré dans

la référence [8, 9], nous montrons également que, pour assurer la régularité des solutions

faibles du système (0.0.1), il su¢ t d�imposer des conditions sur le champ de vitesse u:Trés

récemment, des critères de régularité ont été établi dans [24] en termes des espaces Lp:

Le but de ce travail traite la question de régularité des solutions faibles pour les équations

magneto-micropolaire pour une donnée initiale dans les espaces de multiplicateurs ou les

espaces de Morrey-Campanato, qui généralise les résultats précédents.

Ce travail se décompose en deux chapitres : Le premier chapitre est destiné à rappeler certains
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espaces qui seront utilisés par la suites et le deuxième chapitre est consacré à l�ètude de la

régularité de solutions faibles des équations magneto-micropolaire dans les espaces de Morrey-

Campanato et les espaces de multiplicateurs.



Chapitre 1

CHAPITRE 1

1.1 Espaces de Sobolev homogènes

On commence par dé�nir les espaces de Sobolev.

Dé�nition 1.1.1 Soit jrj < 3
2
. On dé�nit l�espace de Sobolev

�
Hr (R3) comme étant la fer-

meture de S (R3) muni de la norme

kuk �
Hr(R3)

=

24Z
R3

j�j2r jbu (�)j2 d�
35 1

2

< +1 :

Si r = 0,
�
Hr (R3) coinside avec L2 (R3) :

Lemme 1.1.1 Soit f 2
�
Hr (R3). Posons f� (x) = f (�x) pour tout x 2 R3 et pour tout

� > 0: Alors

kf�k �
Hr(R3)

= �r�
3
2 kfk �

Hr(R3)
; 8r 2

�
0;
3

2

�
:

Preuve. On a par dé�nition

kfk �
Hr(R3)

=

0@Z
R3

j�j2r
��� bf (�)���2 d�

1A 1
2

:

Ceci entraine que

kf�k �
Hr(R3)

=

0@Z
R3

j�j2r
��� bf� (�)���2 d�

1A 1
2

=

0@Z
R3

j�j2r ��6
���� bf � ��

�����2 d�
1A 1

2

= �
2r�3
2

0@Z
R3

jwj2r
��� bf (w)���2 dw

1A 1
2
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et l�on a �nalement

kf�k �
Hr(R3)

= �r�
3
2 kfk �

Hr(R3)
:

�
Nous nous servirons systématiquement dans ce mémoire de la remarque suivante.

Lemme 1.1.2 Pour tout 0 � r � 1, il existe une constante C > 0 telle que

kwk �
Hr(R3)

� C kwk1�rL2(R3) kwk
r
�
H1(R3)

:

Preuve. Pour r = 1 et r = 0; la démonstration est triviale.

Pour 0 < r < 1; on peut écrire

kwk �
Hr(R3)

=

24Z
R3

j�j2r j bw (�)j2 d�
35 1

2

=

24Z
R3

j�j2r j bw (�)j2r j bw (�)j2�2r d�
35 1

2

=

24Z
R3

j� bw (�)j2r j bw (�)j2�2r d�
35 1

2

:

Il vient grâce à l�inegalité de Hölder

Z
R3

j� bw (�)j2r j bw (�)j2�2r d� �
0@Z
R3

j� bw (�)j2 d�
1Ar0@Z

R3

j bw (�)j2 d�
1A1�r

:

Ceci entraîne que24Z
R3

j� bw (�)j2r j bw (�)j2�2r d�
35 1

2

�

0@Z
R3

j�j2 j bw (�)j2 d�
1A r

2
0@Z
R3

j bw (�)j2 d�
1A 1�r

2

:

On utilise le théorème de Planchrel, il vient

(2�)3
Z
R3

j bw (�)j2 d� = Z
R3

jw (x)j2 dx :

Finalement, on déduit que

kwk �
Hr(R3)

� C kwkr �
H1(R3)

kwk1�rL2(R3) :

�
Le lemme est complètement démontré. Alors, on a l�inclusion remarquable suivante.
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Corollaire 1.1.1

L2
�
R3
�
\

�
H1
�
R3
�
�

�
Hr
�
R3
�
; 8r 2 [0; 1] :

Théorème 1.1.1 ( Les inclusions de Sobolev ) Si 0 < r < 3
2
; l�espace

�
Hr (R3) s�injecte

continûement dans L
6

3�2r (R3) :

Remarque 1.1.1 L�indice p = 6
3�2r peut-être deviné grâce à un argument d�homogénéité.

En e¤et, on a

kf�kLp(R3) = �
�3
p kfkLp(R3) et kf�k �

Hr(R3)
= �r�

3
2 kfk �

Hr(R3)

Pour que les deux quantités k�kLp(R3) et k�k �
Hr(R3)

ont la même homogénéité, c�est -à-dire

qu�elle se comportent de la même manière par changement d�échelle, il faut que r � 3
2
=

�3
p
; donc p = 6

3�2r :

1.2 Les espaces de Morrey - Campanato

Nous allons nous limiter au cas des espaces de Morrey-Campanato homogène
�
Mp;q.

Dé�nition 1.2.1 Pour tous 1 < p � q � +1 , on dé�nit l�espace de Morrey-Campanato
�
Mp;q (R3) par :

�
Mp;q

�
R3
�
=

�
f 2 Lploc

�
R3
�
: kfk �

Mp;q(R3)
= sup

x2R3
sup
R>0

R
3
q
� 3
p kfkLp(B(x;R)) <1

�
;

où B(x;R) est la boule de R3 de centre x et de rayon R:

On véri�e aisément la propriété suivante :

kf (��)k �
Mp;q(R3)

=
1

�
3
q

kfk �
Mp;q(R3)

; 8� > 0:

Il est facile de démontrer les inégalités de Hölder suivante [10, 19]

Si 1
p
+ 1

r
= 1

s
et 1

q
+ 1

t
= 1

w
; alors

�
Mp;q

�
R3
�
�

�
Mr;t

�
R3
�
�

�
Ms;w

�
R3
�
:

De plus, pour tout 1 � p � q < +1; on a

Lq
�
R3
�
=

�
Mq;q

�
R3
�
�

�
Mp;q

�
R3
�
:
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1.2.1 Le predual Zp0;q0
�
R3
�

Dé�nition 1.2.2 ([12]) Soit 1 � q0 � p0 <1: On dé�nit l�espace homogène suivant :

Zp0;q0
�
R3
�
=

8>>><>>>:
f 2 Lq0 (R3) = f Lq

0

=
X
k2N

gk ; où (gk)k2N � Lp
0
comp (R3)

et
X
k2N

d
3
�
1
q0�

1
p0

�
k kgkkLp0 (R3) < +1 où 8k 2 N; dk = diam (supp gk) < +1

9>>>=>>>; :

Zp0;q0 (R3) est un espace de Banach muni de la norme

kfkZp0;q0 (R3) = inf
(X
k2N

d
3
�
1
q0�

1
p0

�
k kgkkLp0 (R3) tel que f =

X
k2N

gk

)
;

où l�inf est dé�ni sur toutes les décompositions de f en series atomiques.

Maintenant que la dé�nition est clari�eé, nous en tirons le résultat important suivant.

Lemme 1.2.1 Soit 1 � q0 � p0 < +1: Alors si on prend p et q tels que

1

p0
+
1

p
= 1;

1

q0
+
1

q
= 1;

on a �
�
Mp;q

�
R3
���

= Zp0;q0
�
R3
�
: (�)

Preuve. Pour établir (�), on remarque que Lp0comp � Zp
0;q0 et donc

�
Zp0;q0

�� � Lploc . Soient

f 2 Zp0;q0 (R3) et h 2
�
Mp;q (R3) : Alors on a pour toute f

Lp
0

=
X
k2N

gk;

������
Z
R3

fh dx

������ �
X
k2N

Z
B(xk;dk)

jgkhj dx

�
X
k2N

d
3( 1p�

1
q )

k kgkkLp0 (R3) d
3( 1q�

1
p)

k

0B@ Z
B(xk;dk)

jhjp dx

1CA
1
p

� khk �
Mp;q(R3)

X
k2N

d
3
�
1
q0�

1
p0

�
k kgkkLp0 (R3) :

On passe à l�inf , on obtient������
Z
R3

fh dx

������ � khk �
Mp;q(R3)

kfkZp0;q0 (R3) :
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Alors
�
Mp;q

�
R3
�
�
�
Zp0;q0

�
R3
���

:

En sens inverse, soit h 2
�
Zp0;q0 (R3)

�� � Lploc (R3) : Alors, il existe Ch > 0 telle que pour tout

f 2 Zp0;q0 (R3) ;

j< f; h >j � Ch kfkZp0;q0 (R3) :

Soient x 2 R3 et R > 0: Posons

f = h jhjp�2XB(x;R) 2 Lp
0

comp :

On observe que

j< f; h >j =
Z

B(x;R)

jh(y)jp dy � ChR
3
�
1
q0�

1
p0

� 

h jhjp�2XB(x;R)

Lp0

� ChR
3( 1p�

1
q )

0B@ Z
B(x;R)

jh(y)jp dy

1CA
1
p0

:

Ainsi, il vient que

R3(
1
q
� 1
p)

0B@ Z
B(x;R)

jh(y)jp dy

1CA
1
p

� Ch;

d�où h 2
�
Mp;q (R3) : �

Nous en déduisons immédiatement la propriété suivante.

Lemme 1.2.2 ([12]) Soient 1 � q0 � p0 < 2 et r = 3
q
. Il existe une canstante C > 0 telle

que 8u 2 L2 (R3) et 8v 2
�
Hr (R3),

kuvkZp0;q0 (R3) � C kukL2(R3) kvk �
Hr(R3)

:

1.3 Les espaces de multiplicateurs

Nous allons présenter maintenant les espaces de multiplicateurs singuliers sur les espaces de

Sobolev, introduit par Lemarié-Rieusset [12] dans ces travaux en généralisant le théorème

d�unicité de J. Serrin [18].

Nous commençons par donner la dé�nition suivante.
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Dé�nition 1.3.1 Pour tout r � 0, on dé�nit
�
Xr

�
R3
�
=

�
f 2 L2loc

�
R3
�
: 8g 2

�
Hr
�
R3
�
; fg 2 L2

�
R3
��

:

Il s�agit bien des espaces de Banach normés par :

kfk �
Xr(R3)

= sup
kgk �

Hr(R3)
�1
kfgkL2(R3)

On véri�e sans peine que (8x0 2 R3) ;

kf(�+ x0)k �
Xr(R3)

= kfk �
Xr(R3)

;

De plus, on a

L1
�
R3
�
�

:

Xr

�
R3
�
�

:

Xs

�
R3
�
pour tout 0 � r � s <

3

2
:

Proposition 1.3.1 Soit f� (x) = f (�x) pour tout � > 0 et tout x 2 R3. Alors

kf�k :
Xr(R3)

= ��r kfk :
Xr(R3)

:

Preuve. L�inégalité kf�k �
Xr(R3)

� ��r kfk �
Xr(R3)

est triviale.

D�autre part,

kfk �
Xr(R3)

=



(f�) 1

�




 �
Xr(R3)

�
�
1

�

��r
kf�k �

Xr(R3)
:

Donc

kf�k �
Xr(R3)

� ��r kfk �
Xr(R3)

:

Ceci complète la preuve. �

Exemple 1.3.1 On a
1

jxj 2
�
X1

�
R3
�
:

En e¤et, pour tout � 2 R et tout g 2 C10 (R3) ; on a

0 �
Z
R3

����rg(x) + �
x

jxj2
g(x)

����2 dx
=

Z
R3

jrg(x)j2 dx+ �2
Z
R3

jg(x)j2

jxj2
dx+ 2�Re

0@Z
R3

�
rg(x) � x

jxj2
� g(x)

�
dx

1A
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Notons que

2�Re

0@Z
R3

�
rg(x) � x

jxj2
g(x)

�
dx

1A = �

Z
R3

r jg(x)j2 � x

jxj2
dx

= ��
Z
R3

jg(x)j2 div
�

x

jxj2
�
dx

Or,

div

�
x

jxj2
�
=

1

jxj2
;

ceci implique que

2�Re

0@Z
R3

�
rg(x) � x

jxj2
g(x)

�
dx

1A = ��
Z
R3

jg(x)j2

jxj2
dx ;

c�est-à-dire,

0 �
Z
R3

jrg(x)j2 dx+ � (�� 1)
Z
R3

jg(x)j2

jxj2
dx :

En particulier, si � = 1
2
; on obtientZ

R3

jg(x)j2

jxj2
dx � 4

Z
R3

jrg(x)j2 dx :

En�n, 



 1jxj




 �
X1(R3)

= sup
kgk �

H1(R3)
�1





 1jxjg





L2(R3)

� 2 < +1 :

Ce qui implique 1
jxj 2

�
X1 (R3) �

Nous nous proposons d�établir le résultat suivant.

Lemme 1.3.1 Pour tout 0 � r < 3
2
;

L
3
r

�
R3
�
�

�
Xr

�
R3
�
:

Preuve. Soit f 2 L
3
r (R3) : En utilisant l�inclusion

�
Hr (R3) � Lq (R3) avec 1

q
= 1

2
� r

3
et

l�inégalité de Hölder, il vient que

kfgkL2(R3) � kfk
L
3
r (R

3) kgkLq(R3)

� kfk
L
3
r (R3)

kgk �
Hr(R3)

:
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Cela revient à écrire que

kfk �
Xr

= sup
kgk �

Hr(R3)
�1
kfgkL2(R3) � C kfk

L
3
r (R3)

:

�
Considérons le cas particulier où p = 2, on a alors

Lemme 1.3.2 Pour tout 0 � r < 3
2
, on a,

�
Xr

�
R3
�
�

�
M2; 3

r

�
R3
�
:

Preuve. Soient f 2
�
Xr (R3) ; x0 2 R3 et � 2 C10 (R3) tel que � = 1 sur B

�
x0
R
; 1
�
. On a

Rr�
3
2

0B@ Z
jx�x0j�R

jf(x)j2 dx

1CA
1
2

= Rr�
3
2

0BB@ Z
jy�x0

R j�1
R3 jf(y)j2 dy

1CCA
1
2

� Rr

0B@ Z
y2R3

jf(y)� (y)j2 dy

1CA
1
2

= Rr kf�kL2(R3)

� Rr kfk �
Xr(R3)

k�k �
Hr(R3)

� C kfk �
Xr(R3)

:

D�ou f 2
�
M2; 3

r
(R3) : �

D�autre part,
�
Mp; 3

r
(R3) �

�
Xr (R3) pour tout 2 < p < 3

r
, r < 3

2
: Cette inclusion est trés

techniques et nous renvoyons à [12] pour tous les détails.

Lemme 1.3.3 (Gronwall) Soient T 2 R+ et C 2 R+: Soit ' 2 L1 ([0; T ]) une fonction

positive, et soit en�n f : [0; T ] �! R positive, véri�ant :

f(t) � C +

tZ
0

' (s) f (s) ds ; 8t 2 [0; T ] :

Alors f véri�e :

f(t) � C exp

0@ tZ
0

' (s) ds

1A ; 8t 2 [0; T ] :
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Voici une autre version du lemme, pour les fonctions dérivables.

Corollaire 1.3.1 Soit T 2 R+: Soit ' 2 L1 (R+) une fonction positive, et soit f : [0; T ] �!

R positive, dérivable sur [0; T ] ; et véri�ant :

f 0 (t) � ' (t) f (t) ; 8t 2 [0; T ] :

Alors f véri�e :

f (t) � f (0) exp

0@ tZ
0

' (s) ds

1A ; 8t 2 [0; T ] :

Preuve. Il su¢ t d�intégrer l�hypothèse :

f(t) � f (0) +

tZ
0

' (s) f (s) ds ;

et d�appliquer le lemme précédent. �



Chapitre 2

Régularité des solutions faibles des
équations magneto-micropolaire

Les équations magneto-micropolaire incompressibles en dimension trois ont la formulation

suivante :8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

@tu+ (u � r)u� (�+ �)�u� b � rb+r (p+ b2)� �r� w = 0

@tw � 
�w � �rdivw + 2�w + u � rw � �r� u = 0

@tb� ��b+ u � rb� b � ru = 0

r � u = r � b = 0

u(x; 0) = u0(x); b(x; 0) = b0(x); w(x; 0) = w0(x);

(2.0.1)

où u = u(x; t) 2 R3; w = w(x; t) 2 R3; b = b(x; t) 2 R3 et p = p(x; t) 2 R indiquant respec-

tivement, le champ vitesse, la vitesse micro-rotationel, le champ magnétique et la pression

de �uide au point (x; t) 2 R3 � (0; T ) ; tandis que u0; w0; b0 sont les données initiales avec

r:u = r:b = 0 au sens des distributions. Rappelons que

r� f =

�
@f3
@y

� @f2
@z

;
@f1
@z

� @f3
@x

;
@f2
@x

� @f1
@y

�T
Posons

C10;�
�
R3
�
=
�
' 2

�
C10

�
R3
��
: div ' = 0

	
�
�
C10

�
R3
��

;

L2�
�
R3
�
= C10;� (R3)

k:kL2 =
�
u 2 L2

�
R3
�
: div u = 0

	
;
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L�espace Hr
� (R3) est la fermeture de l�espace C10;� (R3) respectant la norme

kukHr(R3) = kukL2(R3) +



(1��) r2 u




L2(R3)
; pour r � 0 :

2.1 Régularité des solutions des équations magneto-
micropolaire dans les espaces deMorrey-Campanato

Dans ce paragraphe, on va étudier les critères de régularités des solutions faibles au sens de

Leray du système de l�équation de �uide magneto-micropolaire dans les espaces de Morrey-

Campanato.

Dé�nition 2.1.1 ([16]) Soient (u0; b0) 2 L2�(R3); w0 2 L2(R3) et T > 0. Une fonction

mesurable (u;w; b) sur R3 � (0; T ) est dite solution faible de (2.0.1) sur (0; T ) si

a)

(u; b) 2 L1
�
(0; T ) ;L2�

�
\ L2

�
(0; T ) ;H1

�

�
et

w 2 L1
�
(0; T ) ;L2

�
\ L2

�
(0; T ) ;H1

�
;

b) Pour tout (�; ') 2 H1 ((0; T ) ;H1
�) et  2 H1 ((0; T ) ;H1) avec

� (T ) = ' (T ) =  (T ) = 0 ;

Z T

0

f� < u; @t� > + < u � ru; � > +(�+ �) < ru;r� >g d�

�
Z T

0

f< b � rb; � > +� < r� w; � >g d� = � < u0; � (0) > ;Z T

0

f� < w; @t' > +
 < rw;r' > +� < r � w;r � ' >g d�

+

Z T

0

f2� < w;' > + < u � rw;' > �� < r� u; ' >g d�

= � < w0; ' (0) > ;

et Z T

0

f� < b; @t > + < u � rb;  > +� < rb;r > � < b � ru;  >g d�

= � < b0;  (0) > :
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Avec cette dé�nition, on a le résultat fondamental suivant .

Théorème 2.1.1 Soit (u0; b0) 2
�
H1
� (R3) et w0 2

�
H1 (R3). On suppose que

(u; b) 2 C
�
(0; T ) ;

�
H1
�

�
R3
��
\ C

�
(0; T ) ;

�
H2
�

�
R3
��

;

w 2 C
�
(0; T ) ;

�
H1
�
R3
��
\ C

�
(0; T ) ;

�
H2
�
R3
��

est une solution regulière du système (2.0.1) . Si u véri�e l�une des conditions suivantes :

1.

u 2 L
2

1�r

�
(0; T ) ;

�
Mp; 3

r

�
R3
��

pour 0 < r < 1 et 2 < p <
3

r

2.

u 2 C
�
(0; T ) ;

�
Mp;3

�
R3
��

pour 2 < p < 3 ;

alors la solution (u; b; w) peut s�étendre par continuité au delà de t = T:

Preuve. Supposons que u 2 L
2

1�r

�
0; T;

�
Mp;3 (R3)

�
: On dérive les équations du système

(2.0.1) par rapport à la variable xi avec i 2 f1; 2; 3g ; on obtient8>>>>>>>><>>>>>>>>:

@t@xiu+ (@xiu � r)u+ (u � r) @xiu� (�+ �)�@xiu� @xib � rb� b � r@xib+r@xi (p+ b2)

��r� @xiw = 0;

@t@xiw � 
�@xiw � �rdiv@xiw + 2�@xiw + @xiu � rw + u � r@xiw � �r� @xiu = 0;

@t@xib� ��@xib+ @xiu � rb+ u � r@xib� @xib � ru� b � r@xiu = 0:
(2.1.1)

Le produit scalaire de chaque équation du système (2.1.1) avec @xiu; @xiw; @xib respective-

ment, donne
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8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

< @t@xiu; @xiu > + < (@xiu � r)u; @xiu > + < (u � r) @xiu; @xiu > � (�+ �) < �@xiu; @xiu >

� < @xib � rb; @xiu > � < b � r@xib; @xiu > + < r@xi (p+ b2) ; @xiu > �� < r� @xiw; @xiu >= 0;

< @t@xiw; @xiw > �
 < �@xiw; @xiw > �� < rdiv@xiw; @xiw > +2� < @xiw; @xiw >

+ < @xiu � rw; @xiw > + < u � r@xiw; @xiw > �� < r� @xiu; @xiw >= 0;

< @t@xib; @xib > �� < �@xib; @xib > + < @xiu � rb; @xib > + < u � r@xib; @xib > � < @xib � ru; @xib >

� < b � r@xiu; @xib >= 0:

On déduit que

< @t@xiu; @xiu > + < (@xiu � r)u; @xiu > + < (u � r) @xiu; @xiu >

� (�+ �) < �@xiu; @xiu > � < @xib � rb; @xiu > � < b � r@xib; @xiu >

+ < r@xi (p+ b2) ; @xiu > �� < r� @xiw; @xiu > + < @t@xiw; @xiw >

�
 < �@xiw; @xiw > �� < rdiv@xiw; @xiw > +2� < @xiw; @xiw >

+ < @xiu � rw; @xiw > + < u � r@xiw; @xiw > �� < r� @xiu; @xiw >

+ < @t@xib; @xib > �� < �@xib; @xib > + < @xiu � rb; @xib >

+ < u � r@xib; @xib > � < @xib � ru; @xib > � < b � r@xiu; @xib >= 0:

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

(2.1.2)

Or,

< r� @xiu; @xiw >=< r� @xiw; @xiu > ;

< b � r@xib; @xiu > + < b � r@xiu; @xib >= 0 ;

< u � r@xiu; @xiu >=< u � r@xib; @xib >=< u � r@xiw; @xiw >= 0 ;

et comme r � u = 0, il vient que

< r@xi
�
p+ b2

�
; @xiu >= 0:

En�n, le système (2.1.2) se réduit à

< @t@xiu; @xiu > + < @t@xiw; @xiw > + < @t@xib; @xib >
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� (�+ �) < �@xiu; @xiu > �
 < �@xiw; @xiw > �� < �@xib; @xib >

�� < rdiv@xiw; @xiw > +2� < @xiw; @xiw >

= � < @xiu � ru; @xiu > + < @xib � rb; @xiu > � < @xiu � rb; @xib >

+ < @xib � ru; @xib > � < @xiu � rw; @xiw > +2� < r� @xiu; @xiw >

� < u � r@xiw; @xiw > :

On remarque que

< @t@xiu; @xiu >=

Z
R3

@t@xiu@xiudx =
1

2

Z
R3

d

dt

�
@xiu@xiu

�
dx

=
1

2

d

dt

Z
R3

j@xiuj
2 dx =

1

2

d

dt
k@xiuk

2
L2(R3) :

De même

< @t@xiw; @xiw > =
1

2

d

dt
k@xiwk

2
L2(R3) :

et

< @t@xib; @xib >=
1

2

d

dt
k@xibk

2
L2(R3) :

De plus,

� (�+ �) < �@xiu; @xiu >= � (�+ �) < r � r@xiu; @xiu >= (�+ �)
3X
j=1




@2xixju


2
L2(R3)

;

�
 < �@xiw; @xiw > = 

3X
j=1




@2xixjw


2
L2(R3)

;

�� < �@xib; @xib >= �

3X
j=1




@2xjxib2


2
L2(R3)

;

�� < rdiv@xiw; @xiw >= � kr � @xiwk
2
L2(R3) ;

et

2� < @xiw; @xiw >= 2� k@xiwk
2
L2(R3) :
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Donc,

1

2

d

dt
k(@xiu; @xiw; @xib)k

2
L2(R3) + (�+ �)

3X
j=1




@2xixju


2
L2(R3)

+ 

3X
j=1




@2xixjw


2
L2(R3)

+�
3X
j=1




@2xixjb


2
L2(R3)

+ � kr � @xiwk
2
L2(R3) + 2� k@xiwk

2
L2(R3)

= � < @xiu � ru; @xiu > + < @xib � rb; @xiu > � < @xiu � rb; @xib > + < @xib � ru; @xib >

� < @xiu � rw; @xiw > +2� < r� @xiu; @xiw > � < u � r@xiw; @xiw > :

D�où,

1

2

d

dt
k(@xiu; @xiw; @xib)k

2
L2

+
3X
j=1

�
(�+ �)




@2xixju


2
L2
+ 





@2xixjw


2
L2
+ �




@2xixjb


2
L2

�
+� kr � @xiwk

2
L2 + 2� k@xiwk

2
L2

� j< @xiu � ru; @xiu >j+ j< @xib � rb; @xiu >j+ j< @xiu � rb; @xib >j

+ j< @xib � ru; @xib >j+ j< @xiu � rw; @xiw >j+ 2� j< r� @xiu; @xiw >j

=
6X
k=1

Ak :

Pour A1, on a

A1 = j< @xiu � ru; @xiu >j =

������
Z
R3

u � ru � @2x2iu dx

������
�



D2u � ru



Z
p0; 3

3�r
(R3) kuk �

M
p; 3r

(R3)

En appliquant les lemmes 1.1.2, et 1.3.3, on obtient

A1 �


D2u




L2(R3) kruk �

Hr(R3)
kuk �

M
p; 3r

(R3)

�


D2u




L2(R3) kuk �

M
p; 3r

(R3)
krukr �

H1(R3)
kruk1�rL2(R3)

�


D2u




L2(R3) kuk �

M
p; 3r

(R3)



D2u


r
L2(R3) kruk

1�r
L2(R3)

�
�

D2u



2
L2(R3)

� 1+r
2

 
kuk

2
1�r
�
M

p; 3r
(R3)

kruk2L2(R3)

! 1�r
2
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L�inégalité de Young donne �nalement que

A1 �
�

4



D2u


2
L2(R3) + Cr kuk

2
1�r
�
M

p; 3r
(R3)

kruk2L2(R3) :

Pour A2; on a

A2 = j< @xib � rb; @xiu >j =

�������
Z
R3

@2x2i
b � rb � u dx

������
En utilisant les inégalités de Hölder et Young, on aura

A2 �


D2b � rb




Z
p0; 3

3�r
(R3) kuk �

M
p; 3r

(R3)

�


D2b




L2(R3) krbk �

Hr(R3)
kuk �

M
p; 3r

(R3)

�


D2b




L2(R3) kuk �

M
p; 3r

(R3)
krbkr �

H1(R3)
krbk1�rL2(R3)

�


D2b




L2(R3) kuk �

M
p; 3r

(R3)



D2b


r
L2(R3) krbk

1�r
L2(R3)

�


D2b



1+r
L2(R3)

 
kuk

2
1�r
�
M

p; 3r
(R3)

krbk2L2(R3)

! 1�r
2

� �

18



D2b


2
L2(R3) + Cr kuk

2
1�r
�
M

p; 3r
(R3)

krbk2L2(R3) :

Donc

A2 �
�

18



D2b


2
L2(R3) +

Cr
3
kuk

2
1�r
�
M

p; 3r
(R3)

krbk2L2(R3) :

De la même manière, on trouve

A3 �
�

18



D2b


2
L2(R3) +

Cr
3
kuk

2
1�r
�
M

p; 3r
(R3)

krbk2L2(R3) ;

A4 �
�

18



D2b


2
L2(R3) +

Cr
3
kuk

2
1�r
�
M

p; 3r
(R3)

krbk2L2(R3) :

Pour A5; on a

A5 = j< @xiu � rw; @xiw >j =

�������
Z
R3

u � rw � @2x2iw dx

������ :
Donc,

A5 �


D2w � rw




Z
p0; 3

3�r
(R3) kuk �

M
p; 3r

(R3)
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�


D2w




L2(R3) kuk �

M
p; 3r

(R3)
krwk �

Hr(R3)

�


D2w




L2(R3) kuk �

M
p; 3r

(R3)
krwkr �

H1(R3)
krwk1�rL2(R3)

� 


6



D2w


2
L2(R3) + Cr kuk

2
1�r
�
M

p; 3r
(R3)

krwk2L2(R3) :

En�n, pour A6; on a

A6 = 2� j< r� @xiu; @xiw >j

� �

2
kr � @xiuk

2
L2(R3) +

2

3
� krwk2L2(R3) :

Par sommation sur les i = 1; 3, on obtient

d

dt
k(ru;rw;rb)k2L2(R3) + (2�+ 2�)



D2u


2
L2(R3)

+2



D2w



2
L2(R3) + 2�



D2b


2
L2(R3) + 2� kr � divwk

2
L2(R3)

� 3�

2



D2u


2
L2(R3) + �



D2b


2
L2(R3)

+



D2w



2
L2(R3) + 3Cr kuk

2
1�r
�
M

p; 3r
(R3)

k(ru;rb;rw)k2L2(R3) ;

et par suite,

d

dt
k(ru;rw;rb)k2L2(R3) +

�
2�+

1

2
�

�

D2u


2
L2(R3) + 




D2w


2
L2(R3)

+�


D2b



2
L2(R3) + 2� kr � divwk

2
L2(R3)

� Cr kuk
2

1�r
�
M

p; 3r
(R3)

k(ru;rb;rw)k2L2(R3) :

En appliquant l�inégalité de Gronwall, on déduit que

sup
0�t�T

k(ru (t) ;rw (t) ;rb (t))k2L2(R3) � k(ru0;rw0;rb0)k
2
L2(R3) exp

0@C tZ
0

ku(s)k
2

1�r
�
M

p; 3r
(R3)

ds

1A :

Passons à la preuve de la seconde assertion du théorème (2.1.1). On commence par décom-

poser u = u1 + u2 tel que pour tout T > 0;

ku1k
u2C

�
(0;T );

�
Mp;3(R3)

� � � ; sup
(t;x)2(0;T )�R3

ju2 (t; x)j < K (�) :

On peut choisir

u2 (x; t) =

�
u(x; t) pour ju(t; x)j < K ;
0 pour ju(t; x)j � K ;
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où K est su¢ samment grand.

Pour A1, on a

A1 =

������
Z
R3

u � ru � @2x2iu dx

������ �
Z
R3

juj
��D2u

�� jruj dx
�

Z
R3

ju1j
��D2u

�� jruj dx+ Z
R3

ju2j
��D2u

�� jruj dx
�



D2u � ru



Z
p0; 32

ku1k �
Mp;3

+


D2u




L2(R3) ku2 � rukL2(R3)

�


D2u




L2(R3) kruk �

H1(R3)
ku1k �

Mp;3

+K (�)


D2u




L2(R3) krukL2(R3)

�


D2u




L2(R3)

�
kruk �

H1(R3)
ku1k �

Mp;3

+K (�) krukL2(R3)
�

�


D2u




L2(R3)

�
� kruk �

H1(R3)
+K (�) krukL2(R3)

�
�



D2u



L2(R3)

�
�


D2u




L2(R3) +K (�) krukL2(R3)

�
� �



D2u


2
L2(R3) +K (�)



D2u



L2(R3) krukL2(R3)

� �

4



D2u


2
L2(R3) +K (�) kruk2L2(R3) :

Donc

A1 �
�

4



D2u


2
L2(R3) +K (�) kruk2L2(R3) :

Pour A2; on obtient

A2 =

�������
Z
R3

@2x2i
b � rb � u dx

������ �
Z
R3

���@2x2i b��� jrbj juj dx
�

Z
R3

��D2b
�� jrbj juj dx = Z

R3

��D2b
�� jrbj ju1 + u2j dx

�
Z
R3

��D2b
�� jrbj ju1j dx+ Z

R3

��D2b
�� jrbj ju2j dx

�


D2b � rb




Z
p0; 32

ku1k �
Mp;3

+


D2b




L2(R3) ku2 � rbkL2(R3)

�


D2b




L2(R3) krbk �

H1(R3)
ku1k �

Mp;3

+K (�)


D2b




L2(R3) krbkL2(R3)

�


D2b




L2(R3)

�
� krbk �

H1(R3)
+K (�) krbkL2(R3)

�
�



D2b



L2(R3)

�
�


D2b




L2(R3) +K (�) krbkL2(R3)

�
:
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Cela conduit à

A2 �
�

18



D2b


2
L2(R3) +

K (�)

3
krbk2L2(R3) :

Pour A3; on a

A3 =

�������
Z
R3

u � rb � @2x2i b dx

������ �
Z
R3

juj jrbj
��D2b

�� dx
�

Z
R3

ju1j jrbj
��D2b

�� dx+ Z
R3

ju2j jrbj
��D2b

�� dx
�



D2b � rb



Z
p0; 32

ku1k �
Mp;3

+


D2b




L2(R3) ku2 � rbkL2(R3)

�


D2b




L2(R3) krbk �

H1(R3)
ku1k �

Mp;3

+K (�)


D2b




L2(R3) krbkL2(R3)

�


D2b




L2(R3)

�
� krbk �

H1(R3)
+K (�) krbkL2(R3)

�
� �

18



D2b


2
L2(R3) +

K (�)

3
krbk2L2(R3) ;

et par suite

A3 �
�

18



D2b


2
L2(R3) +

K (�)

3
krbk2L2(R3) :

Pour A4; on trouve

A4 �
�

18



D2b


2
L2(R3) +

K (�)

3
krbk2L2(R3) :

De manière analogue, on trouve pour A5;

A5 =

�������
Z
R3

u � rw � @2x2iw dx

������
� �

6



D2w


2
L2(R3) +K (�) krwk2L2(R3) :

Aprés sommation sur les i = 1; 3, on obtient

d

dt
k(ru;rw;rb)k2L2 +

�
2�+

�

2

�

D2u


2
L2
+ 




D2w


2
L2
+ �



D2b


2
L2

+2� kr � divwk2L2

� K (�) k(ru;rb;rw)k2L2(R3) :

En utilisant l�inégalité de Grownwall, on trouve

sup
0�t�T

k(ru (t) ;rb (t) ;rw (t))k2L2(R3) � k(ru0;rb0;rw0)k
2
L2(R3) exp (K (�)T ) ;

et le théorème 2.1.1 est démontré. �
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Théorème 2.1.2 Soit (u0; b0) 2
�
H1
� (R3) et w0 2

�
H1 (R3) : On suppose que

(u; b) 2 C
�
(0; T ) ;

�
H1
�

�
R3
��
\ C

�
(0; T ) ;

�
H2
�

�
R3
��

et

w 2 C
�
(0; T ) ;

�
H1
�
R3
��
\ C

�
(0; T ) ;

�
H2
�
R3
��

est une solution regulière du système (2.0.1). Si u véri�e la condition suivante

TZ
0

kru (�)k
2

2�r
�
M

p; 3r (R
3)

d� <1 pour 0 < r < 2 et 2 < p <
3

r

alors la solution (u; b; w) peut s�étendre par continuité à t = T:

Preuve. Supposons que ru 2 L
2

2�r

�
(0; T ) ;

�
Mp; 3

r

�
.

En suivant la même méthode dans la démonstration du théorème 2.1.1, on arrive à

1

2

d

dt
k(@xiu; @xiw; @xib)k

2
L2

+
3X
j=1

�
(�+ �)




@2xixju


2
L2
+ 





@2xixjw


2
L2
+ �




@2xixjb


2
L2

�
+� kr � @xiwk

2
L2 + 2� k@xiwk

2
L2

� j< @xiu � ru; @xiu >j+ j< @xib � rb; @xiu >j+ j< @xiu � rb; @xib >j

+ j< @xib � ru; @xib >j+ j< @xiu � rw; @xiw >j+ 2� j< r� @xiu; @xiw >j

=
6X
k=1

Bk

On commence par estimer B1: On a

B1 = j< @xiu � ru; @xiu >j =

������
Z
R3

@xiu � ru � @xiudx

������
� kDu �DukZ

p0; 3
3�r
kruk �

M
p; 3r

� kDukL2(R3) kruk �
M

p; 3r

kDuk �
Hr(R3)

� kDukL2(R3) kruk �
M

p; 3r



D2u


r
L2(R3) kDuk

1�r
L2(R3)

�
�

D2u



2
L2(R3)

� r
2

 
kruk

2
2�r
�
M

p; 3r

kDuk2L2(R3)

! 2�r
2

� �

4



D2u


2
L2(R3) + Cr kruk

2
2�r
�
M

p; 3r

kDuk2L2(R3) ;
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d�où

B1 �
�

4
kDuk2L2(R3) + Cr kruk

2
2�r
�
M

p; 3r

kDuk2L2(R3) :

Pour B2; on trouve

B2 = j< @xib � rb; @xiu >j =

������
Z
R3

@xib � rb � @xiudx

������
� kDb �DbkZ

p0; 3
3�r
kruk �

M
p; 3r

� kDbkL2(R3) kruk �
M

p; 3r

kDbk �
Hr(R3)

� kDbkL2(R3) kruk �
M

p; 3r



D2b


r
L2(R3) kDbk

1�r
L2(R3)

�
�

D2b



2
L2(R3)

� r
2

 
kruk

2
2�r
�
M

p; 3r

kDbk2L2(R3)

! 2�r
2

� �

18



D2b


2
L2(R3) + Cr kruk

2
2�r
�
M

p; 3r

kDbk2L2(R3) :

Alors,

B2 �
�

18



D2b


2
L2(R3) + Cr kruk

2
2�r
�
M

p; 3r

kDbk2L2(R3) :

De manière similaire, on estime B3; B4; et B5, on aura

B3 �
�

18



D2b


2
L2(R3) + Cr kruk

2
2�r
�
M

p; 3r

kDbk2L2(R3) ;

B4 �
�

18



D2b


2
L2(R3) + Cr kruk

2
2�r
�
M

p; 3r

kDbk2L2(R3) ;

B5 �



6



D2w


2
L2(R3) + Cr kruk

2
2�r
�
M

p; 3r

kDwk2L2(R3) :

Par suite, on obtient

1

2

d

dt
k(ru;rw;rb)k2L2 +

�
�+

�

2

�

D2u


2
L2(R3) +




2



D2w


2
L2
+
�

2



D2b


2
L2

+� kr � @xiwk
2
L2

� Cr kruk
2

2�r
�
M

p; 3r

k(ru;rb;rw)k2L2(R3) :

En appliquant l�inégalité de Grownwall, on aura

sup
0�t�T

k(ru(t);rw(t);rb(t))k2L2(R3) � k(ru0;rw0;rb0)k
2
L2(R3) exp

0@C tZ
0

kru (s)k
2

2�r
�
M

p; 3r

ds

1A :

Le théorème 2.1.2 est démontré. �
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2.2 Régularité des solutions des équations magneto-
micropolaire dans les espaces de multiplicateurs

Dans cette partie, on va améliorer les critères de régularité des solutions des équations

magneto-micropolaire dans les espaces de multiplicateurs. On montre que si le champ de

vecteur u véri�e :

u 2 L
2

1�r

�
0; T ;

�
Xr

�
R3
��

avec r 2 [0; 1) ou u 2 C
�
(0; T ) ;

�
X1

�
R3
��

alors les solutions du système (2.0.1) peut s�étendre par continuité au delà de T .

Théorème 2.2.1 Soit (u0; b0) 2
�
H1
� (R3) et w0 2

�
H1 (R3) : On suppose que

(u; b) 2 C
�
(0; T ) ;

�
H1
�

�
R3
��
\ C

�
(0; T ) ;

�
H2
�

�
R3
��

et

w 2 C
�
(0; T ) ;

�
H1
�
R3
��
\ C

�
(0; T ) ;

�
H2
�
R3
��

est une solution continue de (2.0.1): Si la solution u véri�e l�une des conditions suivantes :

1.

u 2 L
2

1�r

�
(0; T ) ;

�
Xr

�
R3
��

pour 0 � r < 1

2.

u 2 C
�
(0; T ) ;

�
X1

�
R3
��

alors la solution (u;w; b) peut s�etendre par continuité au delà de T:
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Preuve. En suivant les étapes de la démonstration du théorème 2.1.1, on obtient

1

2

d

dt
k(@xiu; @xiw; @xib)k

2
L2

+
3X
j=1

�
(�+ �)




@2xixju


2
L2
+ 





@2xixjw


2
L2
+ �




@2xixjb


2
L2

�
+� kr � @xiwk

2
L2 + 2� k@xiwk

2
L2

� j< @xiu � ru; @xiu >j+ j< @xib � rb; @xiu >j+ j< @xiu � rb; @xib >j

+ j< @xib � ru; @xib >j+ j< @xiu � rw; @xiw >j+ 2� j< r� @xiu; @xiw >j

=
6X
k=1

Ak

Pour A1; en utilisant les inégalités de Hölder et Young, on trouve

A1 �
Z
R3

j@xi@xiu � ru � uj dx

�


D2u




L2(R3) ku � rukL2(R3)

�


D2u




L2(R3) kuk �

Xr(R3)
kruk �

Hr(R3)

On applique le lemme 1.1.2, et il vient

A1 �


D2u




L2(R3) kuk �

Xr(R3)
krukr �

H1(R3)
kruk1�rL2(R3) :

Comme

kruk2�
H1
=


D2u



2
L2

;

il vient que

A1 �


D2u



1+r
L2(R3) kuk �

Xr(R3)
kruk1�rL2(R3)

�


D2u



1+r
L2(R3)

�
kuk

2
1�r
�
Xr(R3)

kruk2L2(R3)
� 1�r

2

� �

4



D2u


2
L2(R3) + Cr kuk

2
1�r
�
Xr(R3)

kruk2L2(R3)

� �

4



D2u


2
L2(R3) + Cr kuk

2
1�r
Xr

kruk2L2(R3)

et d�où,

A1 �
�

4



D2u


2
L2(R3) + Cr kuk

2
1�r
Xr

kruk2L2(R3) :
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De la même manière,

A2 =

������
Z
R3

@xib � rb � @xiu dx

������
�



D2b



L2(R3) ku � rbkL2(R3)

�


D2b




L2(R3) kuk �

Xr(R3)
krbk �

Hr(R3)
:

On utilise le lemme 1.1.2, on trouve

A2 �


D2b




L2(R3) kuk �

Xr(R3)
krbkr �

H1(R3)
krbk1�rL2(R3)

�


D2b



1+r
L2(R3) kuk �

Xr(R3)
krbk1�rL2(R3)

�


D2b



1+r
L2(R3)

�
kuk

2
1�r
�
Xr(R3)

krbk2L2(R3)
� 1�r

2

� �

12



D2b


2
L2(R3) + Cr kuk

2
1�r
�
Xr(R3)

krbk2L2(R3)

� �

18



D2b


2
L2(R3) +

Cr
3
kuk

2
1�r
�
Xr(R3)

krbk2L2(R3) :

De même pour A3; on a

A3 =

������
Z
R3

u � rb � @xi@xib dx

������
�

Z
R3

ju � rb � @xi@xibj dx

�


D2b




L2(R3) ku � rbkL2(R3)

�


D2b




L2(R3) kuk �

Xr(R3)
krbk �

Hr(R3)
;

et le lemme 1.1.2, donne

A3 �


D2b




L2(R3) kuk �

Xr(R3)
krbkr �

H1(R3)
krbk1�rL2(R3)

�


D2b



1+r
L2(R3) kuk �

Xr(R3)
krbk1�rL2(R3)

�


D2b



1+r
L2

�
kuk

2
1�r
�
Xr

krbk2L2
� 1�r

2

� �

12



D2b


2
L2(R3) + Cr kuk

2
1�r
�
Xr(R3)

krbk2L2(R3)

� �

18



D2b


2
L2(R3) + Cr kuk

2
1�r
�
Xr(R3)

krbk2L2(R3) :
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Pour A4; A5; A6 on trouve facilement,

A4 �
�

18



D2b


2
L2(R3) + Cr kuk

2
1�r
�
Xr(R3)

krbk2L2(R3) ;

A5 � 


6



D2w


2
L2(R3) + Cr kuk

2
1�r
�
Xr(R3)

krwk2L2(R3) ;

A6 � �

2
kr � @xiuk

2
L2(R3) + 2� krwk

2
L2(R3) :

Finalement, on trouve

d

dt
k(ru;rw;rb)k2L2(R3) +

�
2�+

1

2
�

�

D2u


2
L2(R3) + 




D2w


2
L2(R3)

+�


D2b



2
L2(R3) + 2� krdivwk

2
L2(R3)

� Cr kuk
2

1�r
�
Xr(R3)

�
krwk2L2(R3) + krbk

2
L2(R3) + kruk

2
L2(R3)

�
:

D�aprés l�inégalité de Gronwall, il vient que

sup
0�t�T

k(ru(t);rw(t);rb(t))k2L2(R3) � k(ru0;rw0;rb0)k
2
L2(R3) exp

0@C tZ
0

ku(s)k
2

1�r
�
Xr(R3)

ds

1A :

Pour le cas r = 1; le calcul est semblable à celui que nous venons de faire au cas des espaces

Morrey-Campanato. On peut alors reprendre, mot par mot, le raisonnement du cas r = 1: �
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PERSPECTIVES

Nous donnons ici quelques perspectives de recherche et prolongements envisageables du

travail de ce mémoire.

Pour la partie concernant la régularité, il y a deux directions de recherche possibles, soit cher-

cher à améliorer le critère de régularité au cas des espaces de Besov d�indices négatives, soit

chercher à construire des solutions auto-similaires qui est une question ouverte intéressante.

A notre connaissance il n�existe pas de résultats concernant le comportement asymptotique

des solutions des équations magneto-micropolaire.
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