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Résumé

Dans ce travail nous avons étudié les caractéristiques d'amortissement des vibrations
des nanopoutres viscoélastiques fonctionnellement graduées (FG) soumises a l'effet
hygrothermique et intégrées dans une fondation viscoélastique en utilisant la théorie
de 1'élasticité du gradient de déformation non locale. La modélisation de la nanopoutre
est réalisée via une théorie de poutre fine d'ordre supérieur qui capture les influences
de déformation de cisaillement inutiles de tout facteur de correction de cisaillement.
La fondation viscoélastique est constituée d'une couche Winkler-Pasternak avec une couche
visqueuse des dissipateurs paralleles infinis. Le modéle de la loi de puissance est adopté pour
décrire la variation continue des propriétés des matériaux en fonction de la température
de la nanopoutre FG. Les équations régissant la nanopoutre viscoélastique a gradient
de déformation non locale dans le cadre de la théorie des poutres fine sont obtenues
en utilisant le principe de Hamilton et résolues en appliquant une solution analytique pour
différentes conditions aux limites. On étudie les effets des couches de fondation : linéaires,
de cisaillement et visqueux, le coefficient d'amortissement structurel, l'environnement
hygrothermique, le parameétre non-local, le parameétre caractéristique du matériau, I'exposant
de la loi de puissance, le numéro de mode, les conditions aux limites et le rapport
d'élancement sur la réponse de la fréquence des nanopoutres viscoélastiques FG.

Mots clés: vibrations amorties, chargement hygrothermique, poutre FGM, fondation Visco-
Pasternak, élasticité du gradient de déformation non locale.



Abstract

This work investigates damping vibration characteristics of hygro-thermally affected
functionally graded (FG) viscoelastic nanobeams embedded in viscoelastic foundation based
on nonlocal strain gradient elasticity theory. The modeling of nanobeam is carried out via a
higher order refined beam theory which captures shear deformation influences needless of
any shear correction factor. The viscoelastic foundation is consisting of Winkler-Pasternak
layer together with a viscous layer of infinite parallel dashpots. Power-law model is adopted
to describe continuous variation of temperature-dependent material properties of FG
nanobeam. The governing equations of nonlocal strain gradient viscoelastic nanobeam in the
framework of refined beam theory are obtained using Hamilton's principle and solved
implementing an analytical solution for different boundary conditions. The effects of linear,
shear and viscous layers of foundation, structural damping coefficient, hygro-thermal
environment, nonlocal parameter, material characteristic parameter, power-law exponent,
mode number, boundary conditions and slenderness ratio on the frequency response of
viscoelastic FG nanobeams are investigated.

Keywords: damping vibration, hygrothermal loading, FG nanobeam, Visco-Pasternak
foundation, nonlocal strain gradient elasticity.
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Introduction

Depuis le premier temps sur terre jusqu'aujourd'hui, le matériau a une importance
supérieure dans la vie quotidienne. Au départ, le bronze un alliage d'étain et de cuivre, était
le plus souvent utilisé, d'ou 1'appellation de 'age du bronze. A la suite, le fer a été découvert
et a attiré 'homme pour réaliser des objets et des outils d'oti I'époque aussi s'est appelée 1'age
du fer. Puis, l'innovation des alliages métaux et non métaux a dominé dans multiples
secteurs. De nos jours, les composites fascinent les chercheurs grace a leur large éventail
d'applications. Ces matériaux sont plus légers et plus solides et ont une conception flexible
et un cotit abordable. Ils offrent aussi une résistance a la corrosion et a I'usure mais présentent
une défaillance en forme de délaminage. Pour surmonter cet inconvénient, une nouvelle
catégorie appelée matériaux fonctionnellement gradués a été apparue pour la premiere
fois en 1984 par des chercheurs japonais ayant pour objectif de résister a la tres haute
température dans leur projet aérospatial. Jusqu'a présent, ils ont été utilisés dans presque tous
les domaines, par exemple dans les domaines biomédical, chimique, nucléaire, minier.
Les FGM se présentent dans la nature en forme d'os, de dents, de bambous, de peau humaine,
etc. Les FGM remplacent la transition nette des propriétés par des propriétés variables lisses
et continues du matériau telles que les propriétés physiques, chimiques et mécaniques telles
que le module de Young, le coefficient de Poisson, le module de cisaillement, la densité
et le coefficient de dilatation thermique dans wune direction spatiale souhaitée.
Les changements progressifs de la fraction volumique du constituant et de la structure non
identique dans la direction préférée donnent des propriétés graduelles continues telles que
la conductivité thermique, la résistivité a la corrosion, la chaleur spécifique, la dureté
et le rapport de rigidité. Tous ces avantages ont rendu les FGM bien meilleurs que
les matériaux composites homogenes a utiliser dans de multiples applications. En raison
des caractéristiques importantes des FGM, plusieurs efforts ont été déployés de temps a autre
par les chercheurs pour améliorer les propriétés des FGM. Plusieurs types de FGM
ont été introduits jusqu'a présent en fonction de leur taille et de leur structure.
Ce travail aborde les effets hygrothermiques sur la vibration d'une nanopoutre
viscoélastique fonctionnellement graduée. Pour ce faire, il est partagé en deux parties
la théorie et la modélisation en forme de deux chapitres, d’abord le premier présente
les propriétés effectives, la cinématique, le gradient de la déformation non locale ensuite
le second présente le modele mathématique proposé.



Chapitre I

Théorie et développement mathématique



1. Théorie et formulation
1.1 Propriétés effectives d'une nanopoutre P-FGM basées sur la position de 1’axe neutre

On observe que l'axe neutre d'une nanopoutre FGM dt a la variation des fractions
volumiques des phases matérielles peut ne pas coincider avec son axe médian qui conduit
au couplage flexion-extension. En considérant la position exacte de 1'axe neutre, ce couplage
Z

ms/ ns

peut étre éliminé [1]. Pour capturer la position exacte de I'axe neutre, les dimensions z

N

sont mesurés a
la figure 1.

partir des surfaces médiane et neutre, respectivement comme le montre

En satisfaisant en premier temps par rapport au module de Young étant nul, la position
exacte de l'axe neutre est déterminée comme suit :

h/2

J. E(st)(zms o hO)dst =0 (1)

-h/2

Dans lequel I'axe neutre est défini par :

h/2
I E(z,,)z,.0z
hy = =22 @

h/2

[ E(z,)dz,

-h/2

Considérons une nanopoutre FG viscoélastique incorporée dans un milieu viscoélastique
ayant une longueur a, une largeur b et une épaisseur h dont ses coordonnées sont
représentées sur la figure 2. Les propriétés matérielles hygro-thermoélastiques
de la nanopoutre FGM non-locale, incluant le module de Young E, la masse volumique p,

la dilatation thermique «a et le coefficient de dilatation d'humidité S peuvent étre

représentés par:

N
+
=

E(z,)=(E.-E,)

N
+
=

N
+
=)

a(z,,) = (a, —a,)

N
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=)

B(2:) = (5. = Bn)

S
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D'ott p est l'exposant de la loi de puissance qui évalue la distribution des propriétés
du matériau a travers 1'épaisseur. Il est rapporté dans certaines études que la prise en
compte des propriétés des matériaux dépendant de la température fournit des résultats tres
précis pour l'analyse des structures des FGM [2]. Par conséquent, la relation suivante peut
étre adoptée pour représenter les coefficients du matériau dépendant de la température :

P=R(P,T"+1+RT +RT*+RT’) @

Dans lequel Ry, P,, P, P, et P, sont les coefficients des phases du matériau.

h/2
v Métal
Figure 1. Schéma de nanopoutre.
q(x)
h - .4
&—— Couche de cisaillement

<—— Couche linéaire

7 7 7

a

Figure 2. Nanopoutre en FGM avec amortissement.



1.2 Relations cinématiques

Le champ de déplacement d"un cisaillement fin d'une poutre FGM déformable peut étre
exprimé par :

ow, oW,
u, (X’ Zns) = U(X) —Lps g f (Zns) X (5a)
uz (X’ Zns) :Wb (X)+WS(X) (5b)

Ou u est le déplacement axial médian et w,, w, indiquent les composantes de flexion
et du cisaillement du déplacement transversal respectivement. Aussi, f(z) est la fonction

de forme représentant la distribution du cisaillement contrainte/déformation a travers
I'épaisseur de la poutre laquelle pour la présente étude a une nature trigonométrique, donc
un facteur de correction du cisaillement n’est pas requis [3] :

f(z,,) =z, +h, —tan[m(z,, +hy)] (6)

Les déformations non nulles du modeéle de la poutre proposé peuvent étre exprimées
comme suit

ou O*W, o°w,
=—— —2—f(z )—= 7
gXX ax ns aXZ ( ﬂS) aXZ ( a)
ow,
= Z —s 7b
Ve =0(Z0) — (7b)

Ou 9(z,,)=1-df (z,,)/dz, .

Aussi, le principe de Hamilton énonce que :
t
ja(u +V —K)dt=0
° 8)

Ici U est I'énergie de déformation, V est le travail effectué par les forces extérieures et K est
I'énergie cinétique. L’énergie de déformation virtuelle peut étre écrite comme suit :

U = 0,65,0V =[ (0,08, +0,07,, )dV )

En remplacant les équations 5-7 dans 9, il en résulte

sU :j NOSU_\, Oow, . O%ow, +QIoW,
o o © X ox

(10)



Dans lequel les efforts et les moments exprimés dans 1'équation ci-dessus sont définis
comme

h/2—h, h/2—h, h/2—h, h/2—h,
N= [ o,dz,, My= [ o,2,dz,, M= [ o,fdz,, Q= [ go,dA (11)
—h/2-h, —h/2-h, —h/2-h, —h/2—h,

La premiere variation du travail effectué par les efforts appliqués peut étre écrite dans
la forme

Y =j((NT +N*H )a(ws W) OO, +W,) +qo(w, +Wb)]dx

OX OX (12)
Ou NTet N"sont les forces dues a la variation de la température et 'humidité
h/2-h,
N = [ E(z,)a(z,)ATdz,
—h/2-h,
h/2—h,
N" = [ E(z,)B(z,)AHdz,,
—-h/2-hy (13)

Ou AT =T -T, et AH =H —H,dans lequel T, et H, sont la concentration de la température

et I'humidité de référence respectivement. Les charges transversales extérieures g
d’un milieu viscoélastique sont exprimées par

0% (W, +Ww,) e (W, +W,)
ox? ‘ ot (14)

q=-k, (w, +WS)+kp

Ou k,, k, et c; sont respectivement les coefficients linéaire, de cisaillement

et d’amortissement du milieu.

La variation de I'énergie cinétique est représentée par

L
SK = jmv5vdm = jvp(ux5ux +U,80, )dV :J-A‘([p([jxé‘ux + 0,50, ) dAdx

L 2 2 2 2
:J-J-p ou, 2 oW, f(zns)a w, |( ddu, _, 0°OW, f(zns)a oW,
oxot Xot

axat )\ ot ™ ooxat 0 j
N ow, N ow, \( dow, N OoW, dAdx
ot ot ot ot
L 2 2 (15)
_[ | ou, odu, N oW, N ow, (65Wb N 0oWw, O ou, 0°Ow, N o°w, ddu,
0Lt et at ot )L ot ot Lot oxat  oxat ot
o’w, 9°6w, ou, 0°6w, 0°w, ddu, o°w, 8°S5w,
+1, -J; + + K,
oxot  oxot ot oxot  oxot ot oxot  oxot

J{@zwb otow,  o°w, o*ow, H i

oxXot oxot oxXot oxot



h/2—-hy h/2—hy h/2—hy
b=[ Pz, L= [ pz)2.0z, 3= [ plz,)fdz,,
—h/2-hy —h/2—hy —h/2—hy
h/2-hy h/2-hy h/2-hy
2 2
|2: I p(zns)znsdzns’ ‘]2: J. p(zns)znsfdzns’ K2: J. p(zns)f dZns’
—-h/2—-h, —-h/2—-h, —-h/2—-h,

Par la suite, le principe de Hamilton conduit a

t L 2 2
[5(U+V-K)d I[I(N@_M row, _\, o, oow,
0 0

OX? *ox? OX

OX OX

0% (W, +W,) e o(w, +w,)
ox? T ot

ou o*w, o*w,
+ L—7 - f(z ou, —z,.ow, — f(z,,)ow.
,0{[ 8’(2 ns 8X8’[2 ( )a at ( b ( ns) s)

j (Sw, + 5w, )de:o

L 2 2
:.[ N su oY = OW, _oM = 5w, _ Qs
o]  OX ox? OX

+(—kW(WS+Wb)+kp jé(ws+wb)

( )82(W +W,)

2

5(Ws + Wb)
OX

0% (w, +W,) e o(w, +w,)
ox? ¢ at

( k,, (W, +Wb)+k j5(ws+wb)

u, oW, o*w,
+ -2 —f(z > |(Su, —z..ow — f(z.)ow
p(( at2 ns a atz ( ns)axatzl( X ns b ( ns) s)

(azwb o°w

= 8tzs ](5Wb +OW, )H dx=0

Les équations régissantes sont obtenues en insérant les équations (10)-(15) dans 1'équation
(8) quand les coefficients de du,dw, et 6w, sontnuls

(16)

oN o’u, | o*w, o*w

X S

ox Y e toaxat? toxat? (17)




2 2 2 2 3
O*M, :(NT+NH)8 (Wb+WS)+|O[a w, 0 WSJ_H ou,

2 2 2 2 1 2
OX 8x2 ot ot OXxot (18)
0° (W, +w,) o(w, +w,)
+K,, (W, +w,) =k, v % +c, - b
2 2 2 2 3
a'vzls_i_@:(NT_i_NH)a (Wb_:ws)+|0 av;/b_i_@\/;/s +Jlaux2
OX OX OX ot ot oxot (19)
0% (W, +Ww,) o(w, +w,)
+K,, (W, +w,) =K, 8bx2 +C, b&t

1.3 Modele d’élasticité du gradient de déformation non locale pour des nanopoutres
FGM

Sur la base de la théorie du gradient de déformation non locale [4], la contrainte
représente a la fois le champ de la contrainte élastique et le champ de la contrainte
du gradient de déformation. Par conséquent, la contrainte peut étre écrite par :

do®

_ (0 ij
Oj = 0j _d—XJ (20)

)

Ou la contrainte ¢¥ correspond a la déformation ¢, et la contrainte d’ordre supérieur o

XX

correspond au gradient de la déformation ¢, , et sont définies par :

L
O-iEO) = J-Cijkl aO (X’ X’a eoa)gé (X')dX'

0 (21a)
L

ol = IZICijk,al(x, X', e@)ey , (X)dx’
0 (21b)

Dans lequel C;, sont les constantes élastiques et ea et ea considerent les influences

du champ de la contrainte non locale, et | indique le parametre d’échelle de longueur
du matériau et capture les effets du champ de contrainte du gradient de déformation
d’ordre supérieur. Quand les fonctions non locales remplissent les conditions développées
par Eringen [5], la relation constitutive pour une nanopoutre FGM peut étre déclarée comme

[1-(e@)°V* |[1-(8,8)°V* |0y =Cyyy [1-(82)°V* | &, —Cypl* [ 1= (808)° V* |V, (222)

Dans lequel V? indique l'opérateur Laplacien. En supposant e =e,=e et en éliminant

les termes d’ordre O(V?), la relation constitutive générale dans I'équation (22a) peut étre
réécrite comme [4] :

':1— (ea)2 % :' O = CijkI ':1_ 1°v? ] G (22b)



L’équation constitutive (22b) peut étre développée pour capturer les influences
du chargement hygrothermique comme :

[1-(ea)’V* | oy = Cyy [1-1°V* [(54 — 4T - B;H) -

Ou a; et f; sont les coefficients de dilatation thermique et d’humidité respectivement ; T

et H indiquent la variation de température et d’humidité respectivement. Donc, les relations
constitutives pour une nanopoutre FG déformable par cisaillement fin non local peuvent
étre déclarées comme

0’oc 0’c
— = E(2 — =22 — AT - SAH 24
O-xx lu 6X2 ( ns)(‘gxx 77 6X2 a ﬂ ] ( a)
oo %y
—u—=>*==0G(z — X 24b
O ~H 3 (ns)(yxz T3 j (24D)

Ou wu=ea’ et n=I1°. En appliquant le modele de Kelvin aux matériaux élastiques

avec le coefficient d’amortissement structurel viscoélastique et en intégrant I'équation (24)
sur la section de la nanopoutre, les relations non locales suivantes pour un modele fin
de poutre FGM sont données par :

2 2 2 2

2 2 2 S 2
OX OX ot OX OX (25)
o’M o° ( 0 j ou 0w, o°w
M, — b—11-p— ||1+g=||B—-D—>2-D, —= [-M] - M/ 26
T [ ”axzj 9% Pae P MM (9
2 2 2 2
M, —p M (1,0 (1+g§] B, M _p, T g TV | Ty
OX OX ot OX OX OX
(27)
Q- u2Q —[1 22 ](ug ajAs N,
2 |t T2 ~
OX OX ot OX (28)
Ou les rigidités transversales sont calculées comme suit
h/2-h, h/2—h, h/2—h,
A= [ E(z)dz,, B= [ E(z,)z,.dz,, Bi= [ E(z,)fdz,,
—h/2-h, —h/2-h, —hi2—hy (29)

h/2-h, h/2-h, h/2-h,
D= [ E(z)zidz,, Dy= [ E(z,)2,fdz,, Ho= [ E(z,)f’dz,,

—h/2-h, —h/2-h, ~h/2-h,

h/2-hy

A= [ Gz, (30)

—h/2-hy



et

h/2—h, h/2—h,
NI = J. E(Zns)a(zns)(T _TO)dZns’ Mg = '[ E(Zns)a(zns)(T _TO)Znstns’
—h/2-h, ~h/2-h,
h/2—h, h/2—h,
MI = [ E@)ea(z )T -T)fdz,, N'= [ E(z,)8(z,)(H —Ho)dz,, (31)
~h/2-h, —h/2-hy
h/2—h, h/2—h,
My = | E(z)B(z)(H—Ho)z,dz,., M = [ E(z,)B(z,,)(H - H,) fdz,,
—h/2-h, —h/2-h,

Les équations régissant la nanopoutre FGM viscoélastique déformable par cisaillement
reposant sur un milieu viscoélastique a trois parametres dans un milieu hygrothermique

en termes de déplacements sont obtenues en insérant pour N, M,, M, et Q a partir

des équations (25)-(28) respectivement dans les équations (17)-(19), il vient :

0% \( d%u d%u 0% \[ o*w o'w, 0% \[ o*w o'w

Al1- + -Bl1- 2+ % |-B|1- s 4+ :

( Tox? j(@xz J otox? j [ Tox? J( o o) ol "o o Ve
B 62u+| o*w, ] o°w, . o'u . w, L Bw

"o taxatr toxatr M Cader ‘oot lodet?

0% \( d%u o‘u o% [ o'w, o°w, o% \[ o'w, o°w,
B|1- + -D|1- ® + ® |-Dg|1- >+ :
[ Tox ][6x3 : 8t6x3J ( Tox j( o aad ) Tae e Y aax

(NT+NH)62(wb+WS) I [azwb +62WSJ | _u o*w, o*w,
- o

(32)

- + 1 +J, ——
ox? otr ot oxot?  CoxPot® 7 oxlet?

X

O (W, W) AW, +w,) o' (wp+w) | (O'w, | O'w,
_kw(Wb+Ws)+kp abxz - C, bat + U (NT—l-NH) 54 +1, axz(,;z"‘a)(z@tz

o°u o°w o°w, 0% (w, +w,) ot (w, +w,) o° (W, +W,)
i ——-1, 4b2_2 4 2+kw bz _kp b4 +Cq bz =0
ox’ot ox"ot ox"ot OX OX ox“ot
(33)
0? \( &’u o'u o? \( o'w, o°w o* \( o'w, o°w
By |1- + ~-D|1- ® + e —H | 1- s 4+ s
S { Tox j[aﬁ J 8t6x3J S ( Tox j{ ot Yaad T e | ad T Ve
% \( o*w, o*w, T (W +w,) o’w,  o°w, %u o'w,
+A | 1- s 4 = |-(N"+N P57 | P —= (-] +J 2
A ( T ox j[ o ataxzj ( )= o0 o\t T ) et okt
o'w, P (W, +w,)  o(w, +Ww,) NG (R o'w,  o'w,
+K, ot Ky, (W, +w,) +k, o —C, p + u (N +N )—8x4 +1, pwp + pVpw:
o°u o°w, o°w, 0% (w, +w,) ot (w, +w,) o*(w, +w,)
+ - b sk, o B G T o BT R g 34
todatr Paxtett  Poxtetr M ox? P T et 59



Chapitre 11

Modélisation mathématique



Procédure de solution

Ici, une solution analytique est utilisée pour résoudre les équations régissantes non locales
d’une nanpoutre FG viscoélastique reposant sur un milieu viscoélastique a trois parametres
dans un environnement hygrothermique avec des extrémités simplement appuyés, encastrés
simplement appuyés et encastrés.

Simplement supporté: w, =w, =M =0 a x=0,L
Encastré: u=w,=w, =0 a x=0,L

Pour satisfaire ces conditions aux limites, la solution suivante pour les variables
de déplacement est :

oc ax (X) it
u(x,t)=> U, ———=e“

; oX (35)
w0, 0) = 3w X, (1) (36)

n=1

w, (x,t) = iwsnxm (x)e'"
= (37)

Dans lequel U, , w,, et w,, sont les coefficients de Fourrier inconnus. En insérant les équations

(35)-(37) dans les équations (32)-(34) respectivement, cela conduit a :

Un
[[K]+[c]a)+[|v|]a)2] W,, +={0} (38)
W

sn

Ou [K], [C]et [M]sont les matrices de rigidité, d’amortissement et de masse respectivement

pour une nanopoutre FG, respectivement.

kiy = Al —ney ), K, =—Blas —neyy), K3 =—Bi(a; —neyy),

kpy = Blayy —n1ey5), Ky, = (NT + N7 —k ) (—a; + peryy) — K, (5 — per;) — D(ety — ),
kps =(NT +N" —k ), + poy,) =k, (o — pe;) — D, (e, —1701;5),

Ky, = Bo(age —mas), Koo =(NT + N =K )ty + pery) — K, (o5 — per;) — D, (e — nes),

k3,3 = (NT + NH _kp)(_a7 +ﬂ0{10) _kw(as _:Ua7)+ A%(OQ _77&10)_ Hs(alo _770515)'



C, = Aig(a, —nay,), €, =Bigle, —nay,), €5 = Biig(as —nay,),

C,y = Biglayy —7n1e15), €, =—Cyi(as — pay) = Dig(ayy —1ts5),  Cp5 = —Cyilats — et ) = Diiig (e —17015),
G,y = Biig(ayy —nats), €3, =—Diig(ey, —nays) — (o — pex,),

Cy5 = —Cyl(a — pey) + A (o, —m1ey,) — H (e —11045),

m, = (o — ua)ly, m,, =—(aq — pay)l,, m,; =—(aq — pag)Jd,,
m,, = (a; — pagy)ly, m,, = (ot — pa;) 1y — (o — pagy)l,, m,, = (a5 — o)y — (o — poyy)d,,

my, = (o, — poyy)dy, ms, = (a5 — o)y — (o — poyy)J,, m,, = (a5 — pa)y — (o — ey )K,,

Dans lequel

_ ' _ m _ _ "
o =X, a=X", a=X_,, a,=X_,

m?

me

_ N N mm
=X, oy = X" oy = X"

Conclusion

Le cheminement de ce mémoire est orienté sur les matériaux a gradient de propriétés, leurs
historiques, leurs évolutions et leurs domaines d’utilisation, ensuite un apercu sur les aspects
fondamentaux du comportement des matériaux hétérogenes.

Nous avons utilisé une théorie d’ordre supérieur pour analyser les poutres en FGM avec
une haute précision, on analyse les vibrations avec amortissement des nanopoutres
viscoélastiques soumises a l'effet hygrothermique en présence de fondations viscoélastiques
en utilisant la théorie de 1'élasticité du gradient de déformation non locale. A partir d'un
champ de déplacement d’une fonction de forme proposée, nous pouvons déterminer
les énergies de déformation et cinétique et le travail des efforts externes. Les équations
du mouvement sont dérivées a partir du Principe d’'Hamilton.
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