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INTRODUCTION

0.1 Objectif et position du probléme :

Ce travail porte sur I’analyse d’une famille d’équations différentielles abstraites du second
ordre (Pg)s-0, posées sur un domaine hétérogéne non borné |—oo, 0[ U ]0, §[, s’écrivant sous

la forme :

(us)" (2) + Aus(2) — wus(w) = gs(z), = €]—o00,0[U]0, 4], (Ps)

avec parameétre spectral w > 0. Ici A désigne un opérateur linéaire fermé, défini sur un
domaine D(A) C E, a valeurs dans un espace de Banach E, sans que ce domaine soit
nécessairement dense dans F.

On associe & cette équation les conditions aux limites suivantes

us(0) + Hu(d) = f5, et u(—o0) = f_. (0.1.1)
Interface
I
-0y | He0) K 0)
U- : Uat
x<0 0<x
=00 0 > X
| 6

Plus précisément, sur le bord {0}, on impose une condition au bord de type Robin faisant
intervenir un coefficient opérateur linéaire fermé H : D(H) C £ — E, tandis qu’au voisinage
de I'infini, la condition est de type Dirichlet non classique, car la donnée f_ n’est pas imposée
sur un point appartenant au bord du domaine, mais comme une valeur limite que la solution
doit atteindre a l’infini, sous la forme

lim u(z)=f_.

Tr——00



Ce type de condition est courant dans les problémes posés sur des domaines non bornés,
ou l'on remplace une condition au bord par une hypothése de comportement asymptotique.
Ici, les termes f;" et f_, appartenant & I'espace de Banach F, décrivent les contraintes impo-
sées.

A Vinterface {0}, entre les deux milieux |—oo0, 0[ et ]0, 6], on introduit les conditions de

transmission suivante
w(0-) = u(04) et p_u'(0_) = pypu'(04) + Ku(04) (0.1.2)

permettant d’assurer la continuité de la solution avec un déséquilibre controlé des flux entre
les sous-domaines. Les coefficients p_ > 0 et uy > 0 représentent des propriétés physiques
des milieux (par exemple, des coefficients de conductivité ou de diffusivité ....).

L’opérateur K peut étre un simple coefficient scalaire ou un opérateur linéaire plus
général (borné ou non borné), selon le cadre fonctionnel adopté, tandis que le terme Ku(0,)
traduit une discontinuité du flux pondéré, et peut étre vu comme une source, une perte, ou
un effet de réaction locale concentrée un effet de perte ou d’interaction locale & l'interface
{0}.

[’analyse du probléme sous ces conditions aux limites et de transmission nécessite une
attention particuliére, notamment en raison de la non-densité du domaine de l'opérateur
D(A) et la présence des deux opérateurs linéaires fermés H et K rend le probléme plus
complexe.

Le but principal de cette these est I’étude de la famille avec les conditions —
dans le cadre continue, en considérant que le second membre g5 = (g_, g;) est assez régulier,

plus précisément
g~ € BUC*(]—0,0[, E) et g € C**(]0,6[, F) avec 0 < 2a < 1,

ol g~ et g7 sont les restrictions de g5 sur |—o0, 0] et [0, d] respectivement.
L’objectif est d’établir, sous des hypothéses appropriées sur les opérateurs ainsi que sur
les données, I'existence, 'unicité et la régularité maximale de la solution stricte du probléme

posé. Plus précisément, il s’agit de trouver une fonction u; égal & u~ sur |—o0, 0] et & uy sur
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0, 6], qui satisfait les équations différentielles, et vérifie

(0.1.3)

u~ € BUC?(|—00,0]; E) N BUC (]—00,0]; D (A)),
ui € C?([0,6]; E) N C([0,0]; D (A)),

et satisfait la propriété de régularité maximale
(u_)”, Au~ € BUC?** (|—00,0]; E) avec (u})”, Auf € C*([0,9]; E).

ou

* BUC? (]—o0,0] ; E) désigne l’espace des fonctions deux fois contintiment différentiables et
uniformément continues et bornées.

* BUC? (]—o00,0]; E) désigne l'espace des fonctions bornées, uniformément continues, et
2a-Holdériennes (avec 0 < 2a < 1), & valeurs dans I'espace de Banach F.

L’étude s’appuie sur ’analyse fonctionnelle, en particulier la théorie des opérateurs fer-
més, la théorie des espaces d’interpolation et la théorie des semi-groupes analytiques généra-
lisés (voir par exemple [29]), pour obtenir une représentation explicite de la solution (ici la
méthode fondée sur la transformation de Krein [2I], également appelée réduction d’ordre).
En suite, on utilise la théorie de la somme de deux opérateurs linéaires fermés ainsi que
les résultats de Sinestrari [34] pour analyser en profondeur cette solution et démontrer la

régularité de la solution stricte.

0.2 Motivation du probléme abstrait et exemple concret :

Les problémes de transmission apparaissent naturellement dans les modeéles décrivant
des phénomeénes physiques impliquant plusieurs milieux, comme la diffusion de la chaleur
a travers des matériaux composites ou la propagation d’ondes entre milieux différents. Ma-
thématiquement, ces problémes consistent a résoudre des équations aux dérivées partielles
(EDP) dans des domaines séparés par une interface, avec des conditions de continuité im-
posées a cette interface.

Plusieurs phénomenes observés en physique et en biologie peuvent etre modélisés par
des problemes de transmissions abstraits, a titre d’illustration, on considére le probléme de

propagation de la chaleur modélisé par
Aw® = h°
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posé dans un secteur hétérogéne d’angle w € ]0, /2| et de sommet S(0,0), défini par

Qf, = 5, UL,

) . *€ 1+€
r; < IS +

La premiére partie du domaine est définie en coordonnées polaires par

Yo ={(pcosp,psing): p<1let¢pecl0,wl},

avec frontiere 0¥, =T', UT ou

Iy == {(cos ¢,sin¢) : ¢ € ]0,w[},
[ = {(pcosp,psing) : p<1letpec{0,w}},

et la seconde partie correspond & une couche d’éppaisseur € > 0, définie également par
Y i={(pcosp,psing): 1 <p<l+eetdel0w},

avec frontiere 90X, =I', U, UTS ol

{ re (1+¢€)cosp,(1+¢€)sing): ¢ €]0,w[},
= {(pcosp,psing): 1 <p<l+4eet e {0,w}}.
On notera par la suite que w_ et h_ sont les restrictions respectives de w® et h¢ sur ¥,. De
meéme, wS et hS désignent les restrictions de w* et h® sur X, respectivement.

On s’intéresse principalement (au chapitre 4 ) a I’étude de V'existence et de la régularité
de la solution stricte w® dans X, et au voisinage du sommet S, lorsque le second membre est

Holdérien par morceaux

(hht) € 0 (S2) x ™ (553)
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et satisfait la condition

h_(0,0) =0

comme indiqué dans [31]. C’est-a-dire, on va montrer que la solution (w_, wi) appartient &

I’espace C? (E_w) x C? (Z_fJ) puis montrer sa régularité, c’est-a-dire
(1) € € (53) x €2 (53)

Ou C?2% (ZZ) est I’espace des fonctions continues sur ¢ ainsi que de leurs dérivées jusqu’a
X, Véri
I’ordre deux, vérifiant que

2 |Diw(z,y) — Diw(’,y)]

sup o < 00
Sen @y |(@y) = (@Yl
) Otz
ou j = (j1,72), |j| = j1 + jo et D’ = —————. Pour plus d’informations sur ces espaces,
811_/1;'8]2y

voir [17].
Ici, on ne suppose pas que la fonction i soit Holdérienne sur tout le secteur Q¢ . Cepen-

dant, h® appartient & C?® (Q_g) si et seulement si
(h,, hi) e C* (E_w) x C% (Z_fu) , avec h = h_sur I',,.

Ce modele peut étre décrit par le probléme de transmission suivant

( Aw® = h_ dans X,
Aw? = h% dans X,
. . ows ow?. r
ws =w == sur I,
T BTy Ty, (0.2.1)
a €
g;;“ =15 sur I
L we =wl =0 surly UILY.

Ou, 0/0n désigne la dérivée normale extérieure, IS est une fonction donnée, et p_, p, sont
les coefficients de conductivité de X, et ¥, respectivement.
Pour cet example, le point singulier situé au sommet S du secteur, est transformé en un
e . . . .
point a l'infini par un changement de variable approprié. Cette transformation entraine que
la condition initialement imposée sur le second membre en S se traduit par une condition

nulle au voisinage de 'infini. Cependant, une analyse approfondie de la limite de la solution



révele que cette limite correspond en réalité & une donnée f_ non nulle. Ce phénoméne
met en lumiére une subtilité importante dans la formulation du probléme, soulignant la
nécessité d’étudier rigoureusement les conditions au voisinage de I'infini. Ainsi, notre example
model vise & mieux comprendre ces comportements asymptotiques et & assurer la cohérence
mathématique et physique du modele sur un domaine non borné avec singularité géométrique.

On peut réécrire le probléme sous forme opérationnelle, pour plus de détails voir
le chapitre 4

0.3 Recherches menées sur le méme théme

Les problémes de transmission apparaissent naturellement dans la modélisation de phé-
nomeénes physiques posés dans des milieux hétérogenes, séparés par une interface, ot par
exemple, la solution est soumise & des conditions de continuité de la température avec la
continuité pondérée du flux thermique. L’etude de ce type s’inscrit dans un cadre mathéma-
tique et s’est développée progressivement selon trois axes
e le cadre fonctionnel adopté (L?, Holder, interpolation, ....),

e les méthodes analytiques utilisées ( formulations variationnelles, intégrales de Dunford,
semi-groupes, et enfin les approches numériques)

e la nature du domaine considéré (borné ou non, cylindrique ou non),.

Plusieurs chercheurs ont contribué a ce sujet dans différents espaces et avec diverses
conditions aux limites. Par exemple,

Dans les espace de Hilbert et dans des domaines non réguliers, K. Lemrabet [25] a
étudié des problémes aux limites de Ventcel pour le laplacien. L’étude proposée fournit une
description explicite des singularités au voisinage des sommets. Par ailleurs, dans le cas
d’un domaine convexe borné de R", I'auteur adopte une approche analytique rigoureuse,
fondée sur les formulations variationnelles, les espaces de Sobolev, permettant de mieux
comprendre la régularité des solutions dans des milieux non réguliers. Ce travail constitue
une base importante pour le développement de la théorie des problémes de transmission.

Dans les espaces de Holder, O. Belhamiti et al. [2] ont étudié la régularité maximale

d’une famille abstraite de problémes de transmission, posés sur deux domaines rectangulaires
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juxtaposés (I'un est une couche mince d’épaisseur § ). En introduisant le concept d’opérateur
d’impédance, ils utilisent une méthode d’analyse s’appuyant sur le calcul de Dunford et des
outils issus de la théorie des opérateurs elliptiques. Ils établissent des résultats d’existence,
d’unicité et des estimations précises, ouvrant la voie & une étude fine du comportement limite
lorsque ¢ tend vers 0.

Une autre avancée notable concerne I’étude de ce type du problémes de transmission [4],
dans laquelle I'opérateur principal dépend explicitement de la variable x. Cette dépendance
introduit une difficulté supplémentaire par rapport au cas classique a coefficients constants.
[’analyse est réalisée dans le cadre des espaces de Holder, sans supposer la différentiabi-
lité des opérateurs résolvants. Les auteurs imposent a la famille d’opérateurs une condition
structurante appelée hypothése de Labbas—Terreni, inspirée de la théorie de la somme d’opé-
rateurs linéaires. [.’étude s’appuie aussi sur le calcul de Dunford, la théorie de I'interpolation,
ainsi que la théorie des semi-groupes, pour aboutir a des résultats d’existence, d’unicité et
de régularité maximale.

Dans [23], les auteurs étudient un probléme elliptique posé sur un domaine hétérogene
composé de trois régions distinctes, représentant des «habitats» interconnectés. Leur ap-
proche repose sur des outils fonctionnels puissants, tels que la théorie des semi-groupes, les
puissances fractionnaires d’opérateurs, avec le H* calcul fonctionnel pour les opérateurs sec-
toriels, ainsi que des propriétés fines des espaces d’interpolation réels. Afin de montrer, dans
les espaces de Holder, 'existence, 1'unicité et la régularité de la solution en établissant des

conditions nécessaires et suffisantes sur les données.

Dans la continuité de ces résultats obtenus dans le cadre continu, plusieurs auteurs se
sont intéressés au traitement des mémes problémes dans les espaces L?, afin de traiter des
données moins réguliéres ou de modéliser des situations plus générales, ce qui permet d’élargir
le champ d’applicabilité des résultats. Des contributions importantes dans cette direction
ont été apportées notamment par Dore et al. [10], & travers l'utilisation de la théorie des
opérateurs d’impédance et d’admittance et du calcul fonctionnel H* pour les opérateurs
linéaires afin de montrer I'existence, 'unicité et la régularité des solutions.

Dans le méme cadre fonctionnel, ’étude a été étendue au cas des domaines non bornés,

qui posent des défis particuliers liés a la perte de compacité et donc au comportement a
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I'infini. Dans ce contexte, Limam [26] a étudié¢ un probléme de transmission elliptique par
la théorie des semi groupes analytiques et la théorie de sommes d’opérateur linéaires de
Dore-Venni.

En revanche, R. Labbas et ses collaborateurs [22] ont étudié certains problémes de trans-
mission posés dans des corps entourés d’une couronne d’épaisseur petite, il s’agit ici d'une
applications concrete concernant la conduction dans les cellules biologiques. Aprés avoir uti-
lisé un changement de variable naturel, les auteurs transforment le probléme en une équation
elliptique abstraite posée dans un domaines cylindriques non borné et grace & une formulation
abstraite et I'utilisation de la théorie des semi-groupes, ils démontrent I’existence, 'unicité,
ainsi que la régularité maximale des solutions classiques pour tout parametre § > 0.

Dans [24], les auteurs poursuivent leur analyse des problémes de transmission dans un
domaine hétérogeéne composé de trois sous-domaines "habitats", en considérant cette fois un
autre cadre fonctionnel de type UMD. Ils examinent les conditions de transmission de type
skewness aux interfaces entre les habitats, et sous des hypothéses appropriées concernant
les données et les opérateurs, établissent des résultats d’existence, d’unicité et de régularité
maximale pour la solution. L’approche repose notamment sur des techniques d’analyse fonc-
tionnelle avancées adaptées au cadre L?, en complément du cadre de Holder étudié dans leurs
travaux antérieurs.

Dib-Baghdadli et al. [9] ont analysé un systéme de réaction-diffusion posé sur deux ha-
bitats, modélisant la dispersion spatiale de triatomines, vecteurs de la maladie de Chagas.
Les auteurs ont montré que 'opérateur de dispersion génére un semi-groupe analytique dans
un espace fonctionnel adapté, ce qui leur permet d’établir I’existence locale de la solution
du probleme de Cauchy associé. Ce type de travail s’inscrit dans la dynamique actuelle qui
vise a relier les modeéles biologiques multi-domaines aux outils abstraits de I'analyse fonc-
tionnelle, tels que la théorie des semi-groupes, les espaces d’interpolation, et la formulation
variationnelle.

Récemment, dans [3], les auteurs abordent la régularité dans les espaces LP pour un
probléme de transmission elliptique & conditions aux interfaces formulées par un opérateur,
impliquant deux parameétres spectraux afin de modéliser des phénomeénes plus complexes et

d’affiner I'analyse fonctionnelle. L’étude est menée dans un cadre abstrait et repose sur une
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combinaison d’outils d’analyse fonctionnelle moderne et de techniques spectrales pour établir
des conditions garantissant ’existence, 1'unicité et la régularité optimale pour la solution
classique, en mettant en évidence le role distinct de chacun des parameétres spectraux dans
la structure du probléme.

Cette thése porte sur ’analyse des problémes de transmission elliptiques dans les espaces
de Holder, dans le cas ot le domaine est considéré non borné. Ce cadre souléve des difficultés
spécifiques, liées a la fois a ’absence de compacité et au comportement de la solution a I'infini,
contrairement aux situations classiques, le cas ot la solution reste significative & 'infini exige
[ 'etude de nouveaux termes et donc utiliser des outils d’analyse plus fins.] On s’inscrit ainsi
dans la continuité des travaux menés dans le cadre Holdérien, en élargissant ’analyse & des
configurations plus générales et plus réalistes, telles que celles rencontrées dans des modeéles
physiques ou la solution - par exemple une température ou une concentration - ne s’annule

pas a grande distance.

0.4 Organisation de la thése et synthése des résultats
principaux

Le présent travail est réparti en cinq chapitres :

Le premier chapitre est consacré & un ensemble de rappels théoriques indispensables
a la compréhension du cadre abstrait utilisé dans 1’analyse des problémes de transmission
abstraits. On y présente d’abord les notions fondamentales sur la théorie des opérateurs
fermés et fermables, la théorie de semi-groupes non fortement continus, ainsi que les résultats
classiques liés aux espaces d’interpolation, et en particulier sur les espaces de Holder, en
précisant leurs propriétés d’inclusion, de régularité et de densité utiles pour le traitement
des équations différentielles. Certains résultats fondamentaux sur les intégrales de Dunford,
les puissances imaginaires d’opérateurs, et ainsi que le principal théoréme de Da Prato et

Grisvard [6] cadre commutatif .

Le deuxiéme chapitre porte sur des lemmes techniques fondés sur la théorie des
semi-groupes généralisés ( cas de domaines non denses). Ces outils permettent de démontrer

plusieurs résultats essentiels dans ’étude de I’holdérianité des composants figurant dans la
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représentation de la solution, en s’appuyant notamment sur les travaux de Sinestrari [34], de

Lunardi [29], Eltaif et al [13], Cheggag et al [5] et Labbas et al [15], [16].

Le troisiéme chapitre est dédié a I'étude du probléeme (Pg 0.1.1] [0.1.1) dans un cas
spécial, lorsque les opérateurs H et K sont supposés nuls, tout en conservant la donnée
f- # 0. 1l s’agit donc a ’étude du probléme de transmission abstrait suivant

uf(z) + Aus(z) = gs(x), = € ]—00,0[U]0, 0],
us(0-) = us(04), pyus(04) = poug(0-) (Ps)
lim wus(z) = f-, us(0)=f;.
Sous I’hypothése fondamentale suivante : A est un opérateur linéaire fermé, défini sur un

domaine D (A) non nécessairement dense dans l'espace E, et vérifie

p(A) D [0, +o00[ et il existe C' > 0 tel que

| - C (H.1)
YA € (0,400 : H(A_/\]> HE(E) = 1+ A

ou p (A) désigne 'ensemble résolvant de A. Lorsque A posséde cette propriété, le probleme
(Ps) est appelé un probléme de transmission elliptique selon Krein [21I]. De plus, cette hy-
pothése permet de définir la racine carrée de 'opérateur —A (on utilise le résultat classique
développée par Balakrishnan [I], lorsque le domaine de A est dense dans E), fondée sur le
calcul opérationnel de Dunford, permettant de définir A% pour tout o > 0, en particulier
dans le cadre des opérateurs sectoriels.

Cependant, ce cas ne correspond pas a notre cadre d’étude, car nous considérons des
opérateurs dont le domaine n’est pas nécessairement dense et par conséquent la théorie de
Balakrishnan n’est plus applicable. Dans ce cas, une théorie alternative a été développée par
Martinez [30], qui étend la notion de puissances fractionnaires aux opérateurs fermés dont le
domaine n’est pas dense et de la théorie des semi-groupes généralisés. Cette extension permet
de travailler dans des situations plus générales, tout en conservant des propriétés analytiques
essentielles & I’étude des équations différentielles abstraites.

Il est bien connu que lopérateur —v/—A := B génére un semi-groupe analytique, qui
n’est toutefois pas nécessairement fortement continu a l'origine, en raison du fait que W C
E (voir, par exemple, [7] et [15]). La différence majeure avec les semi-groupes analytiques

classiques réside dans le comportement de ce semi groupe au voisinage de zéro. En effet, ce



semi-groupe vérifie ef'z € D (Bk) pour t > 0, x € E, k € N* et aussi, pour tout £ > 0 et

k € N, il existe M, > 0 et une constante a > 0 tel que
kk Bt —at
Ht B"e ||L(E) < Mye™.

voir [33].

On établit dans ce chapitre un résultat garantissant l'existence, 'unicité ainsi que la
régularité maximale de la solution stricte, lorsque le second membre (g, g5) appartient a cet
espace de Holder

BUC?** (|—00,0]; E) x C**([0,6]; E)

avec 0 < 2a < 1, telles que
e g et gy sont les restrictions de gs sur les intervalles |—oo, 0] et [0, §] respectivement.
e C?%(]0,0]; E) est I'espace des fonctions a valeurs vectorielles f : [0,0] — E satisfait une

condition de Holder suivante

If () — f @)l
[floq == sup 2a E < oo,
2 €[04 |z =y

Cet espace muni de la norme || f|ly, = [|f]lc(0.5,) + [f]2q €st un espace de Banach.
e BUC?*(]—0,0]; E), est I'espace des fonctions continues, uniformément Holderiennes et
bornées f : |—o00,0] — E avec I'exposant 2a.
Les principaux résultats de ce chapitre sont présentés dans les deux théorémes suivants,
le premier théoréme garantit I'existence et 1'unicité d’une solution stricte du probleme étudié,

en précisant les conditions requises sur le second membre ainsi que sur les données f_ et f; .

Théoréme 0.4.1 (solution strict) Soit A un opérateur fermé vérifiant ’hypothése (H.1)

et soit
g~ € BUC?** (]—00,0]; E) avec g~ (—o0) =0
g5 € C*([0,4]; E) ’

ot 0 < 2a < 1. Alors, (Ps) admet une unique solution stricte si

i) f- € D(A) et Af- € D(A)
i) ff € D(V-A) et V=Af € D(A)

iii) g5 (0) = g7 (0) € D (A).
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Le second Théoreme porte sur la régularité maximale de cette solution, en précisant

également les conditions requises sur le second membre et les données f_ et f5 .

Théoréme 0.4.2 (Régularité maximale) Soit A un opérateur fermé vérifiant ’hypothése

(H.1)) et soit
g~ € BUC?* (]—0,0]; F) avec g~ (—00) =0
g5 € C*([0,4]; E) ’

ot 0 < 2a < 1. Alors, la solution stricte du (Ps) satisfait la propriété suivante

{ (u)", Auj € C*([0,6]; E)
(u)", Au~ € BUC?* (]—00,0]; E)

* i) f-€D(A) et Af- € Dg(a,00)
i) fi € D(V-A) et V=Af{ € Ds(a,0)
iii) gy (0) =g~ (0) € D4 (e, 00).

ot D g(a, 00) est l'espace d’interpolation réel associé a l'opérateur A. Dans le cas ou A

génere un semi groupe analytique généralisé (voir [34|], [29]) cet espace est défini par
D (e, 00) := {a: € E:supt' || Ae || 5 < oo} ,
>0

munt de la norme

.oy = el + supt' A ]
>

Les résultats présentés dans ce chapitre font ’'objet d’une publication intitulée « Maximal
Holder regularity of elliptic transmission problems in unbounded Domains», parue dans la
revue Asia Pacific Journal of Mathematics (voir [11]).

Le quatriéme chapitre, examine en détail le probléeme introduit dans la section de
motivation. Afin de ramener le probléme initial a une forme abstraite exploitable, deux
changements de variables consécutifs sont utilisés pour avoir appliquer les résultat du chapitre
précedent.

Le premier changement de variable consiste a passer en coordonnées polaires avec les

notations suivantes

ve(p,0) = w(pcosh, psinb),
kS (p,0) = h(pcosb, psinb),
L% (0) := 1 (cosf,sinf)
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et les restrictions suivantes

k= Foapown K4 = KL 1redxiouls

et
—— € € .__ €
V=V j0xjowl Y4+ = YV 114ex]0w]"

Le second changement de variable consiste & poser p = e”, avec les notations suivantes

Us (xﬂe) = (P, 9) )
9s (ZL‘, 9) = kae (p> 0)
fi7(0) = (1+€) L5 (0),

ot § = In(1 + €) avec les restrictions suivantes

g = 95,1-00,0[x]0w]s g} ‘= 95,10,6[x]0,w[>

et
U= Us oo 0[xJ0w]s Ug 1= Us,10,5[x]0.w]-

Apreés application de ces deux changements de variables (le passage en coordonnées
polaires puis la reparamétrisation de la variable p ), le secteur angulaire 3¢ se transforme
successivement en un rectangle du type |0, 1 + €[ X |0, w], puis en un domaine semi-infini de la

forme |—o0, §[ X ]0,w[. En plus le probléme initial (4.0.1]) se transformé en la forme suivante :

;

Au~ (x,0) =g (x,0) dans |—00,0[ x ]0,w]
(05) Y Aut (2,0) = gF (2,6)  dans 10,5] x |0,
u™ (0,0) = uf (0,0),

(ct) ou~ o Ouf pour 6 € ]0,w]
P (0,0) = et (0,0), (0.4.1)
+
% (6,0) = f5 (0) pour 6 € ]0,w]

()] u (2,0)=u (z,w) =0 pour z € ]—00,0]

uf (2,0) =uf (v,w) =0 pour z € 0,d].

\
Pour étudier la régularité et établir un lien entre celle du probléme initial (4.0.1)) et celle
du probléme transformeé (4.1.2)), on a etabli deux propositions fondamentales.
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Proposition 0.4.1 Soit a € }0, % [ Alors,

ho€C3* () & k€ C([0,1] x [0,w])
& g € CF(]—00,0] x [0,w]).

Proposition 0.4.2 Soit o € }0, % [ Alors,

B 0% () & k€™ ([L1+d x [0.w])
& gf e (0.1 x[0,u]).

Cg* () = {f € C** () avec f(0,0) =0},
C3* ([0,1] x [0,w]) == {f € C**([0,1] x [0,w]) avec f =0 sur {0} x [0,w]}
et
C?* (]—00,0] x [0,w]) := < f € C**(]—00,0] x [0,w]) :xer}riaouﬁo] ‘g_ (x,ﬁ)} < 00
fe0,w]

avec lim ¢~ (x,0) =0 pour 0 € [O,w]}

Tr——00

Ensuite, on ecrit a I'aide des notations vectorielles usuelles suivante
us () (0) := us (x,0) et g () (0) == g (z,0)
avec cette propriété
Cy* (]=00,0] x [0,w]) = C* (]—00,0];C ([0,w])) N L= (]—00, 0] ; C** ([0, w])) .
voir [32]. Pour rester dans le cadre holdérien on a traité le cas ou le second membre
g~ € BUC™ (]=00,0];C ([0,w])) et gf € C**([0,1],C([0,w])).

Dans les chapitres précédent, On a considéré le cas ou f_ # 0, avec un second membre

g~ nul, dans ce dernier chapitre, nous étudions la situation plus générale ot

lim ¢~ (z) = x #0.

r——00

Cette configuration conduit & un cas particulier dans lequel f_ dépend explicitement

de yet de l'opérateur principal de I’équation. Par ailleurs, un autre opérateur H intervient

Xiv



désormais dans la condition au bord {d}, qui est de type Robin, ajoutant une difficulté

supplémentaire a ’analyse du probléme suivant

() + Aus(x) — wus(z) = ga(x), € ]—00,0[UT0, 4]
(Po)§ us(6) + Hus(0) = f§
us(0-) = us(04) et p_uz(0-) = puj(04)

On analyse la régularité de la solution stricte sous un ensemble d’hypothéses précises

portant sur les deux opérateurs différentiels considérés, définis comme suit :

H.1 L’opérateur A, est linéaire et fermé, de domaine D(.A,) C E, non nécessairement dense.

De plus, il existe des constantes wg > 0 et C' > 1 telles que :

p(Ay) D [wo , +00[, et pour tout A € [wy, +00]

”(Aw - )‘I)ich(E) < m
ou p(A,) est 'ensemble résolvant de 'opérateur A, sous cette hypothése on peut
définir la racine carré de l'opérateur —A,,, noté B, := —/—A,, (pour plus de détails

voir Martinez [30] pour le cas non-dense). En plus cet opérateur génére un semi groupe

analytique non fortement continu & ’origine.

H.2 L’opérateur H est linéaire fermé de domaine D(H), en plus la somme B, — H est

fermable, avec 0 € p(B, — H), et

{(3 - H)™ (( (Bu), E)1-0.00) € D(B.,) N D(H),
B,(B, —H) (D(B.), E)i-9.c) C (D(Bw), E)1-,00,

H.3 On suppose aussi la commutativitée suivante

1

B;'(B.—H) = (B.—H) B,

H.4 On suppose que 'opérateur

M, = I +2b (I — be?) "' Be®B (H—B,) .

est fermé et d’inverse borné

H.5 On suppose en plus que les domaines D(B,) et D(H) sont liés par I'inclusion suivante

D(B,) C D(H).
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Sous ces hypotheéses, on a établi les deux théorémes fondamentaux suivants relatifs a

I"unicité de la solution stricte et a sa régularité maximale.

Théoréme 0.4.3 (Solution Stricte) Soit (g7, gf) € BUC? (]—00,0]; E)xC?*(]0,4]; E)
avec 0 < 20 < 1. Sous les hypothéses (H.1) ~ (H.5), le probléme (P,) admet une unique
solution stricte st
1) 95 (0) — g7(0) € D(B),
i) (B H) 'fi € D(BE) et BB —H) €
iii) (B, — M) g5 (8) € D(B,) et H(B, — H) g+(5)

D(Bw).

Théoréme 0.4.4 (régularité maximale) Soit g~ € BUC?* (|—00,0]; E) et g5 € C**(]0,4];

ot 0 < 2a0 < 1. Sous les hypothéses (H.1) ~ (H.5), la solution stricte de probléeme (P,) sa-
tisfait la propriété de la régularité mazximale suivante

(uf)", Asuf € C*(10,0]; E),
(u™)", Ayu~ € BUC?* (]—00,0]; E)

si
i) 95 (0) — 97 (0) € Dy, (20, +00), 1
i) (B, —H) fi € D(B.) et Bi(B, —H) f; € Dg, (20, +00),
iii) (B, —H) gf(6) € D(B.) et H(B, —H) g7 (6) € Dg, (20, +00).
Enfin, une bibliographie rassemblant les principales références utilisées dans ce travail

conclut cette thése.
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Chapitre 1

Rappels théoriques

Afin de préparer le cadre théorique de cette étude, nous rappelons ici plusieurs concepts

essentiels, notamment les opérateurs linéaires fermés et fermables, les semi-groupes (Cy semi

goupe et semi groupe analytique), les espaces fonctionnels (espace de Holder et petit Holder)

ainsi que la théorie de la somme d’opérateurs linéaire de Da prato et Grisvard. Pour plus de

détails, on se référe aux travaux de A. Lunardi [29], M. Haase [19], R. Dautray et J.-L. Lions
[8], J. Engle et R. Nagel [14], T. Kato [20].

Dans la suite de ce chapitre, X et Y sont deux espaces de Banach complexes.

1.1 Notions fondamentales sur les opérateurs fermés

1.1.1 Définitions générales

1.

Un opérateur linéaire A : D(A) C X — Y est une application linéaire définie sur un

sous espace vectoriel D(A) (appelé domaine de A) et a valeurs dans Y.

On désigne par Im(.A), 'image de A qui correspond a A (D(A)).

On dit que A posséde un domaine dense lorsque D (A) = X.

. Le graphe de A, noté G (A) , est le sous-espace vectoriel de X x Y, défini par

G(A) ={(x,Az) e X xY :z € D(A)}.

. La norme du graphe de A, notée ||.[[ 4, est la norme définie sur D (A) par

2l peay = llllx + Azl

et donne ainsi & D (A) une structure d’espace normé.
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6. Un opérateur A défini sur tout l'espace X (i.e D(A) = X ) est dit borné §'il existe
C > 0 telle que :
[Az]ly < Cllz| -

et P'ensemble des opérateurs linéaires bornés de X dans Y est noté par L(X,Y), cet

espace muni de la norme opératorielle

||5U||L(X,y): sup |l Azlly
llefl x <1

est de Banach, lorsque X =Y, on écrit simplement £(X).

Définition 1.1.1 Soient A et B deux opérateurs linéaires. On dit que B est une extension

(ou un prolongement) de A et on note A C B si

{ i) D(A) c D(B)
ii) Vo € D(A), Ap = By.

Définition 1.1.2 (opérateur fermé) Un opérateur linéaire A : D(A) C X — Y est dit
fermé si son graphe G (A) est un sous-espace fermé de X x Y. Autrement dit, un opérateur
linéaire A : D(A) C X — Y est dit fermé si et seulement si pour toute suite (p,) C D(A)
vérifiant

©n — @, dans X, et Ap, — ¢ dans'Y
alors p € D(A) et Ap = ¢.

Dans ce cas D(A) muni de la norme de graphe est un espace de Banach.
Remarque 1.1.1 Si un opérateur A est borné et défini sur tout X, alors A est fermé.
Exemple 1.1.1 Dans l'espace X = L* (R); l'opérateur
D(T)=H'(R) et Tu =1/,
est fermé.

Définition 1.1.3 On dit que A est fermable si la fermeture de son graphe G (A) dans
X XY est le graphe d’un opérateur linéaire fermé, appelé une extension fermée de A. Parmi
ces extensions, la plus petite est appelée la fermeture de A, notée A et G(A) = m est le
graphe de A.



De facon équivalente, un opérateur A est dit fermable si et seulement si pour tout suite

(¢n), C D(A) telle que
v, — 0 dans X et Ap, — ¢ dans 'Y
alors ¢ =0
Exemple 1.1.2 Considérons l’espace L* ([0, 1]) l'opérateur
D(A)=Cx(0,1) et Au=,
est fermable et sa fermeture est données par
Au=u' et D(A) = H; (0,1)

Théoréme 1.1.1 (Du graphe fermé) Soient X, Y deux espaces de Banach. Une applica-

tion linéaire f : X — Y, définie sur tout X, est continue si et seulement si son graphe est

fermé dans X x Y.

Définition 1.1.4 Soient X un espace de Banach complexe, et A : D(A) C X — X un

opérateurs linéaire ( pas forcément borné). On appelle
e Spectre de A, ’ensemble
o(A) ={A e C: (A— AI) non inversible} .
e Ensemble résolvant de A, le complémentaire du o (A) dans C noté p (A), c’est -a-dire
p(A)={reC:(A—\):D(A) — X est bijectif, (A— )" € L(X) }.
e Résolvante de A, 'opérateur R (A, A) := (A — . A)~! pour X € p(A).

Exemple 1.1.3 Sur X = C ([0,1];L?(0,1)), muni de la norme ||u|y = tgl[()a}l(] [ ()l o 0,1) »

on défini l'opérateur A par

{ D(A)={ueC(0,1];Lr(0,1)) : u (0) = 0}

Au = —u'.

Cet opérateur est fermé et sa résolvante est donné par
(A=A @) = [ e f(s)ds
0
son spectre est vide (i.e. o (A) =) donc p(A) = C.
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Définition 1.1.5 Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés sur X tels que p(A) # 0
et p(B) # 0. On dit que A et B commutent au sens des résolvantes si et seulement si, pour

tout A € p(A) et tout p € p(B) on a
ROVA) R (1,B) = R (1, B) R () A).

Proposition 1.1.1 Soit A un opérateur linéaire fermé. Pour tout A\, € p(A), on appelle

tdentité de la résolvante [’égalité suivante :

1.1.2 Propriétés

Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés de domaines respectifs D(A) et D(B).

On définit 'opérateur somme par
A+B:DANDMB)— X, (A+B)(z)=Az+ Bz
et 'opérateur produit AB (la composition) par
(AB) (¢) = A(Byp),
pour tout p € D(AB) = {p € D(B): Bp € D(A)}. On donne maintenant quelques pro-

priétés importantes sur les opérateurs fermés et fermables.

1. Si B est borné et A est fermable, alors A + B est également fermable.
2. Si A et B sont fermés et A(D(A)) C D(B), alors BA est fermable.

3. Si A est fermé et B est borné, alors BA est fermé.

4. Si A est fermable et B est borné, alors BA est fermable.

5. Si A est fermé et injectif alors A~! est fermé.

6. Si A est inversible, alors pour tout n € N*, A" est fermé.

7. Si p(A) # 0 alors A est fermé.

8. Si A: D(A) C X — Y est un opérateur fermable et sa fermeture A de D(A) sur Y est

bijectif. Alors, par le théoréme du graphe fermé, I'opérateur inverse A : Y — D(A)
A e Ly, X),
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est un opérateur linéaire continue.

Cependant, A~! n’est pas défini globalement, puisque A n’est pas fermé.

9. Si A est fermé, bijectif, et a un inverse borné, alors pour tout opérateur B tel que :
BA " est bien défini (sur un domaine stable),

la composition BA ' est bien définie et bornée si B est borneé.

10. Pour des opérateurs non bornés, la compatibilité des domaines est essentielle pour que

la composition ait un sens, il faut Im(z_l) C D(B).

Remarque 1.1.2 1) A est un opérateur linéaire borné défini sur tout Y .

2) Les compositions suivantes sont valides :

— 1 _ 1

3) On ne peut pas toujours composer A avec A

1

A (Y)=D(A) > D(A),

donc l'image de A west pas nécessairement contenue dans D(A). Ainsi, Ao A" nest pas

toujours bien défini. Mais sur D(A), on a :

./_471./4 = IdD(A) .

1.2 Intégrale de Dunford et opérateurs sectoriels

Définition 1.2.1 (Opérateurs sectoriels) Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire
fermé sur X. On dit que A est sectoriel d’angle 0 € [0, ) s’il satisfait :
i) o (A) C Sp, ot

o _ {z € C\{0} : |argz| < 0} si0<O<m,
710, o0 sig=0 "
ii) pour tout o € 10, 7|,

sup || (ul — ‘A)_1||L(X) < 00
B¢ Sa



et on note A € Sect (), voir [19] page 17.

Proposition 1.2.1 Si A est un opérateur sectoriel d’angle 6 € [0, [, alors A est fermé. Par

ailleurs, les propriétés fondamentales suivantes sont vérifiées :

1. Si A € Sect () et est injectif, alors son inverse A~ appartient également a Sect (6), et

réciproquement.
2. Pour A € Sect (0) et a > 0, 'opérateur a.A est aussi sectoriel d’angle 6.

3. Pour A € Sect (0) et € > 0, opérateur A + el reste dans Sect (6) .

Définition 1.2.2 (Formule de Cauchy) Soient
e f une fonction holomorphe sur U un ouvert de C
o I' un chemin fermé (positivement orienté) dans U qui entoure un point zy € U,

alors on a la formule intégrale de Cauchy suivante,

_ 1 [ f(2)
f<Z0)_2_7T’l zZ — 20
r

Définition 1.2.3 (Intégral de Dunford) (Voir [19] page 27.) Soient

dz.

*) A un opérateur linéaire fermé défini sur un espace de Banach X,

*) f une fonction holomorphe dans un ouvert U contenant le spectre o (A)

*) T un contour fermé dans U, orienté positivement, qui entoure o (A) et reste entiérement
inclus dans le résolvant de A.

Lopérateur f (A) est alors défini par la formule suivante

FA) =5 [ FE T - a7 s

Cette construction repose sur une généralisation de la formule intégrale de Cauchy, et elle
s’applique particuliérement aux opérateurs fermés dont le spectre est contenu dans un domaine

ot f est holomorphe.

1.3 Notions fondamentales sur les semi-groupes

Définition 1.3.1 (Semi- groupe fortement continus) On appelle semi-groupe fortement
continu (ou Co-semi-groupe), une famille d’opérateurs (T (t)),5o C L£(X), vérifiant les trois

propriétés suivantes



a) T (0) =1,
)T (t+s)=T )T (s), Vt,s>0

¢) pour tout ¢ € X, Uapplication t — T (t) ¢ est continue ent =0 au sens fort, c¢’est-a-dire
li T(t)p — =0.
Jim [ 7() ¢ = ollx

Exemple 1.3.1 Soit X = LP(R) avec 1 < p < oo. Pour chaque t > 0, l'opérateur T (t)
défini par
T f(x) = flx+1)

pour tout f € LP(R) forme un semi-groupe fortement continu sur X .

Exemple 1.3.2 Si A € L(X), alors la famille T (t);>0, définie par

_ tA _n n
T(t)=¢e" = n!A

n=0

forme un semi-groupe fortement continu sur X.

Définition 1.3.2 (semi groupe uniformément continu) Un semi groupe (7 (t))i>o est

appelé semi groupe uniformément continu d’opérateur linéaire borné si
15% 17(t) - IHL‘,(X) =0.
Définition 1.3.3 (générateur infinitésimal) On appelle générateur infinitésimal d’un

semi-groupe {7 (t)},.,, Uopérateur linéaire A défini par

t—s0t
T(t)p—

t—s0t t

D(A) = {go € X: lim w existe}

Exemple 1.3.3 Dans l’espace des fonctions uniformément continues et bornées sur [0; 00|

dans R (i.e X = BUC([0,+oc[;R)), la famille d’opérateurs {71 (t)},., défnie par
[T(t)p](s) = @(t + s) pour tout p € X, s, t € R,

est un Co-semi groupe de contractions, dont le générateur infinitésimal est l’opérateur linéaire
A défini par

D(A)={pe X :¢ existe, ¢’ € X}
Ap = ¢ pour tout ¢ € D (A).



Le théoréme suivant donne une caractérisation compléte des générateurs fortement continus

(Co—semi-groupes) sur un espace de Banach

Théoréme 1.3.1 (Hille-Yosida) L’opérateur A : D(A) C X — X est le générateur infi-

nitésimal d’un semi-groupe fortement continu (7 (t)),5, si et seulement si

1. D(A) est dense dans X.

2. Il existe des constantes w € R et M > 1 telles que
{AeR:A>w} Cp(A),

et pour tout A > w, k € N* on a

M

|jar =) < T

En plus, ce semi-groupe {7 ()}, vérifiant |7 (¢)|| < Me**, pour tout ¢ > 0.

Remarque 1.3.1 Si ||7(t)|| <1 pout tout t > 0, c¢’est-a-dire si w =0 et M =1, on dit que

{T(t)},50 est un Cy-semi groupe de contraction.

Définition 1.3.4 (Semi-groupes analytiques) Un semi-groupe fortement continu (7 (t)):>o
est dit analytique s’il existe un angle 6 € |0, 7/2[, tel que :

*) T se prolonge en une famille d’opérateurs T (z) définie et holomporphe sur le secteur
ouvert g = {z € C\ {0} : |arg z| < 0}, a valeurs dans L (X).

*) L’application z — T (2) x est analytique sur ¥q, pour tout x € X,

)T (0)=1 et zezl,,irzn—mT (2)z =z et T (z1+22) =T (21) T (22), pour tout z1, 22 € Ly.

Le théoréeme de Kato suivant donne une caractérisation précise des opérateurs engendrant

des semi-groupes analytiques sur un espace de Banach X.

Théoréme 1.3.2 (de Kato) Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire fermé véri-
fiant

1) D(A) = X



2) p(A) D {A e C*:Re) >0} et il existe M > 0 tel que pour tout A > 0 on a

1 o M
HL‘,(X) 14N

|(AT = A)~
Alors, A est le générateur d’un semi-groupe analytique, en plus
1) il existe M > 0, por tout ¢ > 0 on a [|7 (¢)||zx) < M .
M
2) pour tout t >0, ona 7 (t) € L(X, D (A)) et [[AT (1)|zx) < -
Pour plus de détails, voir [29].

Exemple 1.3.4 Soit X = L?(0,1), avec 1 < p < 400 et on considére l'opérateur

Au =",

{ D(A) = {ueW??(0,1): u(0) = u(1) = 0}

Cet opérateur est bien défini, fermé et densément défini dans LF(0,1). Son spectre est discret

et donné par

o(A)={-k7:k=1,23, ... }
et les fonctions propres associées sont
er(z) = sin(krx), ke N".
En plus, pour tout A ¢ R_, on a l'estimation suivante

1
75 ouf =arg\.

|A| cos 5

[(A—AI

)_1”5()() =

Ainsi, A est le générateur d’un semi-groupe analytique.

Remarque 1.3.2 Lorsque le domaine de l'opérateur A n’est pas dense, la famille (7 (t)),»,
est appelée un semi-groupe analytique généralisé (ou encore un semi groupe analytique non

fortement continu en zéro) pour plus détails voir [7] et [29].

Proposition 1.3.1 (Voir [34] page 19-20.) Si.A génére un semi groupe analytique (7 (t)),q,

alors pour tout t > 0, T (t) peut étre représenté a l'aide de l'intégrale de Dunford par

1
T = — e (2T - A)7! = ey,
(t)x 5 | € (21 — A)" xdz == ez
¥



ol vy est une courbe simple définie par
={zeC:|z|=1et |agz|<otU{z€C:z2=re etr>1}.

ce semi groupe, vérifiant

A(t+s) At ,As

. € =e™e™ pourt,s > 0.

#i. ez € D (A*) pourt >0,z € X, ke N*.
t9t. pour tout k € N, il existe M, (dépendent de M et ¢) telle que

Htk.AkeAtHE(X) < M, pourt > 0.

tv. pour tout k € N* et t > 0, dans L(X) on a

et t — e peut-étre se prolonger analytiquement dans un secteur contenant la demi-droit
positive.

v. Aettz = e Az pourt >0 et x € Dy.

vi. R\, A) e = eM'R (N, A) pourt >0 etXep(A).

Proposition 1.3.2 Lorsque A vérifie I’hypothése suivante

p(A) D [0, +o00] et il existe C > 0 tel que

C
VA € [0, +o0[ : H(A M)~ Hc S 1+ A

Alors, les propriétés énumérées ci-aprés sont satisfaites :

(i) pour x € Dy, on a lime*x = x. Réciproquement, s’il existe hr%e x =1y alors x € Dy

t—0

avec y = T.
t

(ii) Pour x € X etpourt>00na/AdeTeDA cwecA/ Arrdr = ety — 1.

0
t

(#ii) Pour tout x € X et 0 < s < t, il s’ensuit aussi que /eATa:dT € Dy et que

s

¢
A/eAdeT = ey — My,

S

10



Preuve. Les propriétés (i) et (ii) sont établies dans [34]. Pour (iii) en utilise les points (iv)

et (v) de la Proposition 1.1 de [34] p. 19, on trouve

t t

/eATxdT = / (A= A)er (A= A) " zdr

, t
_ )\/eAT (O — A wdr — /dii (A (A — A)2) dr,
puisque t S S
/% (A=A a)dr = (A= A) - (- A) e
done S

t t
/GATl'dT =A(A—A)" /GATIL'dT — A=A et (A - A et

s s
t

comme / eATxdr € Dy, il est alors possible d’appliquer (A — A) des deux cotés de la relation

S
précédente, il vient donc

t t
(A—A) /eATxdT = )\/GATLEdT — My 4 e,

S S

t
par conséquent A / e xdr = ey — eox.
S

1.4 Notions de base sur les espaces d’interpolation

Les définition et résultats de cette section sont issues de [18], [6], [27], [35], et [34].
Dans cette section on désigne par Xy, X; deux espaces de Banach contenus avec injection
continue dans un espace topologique séparé X et on consédere les espaces de Banach suivants

XoN X et Xg+ X7 munis des normes
12l o, = l2llx, + 1zl 5

et

||x||XO+X1 = w:x0+}£f _— (HxOHEO + ||331||E1) .

Le couple { Xy, X} est dit couple d’interpolation.

11



Définition 1.4.1 (Espace intermédiare) Soit { X, X1} un couple d’interpolation. On ap-
pelle un espace intermédiare entre Xy et X1, tout espace X qui contient continiment ['inter-

section Xo N Xy et qui est continiment inclus dans la somme Xo + X;.
Exemple 1.4.1 Les espaces X;, 1 = 0,1 sont des espaces intermédiaires.

Définition 1.4.2 (espace d’interpolation) Soient 6 € |0,1[ et p € [1,400]. On appelle
espace d’interpolation ( ou espace de moyenne) entre X, et Xy lespace (Xo, X1)g, définit
par
’l) Vvt > O,HUl(t) € X; (Z:O,l) : ZL':’LLo(t)‘l'Ul(t)
z € (Xo, X1)g, &= o -
’ ’LZ) t gy € L{: (R+,X0), t 7 uy € LZ: (R+,X1)

ot LP(X) désigne l’ensemble des fonctions f de |0,00[ dans X, fortement mesurables, telles
too dt

que Uintégrale [ || ()% n soit finie.
0

Proposition 1.4.1 Soient p € [1,+00] et 0 €]0,1[. Alors
(Xo, X1)p,, = (X1,X0), 4,
Les espaces d’interpolation entre le domaine de 'opérateur A et ’espace X, noté
(D(A), X),,, == Da(1—0,p)

offrent un cadre essentiel pour étudier 'existence et la régularité des solutions stricte de
certains équations différentielles abstraites, a cet effet, on donne ici certain caractérisation de
ces espaces d’interpolation, notamment si A génére un semi groupe analytique ou un Cy-semi

groupe.

Théoréme 1.4.1 (de Lions) Soient p € [1,4+00| et 6 € |0,1[. Si A est le générateur infi-

nitésimal d’un semi groupe fortement continue noté (e“‘“) 1207 alors
(D(A), X)y, ={z e X :||t" " (" =1)z|, € L2}
muni de la norme

1/p

+oo
B dt
loll oo, = Il + | [ 1070 (e =1yl 5
0

est un espace de Banach, avec les modifications usuelles lorsque p = oo.

12



Proposition 1.4.2 Si A génére un semi groupe analytique, on défini
D4 (0,00) = {x e X :|z|, = Stlig HtlfeAeAtxH < oo}
pour tout O € 10, 1], cet espace muni de la norme
1] p .00y = NI+ Tl -
est un espace de Banach et le sous-espace D4 (0) de D4 (0, 00) défini par
D (0) = {a: € X :limt! ! ety = 0} .
muni de la norme de D4 (0,00) est aussi un espace de Banach.

Théoréme 1.4.2 (Réitération) Soient p € [1,400], 0 €]0,1] et A un opérateur linéaire

fermé sur X, pour tout m € N tels que m0 ¢ N on a

DA’"<07 p) = D.A<m07 p)
en particulier m = 2, on a
, 1
DA2<97 p) = D.A(297 p) si 0 7£ 5
Définition 1.4.3 Pour tout € |0,1[, p € [1,+00] et k € N, on a
Da(0+k,p)={zeDA"): A"z e Dy(0,p)},

Da(0+k)={zeDA"): Az e Dy(0)},
avec la norme
o k
HxHDA(9+k,p) = [|lzflx + HA x”DA(H,p)'

Remarque 1.4.1 Si A génére un semi groupe analytique, alors

Da(0+41,00) = {x € D(A) : sup ||t1*9.AeAt:L'|| < oo} ,

t>0

de la méme maniére, on trouve

Da(0+1) = {w € D(A) : lim |t ~* Az ]| = 0}

t—0

13



Proposition 1.4.3 ([34] page 24) Pour tout 6 € 0,1, on a

D(A) C Dy (0) C Dy(f,00) C D(A).
Proposition 1.4.4 ([34] pages 23-26) Soit A € Sect (0) vérifie

Xo = D4 (avec la norme de X )
Dy, = {xeDA, .A:CED_A}
AoZDAO C Xo— Xo

Aox = Az pour x € Dy,

Alors, I'opérateur Aq est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique borné ¢t —

A

et dans X, qui est fortement continue pour ¢ > 0. De plus, on a e’z = e*z pour t > 0

et © € D4. En plus, on a
Dy, (0,00) = Da(0,00) et Dy, (0) = Da(6)
Si on note EZO la ferméture de D 4, dans D4 (0, 00), alors on a 5?40 = D(0).

Proposition 1.4.5 ([34] page 27) Soit § € |0,1]. L’espace D4 (0,00) est invariant par
AreAt et R(A, A) pour tout n € N, t >0, A € p(A) en plus on a

HAneAt HE(DA(G,OO)) < H*A%At HL(X)

IR Al 2o a@.00)) < TR Al £y -

Proposition 1.4.6 ([34] page 29) Six € X, alors on a les propriétés suivantes

et — <]
0
z € Dy(0,00) < |z|," =sup HtQ_QAZGAtxH < 00.
>0

z € Dy (0,00) < ||z||, = sup < 00
>0

1.5 Puissances fractionnaires d’opérateurs sectoriels

Soit o € C. La question naturelle est de savoir, sous quelle conditions sur l'opérateur A

(souvent A € Sect (0) injectif avec 6 € |0, 7[), on peut définir la puissance fractionnaire A®

14



cette derniere dépend du signe de la partie réelle de o , par exemple si Rea > 0, elle est

définie directement par le calcul fonctionnel holomorphe

"

ou z¢ désigne la détermination principale de la fonction "puissance a " caractérisée par

2% =t i o — e > 0,0 €]—m, 7.

et lorsque Rea < 0, elle est définie via l'inverse de la puissance positive correspondante, a

savoir
-1

Aa — ( A—a)
ce qui nécessite que A soit inversible pour que cette définition soit bien posée.

Proposition 1.5.1 Soient o, 5 € C tels que Rea, Re 8 > 0, on a les proprités suivante

1) A® est un opérateur fermé de X.
2) AP = A2 AP = AP A°.
3) SiRef > Rea, alors D (A?) C D (A®) et en particulier si Rea < 1, alors

D (A) € D(A%).

4) Si A est injective alors A* I'est aussi et (A1) = (A*)7".
5) Si A inversible alors 0 € p (A“).

6) Si A est borné alors A* € L£(X). Si de plus A admet un inverse borné alors, pour

Rea >0,

la proposition suivante donne les propriété de A% avec partie réelle quelconque.
Proposition 1.5.2 On considére o, 5 € C et on suppose que A est injectif. Alors

1) A® est un opérateur fermé de X.
2) A” est injectif et (A*) " = A~ = (A",

3) A*A” est un prolongement de A7 i.e, A¥F C A*AP.
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1.6 Notions fondamentales sur les espaces fonctionnels

Dans toute cette partie (X, ||.|| ) est un espace de Banach (réel ou complexe), €2 est un ouvert

non vide R" de (non nécessairment borné) et k& € N. Pour un multi-indice g = (81, 5, ---, 5n) ,

. iﬁl (a)ﬁn _” |
a_<%) (e exM—;p

e L’ensemble C* (Q; X) désigne 'espace des fonctions, de & valeurs vectorielles dans X,

on note

possédant des dérivées continues jusqu’a l'ordre k. En d’autres termes pour tout 3, |5] < k,
la fonction z — 9 f (x) existe et est continue.

e CF(Q; X) est le sous espace vectoriel de C* (€2; X) dont toutes les dérivées jusqu’a ordre
k sont bornées sur (2, cet espace muni de la norme

I leg@x) = 2 supl|o°F @)l

18]<k T€

est un espace de Banach. Dans le cas ot X = C, on écrit simplement C} (£2).
e L’espace BUCk (Q; X) : désigne I’espace vectoriel des éléments de C* (Q; E) dont toutes
les dérivées partielles d’ordre inférieur ou égal & k sont uniformément continues et bornées

sur . Il est muni de la norme naturelle

1l prcr@x) = Z sup Haﬁf (x)HX’

18]<k 7€

Avec cette norme, BUC* (Q; X) devient un espace de Banach.
On compléte maintenant ’étude des espaces fonctionnels avec les espaces de Holder
C*(Q; X), avec 0 < a < 1. pour plus d’infomation voir [I7].
e C(Q; X) désigne I'ensemble des fonctions a-Holderiennes de €2 dans X, c’est-a-dire 1’es-
pace des fonction f : 2 — X pour lesquelles, il existe une constante C' > 0 telle que, pour

tous x,y €  on a

1 () = F W)llx < Cllz =yl

ou ||.||, désigne la norme euclidienne. On munit cet espace de la norme de Holder suivante

1@ =F Wl ey g,

1fll, =sup[lf (z)[lx + sup
e X TH#Y ||{E - y||2

z,ye)

16



ce qui en fait un espace de Banach. Par ailleurs, si o > 3, alors 'espace C“(£2; X) est
inclus dans C?(£2; X) avec injection continue. En effet, toute fonction a—Holderienne est
également —Holderienne, et sa norme en C° peut étre controlée par sa norme en C®. Si
en plus Q est un ouvert borné de R" et o > (3, alors I'inclusion C*(2; X) C C?(Q; X)
est compacte. Autrement dit, toute suite bornée dans C*(€2; X) posséde une sous-suite
convergente dans C?(); X) voir [36].

e L’espace BUC* (Q2; X)), désigne I'ensemble des fonctions bornées et a-Holderiennes de €2

dans X, c’est-a-dire I’espace des fonctions f : 2 — X telles que

{ Sup,eq [|f (7)[|x < o0
5C S0 Ve y €9 1F ()~ f W)y < Clle—yll

cet espace muni de la norme || f||, = || f|l, + [f],, est un espace de Banach.
e Les espaces h*(€); X) appelés espaces de petit Holder, sont des sous espaces de C*(€2; X)

définis par

he(Q; X) = {f e (@ X) lim  sup W@ =Wk o}.

0=0 0<||z—yl|, <5 |z — yH§

Muni de la norme induite (héritée) de C“(€2; X), cet espace est un espace de Banach.

1.7 Sommes d’opérateurs linéaires de Da Prato et Gris-
vard

Soit A et B deux opérateurs linéaires fermés dans ’espace de Banach X, de domaine D(.A)
et D(B) respectivement, p (A) et p(B) leurs ensembles résolvants non vides. Da Prato et

Grisvard se sont intéressés a la résolution de I’équation opérationnelle suivante
Au+ Bu — Au = f. (1.7.1)

ou A > 0et f € X. Leur approche repose sur la construction de I'inverse de A+ B — Al sous
des hypothéses sur les opérateurs A et B :

(H.DG.1) 1l existe des constantes positives C'4, Cp, et des angles 04,05 € |0, 7] tels que

e Le résolvant de A contient un secteur Sy, = {z € C\{0} : |arg(z)| < m — 84} et pour tout

z € .5
A 3 C
[(A—=I) ||£(X) S IER
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e Le résolvant de B contient un secteur Sy, et pour tout z € Sy,

_ C
L e

e La sommes des angles satisfait 64 + 05 < 7.
e La sommes des domaine est dense dans X i.e, D(A) + D(B) = X.

(H.DG.2) les opérateurs A et B commutent au sens des résolvantes
(A= A)THB—pl)™ = (B—pl) (A=)~

pour tout A € p(A) et tout u € p(B).
Ces auteurs ont montré (voir [6]), sous ces hypotheses et pour f € D4 (o, p)+ Dg (o, p),
ou a € ]0,1] et p € [1,+00] que I'équation (1.7.1)) admet une solution stricte et unique u

donnée explicitement par I'intégrale de Dunford

- 211

u=(A+B-X)""f _—1/(B+z1)_1(A—)\—zI)_lfdz
T

ou v, est une courbe simple orientée de coe™™ & ooe® avec 0y € |05, ™ — 04, demeurant

dans Sy, , N Sp_,. De plus, cette solution a la régularité suivate

Au, Bu € Dy (a,p) (respectivement Dg (c, p)).
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Chapitre 2

Préliminaires et lemmes techniques

Dans ce chapitre, nous présentons quelques lemmes techniques fondamentaux, qui seront
utilisés dans les chapitres suivants pour I’étude de la continuité et de la régularité Holdérienne
des différentes composantes apparaissant dans les représentations de la solution.

On considére A est un opérateur linéaire fermé satisfait ’hypotheése suivante

p(A) D [0,400] et il existe C' > 0 tel que

_ C (H.1)
. B 1
VA € [0, 00 : [[(A =AD"l ) < 7o
et que B := —v/—A. Dans les preuves de certains lemmes techniques on va utliser le fait que

la fonction & — |z|** est 2a—Holdérienne c’est a dire il existe une constante positive C' telle
que

|2 = |y|**| < C'lz —y*.

Lemme 2.0.1 Soit A un opérateur satisfaisant U’hypothése (H.1). Alors, pour tout ¢ €
D(B), on a
1) 1+ BelO=Byp gz Be™Bp € O([0,0], E) si et seulement si By € D(A).

2) x 1+ BBy 1 Be®Bp € C?([0,0], F) si et seulement si
© € DA(1/2 + a, +00).

Preuve. En appliquant le résultat de Sinestrari [34, Theorem 3.1 et Remark page 39|, puis

en utilisant le fait que D(B) := D(.A) avec ce résultat de réitération

DB(l + 2, +OO) = DBQ( (1 + 2@) ) _'_OO) = DA(1/2 +a, +OO>

N | —
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Lemme 2.0.2 Si A vérifie I’hypothése et g5 € C?*([0,4]; F), alors
7 €8 (g () — g (0)) € C*((0,6]; ).
Preuve. Pour tout 0 < s < x <9, on écrit
O (g (5) = 6 (0) = €7 (g (@) = 6 (9)) = a (,5) + (3 9)

ou

et

Les estimations de semi groupe et 1’hldérianité de g5 , montre que

171 (2, 8)|] < Mo (2 — 8)** ||g5 |, -

et que

o—x 6—s
d . d
195 < 0 o [ 62 < 00 b, [ 5

d—s d—x

< My (x— )" ||95 |,

ce qui prouve I'héldérianité de z — e (gi (z) — g5 (6)) sur [0,4].

Lemme 2.0.3 Soit A vérifiant (H.1)). Alors on a les propriétes suivantes

1. Pour tout ¢ € D(A), la fonction x — e~

By — o est uniformément continue et bornée sur

|—00,0] c’est-a-dire

e Bp—pe BUC(]—00,0]; E),

—zB

2. En plus, si p € Do, +00), alors la fonction © — e *2p — ¢ est 2a-Hdélderienne, bornée

et uniformément continue sur |—o00,0] c’est & dire
z— e o —pe BUC*™ (]—00,0]; E),
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3. Pour tout p € D(A), tel que Ap € D(A), on a
z— A(e Py —p) € BUC (]-00,0]; E),
4. En plus si ¢ € D(A) avec Ap € D 4(cr, +00), on trouve que
z— A(e ™o —p) € BUC*™ (]—0,0]; E).

Preuve. 1. Soient x € |—o00, —1] et h > 0. On sait que

T

(6—x890 . (}0) o (6—(x—h)390 . S0) — B/G_SBQDCZS

x—h
donc
B e *ds
B [ e *Ppds|| < M, el < My [ dsllelly < Mikllel.
T—h E r—h x—h

xB

Ainsi, la fonction x — e~ *Pp—p est lipschitzienne sur I'intervalle | —oo, —1] et par conséquent,

elle est uniformément continue sur |—oo, —1]. C’est-a-dire, pour tout € > 0, et pour tout (x,y)
]2

appartient a |—oo, —1]” il existe 1; > 0, tel que |z — y| < 7y, alors

—zB

_ €
le=Fp — o], < 5.

D’autre part, sur le segment [—1,0], et lorsque ¢ € D (B) = D (\A), on sait que la fonction

est continue ( elle est continue sur un compact), par conséquent, elle est uniformément
continue, c’est-a-dire pour tout € > 0, et tout (x,y) € [—1,0]2, il existe 7y > 0, tels que
|z — y| < ny, alors

—zB

_ g
le™5p —e™P¢]|p < 5.

Ainsi, il s’ensuit que x — e "By — ¢ est uniformément continue sur ]—o0, 0] .

En effet, soit £ > 0, tel que pour tout z,y € |—00, 0] il existe
n € {7717 M2, inf (7717 772)} > 07
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tel que |x — y| < 7, alors

—xB

le%e — el <=

Si on prend comme exemple le cas © < —1 < y < 0, donc on peut ecrire |z — y| sous la forme

[z =yl =[(z—(=1) = (y - (=),

on en déduit que

[z =yl > |z = (=D] et |z —y[ =]y = (=1,

dans ce cas, il suffit de prendre n = inf (7, 7) satisfait |z — y| < n, puisque
[z — (=D <|z—yl<n<met [y— (D[ <|z—y| <n<n,

alors

—zBB

le™Pp —e |, < [lePp — e Pyl + e Po — eyl , < S+ 5 =<

E €
2 2

—zB

En conclusion, la fonction z — e P — ¢ est uniformément continue sur |—oo, 0] lorsque

¢ € D(A). Cependant, il est clair que la fonction  — e *Bp — ¢ est bornée, puisque pour
tout « € |]—00,0] on a
le™ P — ¢l p < (Mo + 1) |0l

ce qui signifie que, la fonction x — e *Bp — p € BUC (—00,0; E) .

2) Soit maintenant ¢ € D4 («, 00) . Selon le théoréme de réitération
D 4(cr, +00) = D /=z(2a, +00) = Dp(2a, +00),
il s’ensuit que ¢ € D 4 (a, 00), si et seulement si
sup Htl_zal’)’eBtQOH < 00.

t>0

Ainsi, pour tout z € |—00,0], on a

—x —(x— f 1 —2« —s
[ —9) = (=M )]| < [ 5B B ds

z—h

x

ds
<lelza [ Foa

z—h
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et comme
X

d
/—S = |z** — (q:—h)%“ < |z —(z—h)*

81—2a
—h
par conséquent, on trouve

1
||(67IB<,0 _ 80) _ (ef(x*h)ng — gp) HE < %-hm- HSOHM'

Ce qui montre que x — e Py — p € BUC?** (]—00,0]; E).
Pour les points 3) et 4), et puisque ¢ € D(A) donc e *Bp — p € D(A), et comme
D (A) = D (BB?%), alors

82 (e—mB(p . (,0) — e—acBB?(p . 82@ — A(,D . AG_J:B(,O.
D’aprés le premier point, il s’ensuit que

r— —Ae™"Bp + Ap € BUC (]—00,0]; E)

lorsque Ag € D(A). On fait aussi appel au deuxiéme point et le fait que Ay € D 4(a, +0),
pour deduire que

z— —Ae ™ Pp+ Ap € BUC* (|—00,0]; E) .

Lemme 2.0.4 Soit A vérifiant l’hypothése (H.1). Pour toute fonction gi € C?*([0,6]; E)
avec 0 < 2a < 1, on a
T

l.z+— B/G(IS)B (95 (s) — g5 (0)) ds € C**([0,6]; E),

0
é

2. x—> B/e(s_“””)B (95 (s) — g (z)) ds € C** ([0,6]; E) .

Preuve. La continuité de Holder de la premiére application est assurée par Sinestrari [34].
Pour la seconde application, on peut I’'obtenir en procédant de maniére analogue a la démons-
tration de Sinestrari. En effet, pour € [0, ], on note g5 (6—x) := hy (z) ety := d—x € [0, 4],

donc

/ 8 (g (s) = g3 (v)) ds = / 0708 (g (6 — 1) — g (x)) dt



Il résulte de ce qui précede que w° (y) € D(B) (losque y = 0 est évident) pour tout y € [0, d].

De plus, on a
Yy
2«
B’ @y <3 | [ =07 de | sl <2050,
0
donc

s

52&
/Be(s—x)B (95 () —gf (x))ds|| < Ml% ||9;“2a’
. E

Ainsi, il reste a prouver que Buw® € C?*([0,6]; E). En effet, pour tout h > 0, et 0 < y <
y+h<d,ona

w’ (y +h) —w’ (y)
- / OB (1 () — hy(y + ) dt — / 008 (1, (1) — h.o(h)) dt

=) (y) + w (y) + ws (y),

wi (y) = / (W98 — w=8) (b (t) — hy(h)) dt,
wh (y) = — / OB (1 (y 1) — B (h)) dt,
et

y+h

wily) = [ I8 (g fe) = iy + ).

Yy
Concernant la premiére fonction, on peut écrire

y+h—t
B (et 08— -08) (b, 0) < () = [ B (helt) = b)) dr
y—t
donc
y+h—t
Bt <ly—tf| [ Bear| b,
y—t
y-l—h—td
o T
<iay-0”| [ Flind,
y—t

<My (y =" (y+h—= )" Dy,
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Par ce changement de variable y — t = A7, il s’ensuit que

1Bui(2)]| < M,h?a.umuh./ﬁm 1) ar
0
< Oz | g5 |-

grace a la convergence de l'intégrale impropre / 2ol (7 + 1)71 dr.

Pour la seconde fonction, en utilisant ce changgment y+h—t=s,ds= —dt, et le fait que
Yy y+h
/e(y+ht)8dt _ /es‘BdS’
0 h

pour prouver que
Buwjy(y) = =B (hy(y + h) = hy(h)) + " (hy(y + h) — hy(h)),

donc

|Bwy(y)|| < 2Mo. B> ||h ||y, < 2Mo. B> 95 I, -

Par ailleurs, pour tout ¢ € [y,y + h] on a
|BeWH 0B (b (t) — hy(y + )| < My (y+h =) ||y,

donc
y+h

B8l < Mol [ ot b0 <

on en déduit que

M,y
B0 () - Bu ] < (C.Ma+ 230+ 50 ) 2 g,

et par conséquent Buw® € C?*([0,6]; E) en plus, on a

M,
HBw(SHC?a(O(S]E) C.M; +2Mo + -~ Hgé Hza
2c0

Lemme 2.0.5 Soit A un opérateur vérifiant 'hypothése (H.1)). Pour toute fonction g~ €
BUC?* (]—oo,O];E) avec 0 < 2a < 1, on a

1_$H3/ @98y~ (s)ds € BUC™ (|—00,0]; E),

—0o0

2.1 — B/e(sx)B (g7(s) — g (x))ds € BUC** (]—00,0]; E).

T
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Preuve 1. On vérifie que l'intégrale est bien définie, lorsque = € |—00,0], en effet

x x

/e(z—sﬂfg— (s)ds|| < Mo/e‘a(’”‘s)ds I}naXO] Hg_ (S>H
s€|—00,
oo E -
e~ @=5)1" _
<0 || o,
M, _
<22y

Etant donné que ¢~ est uniformément continue sur ]—00, 0], alors pour ¢ > 0, il existe n > 0

tel que pour tous x,y €] — 00, 0], si |y — z| < 7, alors

lg~ ) — g~ (@), <e.

Pour z €] — o0, 0], on écrit

B / e 9By~ () ds = / Bele=#)B (97 (s)—g (x))ds
+ / Bele=)B (9 (s)—g (x))ds

xT

+ /Be(x_s)Bg_ (x)ds

— 00

=1 (z) + I (x) + I3 ().

2a—1

Pour le premier (puisque s < 2 — 1 donc (z — s) < 1), on obtient

1@l = | [ B (g ()~ g @) ds

1 all _
<t [ e @ o,

— 00

r—1
< Ml/ea(ms)BdS

— 00

HgiuBUc’w (—00,0; E)

r—1

M
<o, [ereeus g, < 2 ),

—0o0
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Pour le second cas, on a

1> ()| 5 < / 1B g [lo™ (5) = 97 (2)]| p ds

xT

< [ (oo s,
z—1
M al® _
< 2_01 [_ (x B 3)2 ];;;71 Hg ||2a
M
< 5o 97l

Pour le dernier, il est clair que

xT

Is(z) = lim B [e@ 98¢ (z)ds,

r—-+00

et que
B/e(’”—s)Bg_ (x)ds (e(“T)B —1)g (2),
cependant
et 8™ @[] ; < Moe™ 7 g™ |l
lorsque r tend vers I'infini, ce dernier tend vers 0, donc I3 (x) = —g~ (), et par conséquent

17 @)le = =9~ @5 < llg" ||z
En conclusion,
B/e@-sﬂ’”g‘ () ds| < (% T 1) 9™ loa -
cela montre que ©r — B f e(*=)Bg= (s5) ds est bornée. Il reste & prouver qu’elle est uniformeé-

— 00

ment Holder continue. Soit maintenant z, y €] — 0o, 0] avec x < y, et on note ( =y —x > 0.

On peut alors écrire cette différence sous la forme

Yy z 5
B / 6(y—s)Bg— (8) ds — B / e(ct—s)Bg— (S) ds = Z I (C, x,y)
. o i=1
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telles que les fonctions I; ((, x,y) sont définies comme suit

x—(C
I (¢,z,y) = B / (eW=B — @B (g7 (s) — g~ (x)) ds,

I (¢,z,y) =B / (eW=B — @B (g7 (s) — g~ (x)) ds,
z—(C

)

I3 (z,y) = B/G(y‘S)B (97 (5) =g () ds,

x
T

Ii(z,y) =B / (W8 — ele=I8) g~ (2) ds,

—0o0

)
et I5 (z,y) = B [ e84 (y) ds.

I’étude de la prgmiére fonction donne
2=¢
15 Gl < [ 1B = Belr8] g™ (5) = g7 @),

et comme
yfs

Be(y—s)l’)’ o Be(az—s)lg _ / BQGtht

r—S

puisque y — s > 0 et x — s > 0 pour tout s < x — (, il en résulte que

rz—Cy—s

dt all —
15 Gl <t [ [ G @=9llg |, ds
=
_ y—x o
< My|lg Hza/ (y—5)(z—5) (v —5)"" ds
=7
<Ma(y =) o[, [ (oo
M- _ o
< g, (-
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Passons a la seconde fonction,

1 (Cag)lp < [ [[Bet 98 = B g (s) ~ g (o) ds
z—¢

< / ( M | M )(x—s)za”g_umds

y—Ss T—3S
z—(

<ot ||g |, / (z— 5 ds
z—C
< P gy, [~ - )]

xT

My a
<M - 2

En ce qui concerne la troisiéme, on a

M1 o Ml N
(= ) Ngllza ds < 5 N]0 (v — 2)*

Yy
Bl < [

xT

Pour ce qui est de la quatriéme, il est important de remarquer que

T

Iy (z,y) = lim B/ (e(y_S)B - e(I_S)B) g (x)ds,
avec

B/ (e(y—s)B . 6(uv—s)l’j’) g (l’) ds = [(I _ 6(y—av)lS’) + (€(y+7’)3 . €(m+r)6)] g (I) :

En plus, on a
(0475 — 8 = @) Mo (e~ — 50 [

ce dernier tend vers 0, lorsque r tend vers 'infini, par conséquent I (z,y) = (I — ely—2)B ) g (x).
En ce qui concerne la cinquieme fonction I5 (z,y) = (e¥™% — I) g~ (y) on va la traiter avec

14, en remarquant que

114 (2, y) + Is (z, )| = |lg~ (@) =g~ () + B (g~ (y) — g~ (2))]]
< (" =D)|l[lg” (v) =g~ (@)

< (My+1)lg7]|,, (v — )™
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En résumé, la fonction 2 — B [ e(*=)Bg~ (s5) ds est 2a-holdérienne avec

—00

Y x

B [ 98y (s)ds — B [ 98" (s)ds| < C gl (v~ 2"
M. 3M
ot C=—2 4+ 2Ly Mo+ 1.
1 —2a 2

2. Montrons maintenant la continuité de Holder uniforme de la fonction

0

v B [ (g (5) — g (@) ds

sur l'intérvalle |—o00,0[. En effet, pour tous x <y <0, on a

0 0

B / B (g7 (s) — g~ (x)) ds — B / e (g7(s) — 9~ () ds
=P / =B (g7(s) — g (x)) ds + B / (€78 (g7 (s) = g™ (2)) — "5 (g7 (5) =g (1))] ds

et en plus le dernier terme s’ecrit aussi sous la forme

B [ 6 5 6) - (2 - 0% (g0 — )]

Y

= B/ (e(s_z)B - e(s_y)B) (9 (s) —g (x))ds

+B [ "8 (g7 (y) — g7 (x)) ds

s —

donc, on peut récrire

B/e(SI)B (9 (s)—g (x)ds—B

< \O
aQ
T
N
&
—
QQ\
—~
VA
~—
Q\
—~
<
~—
SN—
IS
VA
I
o~
—~
8
<
~—

telles que



0

I (z,y) =B / (78 — =98 (g7 (y) — g™ (x)) ds,

Y

et I (r,y) = B / eI8 (g () — g (1)) ds.

En étudiant la premiére intégrale, on remarque que

Y
1
I Geg)l < 041 [

xT

< o =2 g7 ||, -

(s -2 ds g,

Pour la deuxiéme intégrale, on utilise le fait que e(*=®)8 — (s=¥)8 = 3 i e™Bdr, il vient que
s—y

0 s—x

|I2 (J},y)| = 62// e™B (g_(y) — g_(1'>) drds

0 s—x
d o
<M lg | [ [ 55— 0 as
Yy s—y
0

)2&71

<M= o, O

d
— 1) o

Y
0

<ty =) o, [

)2(171

ds,
y

Gréce a ce changement de variable s —y =t (y — z), il s’ensuit que

o0

I e )] < Moy =2, [

t2a_1

t+1

dt,

ce dernier intégral impropre converge et prend la valeur C. Pour la troisiéme intégrale, on a
0

| ()| < M, / (s — 2 ds| g, < iy — oy |lg,.

20
donc
B [ (g(s) — g () ds = B [ (g(5) 7)) ds
< (M1 + My.C + %) (v — 29" ||,



Lemme 2.0.6 Soit A vérifiant ’hypothése (H.1)) . Pour toute fonction g— € BUC?** (]—00,0] ; E),
on a

e P (g7 (z) — g (0)) € BUC* (]—00,0]; E).

Preuve. Il est clair que la fonction  — e=*5 (g~ () — g~ (0)) est bornée, car pour chaque
x € ]—00,0] on a
le™" (9™ (@) =g~ @) < 2Mo [l

et pour tout h > 0, on a

le=F (g™ (@) =97 (0) = M5 (g7 (@ = h) — g™ (0)]]

= [(e7F — e @ME) (g7 (2) — g7 (0) + e (g7 (x) — g™ (x — h))]|

xT

< B/e‘sg (7 (@) =g~ (0) ds|| + [le"“ 5 (g7 (2) =g~ (x = h))]|.

Par la suite,

[ = o |,

d
< M, %ds Hg_Hm’
e
“h
d’ou
B e (@)~ g 0)ds| < M g,
z—h
or, on a

e =8 (gF () — g (w = )| < Moh2.0 g7,

puisque la constante de Holder reste inchangée par rapport & x et x + h, alors la fonction

x — e B (g7 (r) — g (0)) est bornée et uniformément Holderienne sur |—oo, 0].

Lemme 2.0.7 Soit A vérifiant Uhypothése (H.1)). Pour toute fonction gi € C?**([0,6]; F)

avec 0 < 2a < 1, les valeurs suivantes

0 0

B [ (55 (5) - g ) ds. B [ 9 (g} (s) - 91(2)) ds.

0 0

appartiennent a l’espace d’interpolation Dg (2, +00) .
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Preuve. Pour démontrer ce résultat, rappelons que

120 ps 20,00y 7= [1ll20 = 2]l + []30

ol [z],, = sup ||[t'2*BeP'z|| < oo.
>0
Pour le premier élément, en effet

5 5
B/GSB (g5 (s) — g5 (0)ds| = /tl_hBQe(HS)B (95 (s) — g5 (0)) ds
0 2a 0
5t1—2 2
as (63
< | o] 167

0

A cette étape, le passage a la variable s = t7, permet de montrer que

%)
2c¢

)
/ H BRI (g (5) — g5 (0) ds | < Mo g7, / TEREEA
0 0

de la méme maniére, on obtient

5 5
1-2a 122 (t4+6—5)B [+ + [ S>2a +
[ g ) - i @) as| < 0| [ s 197 [,

t+9—
/ ) (t+d—s)
N e 7_204
< M. / ———dT < 0,
<Mz |5 [, (1+7)
0
5
par conséquent 'B/ e@=9)B (g (s) — g (0)) ds|| < oc.
0 2a

Lemme 2.0.8 Soit A un opérateur vérifiant U’hypothése (H.I). Pour toute fonction g~ €
BUC?* (|—0,0]; E) avec 0 < 2a < 1, on a

T — B/eSB (97(s) — g (0)) ds € Dg (2, 0) .

— 00

Preuve. On écrit

B[ (g ()~ g (0)ds
= B/eSB (97(s) =g (s))ds + 8/658 (97(s)—g (0))ds
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Pour le premier terme, il est clair grace au propriétées des semi groupe que,
-1

B/e_SB (9 (s)—g (0))ds e D(B*) ¢ Dg (20, 00)

— 00

pour tout k € N\ {0}, en effet

-1

B’“*l/e_SB (97(s) =g~ (0) ds|| < Mk—i-l/%ds' g™l

—00

ds _
< Mk+1/m- g™ [l, < o
1

Pour la deuxiéme intégrale, on a
0 0

Bl () g = O)ds| = | [HB (g7 (5) g (0) s

-1 2a —1

0
1120 (_8)2a -
< M, /st 19710

—1

Pour —s = tr, il suit que

0 1122 (_S)2a 0 1122 (t7)2a 720

[ s = [E = [T i<,

i (t—s) /o (t+17) ) (1+7)
0

Ainsi B/GSB (9 —(s) —g—1(0))ds € Dg (2, 00).

—00
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Chapitre 3

Analyse d’un probléme de
transmission abstrait sur domaine non
borné : Cas f_ non nul et second
membre nul au voisinage de I’infini

3.1 Présentation du probléme

On se propose d’etudier le probléme de transmission abstrait suivant
uy(x) + Aus(x) = gs(x), = €]—00,0[U]0,4[, avec § >0
us(0-) = us(04), peu(0:) = puy(0.) )
lim ws(z) = f, uh(8) = f.
ol p_ et py sont deux nombres positifs réels, f5 et f_ sont des éléments donnés dans un
espace de Banach complexe F.
Supposons ici, que A est un opérateur linéaire fermé de domaine D (A) C E (n’est pas

nécessairement dense dans ’espace F) vérifie ’hypothése suivante

p(A) D [0,400[,3C > 0 tel que
VA € [0, 400 [[(A—AD7T"| < &

1+A

(H.1)

dite d’ellipticité au sens de Krein [2I]. Lorsque A posséde cette propriété, on peut définir
v/—A en plus, Popérateur —/—A := B génére un semigroupe analytique qui n’est pas né-
cessairement fortement continu a Porigine car D(A) C E, voir par exemple [7] et [I5].

Dans la suite, g~ et g5 désignent les restrictions de la fonction gs aux intervalles |—oo, 0] et

[0, 6] respectivement. De maniére similaire, les notations u~ et uy désignent les restrictions

de la solution us sur ces mémes intervalles.
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L’étude est menée ici dans le cas ot le second membre est 2a—Holdérien sur chaque intervalles

|—00,0] et [0, ] c’est-a-dire
g~ € BUC* (]—00,0]; E), et gf € C**([0,6]; E),

ce qui joue un role essentiel dans 'analyse de la régularité de la solution.
On s’intéresse ici a la solution stricte du probléme (Pjs) c’est-a-dire on doit trouver une
fonction us = (u™,uf) satisfait

(3.1.1)

u™ € BUC? (]—00,0]; E) N BUC (]—00,0]; D (A)),
uy € C*([0,6]; E) N C([0,6]; D (A)),

et cette solution a la régularité maximale suivante

{ (u™)", Au~ € BUC?** (|—00,0]; E)
(u)", Auf € C*([0,0];E).

3.2 Représentation explicite de la solution
3.2.1 Problémes auxiliaires

La structure du domaine |—o0,0[ U ]0, ] permet de décomposer le probléme (Ps) en deux

problémes auxiliaires, chacun associé a un intervalle, le premier est
(uf)” (x) + Auf (2) = gF (x), = €]0,4],
(up) () = [, et ug (0) =,

posé sur (0,0) et le deuxiéme posé sur la demi-droite négative
(u)" (2) + Au(z) = g~ (z), @ €]—00,0[,
() (0) =, et u™(~o0) = f,

ou ¢ et ¢ sont des éléments auxiliaires données dans F.

Pour résoudre les deux problémes (P_) et (P, ), on résout I’équation abstraite
ug (z) + Aug(z) = g(x) (3.2.1)

pour tout = € [a,b], a 'aide de la théorie des semi-groupes et la transformation du Krein,

suivante



ou B := —v/—A. La dérivée de y est

1 1 ,
y(x) = §(Uﬁs($) — V() = 5 (us(w) + B ug(w)).
En utilisant I’équation (3 c’est-a-dire uf(x) = B*us(x) + g(z), on trouve

(@) = 5e) + Bus(w) + Bg(2))

1
= 5 (=Bv(x) + Bus(x) + B~ g(x)),
donc y vérifie le probléme de Cauchy abstrait suivant

{ y'(z) = By(z) + %B‘lg(ar), x € [a,b] ,
y(a) = &,

de méme, la fonction z vérifie le probléme de Cauchy abstrait suivant
1
{ 2 (x) = —Bz(z) — 5[3’19(37), x € [a,b] ,
Z(b> = gla

Il est connu que, pour tout x € [a,b], les solutions y, et z sont

( x

1
y(x) = —Bl/e(IS)Bg(s)ds + e(”*“)B&),

:_B / s—x) d8+6(me£,

et comme us(z) = y(r) + z(x), alors la solution us est donné par
us(x) = VB 4 b-0)Bg, 4 B / =984 (s)ds + B / =B (s)ds, x € Ja, b|.
Par conséquent, sur I'intérvalle |0, §[, la solution est de la forme
T é
1 1
uf () = e™Bey + e 0BE 4 5871 / @Byt (s)ds + 5871 /e(sm)Bg;(s)ds, (3.2.2)
0

ou & et & sont des constantes arbitraires dans F, pour les déterminer en utilisant les

conditions aux limites
uf (0) =, et (uf) (9) = f;.

37



En dérivant u;, il vient que

xT

)
1
(1) (2) = Bty = B0 5 [ s =5 [z o,

0

ensuite, pour z = ¢ et x = 0, il en résulte

( x

(u;)l (0) = BeB¢, — B¢, + %/e(és)ng(s)ds = fgr,

0

uf(0) = &+ 6 + B /esﬁg; ds = ¢

\

Cela nous conduit au systéme suivant

( xT

BeBgy — B¢, = I - %/e(é_s)sg;(s)ds

0

5
&+ B = — %B‘l/esgg;( )ds,
0

\
qui admet pour déterminant Popérateur A := B(I + ¢*8), cet opérateur est inversible et son
inverse A™! = (I +¢€2B)~1B~1 (pour (I + €*5) voir Lunardi [29, Proposition 2.3.6 page 60])
donc la solution du systéme est

5
B_l/ (14 e*079)B) eBgl(s)ds| , (3.2.3)
0

50 — ([+ 6263)—1 w +B_1€5Bf;_ .

DN | —

et
& o= (I+¥B) | =B f + B+ B / e*B) =Byt (s5)ds | . (3.2.4)

Passons maintenant au deuxiéme probléme auxiliaire, en fixant b = 0 et en faisant tendre
a — —oo on obtient une famille de solutions sur (—oo, 0]. Ce passage a la limite doit étre
effectué avec soin c’est-a-dire il faut vérifier la convergence des solutions, la validité des
intégrales intervenant dans la représentation, ainsi que la bonne définition de I’action du

semi-groupe sur un tel domaine non borné.

38



Dans le cas ot u~ (—o0) = 0 et g~ (—o00) = 0, les solutions sont de la forme

xT

0
1 1
u”(r) = e PE + 58_1 /e(w_s)Bg_(s)ds + EB_l/e(s_w)Bg_ (s)ds, (3.2.5)

voir [26], on utilise la condition v~ (0) = ¢ il vient
. 0
Co=—-B o+ 58_1 /e_SBg_(s)ds.

Dans le cas ot u~ (—o0) = f_ # 0, on utilise ce changement de fonction v_(z) = u™(z) — f_.
Dong, pour f_ € D(A), le probléme (P_) se transforme au probléme suivant

V() + Av(2) = — A+ g~(2), i
{ V' (0) =, et xEIEloo v_(z) =0, (P)

la solution de ce dernier est de la forme

xT

0
1 1
v (z) =€ PH + 5B / eI ds + B / e P8 f_ds

0 T
1 1
+ 58_1/6(3_”)69_(s)d8 + 58_1 /e(w_s)gg_(s)ds,

On a remplacé le second membre dans ([3.2.5) par —Af_ + ¢ (.) et —B% = A.
Pour déterminer la constante &, en dérivant v_ pour z € |—o0, 0],

T

0
1 1
V(o) = ~Be B+ 3B [ ds - B [ s

T 0
1 1
+ i/e(xS)Bg(s)ds - 5/6(51)89 (s)ds
en posant x = 0, il vient
1 ) 1 ;

V' (0) = —B&, + 582/6_58f_d8 + 3 /e_SBg_(s)ds,

donc,
0 0
1 1
&=-Blo+ §/eSBdes + 581/633g(s)ds,
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et par conséquent

0 0
1 1
R / e BB ds + S B / e” By (s)ds.

—0o0 —0o0

Ainsi la solution du probléme (P_) est de la forme

x

u(2)=fo+ 5B / e B f_dr + B,

—00

0 T
1 1
—I—58_1/6(8_z)89_(5)d3+58_1 / =By~ (5)ds
avec
1 : 1 :
e ™Be, = —Ble By + 3 / e CTIBBf ds + 58‘1 / e~ @By (5)ds.
0 0

Remarque 3.2.1 Puisque f_ € D(B), alors, on a B/e_Sdes = /e_SBdes.

xT

Remarque 3.2.2 Si f_ € E. On note d_(z) = /eSBf_ds définie sur|—o0,0[. Alors

—00

1) Pour tout x € |—00,0[, d_(x) € D(B) et que

Bd_(r) =B / e Bfds=—e"Bf_.

2) Si f_ € D(B), alors
0

B/eSdes = —f_.

—00

Preuve. 1) Soit x € R_, on prouve que d_(z) € D(B). Soit A € p(B) (on peut prendre
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A =0). Alors pour r > 0 assez grand

x x

/e_SBf_ds = / (M —B)e B\ —B)™" f_ds

-r -
T x

= )\/688 (M —B)" fds — /BeSB (M —B)" f_ds

-
x

- )\/658 (M —B)" fds + /% (e B (X —B)™" f_) ds

B A/ B =B)" fuds+e (M = B) " fo— B (M - B) [

bt

T

Par conséquent /e_Sdes € D(B). Or on a

b

e AT =B -] < Moe I

lorsque r tend vers +o00, on trouve que

/ e~ f_ds = \ / e EN=B) " fods+e B -B) f

En appliquant (A — B) des deux cotés, on obtient

B/e_SBf_ds = —e ®Bf

2) soit f_ € D(B), alors
0

B/eSdes = —f_.

—00

Ainsi, la solution u~ du probléme (P_), s’écrit

W (5) = o - 5 e

xT

0
1
B_l/e(s_””)gg_(s)ds + 58_1/6(96_8)89_(8)(18

—00

1
2
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ou

0
1 1
e ®Be, = —Ble By — ie*xBf, + 5871 / e~ @By (s)ds, (3.2.7)
D’autre part, on a supposé que f_ € D(A) C D(B), alors

u(2) = fo— e+ e

T

0
1
+§B_1/e(8 DB g~ (s)ds + B /e(x_s)Bg_(s)ds

avec

Remarque 3.2.3 La condition au voisinage de l’infini est satisfaite, car

xT

@)= £ < e B &= £+ 5 B [ e (s)as

1

+§ Bl/e(sx)lgg(s)ds

T

Cependant, il existe a > 0 et My > 0 tel que

[e7F (&2 = P < Moe™ [lg2 — f-II .
et
B_l/e(“” By~ (s)ds|| < Mo ||B~ 1H£ /e_a(“”_s)ds supHg_(s)H
s<x

M, _ _
< 251y s g~
Donc, lorsque x tend vers —oo, on en déduit que

lim e (& — )| =0 et hm sup ||g~(s)|| =0

T——00 ——00 <y
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Puisque la fonction g~ est uniformément Holdérienne et bornée sur |—o0, 0], et sa limite tend
vers 0 lorsque v — —oo. Par conséquent
lim Bl/e(xs)Bg(s)ds =0.

T——00
—00

On décompose le troisiéme terme sous la forme
—B / s=2) s)ds + B / s=2) ds:=1 (z) + L1 (z)
Pour le premier, en effet

e~ ds | sup Hg’(s) H

s€|r,5

M,
10 @)l < =187

N \w\&

< S H (e = 1) sup_flg~(s)]]

se|x, 5
Puisque g~ (—o0) = 0, alors la limite de SUPge [, 2] lg~ ()] est aussi nulle lorsque x — —o0.
’2
Cela implique que lim |I; (z)] = 0.

Pour le dernier terme, on a

12 ()] <

IN

0
M, — — —a(s—zx
B, [feeas
%

[SIE]

]

M, — — ar a
< SB[l fe =

T
lorsque (e‘” — 6“5) tend vers 0 lorsque x — —oo, alors

lim ||u f_|| =0.

Tr——00

3.2.2 Expression explicite de la solution compléte

En utilisant les formules de u~ et u; définies respectivement par (3.2.613.2.7) et (3.2.243.2.3

3.2.4]), ainsi que les conditions de transmission ci-dessous,
— + /
u” (0) = ¢ et o = p (uf) (0),
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ou = Z—*, on obtient le systéme suivant

Blo+y=0b
3.2.8
{ o WB(I + 51— )y = (3:25)
telles que
0 0
=f+ /e_SBBf_ds + B_l/e_sgg_(s)ds
et

5
by = 2M(I + 6266)—1666’f6+ _ M([+ 6268)—1/ (esB + 6(26—5)8) ggr(s)ds.

0
Le déterminant symbolique de ce systéme est de la forme

(I T 6266’)71 (I—l— 6268 —i—/L(I 268)) ([ + 6268) Du

L’opérateur D, admet un inverse borné voir ([26, Lemme 7. ]), il en résulte que le produit
(I + %5 )_1D est lui-méme un opérateur inversible d’inverse D' (I +€*F). Par conséquent,

le systeme (3 admet une solution unique (p, ), explicitement déterminée par
0
¢ =—2uD, " BB+ DN+ €*P) f- + DI + €F) / e *BBf_ds

—00

0 0
+ILLD;18_1/ (GSB+ (20— S)B) ( )d8+D (I+6263) 6_1/6_889_(S)d8.
0 —00
et
0
p = QMDljle‘st;r + ,uD;lB([ — B f 4 uD;lB(I - 6256>/6_888f_d5

— 00

0

5
— ,uD;l/ (eSB + 6(26_5)6) g5 (s)ds + ,uD;1 (I — 6268) /e_sgg_(s)ds.
0

—00

En remplacant ces expressions dans les formules de &y, &7 et & . Aprés quelques simplifications,

on obtient

s
1—
—'uDllS’l/eSngr(s)ds

50 _ (1 . )D71871€68f+ _ 5

_1__luDlB /265)B+ dS+D IB /sB
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51:_(14_“)8711);1]0; ( JBD 1B /SB +

“D 15" / OByt (s)ds + BD, B /—85’ ~(s)ds,

et
0

1
& = —QMB_IDglewf; + §D;1 [1+e*P — pu(I — e*P)] B_l/e_SBg_(s)ds

—00

+,LLBID#1/ (esB_i_e(Zéfs)B) ggr(S)dS

3.3 Reésultats principaux

Les deux théorémes suivants constituent les résultats fondamentaux relatifs a 'analyse du
probléme (Ps) . Le premier théoréme établit I'existence et 'unicité d’une solution stricte du
probléme, sous certaines conditions sur les données. Les données f_ et f; expriment l'effet
des bords du domaine tandis que la différence g5 (0)— g~ (0) traduit 'effet de I'interface entre

les deux milieux.
Théoréme 3.3.1 (solution stricte) Supposons que A saisfait I’hypothése (H.1|). Soient
g~ € BUC* (]—00,0]; E), avec g~ (—00) =0

et g € C**([0,6]; E) ot o € (0, %) Alors, le probléme (Ps) admet une solution stricte

UNIQUE ST
i) f-eD(A) et Af- € D(A).
i) fi € D (V=A) et V-Af§ € D(A)
iii) g5 (0) — g~ (0) € D (A).

Le second théoreme renforce ce résultat en établissant que, sous des conditions plus régulieres

sur ces mémes données f_, fi et g7 (0) — g~ (0) la solution régularité maximale.
Théoréme 3.3.2 Supposons que A saisfait I’hypothése (H.1|). Soient
g~ € BUC** (]—00,0]; E), avec g~ (—00) =0
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et g € C**([0,0]; F) ot € (O, %) . Alors, la solution stricte de (Ps) satisfait a la propriété
de régqularité mazximale suivante

{ (u3)", Auf € C*((0,0]; E)

(u™)", Au~ € BUC?* (]—00,0]; E)

* i) f-€D(A) et Af- € Dg(a,00).
i) fi € D(V=A) et V—Afj € Ds(a,0)
iii) g5 (0) — g~ (0) € Dy (ar,00).

3.3.1 Démonstration des théorémes

Afin d’appliquer les lemmes techniques cité dans le chapitre 2, on présente la solution sous

la forme suivante

u” () = (f- —eTf) + %B‘ze‘w (97(x) = g7(0)) + 770 — %B‘zg‘(ﬂf)

T

0
1
B [0 (g (5) g (o) ds + 557 [y (s)as,

—00

_l_

DN |

pour z € |—00,0] et

* —X * ]' _ —X ]- _
i (x) = €6 4+ e84 5B I8 (gf (x) — g7 (9)) — 3877 (0] () — 9 (0))

T 1)
#3570 [ (g1 (5) = g (0) ds + 3571 [ (g7 (5) — g ) s,
0 x
pour z € [0, 4], ou
0
&=6+ 58295* (0) = (1 —p) D,'B~ e ff + DB / e Py (s)ds

—0o0

)

L 1 — Hon 1o s —s
#3870 0) = DB [ (00 4 %) g g
0

0
€ =6t 58720 (9) = 58720 (9) — (14 W) BDM + DB [y (s)ds

—00

0 0

1- % — — s 1 + B — —s

— TG‘SBDMlB 1/6 Bgf(s)ds + TDulB 1/6(6 Byt (s)ds,
0 0
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et

1 _ —1- s -5
& =&+ 5B (0) = —2uB7 D™+ BT D) / (¢ + 7% g5 (s)ds

0
1 1
+ §D;1 (I +e*P —pu(I—e*P)) B! /e_SBg_(s)ds + 515’_ g (0).
Apres simplification, on trouve
& =01 —p)D,'BPfF+ DB (g5 (0) — g7(0))
1 / 1 p
— i [ — 11 Bt [ (s
— TDullg 1/6 5 (g5 (s) — gf(0)) ds — ?Dule‘SBB 1/6(6 )B (g5 (s) — g5 (8)) ds
0 0
; 1
PR _ —
#DB [ (g (6) - g (O) ds = S DB (0 1) ¢ (6] 6) 0 )

—00

1— 11 [ s
§ =~ (14w B Dy ——5 "D, B / e (95 (5) = 95 (0)) ds

et

5 — _2MB 1D 1 5Bf6 ; ;1 [1—1—6253—;1(]—6258)] B—l/e—sB (g_(s)—g_(O)) ds

—00

5 5
+uB e’ D, /6(6 985 ( 95 (8)) ds + uDulBlfeSB (95 (s) — g5 (0)) ds
0 0

+uB7?D; M (€8 = 1) (g5 (0) — g7 (0)) + uD; ' e®PB72 (I — €°%) (g5 (6) — g5 (0)) -

D’apres les Lemmes (2.0.2))-(2.0.4))- (2.0.6)) et Lemme ((2.0.8)), il est clair que,

T

r— e B (g7 (x) — g~ (0)) + B / =8 (g7 (s) = g7 (x)) ds + B / By (s)ds,

—0oQ
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appartient a espace BUC?® (]—c0,0]; E), de méme

z — (e®F — 1) (g (x) — g7 (6))+B / "8 (g5 (s) — g5 (0)) ds+B / 8 (g5 (s) = g5 (x)) ds

appartient a espace C?* ([0,6]; E) .
D’autre part, on sait grace aux Lemmes ([2.0.6)), (2.0.7) et Lemme (2.0.8)), que les applications

suivantes

etr —e 8| B / e=*B (g7 (s) — g~ (0)) ds | sont bornées et uniformément Holdériennes avec

—00

un exposant 2« sur |—oo, 0]. De méme, on déduit du Lemme (2.0.2)) que les fonctions suivantes

. 0
et
s 0
x — 0-2)B 8/6(6_8)8 (95(s) —g5(8))ds |, z— e0—2)B 5/6_88 (97 () — g7 (0)) ds
, “oo

appartiennent aussi a 'espace C? ([0,4]; E). Or, pour § > 0, on sait que
e’By, Be’By € D (Bk) C Dp (2a,00),

pour tous y € F, par conséquent, les fonctions suivantes

> — e"BBeBfT

> o DBE (g (0) — g (0)).
R CIOEH(0)
> 7 OIEE (g (5) - g (0))
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appartiennent a C?* ([0, 4] ; F).

De méme, les fonctions suivantes
> o — e (1= ) (g5(9) = 95 (0)
> r— Be_xBean(;r,
>z — e PP (gf(0) — g7 (0))

appartiennent & BUC?® (|—00,0]; E) .

Par la suite, et grace a cette notation
G ~oa b si et seulement si g — h € C**,

il vient que

Au” (z) a0 A(f= — e ™) + uD e (g5 (0) — g7 (0)), (3.3.1)

et
Auf (1) 2290 (1+ ) D;ll’a’e(‘s_”ﬁ)Bfl;+ - e”CBD;1 (95 (0) — g7 (0)) . (3.3.2)

L’¢tape suivante consiste & examiner en détail les termes liés aux données f_, f; et (g5 (0) — g=(0))

dans ([3.3.1)) et (3.3.2). Afin de garantir I’existence d’une solution stricte, il est nécessaire d’im-

poser certaines conditions sur les données. Dans (3.3.1)) on observe que :

e Lorsque f- € D(A) et Af- € D(A), alors le Lemme (2.0.3) confirme que la fonction

r— A ( fo—eb f_) est bornée et uniformément continue sur |—oo, 0] .

e Lorsque g (0) — g~ (0) € D (A), le Lemme (2.0.6) garantit I'Holdérienneté de la fonction
x> uDy e (g5 (0) = g7(0)) .

Il s’ensuit que Au~ est borné et uniformément continu sur |—oo, 0] . En vertu de ’équation
différentielle Au~+ (u™)" = g~ il vient que (u~)" posséde aussi ces propriétés de bornitude

et de continuité uniforme c’est-a-dire
u~ € BUC?(]—00,0]; E) N BUC (]—00,0]; D(A)) .
On examine également la régularité de ces termes : en remarquant que si les données
Af- et g5 (0) — g (0) € D5 (2a, 00)
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alors

Au~, (u’)” € BUC?** (]—00,0]; E).

De méme, dans (3.3.1]), on observe que :

e Si fi € D(B) et Bfys € D(A), alors le Lemme [2.0.1| assure que la fonction
x v (1+p) D, 'Be B ff

est continue sur [0, d].

e Si gf (0) —g(0) € D(A), alors le Lemme confirme la continuité de
7 BD (g1 (0) — g7 (0))

sur [0, 0].
Par conséquent Au; € C([0,]; E) et ensuite

uy € C*([0,0]; £) N C([0,0]; D(A)) si

pour la régularité, on applique aussi les deux Lemmes (2.0.1)), (2.0.2) et le fait que Bf;,

g5 (0) — g~ (0) € Dg (2, 00) pour assurer que les deux fonctions
x— (14 p) D;lBe(‘S’x)Bfgr, et x — exBD;1 (95 (0) — g~ (0)) .
sont Holdérienne avec exposant 2« sur [0, §]. En conclusion
Aug, (u;)" € C*([0,4]; E)

si g5 (0) — g~ (0), Bfs” € D4 (a,00) = Dg (2, 00).

3.4 Exemple

On considére pour 0 < 2a < 1 l'espace

E=C3"(0,1) = {¢ € C**(0,1) : (0) = 9(1) = 0}
et I'opérateur

{ D (B) = {0/ € C*#(0,1) : 9 (0) =¥/ (0) = 0} := G5 (0,1)
By = —v/
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A Taide de cet opérateur on définit 'opérateurs A := —B?, par

{ Ay =~y
D(A) = {1 € C2122 (0,1) 4 (0) =/ (0) = 4 (0) = 0} := C3*** (0,1)

Il est connue que D (A) = D (B) = h2* (0,1) # E, ou

[f (=) = (W)l

h**(0,1) =< f:10,1] - C:lim sup =0,
=0, 4eci0,1] |z — |
T#Y
avec || f{lj2a(0.1) = ”f”Hfllcza(o,l) donc le domaine ici n’est pas dense en plus I’hypothése (H.1))

peut se vérifier par un calcul direct de sa résolvante (see [7, Example 14.2 page 318]).
En utilisant [28, Example 1.25 page 37 et Example 5.15 page 142] ou [29, Corollary 1.2.19

page 32|, on peut caractériser les espaces d’interpolation réelle Dp (2cr, +00) comme

(CE+2(0,1),C2* (0, 1))1_2 (C5*(0,1), Cy* (0, 1)) o= Cy* (0,1),

a,00 2a,

Alors, le résultat principal concernant le probléme suivant

( 82 82
@U’i (I‘ay)_a_ygui ($7y) =g (Ivy) dans ]—O0,0[X]O,l[
02 0?
@U(J{ (z,y) — a—y2u§r (z,y) = g5 (z,y) dans ]0,6[ x]0,1]
um (0.9) =u; (0.y) ol
ou~ ouy pour y € |0,1
’;‘g_:c (0,9) = 1=~ (0,9) (3.4.1)
r U )
So @y)=f (), et lm u(z,9)=f (y) pourye]01|
_ o
u” (z,O):%(x,O):%—uz(ﬁ,O):O pour x € |—00, 0]
ouy ou
+ — -t =
L w (x,0) = By (x,0) 0 (x,0) =0 pour z € ]0,0].

est donné par la proposition suivante, en tant que conséquence immédiate des deux théorémes

établis dans ce chapitre.

Proposition 3.4.1 Soit g~ € BUC?**(]—00,0];C3*(0,1)) avec g~ (—o0,y) = 0 et g5 €
C? ([0, w] ; C2(0,1)) avec 0 < 2a < 1, pour f— € CFT*(0,1) et fi € C37>*(0,1),

1) Le probléeme (3.4.1) admet une unique solution stricte ¢’est-a-dire,
u™ € BUC?(—00,0;C3*(0,1)) N BUC (—o0,0; Cg** (0,1)) ,
uf € C?(0,6;C2*(0,1)) N C (0,0;C5*(0,1)),
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. 0 0 - o
S1 a_yf;_a 8_y2f7’g; (07')_9 (Ov)Eh?) (071)
2) La solution stricte satisfait la propriété de la régularité maximale suivante
0? 0?
@U,g—, ﬁug € OQQ ([0, 5] ;Cga (O, ]_))
82 — 82 — 2« 2«
@U s wu € BUC (]—O0,0] ;CO (O,l))

.0 0? _ o
S1 a—yf(;r, a—ny,, g; (0, ) —4g (0, ) c C{é)l (O, 1) .
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Chapitre 4

Application des résultats de régularité
au probléme de Poisson sur un secteur
hétérogéne a coin.

Ce chapitre est consacré a une application concréte visant a illustrer certaines hypothéses,
adoptées dans le cadre abstrait développé précédemment, notamment le comportement de la
solution et du second membre au voisinage de I'infini.

Plus précisément, pour tout angle w € ]0,7/2], on considére le modele suivant
Aw® = he

posé dans le secteur hétérogene 2 avec un point d’angle S(0,0).

Ce type de probléme provient de la théorie des équations de réaction-diffusion et s’applique
notamment & des phénomeénes en dynamique des populations (organismes, particules, bac-
téries, insectes, etc....). Il permet notamment de modéliser la concentration d’une substance
chimique ou la densité d’une population dans un régime stationnaire, c’est-a-dire lorsque
cette densité reste constante au cours du temps.

Le secteur (X, est composé de deux régions, la premiere étant
Y, ={(pcosh, psinf) : p<1letel0,w},

de frontiere 0%, =T, UT

[, :={(cosb,sind): 0 € ]0,wl[},
¥ :={(pcosh,psinf): p<letfe{0w}}.

93



la seconde région, est
X, ={(pcosl,psinf): 1 <p<l+eetde|0w},

pour tout € > 0 et de frontiere 0% =I', U’ UTS telles que

e :={((1+¢€)cosh,(1+€)sinh): 0 €]0,w[},
[ :={(pcosh,psinf) : 1< p<1l+ecetfec{0,w}}.

(@] 4 e — &£ x
1
Interface
Pp=1

Il est important de noter que les fonctions w* et h¢ ne sont pas continues sur I'y,, pour cela
on note dans la suite que

wo=why , et hoi==h'y
sont les restrictions de w® et h® respectivement sur ., tandis que
W = wse, et h =N g

désignent leur restrictions sur Xf,.
On s’interesse ici a établir I'existence et la régularité de la solution stricte w® dans (), et
aux voisinage de S, lorsque le second membre (h_, hi) est supposé Holdérienne sur chaque

sous-région du domaine c’est-a-dire
(1115) € € () x € (57)
et satisfait la condition suivante h_ (0,0) = 0 comme dans la thése de Moussaoui [31].

Remarque 4.0.1 Ici, on ne suppose pas que la fonction he est Holdérienne sur tout le secteur

hétérogene Qf,, mais si tel est le cas, ¢’est-a-dire h® appartient o C** (2_3) si et seulement si

w?

(h_, hi) € C*™ (Z_w) x O (Z_;) , avec hf, = h_ sur T,
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Notre objectif est de trouver une solution stricte i.e,
() € € (52) x C* ()
et de montrer la régularité de cette solution, c’est-a-dire
(w-.uf) € €22 () x €22 ()

Ou C%2« (E;) est I’espace des fonctions continues sur ¢ ainsi que de leurs dérivées jusqu’a
I’ordre deux, vérifiant que

2 |Diw(z,y) — Diw(',y)]

sup e <0
S e @ess  (@y) = (@Yl
] o ootz
ot j = (j1,J2), il = jr + j2 et D? m

Ce modele peut étre représenté sous la forme du probléme de transmission suivant
( (e.q) Awe (o,n) = h_(o,n) dans %,
4 AwS (o,n) = hS (o,n) dans X

owe ows.
(t.c) {uf =w, p——F— E = M+ By sur I, (4.0.1)

a €
(b.c) { V+ =4 swly
\

— € __ * *€
wt =w, =0 surlyUI.

Ou,
e 0/0v désigne la dérivée normale extérieure,
e [ est une fonction donnée,

® /i, puy sont les coeflicients de conductivité de X, et X respectivement.

4.1 Changement de variables

On utilise les coordonnées polaires avec les notations suivantes
v (p,0) :=w(pcosl, psinb),

0
(p ) = he(pCOSQ psind),
LS (0) =15 (cosB,sind) .
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Alors, le probleme (4.0.1)) devient

a2 TR ae 5 op
v_(1,0) =v (1,0),

( 0ve 1 0%v¢ 10v°
— + — — 4+ —— =k d 0,1 0
. (9p2+,025’02+p8p ans ]0,1[ x |0, w|
VY o 1ons 1ov

= k% dans ]1,1+ €[ x ]0,w|

3 (et) ove ovs pour 6 € |0, w|
_ 1,0) = * (1,0
/; Eap ( Y ) /J’+ ap ( Y )7
8”; (1+60) =L (0), pour 6 € )0, w]
DY v (0.0) = v () =0 pour pe[0,1]
x Vi (p,0) = v (p,w) =0 pour p €]1,1+¢.
ou
k= ke/]O,l[x]O,w[a ki = ke/]l,l—i—e[x](),w[a
et

Vo 1= V01 x]0w]

w

vy = VE/]1,1+e[><]0,w[~

Ensuite on utilise ce changement de variable p = e”, avec les notations suivantes

en remarquons que le rectangle |0, 1 + €[ x ]0,w] se transforme en |—o0, §[ x |0, w[, ou

d=1In(l+¢)

Interface
I

. | .
—00 6

26
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en plus, le probleme (4 se transforme au probléme suivant

(

Au~ (z,0) = g~ (z,0) dans |—o0,0[ x |0, w]|
(DN Auf (2,60) = g7 (2,8)  dans ]0,3] x 0,]
u™ (0,60) = uy (0,6),

(ct) du” Ouy pour 6 € |0, w|
_ ,0 — (0,0
aai; 6.0)=f(6)  pour B0l

(c) 4 u- (x 0) =u" (x,w) =0 pour x € |—00,0]

icl on a

9™ = G5 /1-001x0wls 95 1= 95,1010

U™ = U o0 0[x]0] € Uy = Us /10,5[x]0.0]
Dans la suite on va utiliser les définitions suivantes

C3* (Z,) = {f € C**(Z.) avec f(0,0) =0},

C3* (10,1] x [0,w]) == {f € C**([0,1] x [0,w]) avec f =0 sur {0} x [0,w]}
et
Cr* (]—00,0] x [0,w]) ==} f € C**(]—00,0] x [0,w]) : max |g~ (z,0)] < oo

z€]—00,0]
0€(0,w]

avec lim ¢~ (z,6) =0 pour 0 € [O,w]}

T——00
Par la suite de ces deux changements de variables, un lien entre les seconds membres doit
étre précisé. Celui-ci est formulé dans les deux propositions suivantes.
Proposition 4.1.1 Soit o € }0, % [ Alors,

ho € CF (Z,) & k- e€Cg([0,1] x [0,w])
& g € CF(]—00,0] x [0,w]) .
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Preuve.
%) Soit h_ € C3*(%,,) avec 0 < 2a < 1, alors h_ est continue et nulle & Porigine, ce qui
signifie que

h_(0,0)=0= liI% h_(pcosf, psinf) = lin% k_(p,0),
p— p—

alors la fonction k_ est nulle sur {0} x [0,w]. De plus, pour p, p € [0,1] avec p < p et 0,
¢ € [0,w], on a

/i’ 2o

ke (p,0) = k(o 0] = B (pe”) = b (e )] < M |pe” — ple

oul M est la constante de Holder liée & h_. D’autre part, on a

0 /i’
pe” —pe

< ’(p—p')ew—i-p’ (61'9_61'0’)
<lp—=p/|+ V2.0 \/1—cos (0 -0
oo ()

<cllp=p|+10-0

d’ou I'inégalité

k_(p.0) — k_ (0,0 < C'llp—p| + 10 — O']*".
*) Supposons maintenant que k_ € C?*([0,1] x [0,w]). Ainsi, k_ est continue par rapport a
chaque variable ; en particulier, elle est continue et bornée par rapport a p, alors, du fait de

ce changement

gs (2,0) = p*k* (p,0) = **k° (%, 0) ,

on obtient

lim p’k_(p,0) =0= lim ¢ (z,0) =0,
p—

ce qui signifie que S se transformé en {—oo} x [0,w].

Cependant, pour (x,0) et (z’,0") sont dans |—o0,0] x [0,w], on a

}g_ (ZL‘, 0) -9 ('rlv 0/)‘

< |e®k_(e%,0) — e* k_ (¢, 9)‘ + 2

k_(e%,0) — k_ (ew’, 9')
+ (k, (e,0) k(e

/
6293 _ 62:1:

< [k (", 0)]
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En utilisant le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ € |z, 2'[, tel que

2 _ B <9 a — x| < 2|2 — .

‘e
De plus, la fonction k_ est continue sur [0, 1] x [0,w], alors

k- (e",0)] < sup |k_(p,0)] = C.

[0,1] % [0,w]

Cependant, on a

!
‘ |e2a: _ 2 | ‘ 2
0<lim sup ————-— <Ilim sup sa—1 = 0.
=03 _g|<o ’33/ — l" =03 _g|<o ’.%/ — .I'l
alors
/ 2c
e2m_eQm §€|I/—I| 7
donc

2«

|gi (:U,Q) —-g ($I,9/)| < 2.eC ‘x’ — x|20‘ + M )(em’(g) . (ez”e/)

ou M est la constante de Holder liée & k_. D’autre part, on a

(", 6) — (ex/, 9’)

[ <ler— e+ 10— 0
<2(lx =2+ |0 —-0)).
Ainsi
97 (2.0) — g~ (2/,0)] < 2eC |a — 2" + 22°M (|2 — /| + |0 — )™
< (2eC+ 2% M) . (|o — 2’| + 10 — 0'])*,
Par conséquent
|97 (2,0) =g (2, 0)] < M. |[(2,0) — (', 6")[|"".

Remarquons, que la fonction ¢~ est nécessairement bornée sur |—oo, 0] x [0,w]. En effet

9~ (,0)] = |2k (e",0)] < k- (",0) < max |k (p,0)].

— (pO)E[0,1]x[0.wW]
*) Supposons que g~ € C2* (]—o0, 0] X [0,w]). Pour cette étape, on s’inspire du travail [31]

Lemme 2]. D’apres la relation suivante

h(pe”) = p~2g5 (Inp, 0)
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/0’

et lorsque (pe'?), (p'e®) € 5, tels que 0 < p < p' < 1et |[pe — p'e?” || <€, on a

B (pe’) = b (p'e)
<|p? (9" (np,0) —g (Inp,0))| + ) (p‘2 - (p’)_2> g~ (Ing',8)

lg” (Inp,0) — g~ (Inp,0)]
[l p —Inp/| + |6 — 6/

<p?lmp —Inp| +10 - ¢'|)* sup

(72 =) 7?) g (e

D’apres le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ € |p, p/[, tel que

1 /
<=lp=/l.
C

1 -
Inp—Inp'| < E!p—p’\ et ’p”—(p') ?
Alors

ho(pe”) = ho ()| < o722 lp— pl| 4]0 — 0 M

/ ei&’

1 .
+—.sup|g~ (Inp/,0")| ’pe’e —p

C p/ﬂ/
De Dinégalité triangulaire [p — p/| < |pe® — p'e™”| et le fait que p, pr € ]0,1], on en déduit
qu’il existe deux constantes C'; > 0 et Cy > 0 telles que

2
et — fei? ¢

lo— ol +pl0 =0 < Cy

)

et

2
/eie’ «

1
—sup
C P .6

<G, ‘peie _ e

g (Inp,0)| ‘pe"e —p
La deuxiéme estimation est vraie car

sup g~ (Inp', 0)]

lim sup pf,e’. ——— =0
e—0 Hpew*p'ew/ HSE c ‘pew _ ,0/610 ‘
par conséquent
. i ; 12«
h_ (pew) —h_ (Iolezﬁ’)‘ < C pezg B plelel

Remarque 4.1.1 I est clair que, si lim h<(e**%) existe et est égale a he(0,0), alors,

T——00

en utilisant le fait que gs(x,0) = e*he (") et la continuité uniforme, on trouve que
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lim ¢~ (z,0) = 0, mais cela ne signifie pas h*(0,0) = 0. Dans le cas, ou h*(0,0) = 0,

Tr——00

alors lim e *gs (x,0) = 0 ce qui signifie que |gs (x,0)| < €e*® au voisinage de —oo. Par

conséquent, prés de l'infini, la solution u~ peut étre non nulle parce que lim u~ (x,0) =
T——00

liI% v_(p,0), ainsi, on peut imposer sur {+oo} X [0,w] la condition suivante
p—

lim o™ (x,0) = f_(0).

T——00
De la méme maniére, on donne la proposition suivante qui donne un lien entre les secondes
membre dans la deuxiéme régions
Proposition 4.1.2 Soit o € }0, % [ Alors,

M€ 2 (SE) e by e (L 144 x [0,u])
& ghec®(0,1) x [0,u]).

Remarque 4.1.2 La fonction gs est Holderienne sur |—oo,d] si et seulement si
g5 (0) = g7 (0).

Traduisons maintenant les régularités de (w,, wi) a partir de (V,, Z/j) , puis de ces derniers
a (u™,uf). Pour la premiére étape, nous utilisons le fait que w*(pe®) = v (p,6). Et pour la

deuxiéme, nous utilisons le fait que us (x,0) = v (p, ) et les relations suivantes

9 o
%uS(x76>_pa_pV (p79>7
O 5 (2,0) = 0% (5, 0) + PP (5,0)
82.93“6 z, —Papy Ps p 02py Ps )
o2 P2
?Uﬁ(mae) gﬁy ()0;6)7
%'L%(xae) %l/ (p79)>
et
0%us 0%ve 0%us 0*ve

550 (0 0) = P 5000 (0:9), g5, (©:0) = P 560p (p,0),

il suffit donc d’examiner ’holdériénité de la fonction
(2,0) — us (x,0) := ™ v (e, 0)
sur |—o0, 0] x [0,w], quand v* € C2* ([0, 1] x [0,w]).
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Lemme 4.1.1 Soit v¢ € CZ*([0,1] x [0,w]), 0 < 2a < 1, m € N. Alors, la fonction u~

définie sur]—o0,0] x [0,w] par
u” (z,0) =e™v_ (e, 0)
est dans C?* (]—o0,0] x [0,w]) .
Preuve. 1l suffit d’ajuster la derniére étape de la démonstration dans la Proposition [.1.1]
Remarque 4.1.3 Le méme résultat reste valable pour uy .

En conclusion,

1) (h-,hS) € C3* (5,) x C* () si, et seulement si
(97.95) € G5 (J=00,0] x [0,w]) x C**([0,1] x [0,w]).
2) (w_,ws) € Cp* (8,) x CH2« (L) si, et seulement si
(u™uf) € Gy (=00, 0] x [0,w]) x C***([0,1] x [0,w]).
3) (w_,w) € C7** (T,) x C2% () si, et seulement si

(u™,uf) € CP* (]—00,0] x [0,w]) x C**([0,1] x [0,w]).

4.2 Formulation abstraite

Rappelons que lespace C2* (]—o0, 0] X [0,w]) désigne I’'ensemble des fonctions bornées, 2c—holdériennes
uniformément sur le domaine |—o0, 0] x [0, w]. Cet espace peut étre reformulé comme 'inter-
section de deux espaces distincts (Voir [32])
e d’'une part, de C?* (]—00,0]; C ([0,w])) 'ensemble des fonctions 2c—Holdériennes unifor-
mément sur |—o00, 0], & valeurs dans C' ([0, w]) .
e d’autre part, de L* (]—o0, 0] ; C?* ([0, w])) I'ensemble des fonctions essentiellement bornées
en norme Holdérienne C?* ([0, w]) presque partout sur |—oo, 0] .

Cette égalité fonctionnelle entre espaces de Holder
Gy (]=00,0] x [0,w]) = C3* (]=00,0]; C ([0, w])) N L* (]—00,0]; C** ([0,w]))
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joue un role fondamental dans le traitement abstrait des équations d’évolution, car elle permet
de découpler la régularité conjointe sur le domaine |—o00, 0] X [0, w| en une régularité dans un
espace fonctionnel en x et une régularité uniformément en 6.

Ce travail se concentre exclusivement sur le cas ot la régularité Holder porte uniquement sur
la premiére variable, afin de bénéficier des résultats abstraits développés précédemment.

D’une maniére précise, on considére le cas ou le second membre
(97,95) € C3* (=00, 0]; C ([0,w])) x C**([0,1];C ([0,])) .
En cachant la variable 6, a ’aide des notations vectorielles classiques suivantes

us (,0) = us () (0) et gs (x,0) = gs (x) (9)

le probléme peut étre reformulé, dans l'espace de Banach complexe £ = C ([0,w]),

sous la forme abstraite suivante
uf(z) + Aug(z) = gs(z), = €]—00,0[U]0,d[,
us(0-) = us(0,), gy up(04) = i (0.
dim_us(e) = fo 4(0) = -

ou :

e l'opérateur A est défini par

D (A) ={¢ € C*([0,w]) : ¢ (0) = ¥ (w) = 0} == C5 ([0,w]) N C* ([0,w]) .
{ (Ay) (0) = " (0),
ici ¢ = us (2).

e le second membre du probléme est supposé
g~ € BUC™ (]=00,0]5 E) et gi € C* ([0,1] ,E).

Par un calcul direct de la résolvante de cet opérateur, on peut montrer qu’il satisfait I’hypo-

these (H.1). En plus, on sait que

D(A) ={¢ € C([0,0]) : ¢ (0) = ¢ (w) = 0}
= Co ([0,0]),

ce qui indique que le domaine D (\A) n’est pas dense dans F,.
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D’autre part, 'espace d’interpolation D 4 («r, +00) est caractérisé par

Do, +00) = { € 0% ([0.u]) : 1 (0) = ¥ (w) = 0}
= C2([0,w]) .

Remarque 4.2.1 En raison des difficultés liées a la détermination précise de la racine carrée

de —A dans le domaine continu E = C ([0,w]) et afin d’éviter cela, on considére f; = 0.

Dans la proposition suivante, on présente le résultat principal de régularité concernant le pro-
bleme [4.1.2] (par rapport aux variables (z,6)) comme conséquences immédiates des résultats

du chapitre précident.

Proposition 4.2.1 Soit g~ € BUC?**(]—00,0];C ([0,w])), avec g~ (—00,0) = 0 et g5 €
C?*([0,w],C ([0,w])) avec 0 < 2a < 1. Pour f_ € C}([0,w])NC?([0,w]),

1) Le probléeme (4.1.2)) a dmet une unique solution stricte , c’est-a-dire.,
u” € BUC?(]—00,0]; C'([0,w])) N BUC (]—00,0]; G ([0,w]) N C* ([0, w]))
ui € C?(0,6;C ([0,w])) NC(0,8; Ca ([0,w]) N C?([0,w])),

si

%f, g% (0,.) = g7(0,.) € Co ([0,w]) .

2) La solution stricte satisfait cette propriété de régularité maximale

0 0 2
o2l szt © 2 ([0,0]; C ([0,w]))
0? 0?
a2 aEt € BUC?* (|—00,0]; C ([0,w]))
si
52

5 (0.) = g7 (0,.) € G (0,])

Remarque 4.2.2 Pour revenir au probléme concret Aw® = h¢, on doit étudier le probléme

abstrait dans [’espace
(97, 95) € L7 (=00, 0];C** ([0,w])) x C ([0, 1], C**([0,w]))
Puis on utilise les équivalences entre us et w® (voir la Remarque , et entre gs et h® (voir

les Propositions et[4.1.9).
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Chapitre 5

Etude d’un Probléme de transmission

avec condition aux limites de type
Robin

5.1 Position du probléme et hypothéses

Considérons dans I’espace de Banach F, le probléme de transmission spectrale suivant

ug(z) + Aus(z) — wus(z) = gs(z), x € |—00,0[U]0,d[,
us(0) + Hus(0) = f

us(0-) = us(04)

pug(04) = poug(0-)

pour ¢ € ]0,1] et w > 0.

Ici,

e les coefficients p_ et pu, sont des constantes réelles strictement positives et distinctes,
représentant les propriétés physiques du milieu de chaque coté de Uinterface {0}.

e le terme f;7 € F apparait comme un terme source non homogene dans la condition aux
limites abstraite de Robin.

e Les deux opérateurs A et ‘H supposés linéaires et fermés, avec domaines D (A) et D (H)
respectivement, qui ne sont pas nécessairement denses dans F.

Dans ce qui suit, on suppose que A, := A — wl,

_fu (), ze€]-00,0[,
W) ={ ) el
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et

_ 7(1‘) ,JTE]—O0,0[,
9s(x) = { o (z) |z 2104l

ou le second membre (g7, g7) est considéré dans BUC?* (|—o00,0]; E) x C**([0,4]; E) avec
0<2a<1,

L’objectif est d’établir des hypothéses appropriées sur les opérateurs A et H, ainsi que des
conditions sur les données f;~ et g5, pour que le probléme (P,) admette une solution stricte

et unique. Plus précisément, on cherche une fonction us = (u™, u}) vérifie

w € BUC™ (~o0,0:E) 1 BUC( 50,0: D (A))
€ C?(0,6; F) (0,0; D (A)) (Strict-S)
(5) eD(H).

en plus, on doit aussi examiner la régularité maximale suivante

{ (u™)", Au~ € BUC?* (]—00,0]; E)
(u;)”, Auf € C* ([0,9]; E).

Pour cela, on va résoudre ces deux problémes auxiliaires

{ (u)" (2) + A () = g (), = €]0,0], ()

(ug) (&) + Huf (8) = fif, et uy (04) = ¥, ¢
et

u (z) + Ayu~(x) = g~ (z), pour z € |—00, 0], B

{ (@) (0) =+ ()

tels que ¥ et ¢ sont des éléments auxiliaires donnés dans F.

5.2 Hypothéses et principaux résultats

Dans ce chapitre, on suppose que les opérateurs A, et H vérifient les conditions suivantes :

1. L’hypothése principale d’ellipticité : L’opérateur A, est linéaire et fermé de domaine
D(A,) C E, pas nécessairement dense. De plus, il existe deux constantes wy > 0 et

C > 1 telles que :

p(Ay) D [wo , +o0l, et pour tout A € [wo, +00]

”( A (A1)

H_l—i-)\ Wo

cette hypothése reste vraie pour tout w > wy.
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On utilisera également les hypothéses suivantes de fermabilité et d’inversibilité

‘H est un opérateur linéaire fermé de domaine D(H)
B, — H est fermable, et 0 € p(B, — H),

(B =) (D(B.), E)1-s0) € D(B) 0 D(H), (42)
B.(Bo —H)™ ((D(B.), E)1-6.00) € (D(B), E)1-6.00,
avec cette relation de commutativité
B, ' (B.—H) = (B,—H) B, (A3)
On suppose aussi que I'opérateur
My = +2b (I — be*P) " Be*P (H=B,) ',
est inversible pour tout b € [—1, 1] c’est a dire
0ep(Ily)-. (Ad)
Pour garantir la définition de certain compositions on impose 'hypothése
D(B,) Cc D(H) (Ab)

Cependant, certains travaux récents ont examiné la situation inverse, a savoir D (H) C
D (B,), qui correspond a un cadre analytique différent avec ses propres exigences par-

ticuliéres.

5.3 Remarques et conséquences supplémentaires des
hypothéses

Voici quelques remarques et conséquences qui découlent des hypotheses précédentes

1. Sous hypothese (A1), 'opérateur B, est inversible et génére un semi-groupe analytique
(pas fortement continue en 0), ensuite, pour w > wy, 'opérateur B, est un opérateur

7
sectoriel d’angle strictement inférieur & 5 Plus précisément, il existe un angle 04 €

(0, 7) tel que :

o(B,) C SaTA = {z € C\ {0} : |arg(2)| < %4}
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et

C

9./4
M =B ew < ——. YAES,, 2
||( ) ”ﬁ(E) =7 |)\‘7 v ¢ ©9 2 <p<m,

ou C' est une constante positive indépendante de w, ici le secteur Sy est défini par :
Se:={z€ C\ {0} : |arg(z)| < 0}.
On peut alors résumer les propriétés de B comme suit :
0€ p(B,), B, € Sect(%4) pour certains % € [0,7/2]. (5.3.1)
. Si ‘H vérifie le méme type d’hypothése que B, c’est-a-dire
0€p(—H), —H € Sect(0y) pour certains by € [0,7/2], (5.3.2)

et que

D(B,)+D(H)=FE, AJH'=H"A;.
VA>w: (A, = M) "H Y =H (A, - D)

or, sous I’hypotheése (A.5) et lorsque D(H) = E, on trouve que

D(B,)+D(H) =D (H) = E.

Dans ce cas, l'opérateur B, — H est fermable d’inverse borné, selon la théorie de Da

Prato et Grisvard [6], Théoréme 3.7, p. 324 et Théoréme 3.11, p. 328.

Dans ce cas, les hypotheses (A.2) et (A.5) sont réduit au

H est un opérateur linéaire fermé de domaine dense D(H) D D(B,,).
B, — H est fermable, et 0 € p(B, — H),

(Bw — H)71 ((D(Bw)» X)1—0,00> - D(Bw)»

Bw<Bw - H)il ((D(Bw>a X)l—G,oo) - (D(Bw)a X)l—@,ooa

(A7 2)

Dans lautre cas D (H) C D (B,), on a D (B,)+ D (H) = D (B,), donc pour que

D(B.)+ D(H) = E.

on doit supposer D(B,) = E.
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3. Sous I'hypotheése (A1), Popérateur ([ + 66258“) est inversible d’inverse borné, pour tout
b € [—1,1] voir [26]. Ce résultat peut également étre obtenu en utilisant une approche
alternative basée sur le parametre spectral w, et une estimation du semi-groupe ana-
lytique établie par Dore et Yakubov [12] Lemme 2.6, p. 11., pour tout ¢ > 0, il existe
une constante C' > 1 tel que :

1/2 |1/2

[(A = wl)e ™ AD | < Cemoall™ g e R, 2> a0 > 0.

La constante C' est indépendante de w, ce qui donne une borne uniforme sur la norme :
et < i

Par conséquent, pour w assez grand (ici [b] < 1), on a Hbe%B“H < 1, ce qui implique
que 'opérateur

(I+be®5) " € £(B)

est borné et inversible. De plus, pour tout |b| < 1 suffisamment petit, 'opérateur
(I — be?0B<)~1 est stable sur lespace d’interpolation réel (D(B.,), E)1_gc0, pour tout
0 €(0,1) :i.e,

(I —be®P)"' € L((D(B.), E)1-0,00) -
Cela découle du fait que les calculs fonctionnels holomorphes des générateurs de semi-
groupes analytiques préservent la structure des espaces d’interpolation. (Voir [29] et

[34]). Pour la méme raison, on a
(Mup) ™ € LU(D(Bu), E)1-6,00) -

4. Silopérateur somme B, — H est fermé et inversible, c’est-a-dire. 0 € p(B,, — H), alors,

I’hypothése (A2) est toujours vérifié, et 'hypothese (LA3) devient
B, '(B,—H)'=(B.,—H) B, (A’3)

5. Sous (Al), (A2), et (A3), et comme D(B,) C (D(B,), X)1-9., il est alors facile de
vérifier que

(B.—H) (D(B.)) C D(B.) N D(H),

et que
1

B(Bw - H>_ (D(Bw)) - (D(Bw)vX)l—O felen

)
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5.4 Lemmes techniques

On donne maintenant quelques lemmes techniques qui seront utiles pour la suite de ce cha-

pitre.

Lemme 5.4.1 Sous hypothéses (A1)-(A3), on a les commutativité suivantes

sur D(B,), et

sur D(B,,) N D(H).
Preuve. Puisque (B, — H) = (B, — H) sur D(B,,) N D(H), donc pour ¢ € D(B,,), donc
B,(B, —H) ‘¢ =B.(B, — H)'B, B¢
= BB, (B, — H)™'B,¢
= (B, — H) 'B,o.
D’autre part, pour tout ¢ € (D(B,), X)1-9.00, O1 &
(B, —H)(B. —H) &=0,

en plus

HBo —H) =B, —H)By —H) ¢+B,(By—H) ¢ (5.4.1)

= —¢+B,(B,—H) ¢

remarquons aussi que
H(Bo—H) ¢ € (D(B.), X)1-p0c
Or, pour tout ¢ € D(B,) N D(H), on a
(B, —H) (B.—H)o=0
donc,
(B, —H) Hé=—(B,—H) (Bo—H)o+ (B, —H) B.o (5.4.2)
= ¢+ (B.—H) Buo.
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Par conséquent, sur D(B,), 'hypothése (A3) donne

B.(By —H)™ = (B, — H)'B..

ainsi, par (5.4.1)) et (5.4.2)) , on en déduit que, pour ¢ € D(B,) N D(H),

R R

(Bo —H) Mo =HB, —H) o

Lemme 5.4.2 Sous les hypothéses (A1) ~ (A3), les opérateurs (B, — 'H)il et (I— ezBW)_l

commutent.

Preuve. Il est bien connu que

1 622

(1=&%) " =T+ o [ (M= B.) " d
’}//
alors
(BH) " (=)
-1 1 e -1

= (B, —H) o T (B,—H) (M -B,) dz

'Y/
2z

= (B H) g [ B (B ) e

’Y’

(1) (B H)

On peut également établir que

(B —H) e = B (B, —H)

En conséquence, I'opérateur (Bw — H)fl commute avec

1) S,p = —be?B+ et donc commute aussi avec V,,;, défini par V,,;, + 1 = (I + S, ;)" Ici on
a utiliser ce résultat "Si un opérateur inversible 7" dans E' commute avec un opérateur borné
A”, alors T~! commute avec A voir [20], p.171, Probléeme 5.37. Par conséquent (I + S, )"

est stable par 'interpolation c’est-a-dire
(I+S.3)"" (Dg, (8,00)) C Dp, (8,00).
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2) T, =2b(1 — 56253‘”)71 Be*B (H — Bw)_l, et par conséquent commute aussi avec
b= (I+Tup)" et I},

3) Uw,b = _Tw,b(j + Tw,b)ila

Pour w > 0 et b € R, considérons la famille d’opérateurs linéaires de domaines
D (Aup) =D (H)N D (By,)

défini par
Aoy = (B, —H) + be*P(B, + H).

Lemme 5.4.3 Sous les hypothéses (Al)-(A4). Alors, pour tout w > 0 et b € [—1,1] l'opéra-

teur A, est fermable, sa fermeture est inversible avec
—_ —1 _—_ _ _
(Aup) = (B, —H) "I} (1 — be®P) 71,

et
(Aw) = (B —H) (I + W),

ol Ww,b S ﬁ(E),
(B, —H) "W = Wou(B, —H) ™"

et

[e.e]

Wos(E) C ﬂ D(BE).

k=1
Preuve. On adapte ici la démonstration du Lemme 2.1 donné dans [5]. L’opérateur A, ;, peut

s’écrire comme suit :
Ay = (B, — H) + be*P (B, + H)
= (B, —H) — be*P=(B, — H) + 2be*PB,,
= (I — be™P) (B, — H) + 2be*PB,

Puisque B,e?B € L(E) est un opérateur borné et (B, — H) est fermable, alors il s’ensuit

que 'opérateur

Aoy = (] — be%B“) (B, —H) + 20B,, 0B
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est fermable, étant la combinaison d’un opérateur borné et d’un opérateur fermable, par
somme et produit (voir Kato [20] pour plus de détails sur la fermabilité de ces combinaisons
d’opérateurs)

De plus, on a

Moy = (1= be) (1420 (1= be®) " @B B (B, = H) ) (B~ H).

donc
Aoy = (I —be®B*) (B, — H) + 2bB,,e*"-
— (I _ be?él’j’w) <[ +2b ([ . b€258w)*1 Bw€258w (m)—l> m
= (1 = be®5) Iy (B, — M),
ou

-1

My = 1 +2b (1 — be®B) ™" BB (B, — H)
Donc sous les hypothéses (A3) et (A4), il vient que 0 € p(A,, ;) avec
(Ren) ™ = (B =) I (I —be™)
Par conséquent, on a
(Rew) " = Bo=H) ™ (I +Tw) ™ (1 + )™
tels que
Tp =20 (1 — be®B) " Be®Pe (B, —H) ',

Sw,b — —be266w,
sont des opérateurs linéaires bornés sur F, et grace aux propriétés des semi-groupe on a
o [e.9]
T.o(E) C () D(BL), S.u(E) C () D(BE),
k=1 k=1
pour b # 0. On définit maintenant les deux opérateurs bornés suivants

Usp = —Top(I +T,) 7" € L(E),
Vw,b = — w,b(I -+ Sw,b)_l S ﬁ(E),

73



ces deux opérateurs satisfont les identités suivantes

(I+Tu) " =T+Uspet Vop+I=(I+S,,)"
Donc

(Rew) ™ = Bo =)™ (I + Unp) (I + Vi)

=Bo —H) "I+ Usp+ Vop + UspVios)
= (B —H) ™ (I + Weyp)
En vertu du lemme précédent, on en déduit que
(B =H) U = UnsB. =)
(Bw - H)ilvw,b = Vw,b(Bw - H)ilv
et par conséquent
(B =H) Wap = Wl B =)
et comme
Uss(E) C (| D(BE), et Viu(E) C (| D(BE),
k=1 k=1
alors W, ,(E) C (N, D(BE).
Remarque 5.4.1 Ce lemme garantit l'inversibilité de la fermeture des opérateurs suivants
A1 = (B, —H)+ (B, + H)e2Be
et

_ . L—p 268,
Mosr = (B =) 0 (B H)™.

e
Cette inversibilité permet alors de justifier la représentation explicite de la solution.
Lemme 5.4.4 Sous l’hypothése (A2), on a

(M) ((D(Bw), E)1-s.00) € D(B.) N D(H).

et l'image de (D(B.), E)1_6.00 (resp. de D(B,,) ) sous A,y (A, )" reste dans le méme espace,
c’est-a-dire

Aw,b’( w,b>_1 €L ((D<Bw)7 E)I—G,oo) et Aw,b’(m>_1 €L (D(Bw>> :
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Preuve. Soit u € (D(B,), E)1—90- On a
(Awp)~'u = (B, — H) ' (1 — be®P) "t

puisque les opérateurs H;}) et (I—be*P=)=1 sont bornés sur l’espace d’interpolation (D(B,,), E)1_¢.00
alors

H—l

w,b

(I — be*P)"ly € (D(BL), E)1-6.00
et ainsi

(Aus)"'u € D(B.) N D(H).

On définit maintenant
vi=(Ayy) tu= (B, — H)_ll_[;})(l — be*B) "1y € D(B,) N D(H).

D’autre part, on a

Apy = (I = V'e*P) (B, —H) + 20/e*P B,

donc

Aw7b/U = ([ — b’e%Bw) (Bw — H)(Bw—_H)_IH;})([ _ beQéBw)—lu
+ 20 e B, (B, — H) 'L L (I — be*P) "ty
= (I _ b’e%[”“) H;},(I _ beQéBw)—lu

+ 2b'625B“Bw(&J——H)_1H;i(I — be?Ba) 1y

Pour la premiére partie, on utilise le fait que les opérateurs 205, (I - b’e%&) , H;}), et
(I — be®B=)=1 sont bornés sur D(B,,) et sur l’espace d’interpolation (D(B,), E)1_¢.0o-
Pour la seconde partie, on s’appuie sur la stabilité de 'espace (D(B,,), E)1-¢.0 sous l'action

de B, (B, — H)™!, comme supposé
Bw<Bw - H)_l ((D(Bw)a E)l—G,OO) - (D(Bw)a E)1—9,00

Par conséquent, I'expression compléte appartient a espace d’interpolation (D(B,), E)1-6,cc,

ce qui démontre la stabilité de (D(B,,), F)1_ par la composition A, (A, )"
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Remarque 5.4.2 FEn conséquence de cette propriété, et du fait que

R S
Aw,,u = mAw’lA““% et VUJ,,u =

Aw7,1Aw 1—p )

14+ p Ttu
1l en résulte les inclusions suivantes

i) (Run)” (D(B.). E)i-o.) € D(B,) N D(H)

i) By (Ras) " ((D(Bw), E)1-p00) C (D(BL), E)1-p.00

i) Awy (Awp) " (D(B.)) C D(B.)

i) Doy (D(B.), B)1-0.00) € (D(B.). B)1-p,00,

v) Vo (D(B.), E)i—g.00) C (D(B.), E)1-p.0,
Proposition 5.4.1 Sous les hypothéses (A1), (A2) et (A3), on a

i) I'opérateur (B, — H) ™! commute avec A, sur D(B,) N D(H), et avec K;i
ii) Les opérateurs (B, — H) et m_l commutent sur D(B,) N D(H).
iii) Les opérateurs B, and m_l commutent sur D(B,).
Preuve .i) Puisque (B, — H) ™! commute avec W,,;, alors
Rop(By =)™ = (B = H) ™ (I + W) (B = H) ™
=B, —H) (B, —H)"' (I +W,p)

1

= (B. — H)ilxo:,b

I est clair que, pour ¢ € D(B,) N D(H), on a A, = A,, et donc
Mop(By=H) ™6 = Rp(By =)~ B Rt
= Ry (B = H) " Rt
= (B, — H) 'AL 0.

ii) Soit ¢ € D(B,) N D(H), donc
(Bo—H)(B.—H) o= (B —H)  (Bo—H)p=0

et

(Bo—H) Aoy = (Bo—H)Auy  (Bo—H)  (Bo—H)¢
Ay (Bu—H)g

= (Bw - H) (Bw B H)

—1

- Aw,b (Bw - H) @,
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iii) Puisque B, (B, — H)™ ! = (B, — H)"'B,, sur D(B,), alors, pour ¢ € D(B,), on a

Bo (Aus) ¢ = Bu(Bo — H) ML (I — be?B) 7
— (B = H) BT — byt
= (B, —H) "B (1 — be?Be) =1y,

d’autre part, on sait que l'opérateur Blcommute avec I, * et (I — be**B~)~1 (voir Kato

[20], p. 171, Probléme 5.37), donc

B, — H) "B (I — be™P) ' B Buy

Bw (Aw,b)il Y = (
= (B, —H) BB, I} (I — be?B) 1B,
= (

B, — H)_ll_[;})(f — BB

Aw,b) - Bw(,O,

Considérons maintenant ’opérateur linéaire /C, défini dans ’espace E par

{ D(Ky) = {¢ € E: (Aup) '€ € D(B,) N D(H)}
Ko& = (B + H)(Aup) '€

Remarque 5.4.3 i) Pour { € D(B,) N D(H), on a
K& = (M) ™ (Bo + H)E
en plus cet opérateur commute avec (B, —H)™L.

ii) Grice & Uhypothese (A2) on a cette inclusion
(D(Bw)aE)lfH,oo C D(’Cb)

iii) Dans cette étude, on a supposé que D(B,,) C D(H). En se basant sur la représentation
de la solution exprimée en Ki := K, correspondant au cas b = 1, on s’intéresse alors a

l"opérateur suivant

{ D(K)={¢ € E: (A1) ¢ € D(B.)}
K¢ = (B, +H)(Ay1) €.

En conséquence de ’hypothése (A2), on a

{ i) K(D(B.)) C (D(B.), E)1-6,00
ii) K (D(Bo), X)1-.0) C (D(B.), E)1_goc.
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Lemme 5.4.5 Supposons (A1)-(A5), les opérateurs suivants KB, Ke*BB1,

([ — lCez‘SB“) B!, (I + KCeBe — lClez‘SB”) B, ((1 +p)l — Q,ulCe?‘SB“) B!

w w

sont bornés, et sur le domaine D(B,), on a

I+ p (I —2Ke®P) = (14 p) Ay rou(By = H) I — ePe) = A,

1

Preuve. Pour la premiére composition KB, ™", il s’agit d’un résultat établi dans [5] Lemme

2.2 page 1457. On reprend ici la démonstration pour plus de clarté. L’opérateur KB, ! est

bien défini sur E en plas

KB,' = (B, + H)(Au1) ' B?

= (Bo +H) (B, — H) 'L (T — e*5) B!

= (=B, +H +2B,) (B, — H) "I, (I — e*B) B}

= —(B, — H)(B, — H) 'L (1 — e*B) 78!
+2B,(B, — H) ', (1 — e*B) 1B

I (1 — 8718 = [[ + 2(1 — €*B<)71B, B (m)]_

w1
Puisque 'opérateur B! commute avec

My =1 +2 (I —e8) " B (B, —H)
il s’ensuit que

KBt = —(B, — H)(B, — H)_lBUle;’ll(I _ 2Bu)~1
+ 2Bw(8w _ H)—IB;1H;11(I . 6256“)_1,

Il est maintenant clair que les opérateurs
(B, —H)(B, —H)'B,' et B,(B,—H) B,

sont bien définis et bornés sur E d’aprés I'hypotheése (A2).
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D’autre part, on a

[+ p (I —2Ke*P)] B! = (1+ p) B, — 2Ke*P B!

= (14 p) B! — 25 KB

appartient & L(E). On en déduit aussi que les autres opérateurs sont également bornés.

On simplifie maintenant

H + B ) ( H)_1H;711(] _ 6268W)_162§Bw
B,) (B, — H)’ll_[;’ll(f _ (20Bu)1 20.
B, —2B,) (m)—lr[;’ll([ _ 625Bw)—1€268w

Il
—~~ —~ —~ —~ —~
—_
+
=
~ ~ ~ ~—
~
—+
DO
=
~ A A ~~

B~ H) (B — F) IS — 2120
— 4B, (B, — H) "ML (1 — €8 ) 1B
sur D(B,), on a (B, —H) (m)_l = [, ainsi sur D(B,), on obtient
I+ pu (I — 2Ke*Be)
= (L4 p) I +2ull (I — *B) 1B
B (BRI -
= [(1+ p) (I — Py + 2ue®P — AuB, (B, — H) 'e®P] T (T — €*P) ",

et
(1+ ) (1 = €P) Ty y + 2ue™P — 4B, (B, — H)'e*P
= (1 p) (1 = ¥5) [T 4 2.(1 = 25) 7 B8 (B, =H) |
+ 2ue®Be — 4B, (B, — H) te?Be
= (14 p) (T = €5) + 2 (1 + p) Bye™ (B, — H)
+ 2ue*Pe — 4uB,, (B, — H) 'e?Be

-1

= (1+p) I — (L4 p) e®P + 2ue®P + 2B,e*P~ (B, — H)_l

+ 2M8w6258w (Bw __H)*l . 4qu(m)—1625Bw
:(1_|_M)]_(1_M)e268w+2(1_ﬂ)8(B H)I%B‘”
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Par conséquent, on obtient

I+ p (I —2Ke*P)

— [(1 + M) I — (1 . M) 625Bw +9 (1 i N) Bw<m)_16258‘“} H—l

w,1

(_[ o €2§Bw)—1

1— 1— _
= (1+ p) {I — ﬁemw + 2= BB (B = H) B | TISL (1 — 2Be)

1+,u w,1
1—
= (1+p) KI - ﬁe%&) (B, —H)
1— S
2 z Bwe%’fw] (B, — H) "IN (1 — e¥Pe)

D’autre part, on peut écrire

1-— 1-—
<I — —M€258w> (Bw - H) + 2H—MB¢U€25BW

1+p s
L= 9sp L=y o
= — RN w — 2— w
(B, —H) T ¢ (B, —H) + 1+u6”€
1-— 1-—
— (By — H) + ——e®Be (“B, + H) + 2 B,
1+p 1+p
L= a5
= — _— w == A 1—p
(B, —H) + e (Bo +H) = A, 1-n

Par conséquent,

I+ p (I —2K1e*5) = (14 p) A (B, —H) 'L (I — Pt i= A,

1—p
“TFp

Remarque 5.4.4 Sous hypothése (Al) ~ (A4), pour tous w > 0 et p > 0, lopérateur

Aw# = (1 + [L) A Q(Bw — 'H)_lﬂ;ll(] — 6263“)_1 = (1 + M) A kqu’l_l

w’1+/1. w’1+/1.

est fermé et inversible avec inverse

I —
-1 _ -
w,u 1 _’_MAw’lAw:ﬁ '

Comme 11} (I — ¢*P=)~1x € D(B,,) alors

(B, =) (B =) LA — ) = T (= )

w,1

et par conséquent

l—p
Aw — (1 I — 208, II _HHfl I — 20B,\—1
b= () (1= A I T - )
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Il s’ensuit que, A, est borné, et A,,,, = A, inversible avec inverse

1 1—pn !
~1 2683 ~1 268
= — ([ —e®P)II, (I, | [ — —Fe* " .
Wit 1—|—,u( Mo wﬁﬁ( 14+ p )

La commutativité précédemment établie entre (B, — H)™*

et I'opérateur A,; permet de

démontrer le lemme suivant.

Lemme 5.4.6 Sous les hypothéses (Al) ~ (A4). Les opérateurs Awl,_l et Aw,b/_1 com-
mutent, et de plus Aw7b71 commute avec A,y sur D (B,)N D (H).

Remarque 5.4.5 Sur D (B,) N D (H), on a

AupBoy ' = (I — be?B) (1 + 2 (1 —be?B) " BB (B, — H)_1>

(1420 (1 - e B (B H) ) (I ve™),

est borné

5.5 Représentation explicite de la solution

5.5.1 Résolution du probléme auxiliaire (P.)

En utilisant la méthode de réduction de Krein [21], on obtient, pour = € [0, 4], 'expression

suivante
1 f 1T
u;(a:) _ ewago + e(&—x)Bwsl + EBJI/Q(I_S)B‘“Q;_(S)dS + 58;1/6(8_$)B“’g;_(8)d8
0 x

en plus

(u;_)/ (I‘) _ Bwewago . Bwe(é_x)ngl

T 1)
1
+ —/e(ms)nggr(s)ds - /e(sx)nggr(s)ds

2
0

DN | —

si la solution uj est stricte, alors uy (§) € D(A), donc uf (§) € D(B,).
En utilisant la condition aux limite (uj)’ (8) + Hug (8) = f;, et le fait que

5
eBegy, /e(g_s)B“g;(s)ds € D(B,),
0
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alors & € D(B,,) comme

(Ao) " ((D(B.), X)1_0.0) € D(B,) N D(H),

alors

5
H(Aon) uf (6) =H (Ron)” B8+ H (Apa) &+ H (Ror) ™ B;l/e@—s)%;(s)ds
0
on utilise ’hypothése (A2), et le Lemme [5.4.3] on trouve
5
uf (0) = P&y + & + %Bwl/e( )Be g+ (5)ds
0

et
5

5
(Aw,l)_l (UZ?)' (0) = (m)_lb’wew%o - (?) B.& + (_)_1 /e g5 (s)ds

M) Bwe”wsw( D e - (Ror) Bua

de plus, sur D(H) N D(B,,), on a
H (Aor) ' = H(B, = H) 5L (T — be?Be) !
=(H - B, +B.,) (B, —H) "I (I — *P)~*
= (H - B.) (B, — H) "I, (1 — e*P) !
+ Bw(Bw _ H)_1H;711(] o 6268‘“)_1

1

= (Aur) H
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De la méme maniére, on obtient

5
Puisque la somme %<&, +& + 3B, / e®=9)Bu g (5)ds appartient & D(H), et le dernier terme
0

5
B‘l/e(a_s)gwg;(s)ds € D(B,). et comme D(B,) C D(H), alors

(Ron) ' ff = (Aon) T (H+By) ety + (Ron) (H—B) &
)

(Aon) (M + B.) B / =B gt () ds

0

De la deuxi¢me condition aux limites, u} (04) = 1, il vient que

P
1
V=& + 658“51 + 58;1/656“gg’(s)d8,
0
donc
P
Co=1 — 658“51 — 58;1/636“g;(s)d8.
0
Cela conduit & la relation suivante

5
_ _ 1
(Aui) ' = (Aun) ' (H + B,,) e’ |:1/) — ePeg; — §Bw1/683“g;(s)ds.]
0

1
. 1 —
+ (o) (M-B)&+ 5 (Bu) (K4 BB / eB0=9Bu o+ (5)ds
0

N | —

d
(Aux) ' (H+B,) BB, / B gt (5)ds.
0




Or,on a A, = (B, — H) + e*B<(B, + H), et donc sur D (B,), il vient que
(Ror) ™ (H = B.) — (H+B,)e®) = —1

ainsi

d
(Rot) 1= (Aon) " (H+B,) Bogp — % (Ror) ™ (H+ B,) BB / e*Begf (s)ds.
0

4
1 ,— -
— &+ 5 (Awi) ! (H+B.) Bwl/e((Ss)ng;(s)ds,
0

alors

5
_ _ 1 — _
&= — (Aw7l> ' f5+ (AW,l) ' (H + B,,) ePeep — 5 (A%l) ! (H+ B,) e‘SB”B;l/GSngg(S)dS-
0

)

1 — -

+ = (Ron) (H+B,) B! eO=9Bw o+ (5)ds, ok

g\ . )
0

Comme D (B,) C D (H), alors

5
§1=— (m)il i+ H+B) (m)il By — % (H+ B.) (m)il GEB“Bgl/eSB“g;(s)ds.
0

5
1 _
+ 5 (H+ B.) (Auq) ! B_l/e((s_s)lgwg;(s)ds,
0
On utilise maintenant 'opérateur Ky = (H + B,,) (Kﬂl)f1 pour obtenir

5
— 1
& =— (A1) 1 £+ KiefPeyp — §IC1666“’B;1/€SB“’9;_(8)6£S (5.5.1)
0

5

1

+ §K1851/e(5_8)3“g;(3)ds,
0
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w

5
D’autre part, on sait que & = 1) — 8§ — %B /eSB“g (s)ds, et donc,
0

)

_ 1
& = B (A1) ' i+ (- /Cle%B“) Y — 5653“/@8;1/ (0=9)Bs o+ (5)ds (5.5.2)
0
)

1
~3 (I — K1e*P) B;l/esgwg;(s)ds,

0
5.5.2 Résolution du probléme auxiliaire (P))

L’équation dans (P)) est posée sur un intervalle non borné, ce qui affecte de maniére signi-
ficative le comportement asymptotique de la solution. Selon [26], [22], dans les espaces L7,

I’équation admet une solution donnée par cette représentation explicite :

0 T
u”(z) = e Py + %Bwl/e(s 2)Bu g~ (s )ds—i— B / v=)Bu o= (5)ds (5.5.3)

Cette solution vérifie la condition u~(—oc) = 0. Par contre, dans les espaces de Holder,
lorsque g~ € BUC?* (]—00,0]; E), cette solution v~ ne s’annule pas nécessairement & I'infini,
lorsque g~ (—o0) = x # 0; en revanche, il coincide avec —B_%x. En effet, les termes intégrals

s’écrivent comme suit

B / z— S)Bw dS — B / (z—s) Bw — ) _ X) dS—l—Bw / e(zfs)BwB‘ZQXdS’

et

0 0 0
B! / es=0Be o= (5)ds = B /e(s_m)B“ (97(s) — x) ds + B, / es= 0B B2y (5.

D’autre part, on sait que si n € D(B,) = D(A,), alors

T

0
B, / elBopds = e=Boy — et B, / e@=Bopds = —p

—00
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De plus, il est clair que B,?y € D(B2) C D(B,), alors

0
1 1
u(z) = e "6 + SB! / e~ (g7 () — x) ds + se B x — 5B x

T

. T—S$ — L.
+§15’w1/€( B (g7 (s) = x) ds — =B,

J 2
donc
u(z) + B3y = e (g +%B;2X) + B! / e=MBs (4= (s) — x) ds
+%B;1 ] e@=)Bs (g7 (s) — x) ds
et h
B! / 78 (g7 (s) = x) ds|| < Co || BL"] / e Vs | sup |(g7(5) =) |

Y

Co {11y 1 oy
< 1B sup [ (o7 (s) = x)
par conséquent, lorsque x tend vers —oo, il s’ensuit que

lim sup Hg_(s) — XH =0

r——00 SS

(Puisque la fonction ¢~ est uniformément continue de Holder et bornée sur |—o0, 0], et sa
limite tend vers y lorsque z tend & —oo) par conséquent

T

lim ||B* / e(@=9)Ba (9 (s) —x) ds|| =0.

Tr——00
—00

Cependant, il existe a > 0 et Cy > 0 tels que

1
¢~ wBe <§2 + 55;2)() H < Cpe™

1

86



Pour le troisiéme terme, il est décomposé comme suit
0

%B;l / els—¥)Buo (g_ (s) — X) ds

T

z

-8t S () e g [ ) =)

T

(M
o

=1 (z) + L1 (2)

ou

N 3

15 @l < QB | [eeas | s flg(s) ]
e s€|z,g
C’0 -1 z —
< oo 1Bo | (€72 = 1) sup [lg7(s) — x||,

oI5 1) |

et

C
@) < 18| (suplla )= ) fee-2as
s<0

NI
(=)

depuis g~ (—o0) = x, alors la limite de sup |g~(s) — x|| tend vers zéro lorsque z — —o0.

se[x,%}
Cela implique que lim ||I; (z)|| = 0, et le terme (e® — 2 ) tend vers 0 lorsque x — —oo,
r——00
donc lim |3 (z)|| = 0. Par conséquent
T——00

lim |u(z) + B, 'x|| = 0.

r——00

En utilisant maintenant la condition aux limites (u~)" (0) = ¢, et le fait que

0 T
1 1
(u7) (2) = —Bue P& — §/€(S_z)6wg_(5)d8 + §/€($_S)ng_(8>d5

il vient
0

1
o =—-B,5&+ é/eSB“g(s)ds

— 00

par conséquent

0
1
= —B o+ §Bw1/658wg(8)d5-
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5.5.3 Représentation explicite de la solution

Afin d’obtenir la représentation compléte de la solution, on utilise les conditions de transmis-

sion v =u=(0), et p = p (uj)/ (0). La premiere condition donne

¥ = u=(0) £2+ /ssw

=-B,lo+ B /SB“J ds—i— /SB“

donc
0

U+ Bl =B / e*Pg™(s)ds

— 00

Et pour la seconde, on obtient
5
p = 1Bt — pBe’PE — g/ Begi (s)ds
0
ou

)
pB.o = B (Aoy) ' f5 + B (I — KyeBe) ¢ — ngew“lClB;l / e(0=9)Bs gt (5)ds
0

0
— ng (I — K1e*P) B, / sBo g+ (s)ds,
0
et

-1

—puBe®Be & = pBe® (K1) fif — uBLe®B KBy

5
- ngeéBwlCleéBwal/ 5B “g5 (s)ds

0
— nge‘sBWIClel/e(‘;S)B“ggr(s)ds,
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donc,

o = 2B’ (K1) S+ pB (I — 2K1e%5) ¢
1)

— que‘SB“lClB;l/e(é_s)B‘“g;(s)ds
0

w

0
— BB, (I — K1e*P) B_l/eSB“g;r(s)ds, ok
0

0
Comme ¢ = —B_ o + B* /eSB“g(s)ds, il en résulte que

w

—00

5
) = —2pePe (Kvl)f1 £ = (I —2Ke¥P) ¢ + ueéB“lClBgl/e(a_s)B“g;(s)ds
0

) 0
+ p (I — Ke*B) B;l/esgwg;(s)ds + B;l/e_sgwg_(s)ds
0 —oo
donc,

)
T4 p (I —2Ce®B)] o = —2pe®P (A, 1 - I+ pe®BkKBSY [ e¥=9Be g (s)ds
) é w é

0
0

5
+ (I — Ke*P) B_l/esgwg;“(s)ds + B! /e_SB“g_(s)ds
0

— 00

D’apres le Lemme [5.4.5 on a

[+ (I = 2KCe®B) = (1 4 p) Aw,}%K;ﬁ = Au,

On en déduit également que cet opérateur est inversible avec

1 - 1 1 — -1
AL =—A, 1Aw11;u = — (I —e®B, I, (I - 2T H 2B,
s 1_’_/1/ ) Tt 1+ILL 3 w, 178 1+ILL

+p
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Par conséquent,

(1 ) Ay (B =) I - 95)
5
= —2ue%5= (H}l)_1 I+ ueéBwlCBojl/e(‘ss)nggr(s)ds

0
5
+p (I — Ke*P) B, 1/653‘“ s)ds + B, / —sBu g
0

De facon analogue, et comme

I — Ke?0Be
_ (H + Bw) (&—_H)—ll—‘[;’ll(l . 6266w)_16268w
= ((B. — H) — (K + B,) €*P) (B, — H) "I} (I — e*P) ",

il vient que

w:_QluA 1 58 ( ) f5 —|—ILLA 1 6BwK:B

o‘\»en

5’;

&

N
&4
—~

V2)
N—

IS

V2)

5
+ 1AL (I - Ke*P<) B, 1/638“ s)ds + A, LB, e Bv g (s)ds
0

En injectant cette expression dans la formule suivante
0
B+ o= /6‘86“’9‘(8)ds,
“oo
il en résulte que
0

=B+ /e‘SB“g‘(S)dS

)



5
p = 2uB,AL} P (m)_lf — uBLAS L P KB /66 )Be g+ (5)ds
0

5
— uBLALL (I = Ke?Pe )Bl/eSB“g;(s)ds
0

0
—B,A,L (I —Auy) B;l/e_ss“’g_(s)ds
En remplacant les expressions de 1 et ¢ dans les formules correspondantes de &; (pour

i =0, 1,2) puis en réalisant les simplifications adéquates, on obtient

]

6
= Ko = (o) A = KB [ eeg (s)ds + BT [0 g (s)ds
0

0

— UK AL (B (m* i) g
[

+ pke®e AL P KB / (0=)Bo o+ (5)ds + ICB / (0=9)Bw 5+ (5)ds

0

0 0
1
+ ,u/Ce(SB‘“A L (- Ke*B) B! /esswggr(s)ds - §IC6‘SB“B;1/ Bo g ¥ (s)ds
0 0

A 1 JBw —6258“A 1

w,» On constate que

A cette étape, on utilise cette commutativité
_ —\ -1
So=—[2u (I — Ke*P) — Ay ] AL (Auy)  fi
b

+ % 20 (I — Ke*P) — A, ] Aw}uewwlCBwl/e(aS)B“’ggr(s)ds

0
+% 20 (I = Ke®Pe) — A, ] ADL (I — Ke®Pe) B! / Beg
0

0

+ (I — Ke®P) A, B! / e B g7 (s)ds

—0o0
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et

0
& =-Blo+ =B /6‘53“9‘(8)d8

ou
26B.,
2ukCe + A,

(H+B)(A DB (L p) A Ay

"Ttp

I
|—|r—| [\D

-1

1 (H + B,) 2B + (1+N)Aw,;g] At

1— .
w(H+ By)e®B + (14 p) ((Bw —H) + ﬁe%&“ (B, + H))] Aun !
2 (H + B,,) €% + (1+ p) (B, — H) + (1 — ) €% (B, + H)] w1

= [2u
— (14 p) [(By — H) + 5B, + H)] Auy

-1

et
2 (I — Ke*P) — A, ,
— 2 (I — (H+B,) (Aor) 6266“’) —(1+p) Aw,%m’l
— |20 (Ko = (1 + By ™) — (14 ) A e | oy
= [2uRe1 — 20 (H + B,) e®B — (14 p) (B, — H) + (1 — ) *5 (B, + H)| Ao
Comme A, ; = Ay = (B, — H) + B+ (B,, + H) sur D (B,), alors
2p (I — Ke*P) — A,
= [2u (B, — H) + 2ue*P (B, + H) — 2u (H + B,,) e*°5«
—(L+p) (B = H) + (1= p) e®5(B, + H)| Aux
= (= 1) ((Bo —H) = (B, + H) Aoy

—1
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En conséquence,

)
- 1 -
G=-8, 1 fif+ Shaihy KB* / =98 gt (5)ds (5.5.4)
0

5
+ LA,,JJA 1%‘71 (1 — KeB) B_l/eSng;(s)ds (5.5.5)
7 :
0

! _Z (B, — M) + *B=(B,, + H)] Aw&% B! /eSB“g(s)ds
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5.6 Principaux résultats obtenus

Afin d’examiner la regularité maximale & I’aide des lemmes techniques, on exprime la solution

sous la forme suivante

1 1
u (z) = e_xB“S + 58;26_:06“ (g_(:n) - g_(O)) - 515’; g (x)
1 1
+ 5B, / I8 (g7(s) =g~ (1) ds + 5B / e85~ (5)ds
pour z € |—00,0] et
+ wBo gt | (0-2)Buer | L2 (5-2)Bu [+ + Lo |
ug (v) = e +e &+ §Bw € (95 (z) — g5 (5)) - §Bw g5 (0) — §Bw 95 (2)

T

5

1 — r—S 1 — S—xT

+ §Bw1/e( )Be (g;(s) — ggr(())) ds + §Bw1/e( )Be (g;(s) — ggr(x)) ds,
0 x

pour z € [0, ], ou
50 = 50 + 580.) 9(5 <O>7
1
6 = 6+ 58,70 0)

et
1
& =8+ §BL; 9 (0).

Grace aux calculs suivants

5
Bw/e(és)gwg;(é)ds = (% — 1) g5 (6)
0

5
Bw/esmg;’(O)ds = (666“ — I) g;’(O)
0

0

B, [ ey Ods =g (0

—00
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et aprés quelques simplifications, on trouve

&= (1—p)vok @B (Au) " f5 + (I —Ke®Be) AZLBS2 (95(0) — g7 (0))
1

g5 (= 1) Vo KB (¢ = 1) (g5(9) = 95/(0))

é
1 _ - —s
45 (= ) T KB [0 (gf 5) - g7 (9)) ds
0

0

+ (I — lCe%B‘“) A;LB;I /6_83“’ (g_ (s) — g_(O)) ds

—00

5 = DT (1= KB B [ (g7 (s) - 97 0) ds

1 1

+3 (b —1) b (I — Ke*Pe 4 KCe’P=) B2 ("B — T) g (0)
1
+ 58;251;(0) — ([ — lCeQ‘SB“) A;Ll’a’fg;(O),

On simplifier maintenant ’expression

T (@) i= 5 (= 1) V2l (1 = Ke ™ 4+ Ke™) B2 (¢ — 1) g5 (0)
b B2 (0) — (1 Ke¥) AL %5 (0)
= 5 [0 )Tl (1= Ke?e 4 o™ (95— 1) 412 (T — Ke™) AL] B25 (0)
- 2L 1 VL (1 K ) (¢ 1) A

+A,, — 2 (1 — Ke®B)] A B 2g5(0),

w,u~w

On pose T (z) = aB,2g5 (0), ou

(1= 1) (I — KeBe 4 [CeBe) (2B — 1) 5%, A+ Ay — 2 (1 — Ke?B2)] AL

I

N | —

a =

et on utilise le fait que

-1

[ —Ke®Bs =T — (H+ B,) e (A,,)

-1

= (Aw1 — (H+ B.) ) (Au1)

—\ -1

= (Bw - H) (Aw,l) )
I+ KePBe — Ke?Be = (B, —H) + (H+ B) ¢5) (Aon) ",
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et

on trouve que

1

0= 5 = 1) (B = H) + (4 B) ™) (¢~ 1) (B) ™ A
) Ay — 2 (B~ H)| (Bar) AL
(1= 1) ((Bo = H) + (H + B) e') B — (11— 1) (H + B,,) e
— (= 1) ((Bo = H)) + (1= 1) Al (Aur) Aur (o) AZL

L (B = H) + (B, 1) (R)

AL (Ao A

donc le terme en g (0) est donné par

Ty (2, g5(0) = "= L [(B, — H) + (B, + H)] B ()

-1

Ay 1 (m) AL B2

w,pu~w

-1 -
— L (B, —H) + (B, +H)] & (Ron) ' ok B %65 (0),
ainsi

&= —p) ok e (Ra) " S5 + (I - Ke®B) ALLB,2 (g7 (0) — g7 (0))
5 (=) Voh KB (¢ - 1) (g5 (6) — 6 (0)

5
1 — s
45 (= )T KB [0 (gf 5) - g7 (5)) ds
0
0
+ (1 — KeB- )Aw#l’)’wl/esm (97(s) — g7 (0)) ds
X : 5
+§( —l)ku(l ICez‘SB Bl/ —95(0))d3

+MT_1[(Bw—H)+ “(Bo+H)] € (Rur) ' val B2295 (0)
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De facon analogue, on obtient

é
- 1 -
= A U+ A, KB / 098 (g+(5) — g (5)) ds
0

w,

et aprés des simplification, on obtient

&= —A, S K TALLBL2 (g5 (0) — g7 (0))

1—p
e w,pw

19

T4pu . .

ALK [0 (g1(5) ~ g (9) ds
0

+=(1+p) A;LICe‘SB“B_Qg;((S)

+-(I— A+ p)A, LK) B g (0)

(e =1) w5 (€ = 1) = AZL] BX?g5(0)

>,
o]

Ke

+
N~ N~ —
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Pour &, on a

)

—2
&= Elaly w— 1658‘*’f§ + —Aw " - P KB, /e (0=5)B. (95 (s)

1+p w5 1+ u "TFu

0

+ ?Aw " (I — IC625B“) Bwl/ 5B (95 (s) — ggr(O)) ds

T
0

I—p

1
2114+ p

+ ?Aw Ay " (I - Ke¥Be) B

L
o\%
EIJ
o]
€
Ne
0«;
/\
(=)
SN—
IS
»

19
+?A AN = TlefBe KB / (0=)Bw o+ (5)ds
0

L1
2114+ p

comime

T | 144 Lbp
alors
. 20 1 5p, -
=1tz O L B (90 — 7 (0)

+ uA . 58“’/CB e(0—5)Bu (g;(s) — g;(é)) ds

D\oq

19
Ll (1K) B [ (g (9) ~ g5 (0) ds
0

F sl B /S& “(s) — g7(0)) ds

N ww}cza (e” = 1) (95 (6) — g5 (0))

+ MA (I + B ) — ’CG%B“’) B2 (656“ — I) g5 (0) + p V;’lﬂ B2

98

_ggr

B, — H) + (B, + H)] Ko B / e~ B (g (s) — g7 (0)) ds

{1_—“ (B. — H) + 25 (B, + H)] Ko B / e eg(0)ds + 35,70 (0)

g5 (0)



On simplifie maintenant

/LA‘;L (I + B — lCeQ‘SB“) B2 (e‘mw — I) g5 (0) + 1 V;i B.%g5(0)
=p [AJ; (I + eI — Ke*B) (e — 1) + MV;H B,%g5(0)
= [Au1 (I + &K — Ke®B2) (P — 1) + A, 1] Aw,%*lzs—?g;m)

w

= = [((B = H) + (M + Bu) ™) (" = 1) + (B = H) — ¥ (H+ B &, oo

. I
(- ) (B ) R B O
c’est-a-dire que

[Aui (14 Pk — KePe) (2P — ) + Ay 4]

= [((Bo —H) + (H+ B.) ") (e —T) + Ay _1]
= (B, —H) e’ — (H + B,) e’

= ((B. =)~ KRy ")

ainsi

* 2'“’ A ! - - B
G= Tty O —nve B (670 -9 (0)

5
+ quie‘sB“lCB;l/e(‘ss)Bw (95 (s) — g5 (8)) ds
0

5
+ ,uA;,lﬂ (I — ICG%B“) B_l/esg“’ (ggr(s) — g;(O)) ds
0
0
S AV / e (g7 (s) — g7 (0)) ds
+ e B2 (€28 — 1) (g5 (8) — g5 (0))

O o
1+M((Bw )~ Khoy ) R, Bk (0)

1+

On sait que B2 = —A,,, donc pour tout x € |—00,0], on a u™(x) € D (B%) = D(A,) et pour
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z €[0,6], uf(z) € D(B2), alors

At (a) = ~Ble g5 — o (g7 (2) — g7 (0)) + 507 (2)

et

En appliquant les Lemmes [2.0.4} [2.0.5] [2.0.6[ et [2.0.2] on déduit que

Agu=(x) + B2e B¢ € BUC? (|—00,0]; E)
{ Ajuf () + BlePagg + Bhe®™9Pagr € €2 ((0,0] 5 B),

On se concentre maintenant & I'étude des termes B2e 2B«¢3, B2e™Pw¢r et BEel=Bo¢r. On
utilise le fait que tous les opérateurs intervenant dans £commute avec 'opérateur B, en
prenant toutefois soin de préciser que certaines de ces relations de commutation ne sont
valides que sur les domaines appropriés.

» L’étude du terme & : On écrit

10
Biembfg = So(l’) -+ Z RoJ(I),
j=1
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ou

Roa(z) = (1= p) e (BZe’™) v,k (Aot ) Iy
= 5 (= DB L KB (5~ 1) (67 6) — 67 (0)
1)
Ru(x) = 5 (= 1) e Bue'™ 753, KB (B [ (a9 = 67 0) ds)
0

0
Ry4(z) = —exB“Bwe%B‘*’ICB;lA%M_l (Bw /6_83“ (97 (s) — g (0)) ds)

Ros(1) = —e"PBe* P KB, Ay, (95 (0) — g (0))
)
1
Ryg(z) = —3 (n— 1) B2e™B un KCe*B- B 1/ SBW ;(0)) ds
0

)
(4 — 1) B ok B! / e (g1 (s) — g (0)) ds
0

et
S( ) 82 rBwAw,u,Bw ( ( )—g_(O))

Les fonctions R; (pour i = 1,...,6 et i = 10) sont 2a—Holdérienne sur [0, §] , car les opérateurs

AV (Awyl)_l, KB.?, e A ,, sont bornées sur E, et en plus on a

§ 0
< B [ (g (9) - g} () ds, B [ € (97 ()~ g7 (0)) ds € D (20,0),

- (B2e") v, (Aer) i € D(BL),
B 53668“ Vw,u ,CBw (658“ - I) (95 (5) - g;_(())) € D(Bw),
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0

~ B2edBe V;L lCB;l/e (6—5)Bu (g (s) — g3 ((5)) ds € D(B,) car
0

Bie™™ oy KBS [ 795 (g (s) — 97 (9))

o\%

~ B2e¥BaKA, “p- 1/6—85 ~(s) — g (0))ds € D(B,),

— BLe?P KB Auah,, 1o L (g1 (0) = g7 (0)) € D(B,).
Examinons maintenant les termes Ry pour k € {7,8,9}. On utilise ici la commutativité

entre, B2 et "B et 7! sur D(B,), et la stabilité des espaces d’interpolation par rapport &
5

Popérateur 7., c’est a dire on a v/}, Bw/eSBw (95 (s) — g5 (0))ds | € Da(a,00) C D(B)

0
et comme

TV
€Dg,, (20,,00)

alors Ry7 € C?*([0,4]; F) . De la méme maniére, on montre que Rog, Rog € C?*([0,6]; E).
Pour le terme singulier Sy, on a

1

So(z) = e™BB2A,, BS? (97 (0) — g~ (0))
= "B AL, (95(0) — g7 (0))
SiAZL (5(0)—g7(0) € D(B,,) alors Sy € C ([0,6] ; E) et si AL (95(0) = g7(0)) € D, (2, 00)
alors

Sp € C**([0,9]; E)

D’autre part, on sait que

-1

Moy (Rop) ™ (D(BL)) € D(B.) et Auy (By) ™ (D(BL)) < DIB.)

par conséquent,

AZL(D(B,)) € D(B,) et AZL (D(Bw)) c D(B)

W,

donc
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o Si (g5 (0) — g (0)) € D(B,) alors A 5 (g (0)) € D(B
e Si (g (0) —¢7(0)) € Dg, (2, 0) alors A} ( (0) g (0)) € DB (2ar, 00) .

» L’étude du terme & : on écrit

BZ (518‘“5 —Slo(SC f5)+511$g(5 +ZR12

ou

Sio(x, f) = Bl PR, o fy
1

Sia(z, gf (9)) = —2 B (I — (1+p)A,LK) B 2gf(6)

et

5
1
Rii(z) = —12—,u (6-2) Bu A7 WK (Bw/e (6-5)B., —g;(é)) ds)
0

5
-1
Ria(z) = —MTe(‘s’I)B“Bwe‘m“lCBgl v;yh (Bw/es&“ (gg(s) — ggr(())) ds)
0

0
Ry 5(z) = —G(J_JC)B“BUJ@(SB“K:B;IA;L (Bw/ess‘“ (97 (s) — g7 (0)) ds)

—00

Ria(z) = _”T“e@x)& (Boe™=) AZLKBS g} (5)
1
Rl,S(x) — _56(5_I)Bw8w666‘*’/CB;1 [( )le ( 0B, I) _ A_l] g;—(O)

M
— Pour le terme Sy (., f; ), en utilisant le fait que

o Sy = B (T W) S
= By —H) "y + (Bo = H) W, n fyf

Ttu

et grace au Lemme il vient que

(B, —H)'W,_ 1. (E) C ND(BE)

TFu

donc

BL(B, —H)"'W, 1 fi € D(B,) C Dg, (20, 00) C D (B.,)
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donc pour que
S1o( f5) € C([0,6], E)
il suffit de supposer que (B, — H)"'f;7 € D(B?) et que B2(B, — H)"'f;” € D(B,). En
plus, le terme Sy o(., f;7) € C?*([0,6], E), si B2(B, — H)"f;” € Dg, (2a, 00).
e Pour le terme S1(., g5 (9)), on écrit I — (1+ p) ALK, a l'aide des relations suivantes

(Ut AL, = Ay e = Aa (B =) (14 W, )

e TTu

Ay = (I — 6258“) (B, —H)+ 2B, %8

(Aor) ' = (B =H) (I +W,1),

1

(B+H) (Au1) =—-(B=2B—H)(B, —H) " (I+W.1)
=2B(B, —H) ' (I +W, 1) — (I +W,1),

sous la forme

I—(1+pALK
1 —1

=21 —2B,(B, — H) —2e*PB, (B, —H)

—1

—9B,e®B (B, —H) BB, —H)
—2 (1 — e*P) W, 1= B(B., — H)™H (1 + W)

-
+ (L= B W o (T4 W) = 2(1 = e*%) BB, —H) W, 1
_9B,e¥B (B, — H)‘IWW% (B+H)A,
— 4B, B (B, —H) BB, —H) W, 1

e

— ol —2B,(B, —H) 4T
Compte tenu du fait que W, ,(E) C (| D(BF) et ¢*B«(E) c () D(B"), on déduit que
k=1 k=1

BTB,? (E) C D(B.),

Donc pour que Sy (., g5 (0)) soit continue, il suffit de prendre

(B.—H) g (6) € D(B.)

104



et

B (1-B.(B,—H) ')B{(5) = —HB.—H) g;(6) € D(B.)

et lorsque

H(B, —H) g} (6) € Dg, (2a,00),

il vient que S11(., g5 (9)) € C**([0,4], E).

e Les termes Ry ;(z) pour i = 0,5, sont Holdériennes sur [0,4], grace aux Lemmes ,
2.0.8, [2.0.1] [2.0.2] et le fait que les opérateurs B, KB, AL
plus B,e’®x € D (B%) C D (B.,).

ALK, sont bornés en

» L’étude du terme & : on écrit

6
Ble Be&s = Sy(x, g7 (0) — g7(0)) Y Ray(x)
=0

ou

Sa(x, g5 (0) — g7(0)) = —pe P 7%, (95(0) — g7 (0)) ,

20 By (12 6By 1
Roo(z) = — 1+M6 (B2e’®+) A o -

0

1)
Ry(z) = pe P B’ AL KB (Bw / OB (g (s) — g5 (6)) ds) ,

5
Raa(x) = —pe "B Be®P AL KB (Bw/ess‘“ (95 (s) — g5 (0)) ds) :

0

5
Rys(x) = pe ™AL (BW/GSBW (95 (s) — g5 (0)) ds) ;
0

Ryu(x) = pe P 70, (Bw / e 5 (g7(s) — g7 (0)) dS) :

—00

Rys(x) = pe™ " Bue®® A LKBS ("% — 1) (g5 (8) — g5 (0))
1

2
Ryg(z) = 7 ﬁuewaeéBw <(Bw —H) — KA1 ) A, o g5 (0)

il est clair que Ry; € BUC?* (]—o0,0]; E) . Mais pour le terme Sy(., g5 (0) — ¢~(0)) on doit

supposer que




et comme D(B) est stable par 7}, ¢’est a dire 7,1, (g5 (0) — g7 (0)) € D (B,,) donc S(., g; (0)—
g (0)) € BUC (]—00,0]; E) , et lorsque

(95 (0) = g7(0)) € Dg, (2, 0)
il vient que Ss(., g5 (0) — g~ (0)) € BUC?** (]—00,0]; E).
Théoréme 5.6.1 Soit
g~ € BUC* (]—00,0]; E), gf € C**(10,4]; E),

avec 0 < 20 < 1. Sous les hypothéses (A1)~ (Ab), le problem (P,) admet une unique

solution stricte st

i) 95 (0) —g~(0) € D(B.) y
i) (B.—H) ff € D(B%) et B{B.—H) 'f{ € D(B)
iii) (B, — H) gf (5) € D(By) et H(By —H) g1 (6) € D(B.).

Théoréme 5.6.2 Soit g~ € BUC?* (]—00,0]; E) et g5 € C?**(]0,4]; E) ot 0 < 2a < 1.
Sous les hypotheéses (A1) ™ (AD), la solution stricte du probléme (P,,) satisfait la propriété de
régularité maximale suivante
(uf)", Avuf € 0% (10,05 E),
(u™)", Ayu~ € BUC?* (]—00,0]; E)

T (D50 g (0) € D 0, +00) 1
i) (B, —H) fr€D(B2) et B2(B, —H) f; € Dg, (2a,+00)
iii)(By — H) g (0) € D(B.) et H(B, —H) ¢i(5) € Dg, (20, +00).
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