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Introduction

Pendant plusieurs années, la théorie de la distribution des valeurs des fonctions méro-
morphes fondée par le célébre mathématicien Rolf Nevanlinna est devenue un outil indis-
pensable dans I’étude des propriétés des solutions des équations différentielles complexes,
en particulier la croissance et l'oscillation des solutions.

L’équation différentielle suivante

f"+ef +Q(2)f =0 (0.0.1)

a ¢té étudié par plusieurs auteurs: B. Belaidi[2], Frei[3], Ozawa[26], Gundersen [14],
Langley[21].

En 1986, G.Gundersen a démontré le résultat suivant

Théoreme: Si Q(z) est une fonction entiére transcendante telle que o (Q) # 1, alors
toutes les solutions f(z)#0 de l'équation 0.0.1 sont d’ordre infini.

Ce mémoire est composé d’une introduction et de quatre chapitres.

Le premier chapitre contient des rappels et définitions sur la théorie de R. Nevanlinna et
quelques préliminaires de la théorie de Wiman-Valiron, dont on aura besoin par la suite.
Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude de la relation entre les solutions de certaine
classe d’équations différentielles et les fonctions de petite croissance.

I.Laine et B.Bank parmi les premiers mathématiciens qui se sont intéressés aux solutions
des équations différentielles du second ordre & coefficients fonctions entiéres.

En 2004, Z. X. Chen et K.H. Shon (voir [8]) ont étudié I’équation différentielle linéaire

f//+Bl (Z) €azf/—|—Bo (Z)ebe:O

ot By, By sont des fonctions entiéres telles que o (B;) < 1 (j =0,1).11 ont cherché les
conditions suffisantes sur les coefficients de telle facon que toute solution soit d’odre infini
et dans certains cas, ils ont donné des estimations précises sur ’exposant de convergence

des zéros distincts



Le but de ce chapitre est d’améliorer les résultats de Chen et Shon pour I’équation

différentiélle linéaire

FO 4 A ) 5V A R) AR =0 k>2

ou Aj (2) = Bj (2)e?®) (j =0, ...,k — 1), p; (2) sont des polynomes non constants tels
que degpj (z) =n (j =0,.....,k — 1) et B, (2)#0 sont des fonctions entiéres telles que
o(Bj) <n.

Dans le troisiéme chapitre, nous améliorons les résultats de C-H.Li, X-J.Huang.

Dans le quatriéme chapitre on va étudier ’ordre de croissance des solutions de certaines
équations différentielles linéaires non-homogeénes d’ordre supérieur a coefficients fonctions

entiéres suivantes:

A Ak_l(z)f(k_l) +.o+ AR+ AR)f=F

ou Ay(z),..., Ax—1(2) sont fonctions entiéres avec F(z)£0. On cherche des conditions
suffuisantes sur la croissance des coefficients pour que chaque solution non nulle soit
d’ordre infini ou fini. Ensuite on estime les bornes inférieures de I’hyper-ordre et dans

certains cas, on trouve des estimations précises sur I’hyper-ordre.



Chapitre 1

Rappels et définitions

On commence par citer quelques notations et résultats de la théorie de Nevanlinna dont

on aura besoin par la suite.pour plus de détails (voir [16]).

1.1 Fonction caractéristique de Rolf Nevanlinna

Définition 1.1.1 Pour tout nombre réel x > 0, on définit
In" 2 = max (0,Inx) .

Lemme 1.1.1 On a les résultats suivants:

Inz=In"Tz—In

(1) Inz z

(2) In* 2 < Inty pour tout (0 <z < y)
(3) 1+§

(4)

(i:@) < lnm+ZIn T

Preuve. Montrons (5).



m m
Si ij < 1, alors 'inégalité est triviale. Si ij > 1, alors
j=1 j=1

In* <ﬁ xj> =1In (ﬁxj> = ilnxj < ilrﬁ xj.
j=1 j=1 j=1 j=1

Définition 1.1.2 Soit f une fonction méromorphe, n’étant pas identiquement égale &

a € C. Soiti(z,a,f) désignant la multiplicité de a-point de f a z. Ainsi, on définit

1
n(r,a,f)-n(r,f_a>

c’est a-dire, n (r,a, f) est le nombre de racines de f (z) = a dans |z| < r, chaque racine

étant comptée avec son ordre de multiplicité. Pour les poles de f, nous définissons

paretllement

n(r,00, f) =n(r,f).
Définition 1.1.3 (fonction a-points). Pour la fonction méromorphe f, on définit

N (r,a, f) :N(r,—fia) :/n(t’a’f);n(o’a’f)dt+n(0,a,f)lnr

pour a # oo et

T

N(r,oo,f):N(r,f):/

0

n(t, 00, f) —n (0,00, f)
t

dt +n (0,00, f)Inr

N (r,a, f) est appelée fonction a-points de la fonction f dans le disque |z| < r.

Proposition 1.1.1 Soit f une fonction méromorphe avec le développement de Laurent

f(2) :chzj,cn#O,nEZ.

j=n



Alors

27
In|c,| = %/lnv(mw)‘ d0+ N(r, f) — N(r,%).

0

Définition 1.1.4 (fonction de proximité). Pour la fonction méromorphe f, on définit

21

m(r,a,f):m(r,ﬁ) :%/lrﬁ

0

dp , a# oo

1
f(re®) —a

et
2T

m (r,00, f) =m(r, f) :%/ln+|f(rew)|d<p

m (r,a, f) est appelée fonction de proximité de la fonction f au point a.

Définition 1.1.5 (Fonction caractéristique). La fonction caractéristique de la fonction

méromorphe f est définie comme suit

T(r,f)=m(r,f)+N(r[).

Exemple 1.1.1:Pour la fonction f (z) = ¢** , on a

m(nf)i?? N(r,f)*O
D’ou
T f) =2



1.2 Premier Théoréme fondamental de Rolf Nevan-

linna

Théoréme 1.2.1 (voir [16]) (Premier théoréme fondamental). Soit f une fonction

méromorphe, a € C et
f(z)—a:Zcz-zi, cm #0, meZ

i=m

le développement de Laurent de la fonction f —a a lorigine. Alors

T(r,fia> =T(r, f) —In|cn| + ¢ (r,a)

ou

lo(r,a)] <In2+In* |al .

Preuve. Le 1" cas:

Si a = 0, alors d’aprés le Lemme 1.1.1 et la Proposition 1.1.1, on a

21 21
1 ~ 1 1
In |cp| = %/ln—i_ }f(rezeﬂ df — o /ln"' ‘f(reie)’de + N(r, f) — N(r, ?)

0 0
et

Infenl = m(r,£) = m(r. )+ N(r. ) = NG 5).
Donc

m(r,=)+ N(r,=) =m(r, f) + N(r, f) — In|c,] .
D’ou

T(r, l) =T(r, f) —Inlc,|.
f
Ou
¢(r,0) =0.

1

(1.2.1)



Le 2°™€ cas:

Montrons le cas général a # 0. Posons g = f — a. Alors

1 1
N’f’,— =N > aNTag :N’I",f
(g) (f—a> (r,9) = N(r, f)
et
(r, 1) = mlr, )
m(r,=) = m(r, )
g f—a
De plus
In" |g| =In" |f —a| <In"|f]| +In" |a| +In2
et

In"|fl|]=In"|f—a+al =In"|g+a| <In"|g| +1In" |a].

En intégrant ces deux inégalités, on trouve que

m(r,g) <m(r, f) +In"|a| +In2

et
m (r, f) <m(r,g) +1n" |a| + In2.
Posons
(p(T,CL) = m(ﬁﬂ) —m(T,f)-
Alors

lo(r,a)| < In* |a| +1In2.

En appliquant (1.2.1) pour la fonction g, on aura

T(r, 1) :m(r,é) +N(r,$) =m(r,g) + N(r,g) — In|c,|

9

:m(raf)—{_N(T’f)_{'SO(Tva)_1n|cm| :T(r,f)—ln|cm|+<,0(r,a,).



Remarque 1.2.1: Le premier théoréme fondamental peut étre exprimé comme suit

T (r, fL) —T(r.f)+O(1)
pour tout a € C.

Lemme 1.2.1 Soient f1, ..., f,, des fonctions méromorphes. Alors

m <r,§n:f,) < Xn:m(r,fz) +1Inn
i=1 i=1

m (T,Hfl> < Zm(r, 1)

Preuve.(e) On a

10



n

= ZT(r,fi) + Inn.

(f) On a
m r,Hfj) <> m(r.f;)
=1 i=1
et . .
N (r,H fl-) <> N(f)
=1 =1
donc

T(r,ﬁﬁ) =m (rﬁf) +N (rﬁf) SiT(r,fi)-

=1

(9) Silfl <1, onalf"|=][f]" <1, alors

T(r, f")y=N(r, f")=nN(r,f).

Si | f| > 1, alors

T(r f*) = m(r f*)+N(r f")
= nm(r,f)+nN(r,f)=nT(r, f).

Définition 1.2.1 Soit f une fonction méromorphe. On définit [’exposant de convergence

des zéros de la fonction f par

A(f):m%

r—-+00 log T

ol

|~

N(T%):/Orn(t, )Zn(o,%)dt+n(0§)logr,

etn <t, %) désigne le nombre des zéros de la fonction f situés dans le disque |z| <t et

11



I’exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f par

_ _logﬁ (r, %)
AMS) = B —

ol

N(r,1> :/rﬁ<t,%> ;ﬁ(Oa%>dt+ﬁ(07%> log 7.
0

f

et n (t, %) désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situés dans le disque

|z| < t.
Exemple 1.2.1: L’exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f(z) =

e +b (ou b #0,00) est égal a 1.

1.3 L’ordre et hyper-ordre d’une fonction entiére

Définition 1.3.1 Soit f une fonction entiére. Alors 'ordre et ’hyper-ordre de f sont

définis respectivement par

loglog M (r, f)

= |
g (f) r—{I—Eloo 10g r
et
—log loglog M (r, f)
= 1
72 (f) Tirfw log r

oo M (r, f) = I‘nax |f(2)]. Si f est une fonction méromorphe, alors l'ordre et I’hyper-

ordre de f sont définis respectivement par

_ ——logT(r, f)
o) = tm =
et
—loglog T (r; f)
= 1
o2 (f) rigloo log r

12



On dit que la fonction f est l'ordre infini si

e T () _
r—+oo log r

Exemple 1.3.1: Soit f(z) = a,2"+...+a1z2+ap. Onan(t, f) =0, et donc N (r, f) = 0.

D’autre part,

- i 1, .
m(r, f) = %fologﬂf(rea)‘cw:%fologﬂan]r (1+o0(1))do

= nlogr+0(1),

et comme T (r, f) = m (r, f) + N (r, f) = nlogr + O (1), alors o (f) = Tim 26I¢D — g

r——too logr

Exemple 1.3.2: Pour la fonction f (z) = exp {exp z},on a

er

(27r3r)%

T<r7f)N

, T — +00.

D’ou o (f) = oo et d’hyper ordre oy (f) = 1.
Lemme 1.3.1 Si f est une fonction méromorphe non constante dans C, alors
o(fP)=a(f); (keN)

Définition 1.3.2 Soit f une fonction entiére non constante, l’ordre inférieur de la fonc-

tion [ est défini par

w(f)=lim infM

r—s+00 log r

13



1.4 La mesure linéaire, la mesure logarithmique et
la densité supérieure

Définition 1.4.1 Supposons que E C [1,4+00], on désigne par m(E) la mesure linéaire

de lensemble E et par Im(E) la mesure logarithmique de l’ensemble E, avec

—+00

m(E) = [ sty

1

et

+o0
dt

m(B)= [ xp)F

t
1
ot xp(t) est la fonction caractéristique de 'ensemble E. La densité supérieure et in-

férieure de l’ensemble E sont définies par

_ ENn|l
densE = lim sup M,
r—+00 T
et
En|l
denskE = liljrn infm.
r—-+00 'S

Exemple 1.4.1:i) La mesure linéaire de l’ensemble E = [e, ] C [1,+o0[ est

—+00 et

m(E) = /XE(t)dt = /dt: e(e® —1).

1 e

ii) La mesure logarithmique de l’ensemble E = [e,e] C [1,+o0[ est

64
dt
- —

e

m(E) = [ X0 = 3.

14



iii) La densité supérieure de l'ensemble E = [e,e*] C [1,+oo] est

v Enil 4NN
densE = lim Supu: lim sup m([e,e*] N1, 7])

r—-+00 T r—-+00 r

4
= lim sup m(le, ¢7)) = 0.
r—-+400
Définition 1.4.2 [19] Soit [ (z) = Z%Z" une fonction entiere, u(r) le terme mai-
n=0

mal, i.e, p(r) = max {|a,|r";n =0, 1...} . Alors l'indice central de la fonction f est défini
par:

vy(r) = max {m; (r) = |an| ™}

Définition 1.4.3 La fonction a(z) est appelée petite fonction par rapport o f si a(z) est
une fonction méromorphe satisfaisante T'(r,a) = S(r, f), ¢’est-a-dire T(r,a) = o(T'(r, f))

quand r — oo a lextérieur d’un ensemble de mesure linéaire finie.

Lemme 1.4.1 [16] Soient f une fonction méromorphe transcendante et k > 1 un entier

positif. Alors

. < Q) — 0 (10g (4T (r, 1))

a Uextérieur d’un ensemble exceptionnel E de mesure linéaire finie. Si f est d’ordre fini,

m (r, ?) = 0O (logr).

alors

1.5 Théoréme de Phragmén-Lindelsf.

Soit f une fonction analytique dans le domaine fermé

D={z:0, <arg(z) <0y,19 < |z| < +o0}

15



et continue dans D = D UJD (0D est la frontiére de D).Soit € > 0 tel que pour |z| >

r(g), 2€ D on a

|f(2)] < exp {g\z|ﬁ}

et pour z € 0D, on a
f(z)| <M (M est constante ) .

Alors |f(z)| < M pour tout z € D.

16



Chapitre 2

La relation entre les solutions de
certaines classes d’équations
différentielles et les fonctions de

petite croissance

2.1 Introduction et résultats principaux:

Dans ce chapitre, on étudie la relation entre les fonctions d’ordre fini et les solutions de
certaines équations différentielles & coefficients fonctions entiéres.

Dans I’étude de la croissance et les points fixes de 1’équation différentielle

f"+ By (2) e f' + By (2) " f =0, (2.1.1)

ou Bj, By sont des fonctions entiéres et a,b deux nombres complexes , Chen Zong-Xuan

et Shon Kwang-Ho ont obtenu dans [6] les résultats suivants:

Théoréme 2.1.1 [6] Soient B (2)#0 (j = 0, 1) deux fonctions entiéres telles que o (B;) <

1(j=0,1) et a, b deur nombres complexes constants non nuls tels que: a.b # 0 et a # b.

17



Alors chaque solution non constante de l‘équation (2.1.1) est d’ordre infini .

Exemple 2.1.1: Léquation différentielle suivante
"+ (Z+1)ef + (2+3)e”f=0

vérifie les conditions du théoréeme 2.1.1. Alors toutes les solutions de cette équation sont

d’ordre infini.

Théoréme 2.1.2 [6] Soient B (2)#0 (j = 0, 1) deux fonctions entiéres telles que o (B;) <
1 (j=0,1); a,b deur nombres complexes constants tels que a.b # 0 et arga # argb ou
a=chb(0<c<1). SiY(z)#0 est une fonction entiére d’ordre fini. Alors toute solution

J£O de l‘équation:(2.1.1) satisfait

A=) =2 =) =A(f"—¥) =0

Théoréme 2.1.3 [30] Soient B; (2)#0 (j = 0, 1) deux fonctions entiéres telles que o (B;) <
1 (j=0,1), a,b deux nombres complexes constants tels que a = cb (¢ >1). Si
¥ (2)#0 est une fonction méromorphe tel que o (¢) < 1, alors toutes les solutions

f#£0 de l‘équation (2.1.1) satisfait

Af=) =X =4) = A(f"—4) =00
Théoréme 2.1.4 Soient p; (z) = Zam-zj (1=0,....,k—1) des polynomes non con-
i=0
stants ol ag j, a1, ...,an; (j =0,....,k — 1) sont des nombres complexes tels que a, ;j # 0
(j=0,....,k—1) et soient Bj (2)#0 (j =0,1,....k — 1) des fonctions entiéres telles que
o(Bj)<n(j=0,1,...k —1).Supposons que a,; — an; # 0 (i # j) .Si 1 (2)#0 est une

fonction entiére d’ordre inférieur a n, alors toute solution f£0 de l‘équation:
O A f* Y A+ Af =0 k>2 (2.1.2)

18



ouAj(z) = Bj(2) ePi?) (j=0,1,....k — 1) satisfait \(f — ) = X(f' =) = X (f" =) =
00 .

Ezemple 2.1.2: L équation différentielle suivante

2

F"(2) + cos (2) € " (2) +sin (2) €7 f' (2) + €7 f (2) = 0.

vérifie les conditions du théoréme 2.1.4. Alors toute solution f£0 de cette équation
différentielle satisfait

M=) =A(f =) =A(f"—¢e) =00
Corollaire 2.1.5 Soient B; (2)#0 (j =0,1,....,k — 1) des fonctions entiéres telles que
o(Bj) <n (j=0,1,....,n). Supposons que a,; — an; # 0 (i # j).Alors toutes les
solutions f#0 de l‘équation (2.1.2) satisfont:

Xf=2) =2 = 2) =X ("~ 2) =0,

2.1.1 Lemmes préliminaires.

Lemme 2.1.1 [13] Soit f (z) une fonction méromorphe transcendante telle que o (f) =
o < oo. Soit ' = {(k1,71) s (km,Jm)} un ensemble fini de nombres entiers vérifiant
ki > 4, > 0,1 =1,2,....,m et soit € > 0 une constante donnée. Alors, il existe un
ensemble E1 C (1,00) de mesure logarithmique finie, telle que pour tout z satisfaisant

z ¢ By U|0,1] et pour tous (k,j) € T, on a

k
‘f( )(Z)‘ < |Z|(k:fj).(071+a)

9D (2)] ~
Lemme 2.1.2 [4,25] Supposons que p(z) = (a+if) 2" + ... (a, [ sont des nombres
réels, |a| + |B] # 0)est un polynome telle que degp(z) = n > 1, A(z) E0) une fonc-
tion entiére tel que o (A) < n.Soit g(z) = A(2)e??), z = re??, §(p,0) = acosnd —
Bsinnf. Alors pour tout ¢ > 0 donné, il existe un ensemble Hy C [0,27) de mesure

linéaire nulle, tel que pour tout 6 € [0,2m)\Hy U Hy(Hs = {0 € [0,27);d (p,8) = 0}) il

19



existe R > 1 tel que pour |z| = r > R, nous avons

(1) Si 6 (p,0) >0, alors

exp{(l—¢)o (p,0)r"} < }g (rei0)| <exp{(l+¢)o(p,0)r"};

(1) Si 6 (p,0) <0, alors
exp{(1+¢)d(p,0)r"} < |g (rewﬂ <exp{(l—¢)d(p,0)r"};

Nous allons utiliser une version spéciale du Phragmén-lindelof pour prouver nos résultats.

Nous nous référons a Titchmarsh ([27],p.177).

Lemme 2.1.3 Soit f (z) une fonction analytique dans le domaine D entre les deux lignes

a lorigine et sur les lignes elles -mémes. Si pour tout

droites formant un angle

e > 0 donné, il existe R (g) > 0 tel que pour |z| > R(g), z € D, nous avons

Fel<o ().

et pour z € D, nous avons |f (z)| < M (M > 0 est une constante), alors

|f (2)| < M est vérifiée pour tout z € D.

Lemme 2.1.4 Soit n > 2 et A;(z) = B;(z) e#®) (1<j<n) ou Bj(z) sont des
fonctions entiéres d‘ordre inférieur a n et a,; € C — {0} une constante compleze.
Supposons que @, j — an; # 0 pour i # j. Alors il existe un ensemble Hy C [0,2m) de

mesure linéaire nulle tel que pour toute constante M > 0 donnée et z = re?; 0 € [0,27) \
|Aj(rei8)||z\M

|As (ret?)]
0 quand r — o0 ot Hy = {0 : 6 (a;,2",0) = 0 ou 6 (a; 2", 0) = 6 (a;n2",0) ,i,j €

(Hy U Hy), nous avons pour un certain s = s (0) € {1, ...,n}pour j # s,

{1,2,....,n}, i #j,0<60 < 2r} est un ensemble fini.

Preuve.Nous montrons le Lemme 2.1.4 par induction mathématique.Pour n = 2, le

Lemme 2.1.4 peut étre prouvé en appliquant le Lemme 2.1.2 & 1‘2—; ou ﬁ—f. Supposons que
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le Lemme 2.1.4 est vrai pour n < k — 1.Pour le cas n = k .En prenant 6 € [0,27) \
(Hy U Hy), il existe un certain t =t (0) € {1,2, ...,k — 1} tel que

’AJ (rew)’ |z|M
| Ag (rei®)]

pour j € {1,...,t —1,t+1,...,k — 1}. Maintenant, nous comparons A; (re) avec Ay (re').

Si 0 (apn2" — apn2™,0) < 0, alors d’apres le Lemme 2.1.2; pour tout € > 0 donné, nous

avons,
At (7,,619) < 6(1—5)6(at7nz”—ak7nz”,9)r"
A (re?) | — ’
Ay (reie) M , .
donc A (re) |z|" — 0 pour r — oo. Par conséquent, pour j # k

A; (Tei.e) |2[M = |= Oﬁezje) 2™ | (Tei.e) —0
Ay, (re?) Ay (re?) Ay, (re??)
7"61‘9
Si d(agnz" — agnz™,6) > 0, alors 0 (ag,2" — a,,2",0) < 0, et donc 3’:érei9)) |z|M —

0 pour r — oo.

Lemme 2.1.5 [24, p 112] Soit f (2) une fonction entiére telle que o (f) = o. Alors pour
tout € > 0 donné et h > o, il existe une séquence de disques {Dr}p._, centre en zp et
de rayon |ZF|h( chaque zr est un zéro de f(z) contenus dans un ensemble E de mesure

linéaire finie tel que pour v suffisamment grand, nous avons
1f(2)] > e “pour z€C \ U, Dr.

Lemme 2.1.6 Supposons que a1, ,02p; ..., Gnn (n > 1) sont des constantes complexes

satisfaisant a;, — a;, 7# 0 pour i # j. Soit
AG) =3B, (),
j=1
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ou B; (z) sont des fonctions entiéres telles que o (Bj (z2)) < n, Alors on a0 (A) =n .

Preuve. Il est évident que la conclusion est vraie pour n = 1. Maintenant supposons
que n > 2 et que |ai,| > |ajn|; j = 2,...,n. Soit arga;, = 0; et 0(B;) = p;, j =
1,2,...,n. D‘apres le Lemme 2.1.5, pour tout € > 0 donné et h > p;, nous avons pour
r — 00

1By (z)| > e | 2z e C\UX, Dr,

ou Dr est définie par le Lemme 2.1.5, Prenons 6, tel que cos(nfy + ¢1) = 1. Donc pour

z =re € C\ UX_, Dr, nous avons

A(2) = By (2) em®) 4 By (2) 2 + ..+ B, (2) e?) | d’ont

|A (Z)| Ze—r91+56|a1,n|.r” . 6r92+56|a27n|.r”cos(n00+€2) L erpn"'a€|an,n|.r”cos(n90+9n)

.cos(n00+02)*|al,n | > P 4pP1te ppp2te

N <|a2,n
n__.p1+e
> elavnlrm=r l1—e

<|an,n~005("90+9’n) |a1,n | ) P 4pP1te fppnte
—€

(2.1.3)

nous pouvons prendre € suffisamment petit tel que p;+¢ < n; j =1,2,...,n .Maintenant,
nous devons considérer deux cas :

DSt |ajn| <lainl (j € {2,...,n}), alors |a;,|cos (nfy + 6;) — |ai,| < 0.

2)Si |ajn| = |a1n| (7 €{2,...,n}), puisque a;,,— a;, # 0, nous avons cos (nfy + 6;) < 1.
Donc |ajy,|cos (nby +6;) — |a1,| <0 .

D’ou pour r suffisamment grand, par (2.1.3), nous avons

n p1+e 1 1 n
A (2)] eloale™ 17 (1 g (1)) > L cblovar (2.1.4)

\V)
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De (2.1.4) nous avons o (A) > n, ce qui conduit & o (A) =n .

Lemme 2.1.7 [7] Supposons que Ag, Ay, ..., Ar_1, F #£0, sont des fonctions méromor-
phes d‘ordre fini . Si f est une solution méromorphe d‘ordre infini de ’équation f*) +
A1 f* D 4 A f + Aof = F , alors f satisfait X(f) = X(f) = o (f) = co.pour la

preuve on a besoin également besoin du résultat suivant.

Lemme 2.1.8 Soit A;(z) = Bj(z)ePi® (j=0,...;k—=1) , ou Bj(z) sont des
fonctions entiéres telles que o (B;) < n pour j € {0,1,....k —1},a;, # 0 sont des
constantes complexes telles que a;,, — a;, # 0 pour i # j.Alors toute solution f de

l‘équation (2.1.2) satisfait o (f) = oc.

Preuve. Premiérement, nous montrons que f ne peut pas étre un polynéme. Sinon, par

(2.1.2), nous avons

Ap 1 f* D L A 4 Agf = —fW

En comparant 'ordre des deux cotés, et par le Lemme 2.1.6, on peut obtenir une contra-
diction.
Maintenant, supposons le contraire, il existe une solution transcendante f(z)tel que
o(f) = 0 < oo .Par le Lemme2.1.1, pour tout €y (0 < €9 < 1) donné, il existe un en-
semble F; C [0,27) de mesure linéaire nulle, tel que si 1, € [0,27)\ Ej, alors

m—z;ﬂ <2/ i=0,1,. . k—1; j=i+1, ..k (2.1.5)
quand z — oo sur le rayon arg z=t,. Notons par E, = {0 € [0,27) : § (p; () ,0) = 0,
0<j<ktu{lelo2r):d(p(z)—pi(z),0) =0,0<j <k 0<i<Ek} Eyest
un ensemble fini. Supposons que H; C [0,27) est 'ensemble exceptionnel appliquant le
Lemme 2.1.2 a4 A; (j=0,1,...,k —1). Alors E5 = U?;lon est de mesure linéaire nulle.
solent arg z = v, € [0,27) — (B4 U Ey U Ej3) et a écrire 6; = 0 (p; (2) ,10,) . Nous avons

deux cas:
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() tous les dg, 01, ..., 0x_1 sont négatifs. D’apres le Lemme 2.1.4, il existe une certaine

t€{0,1,2,....k — 1}tel que pour j # ¢, M >0, on a
|2M] — 0 (2.1.6)

quand 7 — o0. posons 0 = 0 (pt (2) ,1,) - 11 est évident que 6 > 0.
Maintenant nous prouvens que ! f® (z)‘ est bornée sur tout le rayon arg z = 1),.Supposons

que ‘f ® (2)} n’est pas bornée sur un rayon arg z = 1,. Soit
M (r, O, o) = max {| /()] : 0 < |2] < r,argz =y}

Alors il existe une séquence de points z, = r, %o, tel que r, — 00

M (rn7 f(t)v ¢o) = ‘f(t) (Tn€i¢0)‘ yI'n — OQ.

On prend la courbe C,:z = reio. 0 < r < |z,|. Pour chaque n, nous avons
£ () = £00 )+ [ 19 ()
et donc

[0 ()] < SO + Lzl - [£© (20)]

ce qui conduit a

‘f(til) (Zn>|
T < ol L 5 — .
En plus, -
w—((:))” <(+o(1) |zl =12t (2.1.7)
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quand z, — co. Comme f® £ 0, d’aprés ’équation 2.1.2,0n a

|f(k) (Zn)| f(Hl) (Zn)l
A ()] < 220 A (20)] B ]
Azl < Ty Tt e @) e
[f47Y (2))] |f (20)]
A (20)| S Ag (2 2.1.8
s (ol gy o M Gl 218)
quand z, — 00, d’otl on obtient
1 ‘f(k) (Zn)‘ }f(t—i_l) (Zn)‘
1 ceo A (2)] e
= A Gl (rf<t><zn>\ Foo e G

£ (z0)
+ A1 (20)] m

D’aprés le Lemme2.1.2, il est facile de déduire que

b A (20)] ||f(f”)|)|> (2.1.9)

PRI
| fO (za)] A (20)]

En utilisant (2.1.6) et (2.1.7), on voit que le c6té droit de (2.1.9) tend vers 0 lorsque z, —

00, ¢’est une contradiction. Donc | f)| est bornée sur arg z = v, € [0,27)\ (F1 U E2 U B3 U H).
Supposons que | f® (rei¢0)| < M; (M, est une constante) .En choisissant la courbe
" ={z:argz =1,0<|z| <r}, on obtient

z

£ (2) = £D (0) + / £ () du

0

Pour z = re' assez grand, nous avons | f~ (z)| < M |z| (Maest une constante ).On
obtient, par induction

If (2)] < M 2| < My|a|" (2.1.10)

(1) Supposons que pour tout j: 0 < j < k—1,0(p; (2), ¥y) < 0. Par le Lemme 2.1.4, il

25



existe un s € {0,1,2, ...,k — 1}, tel que pour j # s, nous avons

A (re™)
A (retto)

—>O

quand r — oco. Posons 0 = 0 (ps (2) ,¢,). Alors 6 < 0. D’apres le Lemme 2.1.2, pour

tout € donné (0 <e< %), on a

|A; (re)| < A, (re™)| < exp (1 — &) 7). (2.1.11)
Supposons que ‘f ’ est bornée sur le rayon argz = ,. Soit M (7“7 f(k)a¢o) =
max{‘f( "( )‘ 10 < |z| <rjargz = wo}. Il existe une séquence de points infinie z, =

T €0, 1, — o0 telle que M (1, f¥),¢) = ‘f(k) (rne™0)| quand r,, — o00.En choisis-

sant la courbe C,:z = re®0.0 < r < |z,|, on obtient

f(kfl)( ) k 1) /f k)

et sur C,, [f® (2)] < |f® (2,)]. Donc
|f(k 1) ‘ ‘fk Y 0)|+|Zn|-‘f(k) (Zn)‘
et o
Mg(l%—o(l)ﬂzny
Alors nous avons
M <(T+o() |zl 1=1,2,.,k 2.1.12
7O () 0 zol’y 7=1,2,.. k. (2.1.12)

Comme f*)=£0, d’aprés I’ équations (2.1.2) et les relations (2.1.11) et (2.1.12), pour n

suffisamment grand, nous avons
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|f(k_1) (Zn)| i

b e Bl )
+ | Ao (zn)\% <exp{(1—e)d|za|"} . |2a|™ (2.1.13)

ot Ms est une constante positive. Ce qui est impossible puisque § < 0. Alors f*)(2) est

bornée sur arg z = 1. Supposons que
| f® (re’0)| < Mg (Ms > 0).

On choisit la courbe ¢ = {z: argz =1,,0 < |z| <r}. Alors
£ @) = 5D )+ [ % ()

0
Pour z = re'¥o suffisamment grand , par induction, nous avons

If ()| < My l2* (M7 >0). (2.1.14)

En combinant le cas (i) et le cas (ii), pour argz = ¢, € [0,27)\ (E1 U Ey U E3)et

|z| =r > 19 (1) > 0, nous obtenons

| F ()] < M () |2]" (2.1.15)

ot M (1) > 0 est une constante ne dépendant que de 1,.D’autre part, on choisit §; €
[0,2m)\(E1 U E2 U E3) (j=1,2,...,n,n+ 1) tel que:

0§01 <€2 <0n <27T7 0n+1:91+2’ﬂ'

et
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max{9j+1—9j; 1 S] Sn}< 0’—|—1

Pour ¢ > 0 donné, nous avons

[/ (2)|

2]

< |f (2)] < exp {er”'}

pour r = |z| suffisamment grand. De (2.1.15) et le Lemme 2.1.3, on a ‘|f(z)| < M

zk|

(M’ est une constante positive) dans les secteurs {z : §; < argz < 6,.4,|2] > r}

(j = 1,2,...,n) pour r suffisamment grand. Donc @I < M dans tout le plan, ot M”

||

est une constante positive. Donc f(z) est un polynéme. C’est une contradiction, et donc

o (f) = oc.

2.1.2 Preuve du Théoréme 2.1.4:

Supposons que f(z)#£0 est une solution de (2.1.2). Tout d’abord, montrons que A (f — ) =
oo. Posons f = gg + 1. Par le Lemme 2.1.8, on a ¢ (g9) = o (f) = oco. En remplagant
f = go + 1 dans I’équation (2.1.2), nous obtenons

(g0 + )™ + Br_1?1® (go + )%V 4 4 B @) (go + ) + Bpe® (go + ) = 0

donc
96" + Brae” Ogi ™ 4 Bien g 4 Boe g,

= — (w(’“) + B_1eP 1O 4 Bien @y BoePO(Z)w) : (2.1.16)

On remarque que (2.1.16) peut avoir une solution d’ordre fini, mais nous avons seulement
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besoin d’étudier les solutions d’ordre co. Si @D(k) + By_jePr—1GpE=D 4 Blen Gy 4
Boer)yp = 0, d’aprés le Lemme 2.1.8, nous avons o (1) = co. C’est une contradiction.
Par conséquent, nous avons z/J(k) + Bk,lepk—l(z)w(kfl) + ...+ Biem Gy 4+ Boepo(z)ipio.
D’aprés le Lemme 21.7 et (2.1.16), on obtient A (go) = A (g0) = o (g0) = 0o.

Maintenant, nous montrons que \ (f' — 1)) = oo.

Soit g = f’ — 1. En dérivant les deux cotés de I’équation (2.1.2), nous obtenons
Y

f(k+1) + Bk_lepk_l(z)f(k) + [(Bk_lepk—l(z)) + Bk_erk_z(Z)} f(k—l)

Fo 4 [(B1en @) 4 Buem@)] f 4 (Bpe™ @) f =0 (2.1.17)
De I’équation (2.1.2), on peut écrire

f= _Aio [f(k) + A fEY A1f’] . (2.1.18)

En substituant (2.1.18) en (2.1.17), nous obtenons

(Boero®))’

pe—1(2) _ ATV
Bkile Boepo(z)

f(k+1) + f(k)+

(Boepo(z)),

pe-1(2)\’ po—2(z) _ \707 )
(kale bt ) + Bj_gel 2 Byero(?)

Bklepkl(z)] f(kfl)

(B()@po(z)),

pi(2)) po(2) _
(B1€ 1 ) + Boe BOePO(z)

Blepﬂz)] ff=0. (21.19)

On note (2.1.19) par le représentation suivante :

FED L o B Lo, D Oy =0, (2.1.20)
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ou
B/
Ci1 = Bp_qeP—) — (— + ag n) ;
By

!

, ; B . .
C; = eriti) <Bj+1 + Bj1a110 — Bjna <§0 + ao,n>> + Bjepﬂ(z), j=0,1,....k—2.
0

En remplacant f' = g; +1,..., f¢T) = g§’“’ + ™ dans (2.1.20), on obtient

ggk) + Ckflggkil) + Ck729§k72) + o 'Clgll + Cogi

= - (W + Crop ™V 4 gy ® D 4y + C w) . (2.1.21)

Nous affirmons que Qi (z) = v 4+ O Y L O 4 O+ Coy=£0.

Supposons que ce n’est pas vrai. Par conséquent (); (z) = 0. Nous avons deux cas

(1) Si (=) est une fonction constante, alors

(Boer®))
Byepro (=)

Qi(z) =Co =1

(B eP1 Z)) + Boepo(Z) _ Blepl(z)]

B} B,
=1 (B/ + a1, B — ap By — B—) eP13) 4 ) Byero®) = 0.
0

D’apres le Lemme 2.1.6.il s’agit d’une contradiction.

(2) Si 9(z) n’est pas une fonction constante, puisque (1 (z) = 0, nous avons

!

B,
o0 (B g n) P 4 i@ [B_
0

_ By
+w(k 2) |:B],€_1 —+ Bk_lak_lm — (B + ao n) Bk:—l:|:| -+ ..
0

!

B
+eP1(?) [Bl¢/ + 1 [Bi + Biay, — (go + ao,n> 31” + By )y = 0. (2.1.22)
0
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De la relation (2.1.22) on peut écrire,

B (% N ao,n) PED — i)
0

_ _ B,
lBkﬂﬂ(k Y+ "ﬁ(k 2 {31;1 + Br_1ap—1n — (E + ag n) Bk1‘|:| +
0

!

B,
+ep(® |:Blw + {B + Biay,, — (B + ag n> 31” + ByePo @y, (2.1.23)
0

En comparant l'ordre des deux cotés de (2.1.23), d’apres le Lemme 2.1.6, on obtient
une contradiction.Par conséquent, ()1 (z)%£0. Comme o (g;) = 00, alors en appliquant le
Lemme2.1.7 & (2.1.21), nous obtenons A (g1) = o (g1) = co. Maintenant, nous montrons
que A (f" —1)) = co. Considerons g, = f” — 1. En dérivant les deux cotés de (2.1.20),

nous obtenons

S 4 O fOD 1 [(Cha) + Crs] f®

+[C1+Col "+ Cof = 0. (2.1.24)

En combinant (2.1.19) et (2.1.24), nous obtenons

c Cy
FED 10— 22| D 4 [(Choy) 4 Cpog — 22Ck | f®
C() CO
4o O+ CL— 220, O+ O+ Cy — 0001 f"=0. (2.1.25)
C() C’0

En remplacant " = gy + 1, ..., f F+2) = gék) + ™ dans (2.1.25), on obtient

Cy Cy
9 |:Ck 1—5019(1C 1)+[(Ck 1)+Ck 2—50(71% 1] (h=2)
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! C, / ! Cl
ot lara-Balgs gra-SBale-nae . e
0 0

ou
C/
O (2) = o + {ok_l Sp

0

:| /w (k‘—l) + |:(Ok—1>/ + Ok—2 . %Ck—l] ,¢(k—2)
0

Ci Ci
o Oy + C = =20y + | O+ Cy — =2C | 9. (2.1.27)
Co CO

Supposons que @2(z) = 0. En réécrivant (2.1.27), nous avons

ho (2) €7 + hy (2) e 4> " H, e =0, (2.1.28)

YEA
ou hg, hi, H, sont des fonctions entiéres d’ordre inférieur a n. L’indice A représente la
somme des a;,, aj, (0<i, j <k—1). Soit A; C A 'ensemble des indices ott v = 0

pour v € Ay.En réécrivant (2.1.28), nous obtenons

ho (2) €@ + hy (2) e + >~ H, '@ =N " H,. (2.1.29)

YEA\A1 YEA2

Par le Lemmel.1.6, le coté gauche de Pégalité de (2.1.29) est d’ordre n. Evidemment,

c’est une contradiction.
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Chapitre 3

L’ordre, ’ordre inférieur et
I’hyper-ordre des solutions d’une
classe d’équations différentielles
linéaires avec des coeflicients

fonctions entiéres

3.1 Introduction et principaux résultats

Dans ce chapitre étudie les propriétés de croissance des solutions d’une classe
d’équations différentielles linéaires d’ordre supérieur a coefficients fonctions
entiéres. On obtient des estimations précises sur 'ordre, 'ordre inférieur de
croissance et de ’hyper-ordre des solutions des équations différentielles de la

forme

FO 1 Ay () et @ =D A (2) el @ Ag (2) @) f =0 (3.1.1)
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et
) 4 (Ak—l (2) e’ 1) L Dy (z)) Fe=D 4

+ (A1 (2) D + Dy (2)) £+ (Ao (2) e”®) + Dy (2)) f =0 (3.1.2)

ou A; (2)#0; D; (2)#0 (j =0,1,....,k — 1) sont des fonctions entieres telles que o (4,) <
n

En 2003 C-H. Li, X-J. Huang ont obtenu dans [23] les résultats suivants:

Théoréme 3.1.1 Soient A;(z) # 0 (j=0,1,...,k —1) des fonctions entiéres telles
que 0 (4;) <1, a; € C\{0} (j=0,1,....,k—1) et tel que argag # argas; a; = o;ay ;
a; >0 (j=0,1,....,k—1). Alors chaque solution transcendante f(2)£0 de l’équation

F® 4 Ay (2) e 2 fED 4 A (2) e f 4 Ag (2) €27 f =0
est d’ordre infini.

Théoréme 3.1.2 Soient pj (z) = iam 2t (j=0,1,...k — 1) des polynémes non con-
stants, a,; € C—{0} (j=0,1, ...,ZZO— 1) et Aj(2) #0 (j = 0,1, ...,k — 1) des fonctions
entiéres telles que o (A;) <n, (j=0,1,...,k—1) (k> 2). Supposons qu’il existe s, d
€ {0,1,...,n} tels que 0,, s = argay s; Ona = argand, Ons,0na € [0,27); O, 5 # 0,qa pour

J#S, d;a,,; vérifie a,; = aja,s (0 <a; <1)oua,; =aja,qg (0<a; <1).

Alors chaque solution transcendante f(2)#0 de l’équation (3.1.1) satisfait

p(f) = o(f)=oc,
oo (f) = n.

Sl existe oy (0 <1<d—1), tel que dmax a; <a,ous<d(d>1)oud<1. Alors
>jsa—
A
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chaque solution f(z)#0 de l’équation (3.1.1) satisfait

p(f)=o(f) =00, a2(f) =n.

Théoréme 3.1.3 Soient k > 2 et p; (z) = iamzi (7=0,1,....,k — 1) des polynomes
non constants, G , Gn1, ..., Gn; (7 =0,1, ...j:k‘o— 1) sont des nombres complexes tels que
an; #0(j=0,1,....k — 1), et soient A; (z) # 0, D; (2) # 0 des fonctions entiéres telles
que 0 (A;) <n, o (D;) <n. Supposons qu’il existe a4, an s VETifiant arg a, 4 7 arg a,,
Un; = Qjans, a; > 0(j#s,d) (j=0,1,....,k—1). Alors chaque solution f(zF£0 de

Iéquation (3.1.2) est d’ordre infini. S’il existe oy (0 <1 < d —1), tel que Jdnax o < au,
>jxa—
il
ous <det0<a; <1(d>1)oud <1, alors chaque solution f(z)£0 de l’équation

(3.1.2) est d’ordre infini

Théoréme 3.1.4 Supposons que A;(z) # 0,a,; (j =0,1,....,k — 1) vérifient les condi-
tions du Théoréme 3.1.2; D; (2)#0 (j =0,1,...,k — 1) sont des polynome. Alors toutes

les solutions transcendantes f de l’équation (3.1.2) satisfont:

p(f)=o(f)=o0,02(f) =n.

S’il existe un oy (0 <1 <d—1), tel que Jdmax o < ag, ous < d (d>1)oud <1, alors
>)xa—
i
chaque solution f(z) # 0 de équation (3.1.2) satisfait :

p(f)=0o(f) =00, a2(f) =n.

Remarque 3.1.1: Dans le théoréme ci-dessus, lorsque d > 1 et s > d, si nous supposons
qu’il n’existe pas

a (0<I<d—1),tel que max a; < ay. Alors les équations (3.1.1) et (3.1.2) peuvent
>jxa—
i#l
avoir des solutions polynémiales. Par exemple, I’équation
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f(4) + 622—}—1f/// + e—z+3f// + zez_lf’ _ ez—lf =0 (313)

admet la solution f(z) = z. L’équation (3.1.3) satisfait les autres hypothéses du
Théoréeme 3.1.3 mais il n’existe pas
<[<d-— i .
de a; (0<1<d—1), tel que o Jnax aj <ap. (d>1)
i1
Corollaire 3.1.5 Supposons que A; (z) vérifient les conditions du Théoréme 3.1.2. si

s < d, alors toutes les solutions transcendantes f de l’équation (3.1.1) satisfont

p(f)=o(f) =00, o2(f) =n.

Corollaire 3.1.6 Supposons que A; (z) vérifient les conditions du Théoréme 3.1.2, a,,; €
C—-{0} (j=0,1,....,k —1). Supposons qu’il existe aq4, vérifiant arga, 7# argano,
An; = Qjanp, 0 < oy <1 (j#0,d). Alors chaque solution f(2)#0 de l’équation (3.1.1)
satisfait:

p(f)=o(f) =00, a2(f) =n.

Corollaire 3.1.7 Supposons que A; () vérifient les conditions du Théoréme 3.1.2, a,, ; €
C - {0} (j=0,1,....,k —1).Supposons qu’il existe anq, vérifiant arga,q # argan i,
an; = Qjan1, 0 < a; <1 (j#1,d). Alors chaque solution f(z)#0 de I’équation (3.1.1)
satisfait:

p(f)=0o(f) =00,02(f) =n.

Corollaire 3.1.8 Supposons que A; (z) vérifient les conditions du Théoréme 3.1.2, a,,; €
C - {0} (j=0,1,...,k —1).Supposons qu’il existe a,q, vérifiant arga, # argay s,
an; = jan2 ,0 <o <1 (j#2,d). Alors chaque solution f(2)#0 de l’équation (3.1.1)
satisfait:

w(f) =0 (f) =0, o2(f) =n.
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3.2 Quelques lemmes

Lemme 3.2.1 [13] Soit f(z) une fonction méromorphe transcendante, H = {(k1, j1), (ka, j2), ...

un ensemble fini de couples d’entiers vérifiant k; > j; >0 (i = 1,...,m)et soit & > 1 une
constante donnée. Alors il existe une constante B > 0 et un ensemble E; C [0,2m) de
mesure linéaire nulle , tel que si i € [0,2m)\Fy, il existe une constante Ry = Ry (¢) >

1, tel que pour tout z vérifiant argz =1 et |z| = r > Ry et pour tout (k,j) € H, on a

‘f(ﬁ(z)

T(ar, f) N j—i
FO(2) <B {T (log® ) log T'(ar, f)} .

Lemme 3.2.2 [8] Soit f(z) une fonction entiére transcendante. Alors il existe un ensem-
ble E5 C (1. 4+ 00) de mesure logarithmique finie tel que, si z satisfait |z| = r ¢ [0, 1] U Ey
et |f(z)|= M (r,f), alors on a

<2r* (seN).

Lemme 3.2.3 Supposons que f(z) est une fonction entiére. S’ il existe un ensemble

E3 C [0,27) de mesure linéaire nulle, tel que arg z = 6 € [0,27), et

— 1
el f) _
r—oo  logr
o BT (0
r—oo  logr
alors
a(f)=p, u(f)=p
De plus, si

argz =06 € [0,2m)\ Ej
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et
— loglog T’ f
lim—o © (T’ )

=0
r—00 logr

alors
oy (f) =o0.
Preuve. On a
1 27 ;
T f) = mlr ) =5 [ g |f ()] ao
Posons

f(re) , 6€[0,2m)\E;

! <T€w) - 0 0eFE
) 3

Comme mpg, = 0, alors on a

/ log™* |f (rew) ‘ df = / log™ ‘g (rew) ‘ de.
[0,27)

[0,27)
De (3.2.1) et (3.2.2) nous avons

T(r,f)=T(rg).

Ona

2

1 .
T (r,g) = o /logjL ‘g (T‘GZQ) } de.
0

1 A 1 ;
= / log™ |g (re’eﬂdﬁ—l—%/long g (re”) | do

[0,27T)\E3 E3

s
[0,2m)\Es5 [0,27)\E3

Des relations (3.2.3) et (3.2.4), on obtient
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1
o

T (r, f) / log™ |f (rew) ‘ do. (3.2.5)
[0,2m)\E3

Siargz =0 € [0,2m)\E3, on a

Tm logT (ra f)
r—oo  logr

bl

ce qui donne

108 [ Sz, log" | (e at]

li =p. 3.2.6
lim logr p (3.2.6)
Donc des relations (3.2.5) et (3.2.6), on obtient
—logT (r,f) — log [% f[O,Qw)\Eg log™ ’f (reie) } dG]
o(f)=lim —————= = lim =p.
r—oo  logr r—00 log r

Par le méme raisonnement on obtient: u(f) = p, o2 (f) =o.

Lemme 3.2.4 [8] Soit H; (j =0,1,...,k — 1) des fonctions entiéres telles que o (H;) <

o < o00. Si f(z) est une solution de l’équation différentielle
f® + Hyy f* D 4+ Hif' + Hof =0,

alors o5 (f) <o

Lemme 3.2.5 [13] Soit f(z) une fonction entiére transcendante d’ordre fini o, soit H =
{(k1,71), (k2,J2) s -y (Em, jm)} un ensemble fini de nombres entiers vérifiant k; > j; > 0
(i =1,...,m), et soit e > 0 une constante donnée. Alors il existe un ensemble E4 C [0, 27)
de mesure linéaire nulle, telle que si ¥ € [0,27) — Ey, alors il existe une constante
Ry = Ro () > 1 tel que pour tout z vérifiant argz = 1 et |z| = r > Ry, et pour tout
(k,j)€ H, on a

< |z|kmNemtre) (3.2.7)




Lemme 3.2.6 [31|Soit w(z) une fonction entiére d’ ordre fini p et v(r) son indice cen-

tral. Alors
— logv(r)

p = lim
r—oo logr

3.2.1 Preuve du Théoréme 3.1.2:

Supposons que f (z) est une solution entiére transcendante de 1’équation (3.1.1). Par
le Lemme 3.2.1, il existe un ensemble £; C [0,27) de mesure linéaire nulle, tel que si
6 € [0,2m)\ Ey, il existe une constante Ry = Ry (#) > 1, telle que pour tout z vérifiant

argz=~0et |z] =7>Ry,ona

< (T (2r, )" 0<i<j<k). (3.2.8)

' f(j)(z>
FOz)

Posons z = e, § (pa, 0) = |aq.| cos (04 + nb) et

3 (pj,0) = |ajn|cos (0; +nb) = a;|asn|cos (05 +nb) . (3.2.9)

Il est facile de voir que F; = {0 € [0,27) : § (pq,0) = 0},
Fo,={0€[0,2r): 6 (ps,0) =0}, F3={0€[0,27) : 6 (pa,0) =0 (ps,0)},

Fy={0€10,27) : § (p4,0) = a0 (ps, 0) } sont des ensembles finis (011 Qj, = gélilnaj> :
] sS

alors Fy = F1U Fy, U F3 U Fy, Ej est ensemble fini. .
Supposons que arg aq, 7 arg s, Gj, = Qjs,, 0 < a; <1, (j # d,s). D’aprés le Lemme

2.1.2, pour tout € donné
l—a  [6(pa,0) =0 (ps;0)] 10 (pa,0) — o0 (ps,0)] oy — g )
(1 + Oé)7 2 |5 (pdae) + 6<p$7€)|7 2 |5 (pd,@) + aj06<p570)|7 2 (a] + ajo) ’

ol, « :H;lé?ixaj)’ il existe un ensemble H; C [0,27)de mesure linéaire nulle, telle que si
] 78

0 € [0,2m)\HiU Hy(Hs = {0 € [0,27);6 (p,0) = 0}, est un ensemble fini ), et Ry > 1 tel

(0<e <min{2

que pour |z| =7 > Ry, nous avons:
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(¢)Si 0 (p;,0) > 0, alors

exp{(1—¢)d(p;,0)r"} <

4y (re”) 00| < exp{(1+2)6(p1,0)17}: (3:210)
(41) Si 0 (pj,0) < 0, alors

exp{(1+¢)6 (p;,0)r"} < |A;j (re”) e” (e %)

<exp{(l1—¢)d(p;,0)r"} <1 (3.2.11)

Par le Lemme 3.2.2 il existe un ensemble Fy C (1. 4+ 00) de mesure linéaire fini et mesure
logarithmique finie tel que pour tout z vérifiant |z| =7 ¢ [0,1] U Ey et |f (2)] = M (r, f)

nous avons

<Rl (1<i<k). (3.2.12)

Soit R = max{Ro, R1}, F3 = (1, R] U Es, E3 est de mesure logarithmique finie

tel que pour tout 6 € [0,27)\ (Eo U £y U Hy U Hy) (Eg U Ey U Hy U Hy mesure linéaire nulle)
quand |z| =7 ¢ [0,1] U E3, et |f (2)| = M (r, f) nous avons.

Cas 1: 0 (pqg,0) >0, 5 (ps,0) <0

De I’équation (3.1.1), on peut écrire

o O o ) £
—Aq (2) ePa(z) — W + Ay (2) ePr—1( )W 4 Agg (2) ePa+1( )W
(d-1) !
+ [Aa-1 (2) epdl(z)fT +- 4+ A (2) epl(z)f7 + Ay (2) e %. (3.2.13)

Pour 6 (p4,6) > 0 nous avons |Ay (z) e’®)| > exp {(1 —€) 0 (pa,0) r"}
et pour § (ps,0) <0, (s=0,1,..d—=1,d+1,...k—1) (s # d) nous avons
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| A, (2) ePS(Z)| <exp{(1—-¢)d(pg,0)r"} <1;(s=0,1,..d—1,d+1,...k—1) (s#d)

En utilisant les relations (3.2.8),(3.2.12) et (3.2.13) des inégalités précédente on obtient

exp{(l —¢)d (pq,0)r"} < }Ad (2) ePd(Z)|

f(k) () "y f(k—l)
<‘ (d)() —i—‘Akl(z)eP’“ ()| @ 4+ ...
: f(d—l—l) ; f(d—l)  (x f
+|Ad 1<2)6Pd+1()|‘ @ + ‘Ad 1(2’)613‘1*1()‘ A +-"—|—|A0(2)€1 ()| W

< (T (27‘7 f))k+1 + (T (27,7 f))k+1 rk+1 44 (T (27,7 f))k-H rk;+1

< (T @, )+ (k= 1) (T (2, )

< (T )+ (- DT e )T (r> 1)

donc

exp{(1 —€)d (pa,0) 7"} < |Aa(2) ePd(Z)} < krFtH (T (2r, )T (3.2.14)

ol k est une constante positive. Ainsi (3.2.14) implique

p(f)=o(f) =00
et
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— loglogT
oo (f) = T 0818 T (0 f) o
r—00 logr

Par le Lemme 3.2.4 nous avons oy (f) = n.

Cas 2: 0 (pq4,0) <0, 0 (ps,0) > 0. De (3.2.9) et (3.2.10) nous avons

A5 1) 0] < exp (1 +£) 3 (.0)7)

<exp{(l1+¢e)ad(p;,0)r"} (j#d,s) (3.2.15)

De I’équation (3.1.1), on peut écrire

o f® - fE=1) o D
— A, (2) el = o) + Ap_q (2) el1® e Foet Ay (2) P @) 7
(s—1) /
+ | As—1 (2) ePS*l(Z)f— +-+ A(2) 6P1(Z)L
f f
+Ag (2) ePP)] f (3:2.16)
0 f(s) L.

Ainsi de (3.2.8), (3.2.11), (3.2.15) et (3.2.16) , nous obtenons

exp{(1—€)d (ps,0) "} < A, (2) e

< (T (2r, )" (k= 2) exp {(1+ ) ad (ps, 0) "} (T (2, ) 4" (T (20, f))"

< krftlexp {(1+¢) ad (ps, 0) ™} (T (2r, £))F. (3.2.17)

1—
Sio<e< —a, alors 1 —e — (1 4+¢)a > 0. De la relation (3.2.17) nous avons
2(1+«)
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exp{(1 —¢)d (ps,0)r"} - e
eXp{(l‘i‘E)Oé(S(ps,@)rn} < kr (T<2 7f))

exp{[(1—¢) — (1 +¢&)a]d(ps,0)r"} < kr*T (T (2r, )" (3.2.18)

Cas 3: 0 (pg,0) > 0,0 (ps,0) >0
alors d’apres les relations (3.2.8) ,(3.2.10) , (3.2.12) , (3.2.15)et (3.2.13) , nous obtenons

exp {(1 — )8 (pa, 0) 1"} < |Aa () P4
<(T@r, )+ (k= 2) exp{(1+¢) a6 (ps, 0) r"} ¥+ (T (2r, £))FF
+exp {(1+¢) 0 (ps,0) "} ¥ (T (2r, )"
< krf*tlexp {(1 +¢€) 0 (ps, 0) "} (T (2r, £))". (3.2.19)

D’apres la condition précédente sur €. Nous avons (1 —¢) d (pg,0) — (1 +¢€) 6 (ps,6) > 0.
D’apres (3.2.19) on obtient

exp{[(1 — &) 6 (pa,0) — (1 +€) 6 (ps, 0)] 7"} < kr* (T (2r, f)) (3.2.20)

(i) Si 6 (pa,0) < 6 (ps,0), alors de (3.2.8), (3.2.10), (3.2.12), (3.2.15)et (3.2.16),

nous obtenons

exp {(1 =€) (ps, 0) 1"} < | A, (2) )|
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< (T @ )+ (k= 2) exp{(1+2) ad (ps, 0) "} ™ (T (2r, )

+exp {(1+¢)d (pa, 0) "} (T (2, £))*. (3.2.21)

Posons R = max { ad (ps,0),0 (pa,0)}, de la relation (3.2.21) nous avons

exp {(1 —€)d (ps, 0) "} < kr¥ T exp {(1 +¢) Br™} (T (2r, ). (3.2.22)

D’apres la condition précédente sur e, nous avons (1 —¢) d (ps,0) — (1 4+ €) ad (ps, 0) > 0,
et (1—¢)d(ps,0) — (1+¢)ad (pa,0) >0, donc (1 —¢)0 (ps,0) — (L +¢)B > 0. D’apres

la relation (3.2.22) nous avons
exp{[(1 =€) 8 (ps,0) — (1 + &) B r"} < kr* (T (2r, £))". (3.2.23)

Cas 4: 0 (pg,0) <0, 0 (ps,0) <O

(i) Si 0 (pa,0) > a6 (ps, 8), ot v, = gélzlriaj, 3 (pjy,0) = @, 6 (ps, 0), alors nous avons

0 (pjv 9) = O‘jé <p57 9) < aj06 <p57 9) ) (] # d) ) (3'2'24)

otl nous notons B; = A; (2) e%*). De I'équation (3.1.1) on peut écrire

1 B. . fk=1) B, f' B
By By f By f B f®
donc
1 B, (k—1) (d) B ! B
By By f f By f By f

De la relation (3.2.11) nous avons
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exp{— (1 —¢)d (pa,0)r"} < 'B%‘ <exp{—(1+¢)d(ps,0)r"}. (3.2.26)

De (3.2.11) et (3.2.24) nous avons

B, < exp{(1-2)6(p,0)1"} < exp{(1—)apd (p0) 1"}, (j#d).  (32.27)

Ensuite de (3.2.26)et (3.2.27) nous avons

B;
B,

D’apreés la condition précédente sur €, nous avons, (1 —¢) a0 (ps, ) — (1 +¢€) 6 (pa, 8) <

< exp{[(1 —¢€) jod (ps, 0) = (1 +) 0 (pa, )] 7"t (G #d)

0, nous obtenons alors

<1 (3.2.28)

En substituant (3.2.8),(3.2.12),(3.2.26) , (3.2.28) dans (3.2.25) nous obtenons

exp{— (1 —¢)d (pg,0) r"} < kr®*1 (T (2r, £))"*! (3.2.29)

ot — (1 —¢)d(pg,0) > 0.
(i7) Si 6 (pa,0) < @jyd (ps,0).

De I’équation (3.1.1) on peut écrire

r |:Bk1 JE R By f' BOj| /

Bjo BJO f Bj f BJO f(k)
d’ou

1 B, (k—1) B (d)
‘ SH k-1 f _|_..._|_‘_d ‘f_

B, B, / Bj, || f

By || f By /
L 1 2.
R i en s 2
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De (3.2.11), on a

1
emﬂ—ﬂ—@%&@mﬂﬁ}é‘
)

<exp{—(1+¢)a;0(ps,0)r"}. (3.2.31)
De (3.2.11), (3.2.31) on obtient

'iﬁ < exp{[(1—¢)0(pa,0) — (1+¢€) b (ps,0)] 7"}

Jo

D’apres la condition précédente sur e, nous avons, (1 — €) § (pg, 8)—(1 + €) a0 (ps, 6) < 0,

nous obtenons alors

‘Bd

<1. (3.2.32)

Jo

De (3.2.11) nous avons

1Bj| < exp{(1—2) a6 (p )"}, (j #d. jo). (3.2.33)

Des relations (3.2.31), (3.2.33) nous avons

< exp{[(1 = &) ;0 (ps, 0) = (1 +€) a;pd (ps, O)] "}, (5 # d; Jo)-

5,
By,

D’apreés la condition précédente sur €, nous avons, (1 — ) a0 (ps, 0)—(1 + €) a;,0 (ps, ) <

0, nous obtenons

5

<1, (j#d). (3.2.34)

Jo

En remplagant (3.2.8), (3.2.12), (3.2.31), (3.2.32), (3.2.34) dans (3.2.30) nous obtenons

exp {— (1 — &) a8 (ps, 0) "} < kr* (T (2r, ) (3.2.35)
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ot — (1 — &) @y (ps, ) > 0.

Donc, pour tout arg z = 60 € [0,27)\ (Eo U Ey U Hy U Hy) (m (Ey U Ey U Hy U Hy) =0),
lorsque|z| = r ¢ [0,1] U E3 (my (E3) =0), |f (2)] = M (r, f) et (3.2.14) ou (3.2.18) ou

(3.2.20) ou (3.2.23) ou (3.2.29) ou (3.2.35), d’aprés le Lemme 3.2.3, et par les relations

(3.2.14), (3.2.18), (3.2.20), (3.2.23), (3.2.29), (3.2.35) nous avons

p(f)=o(f)=cc
et
o (f) = n.
D’apres le Lemme 3.2.4, on a
o2 (f) <n.
donc on obtient
(op) (f) ="n.

Supposons maintenant que f(z) 0 est une solution polynémiale de (3.1.1) et deg f = m.
Cas 1: Soit d > 1.
(1) Sim > d, alors on a arg a, 4 7 arg d, s, Gnj = a4, (0 < o < 1), (j # d,s). D’apres
le Lemme 2.1.2 et (3.2.9) il est facile de voir pour tout (0 <e < 1), donné il existe
arg z = 6 vérifiant 6 € [0,2m)\ (H; U Ha)

(Hy U Hy est de mesure linéaire nulle), et d (pg,0) > 0, 6 (ps,0) < 0, (j # d) .pour r
suffisament grand. De (3.2.10) et (3.2.11), on obtient

Mir™ %exp {(1 —€) 6 (pg, 0) "} < ‘Ad (re) ePd(’"ew)f(d)‘
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<|f®| 4+ ’Ad-',-l (re®) ePd+1('rei9>f(d+l))

+ ‘Adfl (T@ie) 6Pd_1(rew)f(d_l)‘ + -+ ‘AO re’ ) PO re f‘ < MQT
ou My, M; sont des constantes supérieures & zero. Ainsi

Myexp{(1—¢)6 (pa, 0) "} < Mor®

donc c’est une contradiction,

(2)Sim < d.
(i) Sis>d;
Pour tout e donné (0 < ¢ < 2(02;‘2'/), o of = max{g, .., 1,011, g1} <

0<1<d-1),0€][0,2m)\ (H1 U Hs) onad(p,0) >0, et pour tout r suffisament grand,
des relations (3.2.9), (3.2.10) et (3.2.15), nous obtenons

Mzr™exp {(1 — &) ;6 (ps,0) "} < ‘Az re’) e Al f(l)‘

I
Ogjéflfl
J

< Mg™ Y exp{(1+¢2)a;6(ps,0)r"}
0<j<d—1
J#l

< Myr™ Z exp {(1+¢)asd (ps,0)r"}

0<j<d-1
i

=My(d—1)r"exp{(1+¢)astd (ps,0) 7"},
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ouMs3, M, sont des constantes supérieures a zero.Ainsi
Msexp{[(1—¢)ay — (14+¢e)at]d(ps,0)r"} < My(d—1).

D’apres la condition précédente sur €, nous avons, (1 —¢)a; — (1 +¢) as > 0, donc c’est
une contradiction. Lorsque max{aq, ..., ¢_1, @141, ..., aq—1} < ¢y, alors chaque solution

non nulle de I'équation (3.1.1) est 'ordre infini.

-«
2(1+«)
5 (p1,0) > 0, et pour tout r suffisament grand, on a

(i1)Si s < d; pour tout & donné <O <e< ), 6 € [0,2m)\ (H,UHs) on a

Mzr™exp{(1 —¢)6 (ps,0)r"} < ‘AS (re’) ePS(T’ew)f(S)

<Mgr™ Y exp{(1+¢)ad(ps,0)r"}

0<j<d-1
il

< Mg (d—1)r"exp{(1+¢)ad (ps,0) 1"},

ou Ms, Mg sont des constantes supérieures a zero. Ainsi

Msexp{[(1—¢)— (1+¢)a]d(ps,0)r"} < Mg(d—1)

D’apreés la condition précédente sur e, nous avons, (1 —¢) — (14+¢)a > 0, donc c’est

une contradiction. Donc si d > 1 et s < d, alors chaque solution non nulle de 1’équation
(3.1.1) est l'ordre infini .

Cas 2: Soit d < 1. Alors

d’apres le cas 1 on trouve que chaque solution non nulle de I’équation (3.1.1) est d’ordre.infini.En

résumé, si s > d et max {ag, ...,aq_1, 11, ., ag-1} < qqous <d(d>1)oud <1, alors
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chaque solution non nulle de ’équation (3.1.1) est d’ordre infini et

p(f)=0o(f) =00, o2 (f) = n.

3.2.2 Preuve du Théoréme 3.1.3

Supposons que f (z) est une solution entiére transcendante de (3.1.2) et o (f) = 0 <
co.Par le Lemme 3.2.5 pour tout ¢ € (0,3(1 — maxo (D;))) donné, alors il existe un
ensemble F; C [0,27) de mesure linéaire nulle, tel que si § € [0,27)\ £y, alors il existe
une constante Ry = Ry (0) > 1 telle que pour tout z vérifiant argz = 0, |z| = r > Ry,
nOus avons:

() (rei® y
‘f (re'?) < pU=idle=149) (0 <j<j<k). (3.2.36)

7@ (rei?)

SUpposons arg a,, g 7# arg an s, anj = iy s (; > 0), (j # d,s). D’apres le Lemme 2.1.2

et (3.2.9) il est facile de voir que pour € (¢ > 0) donné, il existe une demi-droite arg z = 6

vérifiant 6 € [0,27)\ (E1 U Hy U Hy) (Hy, Hy sont défini dans le Lemme 2.1.2, F; U H; U Hy de mesure
et 6 (pg,0) > 0,9 (p;,0) <0, (j #d). r suffisament grand. On a pour

‘Ad (re?) Fa(ret?) | Dy (reie)‘ >exp{(1—¢)d(pa,0)r"} (14 0(1)), (3.2.37)

A; (reia) ehi(re?) | D; (Tew)‘ <exp{(l—¢)d(p;,0)r"} +exp {TU(Dj)+€}

<2exp {r?PN=) L (j£d). (3.2.38)

D’aprés le Lemme 3.2.2 il existe un ensemble Ey C (1. 4+ o0) de mesure logarithmique
finie, quand |z| =7 ¢ [0,1]U Ey et |f (2)| = M (r, f), nous avons (3.2.12). De I’équation

(3.1.2) on peut écrire
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f(k) f(k—l)

—(Aa(2) e+ Da(2) = G + (A (2) 220 4 D (2) g+
(d+1)
+ (Agra (2) €13 4 Dyys (2) ff(d)
(d—1)
#[ (e @ e 4 Dy @) D
+ (A1 (2) e &) + D, (2)) fFI + (A (2) ™™ + Dy (2)) % (3.2.39)

Lorsque 6 € [0,27)\ (F1 U Hy U Hy), |z| =7 ¢ [0,1]U Ey et |f (2)] = M (r, f)
en remplacant (3.2.12), (3.2.36), (3.2.38) dans (3.2.39), nous obtenons

exp {(1— )3 (pa,0) "} (L + 0(1)) < |(Aa(2) e’ &) + Dy (2))]

< T,(k—d)(o—l—Fs) 492 exp {TU(Dk,l)—l-E} T(k—l—d)(o’—l—l-e) 442 exp {TG(Dd+1)+€} r

+ [2 exp {TO'(Dd—l)"r&} pld=Dle=14e) L L 4 2exp {,',.U(Do)+6}j| phtl

maxo(D;j)+e
< 2kr Mexp {7“ et } , (3.2.40)

ou M est une constante supérieure a zéro.
D’autre part, pour tout € avec, maxo (D) +¢e <1—¢ <1, de larelation (3.2.40), nous
J

avons
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maxo(Dj)+e

exp {(1= )8 (pa, 0) " — P47 (1 0(1)) < 200,

c’est une contradiction. Par conséquent, o (f) = oc.
En utilisant le méme raisonnement comme dans la preuve du Théoréme 3.1.2, nous
obtenons que lorsque

max { g, ..., X1, A1, s Ag—1} < ag(d>1),ous <det0 < a; <1(d>1), ou

d < 1, alors chaque solution f(z)}£0 de I’équation (3.1.2) est d’ordre infini.

3.2.3 Preuve du Théoréme 3.1.4

Par le Lemme 2.1.2 nous savons que pour tout

. [1 l—a  |6(pa,0) =3 (ps,0)]
(1 — D.
€(O<€<m1n{2(1 ogr?galgi—la( j))72(1‘1‘04)’2’5(]911,9)—1-5(])3,9” )

donné, il existe un ensemble H; C [0,27) de mesure linéaire nulle, tel que pour tout

0 € [0,2m)\H,UHy (Hy = {0 € [0,27);6 (p,0) = 0} un ensemble fini) ,pour r suffisament

grand, on a

(i) Si o (pj,0) > 0, alors

exp{(1 = )8 (p;,0) 1"} (1+ 0(1)) < |(4; (re”) e ) 4 D (re?) )|

<exp{(1+4+¢)d(p;,0)r"} (14 o(1)) (3.2.41)

(i1) Si o (p;,0) <0, alors

)(Aj (re’) epi(re”) 4 D; (rei9)>‘ <exp{(1—2¢)d(p;,0)r"} +r™ <M (3.2.42)
ou M, M, sont des constantes supérieures a zéro.Nous affirmons que le cas o (pg, 0) < 0
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et o (ps,#) < 0 ne se produira pas. En fait, par la théorie de Wiman-Valiron on a

/()
pour z vérifiant |f (2)| = M (r, f) et |z| = r ¢ [0,1]U Ey, ot By C (1. + 00) est de mesure

z

79 (2) <v(r))j<1+0<1)> G=1,..k) (3.2.43)

logarithmique finie; v (r) est l'indice central de f(z). D’aprés le Théoréme 3.1.3 on a

o (f) = oo, et par le Lemme 3.2.6, on obtient

1
o) _ (3.2.44)
r—+oo logr

Des relations (3.1.1) et (3.2.43), nous obtenons

_ (” S”)) (1+0(1)) = (Ayor (2) e @)+ Dy, (2) (U (ZT)) (14 o(1))
T (AO (z) P &) + Dy (Z)) . (3.2.45)

De (3.2.42) et (3.2.45) nous aurons, quand |z| = r ¢ [0,1] U Ey, |f (2)| = M (r, f), et r
suffisamment grand,
v(r) |1+ o(1)| < krM, (3.2.46)

ol M est une constante supérieure a zéro. De (3.2.45) et (3.2.46) et les conditions o (pg, 0) <
0 et o(ps,d) < 0, nous obtenons une contradiction.
En utilisant (3.2.41), (3.2.42), et un raisonnement similaire a la preuve du Théoréme

3.1.2, on obtient que chaque solution transcendente f de ’équation (3.1.2) satisfiant :

p(f)=0o(f) =o00,02(f) =n.

Par un raisonnement similaire a la preuve du Théoréme 3.1.2, nous savons que lorsque

max { g, ..., ¥_1, 41, ..., @g_1y ou s < d (d > 1) ou d < 1, alors chaque solution f(z)£0
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de l’équation (3.1.2) vérifie

p(f)=o(f)=o00,05(f) =n. (3.2.47)

3.2.4 Preuve des Corollaires 3.1.5, 3.1.6 , 3.1.7 ,3.1.8 :

Pour la démonstration des Corollaires 3.1.5, 3.1.6 , 3.1.7 ,3.1.8 il suffit de démontrer le
Corollaire 3.1.8. Le Corollaire 3.1.8, peut étre démontré en utilisant le Corollaire 3.1.5,

si d < 2, on utilise le Théoréme 3.1.2. Ce qui preuve le Corollaire 3.1.8.
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Chapitre 4

Croissance des solutions de certaines
équations différentielles linéaires non

homogeénes

4.1 Introduction et principaux résultats

Dans ce chapitre, on s’intéresse a l’étude de la croissance des solutions des équations
différentielles linéaires d’ordre supérieur a coefficients fonctions entiéres. Dans 1’étude de

la croissance et les points fixes de ’équation différentielle

[+ h(2)e® f' + ho(2)e” f =0, (4.1.1)

ol hy, hg sont des fonctions entiéres et a, b deux nombres complexes, Chen Zong-Xuan

et Shon Kwang-Ho ont obtenu dans [4] les résultats suivants:

Théoréme 4.1.1 [4] Soient h;(z) (j =0,1) des fonctions entiéres d’ordre strictement
inférieur a 1 et a,b deux nonbres complezes constants tels que ab # 0 et a = cb (¢ > 1).

Alors chaque solution non constante f de l’équation (4.1.1) est d’ordre infini.
Théoréme 4.1.2 [4] Soient A;(2)£0, D;(z) (j =0,1) des fonctions entiéres telles que
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o(A;) <1 eto(D;) < 1. Supposons que a, b sont deux nonbres complezes constants tels
que ab # 0 et arga # argh ou a = ¢b (0 < ¢ < 1). Alors chaque solution f non triviale

de ’équation différentielle

F" 4 (Ar(2)e™ + Di(2)) f' + (Ao(2)e” + Do(2)) f = 0
est d’ordre infini.

Théoréme 4.1.3 [4] Soient hj(z) (j=0,1,...,k—1) (k> 2) des fonctions entiéres
telles que o (h;) < 1 et Hj(z) = hj(z)e%?*, ot a; (j =0,1,...,k—1) sont des nom-
bres complezes. Supposons qu’il existe as tel que hs # 0 et pour j # s ;si HFO;
a; = cja; (0 <c¢;<1), si Hi =0, on définit c; = 0 . Alors chaque solution f tran-

scendante de l’équation

O 4 H o f* Y 4+ H S+ 4+ Hyf =0 (4.1.2)

est d’ordre infini. De plus, si max{cy,...,cs_1} < ¢, alors chaque solution f(#0) de

léquation (4.1.2) est d’ordre infini.

Théoréme 4.1.4 Supposons que H;(z) = A;(2)e?®) + Dj(z) (j=0,1,...k—1) o
p;(2) = Xn:am 2" sont des polynomes de degré n > 1 ot a;; € C (j = 0,1,...,k —
1;i =0, 1,273 —1) etaj, € C—{0} (j=0,1,....,k—1), Aj(2), Dj(z) sont des fonctions
entiéres d’ordre inférieur a n. Supposons qu’il existe deux coeficcients H;, H,, tels que
A = |am | €% et amn = |amn | €77, 0 <1 <m < k—1, 0,0, €10,21) , 0, # Opn, et
pour tout j # 1, m, aj, vérifie aj, = cjam, (0 <c; <1) ouaj, = cjam, (0 <c; <1).Si F

est une fonction entiére d’ordre fini, alors les solutions de l‘équation différentielle

o 4 (Ak—l(z)epk_l(z) + Dy-1(2)) FED Ly (Ao(z)ep‘)(z) +Do(2)) f=F (4.1.3)

vérifient les propriétés suivantes:
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(i) Si F =0, alors toute solution transcendante f de l‘équation ( 4.1.8 ) satisfait o (f) =
0o. De plus, si f(z) est une solution polynome de ’équation ( 4.1.3), et deg f <1 —1 ou
degf <m—1;sil=1 oum =1, alors toutes les solutions f non-constantes de (4.1.3)
satisfont o (f) = oo,

(ii) Si F£0,et m = 1 oul = 1, sauf pour au plus une solution exceptionelle possible fo (2),

toutes les autres solutions de l‘équation ( 4.1.3) satisfont:

Si une solution d’ordre fini fo (2) existe, alors o (fy) < max {n, A(fo),o (F)}, et quand
;\(fo) < o (fo) et o (F) # n, nous avons o (fy) = max{n,o (F)}.

Théoréme 4.1.5 Soient A; (2)#0 (j =0,1,...,k — 1) des fonctions entiéres telles que

o (Aj) <n, et soient
n

pi(2) =) aji'
i=0
(j=0,1,....k — 1) des polynomes de degré n > 1. Si a;, (j =0,1,....k —1) sont des

nombres complexes distincts et Ay (2)Z0, et si F£O est une fonction entiére d’ordre fini,

alors toute solution [ de l’équation suivante

FE 4 Ay (2)err1 @ FE=D o Ag(2)er P f = F (4.1.4)

satisfait les propriétés suivantes:
(1) Sauf pour au plus une solution exceptionelle possible fy (z), toutes les autres solutions

de( 4.1.4) satisfont:

(i1) Si une solution d’ordre fini fy(z) existe, alors o (fy) < max{n,;\(fg) ,O’(F)} et
quand A (fo) <o (fo) et o (F) #n ,nous avons o (fy) = max{n,o (F)}.
Exemple 4.1.1: On considére I’équation différentielle suivante:
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3

f/// (Z) + 62z3f// (Z) + 6z3+zf/ (Z) 4+ e ¥ (Z) —1

On a as; =2, a;3 =1, ap3 = 4 (sont distincts ) et n =3, 0 (F) =0 < 3.

Alors d’aprées le Théoréeme 4.1.5, toute solution f de cette équation différentielle vérifie

Remarque 4.1.1: L’hypothése que aj, (j = 0,...,k — 1) sont des nombres complexes

distincts est nécessaire.Par exemple, ’équation

f,//(Z)+5€4Zf,/(Z)+Z€3Zf,(2)—632f(2«'> =1

admet une solution polynomiale f(z) = z, ot a1; = ap; = 3.

Théoréme 4.1.6 Soient A;(2), p;(2) (j =0,1,....,k —1), F(2) des fonctions entiéres
vérifiant les conditions du Théoréme 4.1.5 Supposons qu’il existe a, tel que aj, = djay, ,
(0<d;j<1),0<j#1<k-1.

(1) Alors toutes les solutions f transcedantes de l’équation différentielle( 4.1.4) satisfont

A =Af)=o(f)=0etox(f)=n.
(1) Si une solution fo (2) est d’ordre fini, alors o (fy) < max {n, A (fo),o (F)} et quand

A(fo) < o (fo) et o (F) £n, on ao(fy) =max{n,o(F)}.

4.2 Quelques lemmes

Lemme 4.2.1 [13] Soit f(2) une fonction entiére transcendante d’ordre fini o, soit H =
{(k1,71), (k2,J2) s -y (Em, jm)} un ensemble fini de nombres entiers vérifiant k; > j; > 0
(i =1,...,m), et soit e > 0 une constante donnée. Alors il existe un ensemble E4 C [0, 27)

de mesure linéaire nulle , tel que si ¢» € [0,2r) — Ey, alors il existe une constante
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Ry = Ro(¢)) > 1 telle que pour tout z wverifiant argz = et |z2| = r > Ry, et pour
tout (k,j) € H, on a

S |Z| (k—7)(oc—1+¢) '

‘ 7 (2)
9 (2)

Lemme 4.2.2 [10] Soitf(z) une fonction entiére d’ordre o (f) = a < +00. Alors pour

tout € > 0 donné , il existe un ensemble E C [1,00) de mesure linéaire fini et mesure

logarithmique finie tel que pour tout z vérifiant |z| =1 ¢ [0,1] U E, on a

exp {—r*"} < [f(2)] < exp {r*T7}.

Lemme 4.2.3 [6] Soit f(z) une fonction entiére. Supposons que |f*)(2)| est non bornée

sur un rayon argz = 0.Alors, il existe une suite infinie de points z, = r,me? (m =

1,2,...), 0t 1y — 00, telle que f®)(2,) — 0o et

f(j) (Zm)

FO ()| = 2" (L +0(1)  (G=0,1,..k—1)

Lemme 4.2.4 [22] Soit f (z) une fonction entiére d’ordre infini. Notons
M (r, f) = max {|f(2)| : |z| =}, alors pour tout nombre X > 0 suffisamment grand, et

toutr € E C (1,00), on a
M (r, f) > crexp {027"’\},

ot Myl = 00 et ¢, co sont des constantes positives.

Lemme 4.2.5 [22] Supposons g(z) est une fonction entiére d’ordre infini, et d’hyper

ordre 04 (g) < 0 < 00. Alors il existe un ensemble Hy C (1,00) tel que m;Hz = oo,

. log v (r) .
lim —— = lim
r—oo,r€H3 log r r—oo,r€H3 10g r

loglog v (r)

:O',

et pour tout € > 0 et tout r € Hz, on a

exp {r*°} <w(r) <exp{r**t<},
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ot v(r) est lindice central de g(z) .

Lemme 4.2.6 [15,17,19] Soit f(z) une fonction entiére transcendante , v(r) lindice
central de f(z) et § et une constante satisfaisant 0 < § < é. Supposons que pour z sur

le cercle |z| = r on ait | f(z)| > M (r, f)v(r)~s7. Alors

T = {0

ol Uj(z) -0 (U(r)_é“), Jj €N, pour tout |z| = r a Uextérieur d’un ensemble E de

mesure logarithmique finie.

Lemme 4.2.7 Supposons que By, Bi, ..., By_1 et F (#0) sont des fonctions entiéres
d’ordre fini et soit 0 = max{o (B;),0 (F), j=0,1,....k =1}, k > 2. Alors toute solu-

tion f d’ordre infini de l’équation
f® L B f*V 4 4 Bif =F

satisfait oo (f) < 0.

Lemme 4.2.8 Soientk > 1, Py, Ps, ..., P, des polynomes non constants de degré dy, ds, ..., dy,
respectivement, tels que deg (P, — P;) = max{d;,d;} pour i # j. Posons A(z) =

k

ZB]- (2) ef7®), ou B; (2)#£0 sont des fonctions entiéres telles que o (B;) < d;. Alors
7j=1

ai(A) = max {d,}.

1<j<n

4.2.1 Preuve du Théoréme 4.1.4

(1) F' = 0. Supposons que f(z) est une solution transcendante de (4.1.3 ), nous prouvons
d’abord que o (f) = oo. Supposons au contraire que o (f) =0 < 00 .
Posons d = max{o(D;): 0<j<k—1}, h =max{c;: 0<j#[,m<k—1}. Parle

Lemme 4.2.1, pour tout € > 0, il existe un ensemble £ C [0, 27) de mesure linéaire nulle,
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tel que si 0 € [0,27)\Ey, il existe une constante Ry = Ry (0) > 1, tel que pour tout z

satisfaisant arg z = 0 et |z| =r > Ry, on a

< ||V L 0<i<j<k). (4.2.1)

) (2)
fO(2)
Posons z = re?, §(P,0) = |ai,|cos (0; +nd) et § (Pn,0) = |amn|cos (0, +nb). Soit
E,={0€]0,2m):6(P,0) =06 (P,,0)}, comme 0,, # 0,, alors mg, = 0. Par le Lemme

2.1.2, il est facile de voir que pour ¢ > 0 donné, il existe une demi-droite argz =
0 satisfaisante 6 € [0,27)\ (F; U Hy U Hs) (Hy, Hy sont définis dans le Lemme 2.1.2
et m(ELUEyUH,UHy) = 0), telle que 0 (F,0) > 0, 6(Py,0) < 0ou d(P,0) <
0, §(Py,0) > 0.

Nous divisons la preuve en deux cas,

(a) 6 (P,0) >0, 6(Pn,0)<0et (b)d(F,0) <0, §(Pn,0)>0.

(a) : §(P,0) = 0,0(Py,0) < 0. Here we divide (a) into two subcases :(a1) a;n, =
CiQmn, J 7 L,m 5 (a2) ajn = cjam, j #1,m . (a): 0 (P,0) > 0,6 (P,,0) <0. On divise
en deux sous-cas

(a1) ajn = CjQmn, J # 1, m; (a2) ajn = cja,, j #1,m

Sous-cas (a1) @y, = CjAmn, J # I,m < k — 1. Dapres les conditions du Théoréme
4.1.1, nous obtenons 0 (F},6) > 0, 6 (P;,0) <0 (j #1). Par le Lemme 2.1.2 et 4.2.2, pour

tout &1 (0 < &7 < 1) donné et r suffisament grand, nous avons

)Al (re') h(re?) 4 D, (Tew)’ >exp{(1—¢1)d(p,0)r"}(1+0(1)) (4.2.2)

et

A5 (re®) P 0) D (re”) | < exp {(1 = 1) 8 (1, 6) "} + exp {2401 |
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<exp {r7@Ptal (1 #1) (4.2.3)

Maintenant nous prouvons que | fo (reia) }est bornée sur le rayon arg z = 6. Si ’ fo (T(Bw) {

est non bornée sur le rayon arg z = 6, alors par le Lemme 4.2.3, il existe une suite infinie
de points z, = r,e” (¢ =1,2,...) telles que r, — oo, f¥ (z,) — oo et

‘ f (24)

fO (29)

En Substituant (4.2.1) et (4.2.4) en (4.1.3), on obtient

<z A +0(1) (j=0,1,..,1—1) (4.2.4)

exp{(1—¢1)d(p,0)ri} (1+0(1) < |4 () el 1 p, (29)]

NI |Al+1 (Zq) 6P1+1(Zq) + Dl+1 (Zq)| I\

= 'f 70 (z)

() (%)
fo (24)

o )

(i-1)
+ [ A () €750 4 Dyy (2,)] ‘ff(l) (izg) ‘
q
e [Ao (29) €60 4 Dy (2)] ‘f@@) ‘

< Ky |2g|M exp {rirer}, (4.2.5)

ou K4, M; sont des constantes positives.
Puisque o (D;) < 1 (j=0,1,....,k—1), c’est & dire, d < 1, nous obtenons une con-
tradiction. Ainsi} fo (rew)‘ < K3 (Kj est une constante) sur argz = . On obtient

facilement

|f (re”)| < Kyr* (4.2.6)
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sur arg z = #, ou K, est un constante positive.
Sous-cas (az2): ajn, = cja,, j # l,m <k — 1. Par les Lemmes 3.2.2 et 3.2.3 pour tout

€9 <O < g9 < min {% (1—a), 2(11;&)}) donné et r suffisamment grand, nous avons

‘Am (re) Pm(re”) 4 D, (Tew)’ <exp{(l —e2)0 (pm.0)r"} + exp {r"(Dm)JFEZ}

< 2exp {7" ™ +€2} : (4.2.7)

exp {(1— )8 (p,0) "} (1 + 0 (1)) < ’Al (re) eP() 4 p, (reie)] (4.2.8)

< exp {(1+22) 6 (1, 0) 1"} (14 0(1))

et

exp {(1 —e2)¢;é (pi,0)r"} (1 +0(1))

IN

j (re’e) P;(re'?) + D; (reie)‘ (4.2.9)

< exp{(l+e)¢d(p,0)r" (1+0(1), (G #1m).

Comme
exp {(1 + &5) ¢;6 (1, 0) "}
=ex 1+e3)c; — (1 —e9)]d(p,0)7r"},
exp{(l —82) (ph )7’”} p{[( 2) J ( 2” (pl ) }
et 0 < eg < (1 +h) alors pour r suffisamment grand, nous avons (1 +&3)¢; — (1 —e3) <0
(c; =h) et

exp{(1+e2)c;0(p,0)r"} =o(exp{(1—e2)d(p,0)r"}). (4.2.10)
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De (4.2.9 ) et ( 4.2.10), pour r suffisamment grand, nous avons

Aj (re”) ehi(re’”) 4 D; (reie)‘ <o(exp{(l—e2)d(p,0)r"}). (4.2.11)
Maintenant nous prouvons que | fo (rew) |est bornée sur le rayon arg z = . Si ’ fo (Tew) !
est non bornée sur le rayon arg z = 6, alors d’aprés le Lemme 4.2.3, il existe une suite
infinie de points z, = r,e” (¢ = 1,2,...) telle que r, — 00,f¥ (2,) — oo et

f(j) (zq)

fO(z)

De (4.2.1) et (4.2.4), pour r, suffisamment grand, il existe une constante M, satisfaisante

<z (1 +0(1)) (Gj=0,1,....,1 —1). (4.2.12)

f(j) (zq)

FO (z)
De ( 4.2.5), (4.2.7), (4.2.8), (4.2.10) et ( 4.2.13), nous avons

<z, j#L (4.2.13)

exp {(1—e2) 8 (p,0) 75} (1 +0(1)) < |4 (2) ") + Dy (2,)]

J® (z) Pon(za) £ (2,)
(+1) (5
+ ‘Al+1 (zg) €792 4 Dy oy (Zq)‘ ‘f = ) +

FO (z)

(1-1)
+ |Al—1 (Zq) 6Pl—1(2q) + Dl—l (Zq)‘ ‘ffT(iZ;)’

ek A ) P9 4 Do )] | 2

< 7"1?42 + (k—2)o(exp{(1l —e2)6 (p,0)7"}) révb + 2exp {TU(DWHEQ} révb
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ie,

exp{(1—e2)6(p,0)rp} (1+0(1)) <) +2exp {roPm)tel i, (4.2.14)

Puisque 0 < €5 < min {% (1-4d), 2(11;&)} , de la relation ( 4.2.14), nous pouvons obtenir

une contradiction. Ainsi ‘ fo (rew)‘ < K5 sur le arg z = 6. On obtient facilement
|f (reie)‘ < Kgr*

sur arg z = 6, ou K5, Kg sont des constantes positives. Ainsi, nous obtenons

|f (rew)‘ < Kr* (4.2.15)

sur arg z = 0.
(b): 6(P,0) <0,0(P,,0) > 0. En utilisant le méme raisonnement comme dans le

cas (a), nous pouvons aussi obtenir

|f (rew)‘ < Kr* (4.2.16)

sur arg z = 6. De(4.2.15) et (4.2.16) et le fait que Ey U Ey U Hy U Hy a une mesure linéaire
nulle, par le principe de Phragmém-Lindelof, on obtient que f(z) est un polynéme, ce qui
contredit notre hypothése. Donc o (f) = co. Dans la suite, nous montrons que si f(z) est
une solution polynomiale de (4.1.3), alors deg f = s <m — 1 oudeg f =s <[— 1. Nous
divisons la preuve en deux cas : a;, = cja,, j # [, M; jn = CjQmn, ] 7# |, m. Supposons

Qjn = CjQun, j # 1,m. Si f(2) est un polynome et deg f = s > m. De (4.1.3), nous avons

> (4(2) "+ D;(2)) fU = 0. (4.2.17)

0<j<s

Puisque 0; # 0,,, et aj, = cjap,, (j #1,m,0 < ¢; < 1), d’aprés le Lemme 2.1.2, il est facile

66



de voir que pour tout c3 (O <ez< % (1-— d)) donné, il existe une demi-droite arg z = 6
satisfaisante 6 € [0, 27\ (Fy U Ey U Hy U Ho) Hy, Hy sont définis dans le Lemme 2.1.2 et
m((Ey U EyU Hy U Hy) = 0) telle que 6 (P;,6) < 0 (j #m),0(Py,0) > 0. De (4.2.2),

(4.2.3) et (4.2.17), pour r, suffisamment grand, nous avons

Kot exp{(1 = &) 8 (o, 0) 1"} (L +0(1) < |(An (re”) e 0) 4 D, (o) ) 107

IN

> (45(2) " + D (2) f9

0<j<s.j#m

< Kgrfexp {rd+€3}

ou K7, Kg (> 1) sont deux constantes. Ainsi, nous avons

Krexp{(1—£3) 0 (pm,0) 7"} (1 + 0 (1)) < Kgr™exp {r*+} . (4.2.18)

comme 0 < g3 < (1 —d) et 0 < d < 1, nous obtenons une contradiction. Par con-
séquent, nous obtenons deg f < m — 1. Supposons a;, = ¢;Gmy, j 7 [, m. En utilisant le
méme raisonnement, que ci-dessus, nous pouvons obtenir deg f < [ — 1. Ainsi, la preuve
du Théoréme 4.1.4 (i) est achevée.

(i1) F£0, tout d’abord nous montrons qu'il existe au plus une solution fy(z) de (4.1.3)

d’ordre fini. Supposons fy est une solution de (4.1.3) d’ordre fini, si f; est une autre

solution d’ordre fini, alors fo — fi£0 est une solution de ’équation suivante

F® 4 (Ak_l(z)epkq(Z) + Dk—1(2)) oD 4+ (Ao(z)ep()(z) + Do(z)) f=0.

D’aprés le Théoréme 4.1.4 (i), nous avons o (fo — f1) = oo. Puisque fo, f1 sont deux
fonctions d’ordre fini, donc c’est une contradiction.

Maintenant, nous supposons quef est une solution d’ordre infini de (4.1.3). Nous allons
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prouver /_\(f) =A(f) =0 (f) = oc0. De (4.1.3) nous avons

f(k—l)
f
On note H;(z) = A;(2)e?®) + D;(2) (j =0,1,....k —1). De (4.2.19), si f a un zéro de

+.--+ H, (Z)) . (4.2.19)

multiplicité p (> k) en zg, alors F' a un zéro de multiplicité p — k en z5. Donc

()l )on(cd)
N (r, %) < kN (7", %) +N (r, %) . (4.2.20)

En appliquant le lemme de la dérivée logarithmique, nous avons

et

()
m (r, fT) =O0{logT(r,f)+logr} (j=1,..,k)

pour tout r a I'éxtérieur d’un ensemble E3 de mesure lineaire finie. De la relation (4.2.19),

nous obtenons

m (r, %) <m (7‘, %) + kgm (r, H;) + O (log(rT (r, f))), r ¢ By (4.2.21)

De (4.2.20) et (4.2.21) on a

T f) = T (n %) +0(1) (4.2.22)
< kN (r, %) +T(r,F) + Z_:T (r, H;) + O (log(rT (r, f))), r ¢ Es.
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Comme o (f) = o0, il existe une suite {r;} (r; — 00, quand ¢ — oo) , telle que

/
lim —T (Tq’f) = 00.

/
Ty——00 log Ty

Posons mE; = n < oo, alors il existe r, € [r}, 7, + 1+ 1] — Ej tel que

" q
log T (ry, f) _ logT (ry, f) log T (74, f)
logry, log (T; +n+ 1) log 7, + log (1 + "T—J?1> 7
d’ou
log T logT (!,
i 8T S) oy, TosT0 )
e 2 (1450

Pour 5 (5 > o (Hp) + o (F)) et ry uffisamment grand, nous avons

logT'(rq, f) > (Tq)ﬁ .

Comme o (A;) < n, deg Pj(z) =n,0(D;) <n (j=0,1,...,k—1) et o(F) = p < oo,

alors pour tout €4 (0 < g4 < f —n — p) donné, nous avons

T (rq, F) <r§+54, T (ry, Hy) <rite, 5=0,1,...,k—1

q

pour 7, suffisamment grand. Ainsi pour r, — oo

(rg, F) - T (rq, Hj) - :
’ < pote 5_>(), © I o gpntea=B ) J=0,1,..,k—1,
T(rg.f) ° T(re, ) —°
donc
1 1 .
T(Tq,F) S mT (Tq,f), T(T'q,Hj) S mT (T'q,f), ] = O,l,...,k—l (4223)
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pour 7, suffisamment grand. On a aussi

O{logr T (rq, f)} = o{T (rq, f)}

ce qui donne

O{logr T (rq, f)} < 7—=T (rq, f)-

De (4.2.22)-(4.2.24), on obtient

donc

T (ry, f) gk(k+3)]§7<rq,%).

Par conséquent

M) = A(f) > lim

rq—00 logr, Tq—00 logr,

Comme A (f) < o (f), nous obtenons

A 1
log N (r03) 1o [k T ()

(4.2.24)

Supposons que fy est une solution de (4.1.3) d’ordre fini. Nous allons prouver , o (fy) <

max {n,;\(fo) ,U(F)} dans la suite. Comme o (fy) < oo, nous avons m(

O(logr)(j=1,...,k—1). De (4.2.22), nous avons

T (r, fo) < kN (7“, %) +T(r,F)+ E_:T (r,H;) + O (logr).

0 s

P12 -

(4.2.25)

Comme o (4;) < n,degP;(2) =n,0(D) <n (j=0,1,...,k — 1), nous avons o (H,) =
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n, (j=0,1,....k —1). Posons ¢ = max{n,o (F)},pour r suffisamment grand et tout

nombre positif €5, nous avons

T(r,F)<rsts T(r,H;) <r"tes <psts0 5=0,1,...,k—1. (4.2.26)

De (4.2.25) et ( 4.2.26) on a

T(r, fo) < kN (7“, fi) +(k+1)rt + 0O (logr).
0

Ainsi, nous pouvons obtenir
o (o) < max A () < b = max {1 ()}
Lorsque /_\(fo) <0 (fo),sio(F)=nmn,alors o (fy) <mn;sio(F)#n, alors
o (fo) < max{n,o (F)}.

De I’équation (4.1.3), nous avons o (fy) > max{n,o (F)} quand o (F) # n. Par con-

séquent, nous avons o (fp) = max {n,o (F)}.

4.2.2 Preuve du Théoréme 4.1.5

Nous avons deux cas a prouver dans le Theorem 4.1.5
cas 1:Nous commencons a montrer que toute solution de I’équation homogéne correspon-

dante

FE 4 Ay (2)err—1 @ fE=l o Ag(2)er® f =0 (4.2.27)

est d’ordre infini. Supposons que f(z) est une solution transcendante de( 4.2.27). Nous

montrons que o (f) = oo. Supposons au contraire que o (f) = o < o0.
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D’aprés le Lemme 4.2.1, il existe un ensemble E3 C [0,27) de mesure linéaire nulle, tel
que si 0 € [0,27)\Es, il existe une constante Ry = Ry (0) > 1telle que pour tout z

satisfaisant arg z = 6 et |z| = r > R, nous avons

) (2)
'f@ (2)
0 € [0,2m) : 6 (P}, 0) = |a;n| cos (¢, + nb) =0,

j=0,1,. k-1
u{fel0,2m):6(P;—P,0) =0,0<i<j<k—1},alors mE,; =0.

< 2" (4.2.28)

Posons a;, = |a;,| €% et By =

Posons A; (2) = h; (2) e?7®) (j =0,1,....,k — 1), par le Lemme 2.1.2, il existe un ensemble
H; C [0,27) de mesure linéaire nulle, tel que si z = e, § € [0, 27)\ H;, pour r suffisament

grand, on a

1) Sio(P;0) >0,|A, (remﬂ >exp{(l1—e¢)d(p;,0)r"}
2) Si 6 (P;f) <0,|A; (re”)| < exp{(1—¢)d(p;,0)r"}.

Posons E5 = U;:é Hj, alors Ej5 est aussi un ensemble de mesure linéaire nulle. Pour 0 €
[0,27)\ (E5 U E4 U E5), nous avons

d(Pj0)#0, 6(P0)#d6(P0) (0<i<j<k-1).
Comme a;,, sont des nombres complexes distincts , il existe un seul s € {0, ...,k — 1} tel
que 6 (Psf) = max{0(P;f):j=0,...,k—1} pour § € [0,27)\ (E3 U E4 U Ej5). Posons
d=0(Ps0), 01 =max {0 (P;0):j# s}, alors §; <.
Nous divisons la preuve en deux cas:

(i) 6 >0,

(17) 6 < 0.
cas (i) .6 > 0. Par le Lemme 2.1.2, pour tout &; (O <3 < %) donné, pour r suffisa-

ment grand, on obtient

| A, (Tew)} >exp{(l —¢1)dr"}, (4.2.29)

72



|Aj (re”)| < exp{(1+e1)d1r"} (j #s). (4.2.30)

Maintenant nous prouvons que { £ (rew) ‘ est bornée sur le rayon arg z = 6.S5i | [ (T(Bw) {
est non bornée sur le rayon arg z = 6, alors d’aprés le Lemme 4.2.3, il existe une suite

infinie de points z, = 7, (¢ =1,2,....), telle que r, — oo, f® (z,) — oo et

Zq; <zl (14+0(1)  (j=0,1,.5—1). (4.2.31)

Ve
En substituant (4.2.28) et (4.2.31) en (4.2.27), nous obtenons

exp {(1 —¢1) 57”3} < A (24)]

f*® (24) f(S—H Zq) Je Y (
<[ e+ e ol T s ol B
[ (zg)
4+ |A0 (Zq)| 'f(s) (Z
< kexp {(1+¢e1) 617 }. 2™, (4.2.32)

ot M > 0. De (4.2.32), nous obtenons

exp{3(5 51)r } rM (4.2.33)

C’est une contradiction. Ainsi ‘ f (s) (reie)} < M sur arg z = 6. On en déduit

Ki (Tei9)| < Mr* (4.2.34)

sur arg z = 0

cas(ii) .6 < 0. De I’équation (4.2.27), on peut écrire
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(k-1) (,
—1:Ak—1(z)]ifT(i>)+-“+Aj(z)

f(j) (2)
f® ()

+---+A0(Z)

(4.2.35)

Maintenant nous montrons que | i (7“6"9) | est bornée sur le rayon arg z = 6. Si‘ f) (reia) ‘
est non bornée sur un rayon arg z = ), d’apres le Lemme 4.2.3, il existe une suite infinie
de points z, = r,e” (¢ = 1,2,...), telle que r, — oo, f® (z,) — oo

et

<z (1+0(1)  (G=0,1,..,k—1). (4.2.36)

' f9 (z,)
S8 ()

Par le Lemme 2.1.2, pour toute constante donnée &5 (0 < g9 < %), nous avons
|Aj (2g)] < exp {(1—e3)0r)'} (j=0,1,....k—1). (4.2.37)

De (4.2.36 ) et ( 4.2.37), nous avons, pour r suffisament grand

Aj (2) IO (z) <exp{(1—e)orf} k7 (1+0(1)—0 (j=01,...,k—1).

F® (z)
(4.2.38)
En substituant (4.2.38) en (4.2.35), nous obtenons
1<0. (4.2.39)
C’est une contradiction. Ainsi ‘ f) (Teia)} < M sur arg z = . Donc
|f (re”)| < Mr* (4.2.40)

sur arg z = 6. En combinant (4.2.34),(4.2.40) et le fait que F3 U E; U Fs5 est de mesure
linéaire nulle , par principe de Phragmén-Lindelof, on obtient que f(z) est un polynéme,

ce qui contredit notre hypothése. Donc o (f) = oo. Dans la suite, nous montrons que
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tout polynéome non constant ne peut pas étre une solution de (4.1.4). Si f(z) est un
polyndéme, alors d’aprés le Lemme 4.2.8, nous avons

o (f('“) + Apy fED 4 Aof) = n, c’est contradiction. Si f(z) est une solution
constante de (4.1.4), alors f(z) = 0. Ainsi, chaque solution f#£0 de (4.1.4) satisfait
o (f) = oc.
cas (2) Pour 'équation non homogene (4.1.4), on utilise la méme méthode du Théoréme

4.14

4.2.3 Preuve du Théoréme 4.1.6

Supposons que f (z) est une solution transcendante de (4.1.4), & partir des conclusions
du Théoréeme 4.1.5, nous montrons seulement que chaque solution f transcendante de
(4.1.4) satisfait o5 (f) = n. Par le Lemme 4.2.7, nous avons o5 (f) < n. Supposons

o2 (f) < k < n, alors par le Lemme 4.2.6, nous avons

f9(z)  fo(r) J ., o
f(2) _{ z } (1+o(1)), U=1..k), (4.2.41)

ou z vérifie |f(2)] = M (r, f) et |z] =r ¢ [0,1] U E5, (mEs < 00) et v(r) 'indice central

de f (z). Par le Lemme 4.2.5, nous pouvons choisir une suite de points {zq = rqei(’Q} telle

que |f(z,)] = M (ry, f), 0, € [0,27) et lim 0, = 0y € [0,27), r, € Eg\ ([0,1] U E5),
q—00

rp — 00, ou Eg vérifie Eg C (1,00) et myEs = oo. Pour tout €6 (> 0) donné et r,

suffisamment grand nous avons

lim log v (Tq)

= 4.2.42
rq—o0 logr, >0 ( )
et
exp {ry *} <w(ry) <exp {rg*e}. (4.2.43)
Pour 6y, nous pouvons mettre a; = |ay, [€¥ et soit ¢ + nby # 3, alors 6 (P, 6p) =

cos (p + nby) # 0. On divise la démonstration en deux cas:
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(3a) 6 (P, 00) >0, (3b) 0 (F,,06p) < 0.
cas (3a) § (P, 6p) >0 :
Nous avons 0 (P}, 6) = d;0 (P, 0p) > 0,0 (P; — P,0p) = (dj —1)0(P,60) <0,(0<j#1<k—-1)
et 0(—P,0p) < 0. Posons v = max{d; :0<j#1<k—1}, alors 0 < v < 1.De

lim 0, = 0y, pour ¢ suffisamment grand, nous avons
q—00

5(P.0,) >0, §(P.0,)=dd(P,0)>0, (0<j#l<k—1)  (4.2.44)
et
5<_P179Q)<07 5<Pj_Pl70fI):(dj_1)5(H=9q)<07 (Ogj#lfk—l)

(4.2.45)

On écrit I’équation (4.1.4) sous la forme

0 (k) kol ()
—A; (2) A e_Plf— + Z A; (z)er_Plf— + Ag (2) e — e_PlE. (4.2.46)
f FA f f

En substituant (4.2.41),(4.2.43) en (4.2.46), par (4.2.44) , (4.2.45), et les lemmes 4.2.2,4.2.3,4.2.5

et 4.2.6, pour tout ¢ (> 0), nous avons

exp {74050} <” (Tq)>l (140(1) < exp{(1—6) 5 (=P, 0,) "} (” (rq))k (1+0(1))

T'q

+ i exp {r7Ait=0) ) exp {(1 — eg) (d; — 1) 6 (P, 0,) "} (”W) (1+0(1))

T
j=l+1 q
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-1

+ Zexp {rU(Aj+86)} exp {(1—¢6) (dj —1)6 (P, 0,)ry } (U ;rQ))] (1+0(1))

Jj=1 q

+exp {r7ote) b exp { (1 — &6) (do — 1) § (P, 0,) '}

+ci exp {(1 —e6) 0 (— Py, 0,) ' } exp {ry 77T — ey} (4.2.47)
1

Posons p = max {|o (4;) — 0 (4;)]: 0<i# j <k—1}, puisque 0 < o (4,) < n,
(0<j<k—1),alors u < n. De (4.2.47), pour tout g6, 0 < gg < 3 min{1,n — p,n — k}
et ¢ suffisamment grand et \ est si grande que A > max{2+ o (F),n}, de (4.2.44) et

(M2 0+ o0

T'q

(4.2.45), nous avons

Sexp{(l—aﬁ)é(—ﬂ,eq)rg} <U£Tq)> (1+0(1) exp{r A+56)}

q

b (b= 2 exp {(1— 26) (v — 1)8 (B )12+ ( — 2) P40 1 i 2 (14 (1))
+exp {r5+56} exp {(1 —g)(y—1)0(P,0,) r:;}
+Ciexp{(1—€6)5( P,o,, }exp{frl” )+es cgrq}exp{r Al”sﬁ}

1

< exp {(1 —eg) —6(P,0,) Ty (1+ 0(1))}
1
+ (= Dexp{(1-20) (v~ 16 (A0 ) (L+ 0()} + - exp {—eard (1 0 (1)}
Puisque § (P, 0,) > 0, de 'inégalité ci-dessus, nous pouvons obtenir v (r,) — 0, quand
ry — 00. Ainsi, nous obtenons une contradiction.
cas (3b) 0 (P, 6p) < 0.
Nous avons § (P;,600) = d;6 (P,0p) < 0,0 < j #1 < k—1. De lim 6, = 6§y, pour

q—?
q suffisamment grand, nous avons ¢ (P;,0,) = d;6 (P,0,) < 0,(0<j#1{<k—1). On
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écrit I'équation (4.1.4) sous la forme

k—1 j
_$ = —? + Ap (2) efo(2) 4 ZAJ (2) 6Pj(z)$- (4.2.48)
j=1

Puisque 0 (4;) <n,(j =0,1,..., k), alors pour ¢ suffisamment grand et tout e7 (0 < g6 < 1)

donné, par le Lemme 2.1.2, nous pouvons obtenir

| Ay (2) @] <exp{(1 —e7) 6 (P, 0,) '} < 1. (4.2.49)

et

|A; (2) e"P)| <exp{(1—e7)0(P},0,)r0} <1 (0<j#I<k—1). (4.2.50)

En substituant (4.2.41) en (4.2.48), de (4.2.49),(4.2.50) et les Lemmes 2.1.2,4.2.2,4.2.4,

nous avomns

<U m)) (1+0(1) < 1 ~exp {r, T — oy} - exp {(1 - e7) 8 (P, 00) 1y }

T'q

X e {(1-e)d P} (U) 0 o)

T'q

§lexp{ 027“ (14+o0(1 }+1—|—Z< > (14+0(1)), (4.2.51)

C1

ou A > max{2+ o (F),n}.Alors pour ¢ suffisamment grand, de (4.2.51) nous pouvons

obtenir

v(rg) < Korg™ (1+0(1)),
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ou Ky, M3 sont deux constantes.Ainsi, nous obtenons une contradiction

Du cas (3a) et cas (3b), nous trouvons que o3 (f) =n
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