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Introduction

Pendant plusieurs années, la théorie de la distribution des valeurs des fonctions méro-

morphes fondée par le célèbre mathématicien Rolf Nevanlinna est devenue un outil indis-

pensable dans l�étude des propriétés des solutions des équations di¤érentielles complexes,

en particulier la croissance et l�oscillation des solutions.

L�équation di¤érentielle suivante

f 00 + e�zf 0 +Q(z)f = 0 (0.0.1)

a été étudié par plusieurs auteurs: B. Belaïdi[2], Frei[3], Ozawa[26], Gundersen [14],

Langley[21].

En 1986, G.Gundersen a démontré le résultat suivant

Théorème: Si Q(z) est une fonction entière transcendante telle que � (Q) 6= 1; alors

toutes les solutions f(z)=�0 de l�équation 0.0.1 sont d�ordre in�ni.

Ce mémoire est composé d�une introduction et de quatre chapitres.

Le premier chapitre contient des rappels et dé�nitions sur la théorie de R. Nevanlinna et

quelques préliminaires de la théorie de Wiman-Valiron, dont on aura besoin par la suite.

Le deuxième chapitre est consacré à l�étude de la relation entre les solutions de certaine

classe d�équations di¤érentièlles et les fonctions de petite croissance.

I.Laine et B.Bank parmi les premiers mathématiciens qui se sont intéressés aux solutions

des équations di¤érentièlles du second ordre à coe¢ cients fonctions entières.

En 2004, Z. X. Chen et K.H. Shon (voir [8]) ont étudié l�équation di¤érentièlle linéaire

f 00 +B1 (z) e
azf 0 +B0 (z) e

bzf = 0

où B1; B0 sont des fonctions entières telles que � (Bj) < 1 (j = 0; 1).Il ont cherché les

conditions su¢ santes sur les coe¢ cients de telle façon que toute solution soit d�odre in�ni

et dans certains cas, ils ont donné des estimations précises sur l�exposant de convergence

des zéros distincts
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Le but de ce chapitre est d�améliorer les résultats de Chen et Shon pour l�équation

di¤érentièlle linéaire

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + :::+ A1 (z) f

0 + A0 (z) f = 0; k � 2

¼ou Aj (z) = Bj (z) e
pj(z) (j = 0; :::::; k � 1); pj (z) sont des polynômes non constants tels

que degpj (z) = n (j = 0; :::::; k � 1) et Bj (z) =�0 sont des fonctions entières telles que

� (Bj) < n:

Dans le troisième chapitre, nous améliorons les résultats de C-H.Li, X-J.Huang.

Dans le quatrième chapitre on va étudier l�ordre de croissance des solutions de certaines

équations di¤érentielles linéaires non-homogènes d�ordre supérieur à coe¢ cients fonctions

entières suivantes:

f (k) + Ak�1(z)f
(k�1) + :::+ A1(z)f

0 + A0(z)f = F

où A0(z); :::; Ak�1(z) sont fonctions entières avec F (z)=�0. On cherche des conditions

su¤uisantes sur la croissance des coe¢ cients pour que chaque solution non nulle soit

d�ordre in�ni ou �ni. Ensuite on estime les bornes inférieures de l�hyper-ordre et dans

certains cas, on trouve des estimations précises sur l�hyper-ordre.

4



Chapitre 1

Rappels et dé�nitions

On commence par citer quelques notations et résultats de la théorie de Nevanlinna dont

on aura besoin par la suite.pour plus de détails (voir [16]).

1.1 Fonction caractéristique de Rolf Nevanlinna

Dé�nition 1.1.1 Pour tout nombre réel x > 0, on dé�nit

ln+ x = max (0; lnx) :

Lemme 1.1.1 On a les résultats suivants:

(1) lnx � ln+ x

(2) ln+ x � ln+ y pour tout (0 < x � y)

(3) lnx = ln+ x� ln+ 1
x

(4) jlnxj = ln+ x+ ln+ 1
x

(5) ln+

 
mY
j=1

xj

!
�

mX
j=1

ln+ xj

(6) ln+

 
mX
j=1

xj

!
� lnm+

mX
j=1

ln+ xj

Preuve. Montrons (5).
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Si
mY
j=1

xj � 1; alors l�inégalité est triviale. Si
mY
j=1

xj > 1; alors

ln+

 
mY
j=1

xj

!
= ln

 
mY
j=1

xj

!
=

mX
j=1

lnxj �
mX
j=1

ln+ xj:

Dé�nition 1.1.2 Soit f une fonction méromorphe, n�étant pas identiquement égale à

a 2 C. Soit i (z; a; f) désignant la multiplicité de a-point de f à z. Ainsi, on dé�nit

n (r; a; f) = n

�
r;

1

f � a

�

c�est à-dire, n (r; a; f) est le nombre de racines de f (z) = a dans jzj � r, chaque racine

étant comptée avec son ordre de multiplicité. Pour les pôles de f , nous dé�nissons

pareillement

n (r;1; f) = n (r; f) :

Dé�nition 1.1.3 (fonction a-points). Pour la fonction méromorphe f , on dé�nit

N (r; a; f) = N

�
r;

1

f � a

�
=

rZ
0

n (t; a; f)� n (0; a; f)

t
dt+ n (0; a; f) ln r

pour a 6=1 et

N (r;1; f) = N (r; f) =

rZ
0

n (t;1; f)� n (0;1; f)

t
dt+ n (0;1; f) ln r

N (r; a; f) est appelée fonction a-points de la fonction f dans le disque jzj � r:

Proposition 1.1.1 Soit f une fonction méromorphe avec le développement de Laurent

f(z) =

1X
j=n

cjz
j; cn 6= 0; n 2 Z:
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Alors

ln jcnj =
1

2�

2�Z
0

ln
��f(rei�)�� d� +N(r; f)�N(r;

1

f
):

Dé�nition 1.1.4 (fonction de proximité). Pour la fonction méromorphe f , on dé�nit

m (r; a; f) = m

�
r;

1

f � a

�
=
1

2�

2�Z
0

ln+
���� 1

f (rei')� a

���� d' ; a 6=1

et

m (r;1; f) = m (r; f) =
1

2�

2�Z
0

ln+
��f �rei'��� d'

m (r; a; f) est appelée fonction de proximité de la fonction f au point a.

Dé�nition 1.1.5 (Fonction caractéristique). La fonction caractéristique de la fonction

méromorphe f est dé�nie comme suit

T (r; f) = m (r; f) +N (r; f) :

Exemple 1.1.1:Pour la fonction f (z) = e2z , on a

m (r; f) =
2r

�
; N (r; f) = 0:

D�où

T (r; f) =
2r

�
:
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1.2 Premier Théorème fondamental de Rolf Nevan-

linna

Théorème 1.2.1 (voir [16]) (Premier théorème fondamental). Soit f une fonction

méromorphe, a 2 C et

f (z)� a =

1X
i=m

ciz
i; cm 6= 0; m 2 Z

le développement de Laurent de la fonction f � a à l�origine. Alors

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f)� ln jcmj+ ' (r; a)

où

j' (r; a)j � ln 2 + ln+ jaj :

Preuve. Le 1ier cas:

Si a = 0; alors d�après le Lemme 1:1:1 et la Proposition 1:1:1, on a

ln jcmj =
1

2�

2�Z
0

ln+
��f(rei�)�� d� � 1

2�

2�Z
0

ln+
1

jf(rei�)jd� +N(r; f)�N(r;
1

f
)

et

ln jcmj = m(r; f)�m(r;
1

f
) +N(r; f)�N(r;

1

f
):

Donc

m(r;
1

f
) +N(r;

1

f
) = m(r; f) +N(r; f)� ln jcmj :

D�où

T (r;
1

f
) = T (r; f)� ln jcnj : (1.2.1)

Où

'(r; 0) = 0:
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Le 2�eme cas:

Montrons le cas général a 6= 0. Posons g = f � a. Alors

N(r;
1

g
) = N(r;

1

f � a
); N(r; g) = N(r; f)

et

m(r;
1

g
) = m(r;

1

f � a
):

De plus

ln+ jgj = ln+ jf � aj � ln+ jf j+ ln+ jaj+ ln 2

et

ln+ jf j = ln+ jf � a+ aj = ln+ jg + aj � ln+ jgj+ ln+ jaj :

En intégrant ces deux inégalités, on trouve que

m (r; g) � m (r; f) + ln+ jaj+ ln 2

et

m (r; f) � m (r; g) + ln+ jaj+ ln 2:

Posons

'(r; a) = m (r; g)�m (r; f) :

Alors

j'(r; a)j � ln+ jaj+ ln 2:

En appliquant (1:2:1) pour la fonction g, on aura

T (r;
1

g
) = m

�
r;
1

g

�
+N(r;

1

g
) = m (r; g) +N(r; g)� ln jcmj

= m (r; f) +N(r; f) + '(r; a)� ln jcmj = T (r; f)� ln jcmj+ '(r; a):
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Remarque 1.2.1: Le premier théorème fondamental peut être exprimé comme suit

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f) +O (1)

pour tout a 2 C:

Lemme 1.2.1 Soient f1; :::; fn des fonctions méromorphes. Alors

m

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

m (r; fi) + lnn (a)

m

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nX
i=1

m (r; fi) (b)

N

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

N (r; fi) (c)

N

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nX
i=1

N (r; fi) (d)

T

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

T (r; fi) + lnn pour r � 1 (e)

T

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nX
i=1

T (r; fi) pour r � 1 (f)

T (r; fn) = nT (r; f) ; n 2 N� (g)

Preuve.(e) On a

T

 
r;

nX
i=1

fi

!
= m

 
r;

nX
i=1

fi

!
+N

 
r;

nX
i=1

fi

!

�
nX
i=1

m (r; fi) + ln p+

nX
i=1

N (r; fi)
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=

nX
i=1

T (r; fi) + lnn:

(f) On a

m

 
r;

nY
i=1

fj

!
�

nX
i=1

m (r; fi)

et

N

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nX
i=1

N (r; fi)

donc

T

 
r;

nY
i=1

fi

!
= m

 
r;

nY
i=1

fi

!
+N

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nX
i=1

T (r; fi) :

(g) Si jf j � 1; on a jfnj = jf jn � 1, alors

T (r; fn) = N (r; fn) = nN (r; f) :

Si jf j > 1, alors

T (r; fn) = m (r; fn) +N (r; fn)

= nm (r; f) + nN (r; f) = nT (r; f) :

Dé�nition 1.2.1 Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l�exposant de convergence

des zéros de la fonction f par

� (f) = lim
r!+1

logN
�
r; 1

f

�
log r

;

où

N

�
r;
1

f

�
=

Z r

0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+ n

�
0;
1

f

�
log r;

et n
�
t; 1
f

�
désigne le nombre des zéros de la fonction f situés dans le disque jzj � t et
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l�exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f par

� (f) = lim
r!+1

logN
�
r; 1

f

�
log r

;

où

N

�
r;
1

f

�
=

Z r

0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+ n

�
0;
1

f

�
log r;

et n
�
t; 1
f

�
désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situés dans le disque

jzj � t.

Exemple 1.2.1: L�exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f (z) =

ez + b (où b 6= 0;1) est égal à 1:

1.3 L�ordre et l�hyper-ordre d�une fonction entière

Dé�nition 1.3.1 Soit f une fonction entière. Alors l�ordre et l�hyper-ordre de f sont

dé�nis respectivement par

� (f) = lim
r!+1

log logM (r; f)

log r

et

�2 (f) = lim
r!+1

log log logM (r; f)

log r

où M (r; f) = max
jzj=r

jf (z)j. Si f est une fonction méromorphe, alors l�ordre et l�hyper-

ordre de f sont dé�nis respectivement par

� (f) = lim
r!+1

log T (r; f)

log r

et

�2 (f) = lim
r!+1

log log T (r; f)

log r
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On dit que la fonction f est l�ordre in�ni si

lim
r!+1

log T (r; f)

log r
= +1

Exemple 1.3.1: Soit f(z) = anz
n+ :::+a1z+a0: On a n (t; f) = 0; et donc N (r; f) = 0:

D�autre part,

m (r; f) =
1

2�

R r
0
log+

��f �rei���� d� = 1

2�

R r
0
log+ janj rn (1 + o (1)) d�

= n log r +O (1) ;

et comme T (r; f) = m (r; f) +N (r; f) = n log r+O (1) ; alors � (f) = lim
r!+1

log T (r;f)
log r

= 0

Exemple 1.3.2: Pour la fonction f (z) = exp fexp zg,on a

T (r; f) s
er

(2�3r)
1
2

; r �! +1:

D�où � (f) =1 et d�hyper ordre �2 (f) = 1:

Lemme 1.3.1 Si f est une fonction méromorphe non constante dans C, alors

�
�
f (k)
�
= � (f) ; (k 2 N)

Dé�nition 1.3.2 Soit f une fonction entière non constante, l�ordre inférieur de la fonc-

tion f est dé�ni par

� (f) = lim
r�!+1

inf
log T (r; f)

log r
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1.4 La mesure linéaire, la mesure logarithmique et

la densité supérieure

Dé�nition 1.4.1 Supposons que E � [1;+1[ ; on désigne par m(E) la mesure linéaire

de l�ensemble E et par lm(E) la mesure logarithmique de l�ensemble E, avec

m(E) =

+1Z
1

�E(t)dt

et

lm(E) =

+1Z
1

�E(t)
dt

t

où �E(t) est la fonction caractéristique de l�ensemble E: La densité supérieure et in-

férieure de l�ensemble E sont dé�nies par

densE = lim
r!+1

sup
m(E \ [1; r])

r
;

et

densE = lim
r!+1

inf
m(E \ [1; r])

r
:

Exemple 1.4.1:i) La mesure linéaire de l�ensemble E = [e; e4] � [1;+1[ est

m(E) =

+1Z
1

�E(t)dt =

e4Z
e

dt = e(e3 � 1):

ii) La mesure logarithmique de l�ensemble E = [e; e4] � [1;+1[ est

lm(E) =

+1Z
1

�E(t)
dt

t
=

e4Z
e

dt

t
= 3:
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iii) La densité supérieure de l�ensemble E = [e; e4] � [1;+1[ est

densE = lim
r!+1

sup
m(E \ [1; r])

r
= lim

r!+1
sup

m([e; e4] \ [1; r])
r

= lim
r!+1

sup
m([e; e4])

r
= 0:

Dé�nition 1.4.2 [19] Soit f (z) =
1X
n=0

anz
n une fonction entière; �(r) le terme maxi-

mal, i.e, �(r) = max fjanj rn;n = 0; 1:::g : Alors l�indice central de la fonction f est dé�ni

par:

vf (r) = max fm;�(r) = jamj rmg :

Dé�nition 1.4.3 La fonction a(z) est appelée petite fonction par rapport à f si a(z) est

une fonction méromorphe satisfaisante T (r; a) = S(r; f), c�est-à-dire T (r; a) = o(T (r; f))

quand r !1 à l�extérieur d�un ensemble de mesure linéaire �nie.

Lemme 1.4.1 [16] Soient f une fonction méromorphe transcendante et k � 1 un entier

positif. Alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= O (log (rT (r; f)))

à l�extérieur d�un ensemble exceptionnel E de mesure linéaire �nie. Si f est d�ordre �ni,

alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= O (log r) :

1.5 Théorème de Phragmén-Lindelöf.

Soit f une fonction analytique dans le domaine fermé

D = fz : �1 � arg (z) � �2; r0 � jzj � +1g

15



et continue dans D = D [ @D (@D est la frontière de D).Soit " > 0 tel que pour jzj �

r1 ("), z 2 D on a

jf(z)j � exp
n
" jzj

�
�2��1

o
et pour z 2 @D, on a

jf(z)j �M (M est constante ) :

Alors jf(z)j �M pour tout z 2 D:
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Chapitre 2

La relation entre les solutions de

certaines classes d�équations

di¤érentielles et les fonctions de

petite croissance

2.1 Introduction et résultats principaux:

Dans ce chapitre, on étudie la relation entre les fonctions d�ordre �ni et les solutions de

certaines équations di¤érentielles à coe¢ cients fonctions entières.

Dans l�étude de la croissance et les points �xes de l�équation di¤érentielle

f 00 +B1 (z) e
azf 0 +B0 (z) e

bzf = 0; (2.1.1)

où B1; B0 sont des fonctions entières et a; b deux nombres complexes , Chen Zong-Xuan

et Shon Kwang-Ho ont obtenu dans [6] les résultats suivants:

Théorème 2.1.1 [6] Soient Bj (z) =�0 (j = 0; 1) deux fonctions entières telles que � (Bj) <

1 (j = 0; 1) et a, b deux nombres complexes constants non nuls tels que: a:b 6= 0 et a 6= b:
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Alors chaque solution non constante de l�équation (2:1:1) est d�ordre in�ni .

Exemple 2.1.1: L�équation di¤érentielle suivante

f 00 + (Z + 1) ezf 0 +
�
z2 + 3

�
e5zf = 0

véri�e les conditions du théorème 2.1.1. Alors toutes les solutions de cette équation sont

d�ordre in�ni.

Théorème 2.1.2 [6] Soient Bj (z) =�0 (j = 0; 1) deux fonctions entières telles que � (Bj) <

1 (j = 0; 1); a; b deux nombres complexes constants tels que a:b 6= 0 et arga 6= argb ou

a = cb (0 < c < 1). Si  (z) 6= 0 est une fonction entière d�ordre �ni.Alors toute solution

f=�0 de l�équation:(2:1:1) satisfait

� (f �  ) = � (f 0 �  ) = � (f 00 �  ) =1

Théorème 2.1.3 [30] Soient Bj (z) =�0 (j = 0; 1) deux fonctions entières telles que � (Bj) <

1 (j = 0; 1) , a; b deux nombres complexes constants tels que a = cb (c > 1). Si

 (z) =�0 est une fonction méromorphe tel que � ( ) < 1 , alors toutes les solutions

f=�0 de l�équation (2:1:1) satisfait

� (f �  ) = � (f 0 �  ) = � (f 00 �  ) =1

Théorème 2.1.4 Soient pj (z) =
nX
i=0

ai;jz
j (j = 0; :::; k � 1) des polynômes non con-

stants où a0;j; a1;j; :::; an;j (j = 0; :::; k � 1) sont des nombres complexes tels que an;j 6= 0

(j = 0; :::; k � 1) et soient Bj (z) =�0 (j = 0; 1; :::; k � 1) des fonctions entières telles que

� (Bj) < n (j = 0; 1; :::; k � 1) :Supposons que an;j � an;i 6= 0 (i 6= j) .Si  (z) =�0 est une

fonction entière d�ordre inférieur à n, alors toute solution f=�0 de l�équation:

f (k) + Ak�1f
(k�1) + :::+ A1f

0 + A0f = 0 ; k � 2 (2.1.2)
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où Aj (z) = Bj (z) e
pj(z) (j = 0; 1; :::; k � 1) satisfait � (f �  ) = � (f 0 �  ) = � (f 00 �  ) =

1 .

Exemple 2.1.2: L�équation di¤érentielle suivante

f 000 (z) + cos (z) e4z
2+1f 00 (z) + sin (z) ez

2

f 0 (z) + e5z
2

f (z) = 0:

véri�e les conditions du théorème 2.1.4. Alors toute solution f=�0 de cette équation

di¤érentielle satisfait

� (f � ez) = � (f 0 � ez) = � (f 00 � ez) =1 .

Corollaire 2.1.5 Soient Bj (z) =�0 (j = 0; 1; :::; k � 1) des fonctions entières telles que

� (Bj) < n (j = 0; 1; :::; n). Supposons que an;j � an;i 6= 0 (i 6= j) :Alors toutes les

solutions f=�0 de l�équation (2:1:2) satisfont:

� (f � z) = � (f 0 � z) = � (f 00 � z) =1:

2.1.1 Lemmes préliminaires.

Lemme 2.1.1 [13] Soit f (z) une fonction méromorphe transcendante telle que � (f) =

� < 1. Soit � = f(k1; j1) ; :::; (km; jm)g un ensemble �ni de nombres entiers véri�ant

ki > ji � 0, i = 1; 2; :::;m et soit " > 0 une constante donnée. Alors, il existe un

ensemble E1 � (1;1) de mesure logarithmique �nie, telle que pour tout z satisfaisant

z =2 E1 [ [0; 1] et pour tous (k; j) 2 �, on a��f (k) (z)��
jf (j) (z)j � jzj

(k�j):(��1+")

Lemme 2.1.2 [4; 25] Supposons que p (z) = (�+ i�) zn + ::: (�; � sont des nombres

réels; j�j + j�j 6= 0)est un polynôme telle que deg p (z) = n � 1, A (z) (=�0) une fonc-

tion entière tel que � (A) < n:Soit g (z) = A (z) ep(z), z = rei�; � (p; �) = � cosn� �

� sinn�: Alors pour tout " > 0 donné, il existe un ensemble H1 � [0; 2�) de mesure

linéaire nulle, tel que pour tout � 2 [0; 2�)nH1 [ H2(H2 = f� 2 [0; 2�); � (p; �) = 0g) il
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existe R > 1 tel que pour jzj = r > R; nous avons

(i) Si � (p; �) > 0; alors

exp f(1� ") � (p; �) rng <
��g �rei���� < exp f(1 + ") � (p; �) rng ;

(ii) Si � (p; �) < 0; alors

exp f(1 + ") � (p; �) rng <
��g �rei���� < exp f(1� ") � (p; �) rng ;

Nous allons utiliser une version spéciale du Phragmén-lindelôf pour prouver nos résultats.

Nous nous référons à Titchmarsh ([27] ; p:177) :

Lemme 2.1.3 Soit f (z) une fonction analytique dans le domaine D entre les deux lignes

droites formant un angle
�

� � �
à l�origine et sur les lignes elles -mêmes. Si pour tout

" > 0 donné, il existe R (") > 0 tel que pour jzj > R (") ; z 2 D; nous avons

jf (z)j < O

�
e"r

�
���
�
;

et pour z 2 @D, nous avons jf (z)j < M (M > 0 est une constante), alors

jf (z)j < M est véri�ée pour tout z 2 D.

Lemme 2.1.4 Soit n � 2 et Aj (z) = Bj (z) e
pj(z) (1 � j � n) où Bj (z) sont des

fonctions entières d�ordre inférieur à n et an;j 2 C � f0g une constante complexe.

Supposons que an;j � an;i 6= 0 pour i 6= j. Alors il existe un ensemble H1 � [0; 2�) de

mesure linéaire nulle tel que pour toute constante M > 0 donnée et z = rei�; � 2 [0; 2�) n

(H1 [H2), nous avons pour un certain s = s (�) 2 f1; :::; ngpour j 6= s, jAj(re
i�)jjzjM

jAS(rei�)j �!

0 quand r �! 1 où H2 = f� : � (aj;nzn; �) = 0 ou � (ai;nzn; �) = � (aj;nz
n; �) ; i; j 2

f1; 2; :::; ng, i 6= j, 0 � � � 2�g est un ensemble �ni.

Preuve.Nous montrons le Lemme 2.1.4 par induction mathématique.Pour n = 2, le

Lemme 2.1.4 peut être prouvé en appliquant le Lemme 2.1.2 à A1
A2
ou A2

A1
. Supposons que
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le Lemme 2.1.4 est vrai pour n � k � 1:Pour le cas n = k .En prenant � 2 [0; 2�) n

(H1 [H2), il existe un certain t = t (�) 2 f1; 2; :::; k � 1g tel que

��AJ �rei���� jzjM
jAt (rei�)j

�! 0

pour j 2 f1; :::; t� 1; t+ 1; :::; k � 1g. Maintenant, nous comparonsAt
�
rei�
�
avecAk

�
rei�
�
:

Si � (at;nzn � ak;nz
n; �) < 0, alors d�après le Lemme 2.1.2, pour tout " > 0 donné, nous

avons, �����At
�
rei�
�

Ak (rei�)

����� � e(1�")�(at;nz
n�ak;nzn;�)rn ;

donc

����At(rei�)Ak(rei�)

���� jzjM �! 0 pour r �!1: Par conséquent, pour j 6= k

�����Aj
�
rei�
�

Ak (rei�)

����� jzjM =

�����Aj
�
rei�
�

At (rei�)

����� jzjM
�����At

�
rei�
�

Ak (rei�)

����� �! 0:

Si � (at;nzn � ak;nz
n; �) > 0, alors � (ak;nzn � at;nz

n; �) < 0, et donc

����Ak(rei�)At(rei�)

���� jzjM �!

0 pour r �!1:

Lemme 2.1.5 [24; p 112] Soit f (z) une fonction entière telle que � (f) = �. Alors pour

tout " > 0 donné et h > �, il existe une séquence de disques fD�g1�=1 centre en z� et

de rayon jz�jh( chaque z� est un zéro de f (z) contenus dans un ensemble E de mesure

linéaire �nie tel que pour r su¢ samment grand, nous avons

jf (z)j > e�r
�+"

pour z 2 C n [1�=1 D�:

Lemme 2.1.6 Supposons que a1;n ; a2;n; :::; an;n (n � 1) sont des constantes complexes

satisfaisant aj;n � ai;n 6= 0 pour i 6= j: Soit

A (z) =
nX
j=1

Bj (z) e
pj(z);
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où Bj (z) sont des fonctions entières telles que � (Bj (z)) < n, Alors on a � (A) = n .

Preuve. Il est évident que la conclusion est vraie pour n = 1. Maintenant supposons

que n � 2 et que ja1;nj � jaj;nj ; j = 2; :::; n: Soit arg aj;n = �j et � (Bj) = �j; j =

1; 2; :::; n: D�après le Lemme 2.1.5, pour tout " > 0 donné et h > �1; nous avons pour

r �!1

jB1 (z)j > e�r
�1+" ; z 2 Cn [1�=1 D�;

où D� est dé�nie par le Lemme 2.1.5, Prenons �0 tel que cos(n�0 + �1) = 1. Donc pour

z = rei�0 2 Cn [1�=1 D�; nous avons

A (z) = B1 (z) e
p1(z) +B2 (z) e

p2(z) + :::+Bn (z) e
pn(z), d�où

jA (z)j �e�r�1+"eja1;nj:rn � er
�2+"eja2;nj:r

ncos(n�0+�2) � � � � � er
�n+"

ejan;nj:r
ncos(n�0+�n)

� eja1;nj:r
n�r�1+"

0@1� e

 
ja2;nj:cos(n�0+�2)�ja1;nj

!
rn+r�1+"+r�2+"

� � � �

�e

 
jan;nj:cos(n�0+�n)�ja1;nj

!
rn+r�1+"+r�n+"

1A (2.1.3)

nous pouvons prendre " su¢ samment petit tel que �j+" < n; j = 1; 2; :::; n :Maintenant,

nous devons considérer deux cas :

1)Si jaj;nj < ja1;nj (j 2 f2; :::; ng) ; alors jaj;nj cos (n�0 + �j)� ja1;nj < 0:

2)Si jaj;nj = ja1;nj (j 2 f2; :::; ng) ; puisque a1;n� aj;n 6= 0; nous avons cos (n�0 + �j) < 1:

Donc jaj;nj cos (n�0 + �j)� ja1;nj < 0 :

D�où pour r su¢ samment grand, par (2:1:3) ; nous avons

jA (z)j �eja1;nj:rn�r�1+" (1� o (1))�1
2
e
1
2
ja1;njrn (2.1.4)
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De (2:1:4) nous avons � (A) � n; ce qui conduit à � (A) = n .

Lemme 2.1.7 [7] Supposons que A0; A1; :::; Ak�1; F =�0; sont des fonctions méromor-

phes d�ordre �ni . Si f est une solution méromorphe d�ordre in�ni de l�équation f (k) +

Ak�1f
(k�1) + ::: + A1f

0 + A0f = F , alors f satisfait � (f) = � (f) = � (f) = 1:pour la

preuve on a besoin également besoin du résultat suivant.

Lemme 2.1.8 Soit Aj (z) = Bj (z) e
pj(z) (j = 0; :::::; k � 1) , òu Bj (z) sont des

fonctions entières telles que � (Bj) < n pour j 2 f0; 1; :::; k � 1g ; aj;n 6= 0 sont des

constantes complexes telles que aj;n � ai;n 6= 0 pour i 6= j:Alors toute solution f de

l�équation (2:1:2) satisfait � (f) =1:

Preuve. Premièrement, nous montrons que f ne peut pas être un polynôme. Sinon, par

(2:1:2), nous avons

Ak�1f
(k�1) + :::+ A1f

0 + A0f = �f (k)

En comparant l�ordre des deux côtés, et par le Lemme 2.1.6, on peut obtenir une contra-

diction.

Maintenant, supposons le contraire, il existe une solution transcendante f(z)tel que

� (f) = � < 1 :Par le Lemme2.1.1, pour tout "0 (0 < "0 < 1) donné, il existe un en-

semble E1 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que si  0 2 [0; 2�)n E1; alors��f (j) (z)��
jf (i) (z)j � jzj

k� ; i = 0; 1; :::; k � 1; j = i+ 1; :::; k (2.1.5)

quand z �! 1 sur le rayon arg z= 0: Notons par E2 = f� 2 [0; 2�) : � (pj (z) ,�) = 0;

0 � j � kg [ f� 2 [0; 2�) : � (pj (z)� pi (z) ; �) = 0; 0 � j � k; 0 � i � kg, E2 est

un ensemble �ni. Supposons que Hj � [0; 2�) est l�ensemble exceptionnel appliquant le

Lemme 2.1.2 à Aj (j = 0; 1; :::; k � 1). Alors E3 = [k�1j= 0Hj est de mesure linéaire nulle.

soient arg z =  0 2 [0; 2�) � (E1 [ E2 [ E3) et à écrire �j = � (pj (z) , 0) : Nous avons

deux cas:
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(i) tous les �0; �1; :::; �k�1 sont négatifs. D�après le Lemme 2.1.4, il existe une certaine

t 2 f0; 1; 2; :::; k � 1gtel que pour j 6= t; M > 0; on a

Aj
�
rei 0

�
At (rei 0)

��zM �� �! 0 (2.1.6)

quand r �!1. posons � = � (pt (z) , 0) : Il est évident que � > 0.

Maintenant nous prouvens que
��f (t) (z)�� est bornée sur tout le rayon arg z =  0.Supposons

que
��f (t) (z)�� n�est pas bornée sur un rayon arg z =  0: Soit

M
�
r; f (t);  0

�
= max

���f (t) (z)�� : 0 � jzj � r; arg z =  0
	
:

Alors il existe une séquence de points zn = rn e
i 0 ; tel que rn �!1

M
�
rn; f

(t);  0
�
=
��f (t) �rnei 0��� ; rn �!1:

On prend la courbe cn:z = rei 0 : 0 � r � jznj. Pour chaque n, nous avons

f (t�1) (zn) = f (t�1) (0) +

Z
cn

f (t) (u) du

et donc

��f (t�1) (zn)�� � ��f (t�1) (0)��+ jznj : ��f (t) (zn)��
ce qui conduit à

��f (t�1) (zn)��
j f (t) (zn)j

� (1 + o (1)) jznj ; zn �!1:

En plus, ��f (t�j) (zn)��
j f (t) (zn)j

� (1 + o (1)) jznjj ; j = 1; 2; :::; t (2.1.7)
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quand zn �!1: Comme f (t) 6= 0; d�après l�équation 2:1:2;on a

jAt (zn)j �
��f (k) (zn)��
jf (t) (zn)j

+ � � �+ jAt+1 (zn)j
��f (t+1) (zn)��
jf (t) (zn)j

+ jAt�1 (zn)j
��f (t�1) (zn)��
jf (t) (zn)j

+ � � �+ jA0 (zn)j
jf (zn)j
jf (t) (zn)j

(2.1.8)

quand zn �!1, d�où on obtient

1 � 1

jAt (zn)j

 ��f (k) (zn)��
jf (t) (zn)j

+ � � �+ jAt+1 (zn)j
��f (t+1) (zn)��
jf (t) (zn)j

+ jAt�1 (zn)j
��f (t�1) (zn)��
jf (t) (zn)j

+ � � �+ jA0 (zn)j
jf (zn)j
jf (t) (zn)j

!
: (2.1.9)

D�après le Lemme2.1.2, il est facile de déduire que

��f (k) (zn)��
j f (t) (zn)j jAt (zn)j

�! 0:

En utilisant (2.1.6) et (2.1.7), on voit que le côté droit de (2.1.9) tend vers 0 lorsque zn �!

1, c�est une contradiction. Donc
��f (t)�� est bornée sur arg z =  0 2 [0; 2�)n (E1 [ E2 [ E3 [H).

Supposons que
�� f (t) �rei 0��� � M1 (M1 est une constante) :En choisissant la courbe

c00 = fz : arg z =  0; 0 � jzj � rg ; on obtient

f (t�1) (z) = f (t�1) (0) +

zZ
0

f (t) (u) du:

Pour z = rei 0 assez grand, nous avons
��f (t�1) (z)�� � M2 jzj (M2est une constante ).On

obtient, par induction

jf (z)j �M3 jzjt �M4 jzjk : (2.1.10)

(ii) Supposons que pour tout j: 0 � j � k � 1; � (pj (z) ,  0) < 0: Par le Lemme 2.1.4, il
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existe un s 2 f0; 1; 2; :::; k � 1g, tel que pour j 6= s, nous avons�����A
�
rei 0

�
As (rei 0)

����� �! 0

quand r �! 1. Posons � = � (ps (z) , 0). Alors � < 0: D�après le Lemme 2.1.2, pour

tout " donné
�
0 < " < 1

2

�
, on a

��Aj �rei 0��� � ��As �rei 0��� � exp ((1� ") �r) : (2.1.11)

Supposons que
���f (k) (z)��� est bornée sur le rayon arg z =  0: Soit M

�
r; f (k);  0

�
=

max
n���f (k) (z)��� : 0 � jzj � r; arg z =  0

o
. Il existe une séquence de points in�nie zn =

rn e
i 0 ; rn �! 1 telle que M

�
rn; f

(k);  0
�
=
���f (k) �rnei 0���� quand rn �! 1:En choisis-

sant la courbe cn:z = rei 0 :0 � r � jznj ; on obtient

f (k�1) (z) = f (k�1) (0) +

zZ
0

f (k) (u) du;

et sur cn,
��f (k) (z)�� � ��f (k) (zn)�� : Donc

��f (k�1) (zn)�� � ��f (k�1) (0)��+ jznj : ��f (k) (zn)��

et ��f (k�1) (zn)��
jf (k) (zn)j

� (1 + o (1)) jznj :

Alors nous avons ��f (k�j) (zn)��
jf (k) (zn)j

� (1 + o (1)) jznjj ; j = 1; 2; :::; k: (2.1.12)

Comme f (k)=�0; d�après l�équations (2:1:2) et les relations (2:1:11) et (2:1:12) ; pour n

su¢ samment grand, nous avons
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1 � jAk�1 (zn)j
��f (k�1) (zn)��
jf (k) (zn)j

+ � � �

+ jA0 (zn)j
jf (zn)j
jf (k) (zn)j

� exp f(1� ") � jznjvg : jznjM5 (2.1.13)

où M5 est une constante positive. Ce qui est impossible puisque � < 0: Alors f (k)(z) est

bornée sur arg z =  0: Supposons que

�� f (k) �rei 0��� �M6 (M6 > 0) :

On choisit la courbe c00 = fz : arg z =  0; 0 � jzj � rg : Alors

f (k�1) (z) = f (k�1) (0) +

zZ
0

f (k) (u) du:

Pour z = rei 0 su¢ samment grand , par induction, nous avons

jf (z)j �M7 jzjk (M7 > 0) : (2.1.14)

En combinant le cas (i) et le cas (ii), pour arg z =  0 2 [0; 2�)n (E1 [ E2 [ E3)et

jzj = r � r0 ( 0) > 0; nous obtenons

j f (z)j �M ( 0) jzj
k ; (2.1.15)

où M ( 0) > 0 est une constante ne dépendant que de  0.D�autre part, on choisit �j 2

[0; 2�)n(E1 [ E2 [ E3) (j = 1; 2; :::; n; n+ 1) tel que:

0 � �1 < �2::: < �n < 2�; �n+1 = �1 + 2�

et
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max f�j+1 � �j; 1 � j � ng < �

� + 1
:

Pour � > 0 donné, nous avons

jf (z)j
jzkj � jf (z)j � exp

�
�r�+1

	
pour r = jzj su¢ samment grand. De (2.1.15) et le Lemme 2.1.3, on a j f(z)j

jzkj � M 0

(M 0 est une constante positive) dans les secteurs fz : �j � arg z � �j+1; jzj � rg

(j = 1; 2; :::; n) pour r su¢ samment grand. Donc j f(z)j
jzkj � M 00 dans tout le plan, où M 00

est une constante positive. Donc f(z) est un polynôme. C�est une contradiction, et donc

� (f) =1:

2.1.2 Preuve du Théorème 2.1.4:

Supposons que f(z)=�0 est une solution de (2.1.2). Tout d�abord, montrons que � (f �  ) =

1. Posons f = g0 +  . Par le Lemme 2.1.8, on a � (g0) = � (f) = 1: En remplaçant

f = g0 +  dans l�équation (2.1.2), nous obtenons

(g0 +  )(k) +Bk�1e
pk�1(z) (g0 +  )(k�1) + :::+B1e

p1(z) (g0 +  )0 +B0e
p0(z) (g0 +  ) = 0

donc

g
(k)
0 +Bk�1e

pk�1 (z)g
(k�1)
0 + :::+B1e

p1(z)g00 +B0e
p0(z)g0

= �
�
 (k) +Bk�1e

pk�1(z) (k�1) + :::+B1e
p1(z) 0 +B0e

p0(z) 
�
: (2.1.16)

On remarque que (2.1.16) peut avoir une solution d�ordre �ni, mais nous avons seulement
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besoin d�étudier les solutions d�ordre 1. Si  (k) +Bk�1e
pk�1(z) (k�1) + :::+B1e

p1(z) 0 +

B0e
p0(z) = 0, d�après le Lemme 2.1.8, nous avons � ( ) =1. C�est une contradiction.

Par conséquent, nous avons  (k) +Bk�1e
pk�1(z) (k�1) + :::+B1e

p1(z) 0 +B0e
p0(z) =�0.

D�après le Lemme 21.7 et (2.1.16), on obtient � (g0) = � (g0) = � (g0) =1:

Maintenant, nous montrons que � (f 0 �  ) =1:

Soit g1 = f 0 �  : En dérivant les deux côtés de l�équation (2:1:2), nous obtenons

f (k+1) +Bk�1e
pk�1(z)f (k) +

��
Bk�1e

pk�1(z)
�
+Bk�2e

pk�2(z)
�
f (k�1)

+:::+ [
�
B1e

p1(z)
�0
+B0e

p0(z))] f 0 +
�
B0e

p0(z)
�0
f = 0 (2.1.17)

De l�équation (2:1:2), on peut écrire

f = � 1

A0

�
f (k) + Ak�1f

(k�1) + :::+ A1f
0� : (2.1.18)

En substituant (2.1.18) en (2.1.17), nous obtenons

f (k+1) +

"
Bk�1e

pk�1(z) �
�
B0e

p0(z)
�0

B0ep0(z)

#
f (k)+

"�
Bk�1e

pk�1(z)
�0
+Bk�2e

pk�2(z) �
�
B0e

p0(z)
�0

B0ep0(z)
Bk�1e

pk�1(z)

#
f (k�1)

+ � � �+
"�
B1e

p1(z)
�0
+B0e

p0(z) �
�
B0e

p0(z)
�0

B0ep0(z)
B1e

p1(z)

#
f 0 = 0: (2.1.19)

On note (2.1.19) par le représentation suivante :

f (k+1) + Ck�1f
(k) + Ck�2 f

(k�1):::+ C0 f
0 = 0; (2.1.20)
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où

Ck�1 = Bk�1e
pk�1(z) �

�
B

0
0

B0
+ a0;n

�
;

Cj = epj+1(z)
�
B

0

j+1 +Bj+1aj+1;n �Bj+1

�
B

0
0

B0
+ a0;n

��
+Bje

pj(z); j = 0; 1; :::; k � 2:

En remplaçant f 0 = g1 +  ; :::; f (k+1) = g
(k)
1 +  (k) dans (2:1:20), on obtient

g
(k)
1 + Ck�1g

(k�1)
1 + Ck�2g

(k�2)
1 + � � �C1g

0

1 + C0g1

= �
�
 (k) + Ck�1 

(k�1) + Ck�2 
(k�2) + :::+ C1  

0 + C0  
�
: (2.1.21)

Nous a¢ rmons que Q1 (z) =  (k) + Ck�1 
(k�1) + Ck�2 

(k�2) + :::+ C1 
0 + C0 =�0.

Supposons que ce n�est pas vrai. Par conséquent Q1 (z) � 0. Nous avons deux cas :

(1) Si  (z) est une fonction constante, alors

Q1 (z) = C0  =  

"�
B1e

p1(z)
�0
+B0e

p0(z) �
�
B0e

p0(z)
�0

B0ep0(z)
B1e

p1(z)

#

=  

�
B0
1 + a1;nB1 � a0;nB1 �

B0
0B1
B0

�
ep1(z) +  B0e

p0(z) = 0:

D�après le Lemme 2.1.6.il s�agit d�une contradiction.

(2) Si  (z) n�est pas une fonction constante, puisque Q1 (z) � 0, nous avons

 (k) �
�
B

0
0

B0
+ a0;n

�
 (k�1) + epk�1(z)

h
Bk�1 

(k�1)

+ (k�2)
�
B0
k�1 +Bk�1ak�1;n �

�
B

0
0

B0
+ a0;n

�
Bk�1

��
+ � � �

+ep1(z)
�
B1 

0 +  

�
B0
1 +B1a1;n �

�
B

0
0

B0
+ a0;n

�
B1

��
+B0e

p0(z) = 0: (2.1.22)
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De la relation (2:1:22) on peut écrire,

� (k) +
�
B

0
0

B0
+ a0;n

�
 (k�1) = epk�1(z)

�
Bk�1 

(k�1) +  (k�2)
�
B0
k�1 +Bk�1ak�1;n �

�
B

0
0

B0
+ a0;n

�
Bk�1

��
+ � � �

+ep1(z)
�
B1 

0 +  

�
B0
1 +B1a1;n �

�
B

0
0

B0
+ a0;n

�
B1

��
+B0e

p0(z) : (2.1.23)

En comparant l�ordre des deux côtés de (2.1.23), d�après le Lemme 2.1.6, on obtient

une contradiction.Par conséquent, Q1 (z) =�0: Comme � (g1) =1; alors en appliquant le

Lemme2.1.7 à (2.1.21), nous obtenons � (g1) = � (g1) = 1: Maintenant, nous montrons

que � (f 00 �  ) = 1: Considerons g2 = f 00 �  . En dérivant les deux côtés de (2.1.20),

nous obtenons

f (k+2) + Ck�1f
(k+1) +

�
(Ck�1)

0 + Ck�2
�
f (k)

+:::+ [C 01 + C0] f
00 + C 00f

0 = 0: (2.1.24)

En combinant (2.1.19) et (2.1.24), nous obtenons

f (k+2) +

�
Ck�1 �

C 00
C0

�
f (k+1) +

�
(Ck�1)

0 + Ck�2 �
C 00
C0
Ck�1

�
f (k)

+ � � �+
�
C 02 + C1 �

C 00
C0
C2

�
f (3) +

�
C 01 + C0 �

C 00
C0
C1

�
f 00 = 0: (2.1.25)

En remplaçant f 00 = g2 +  ; :::; f (k+2) = g
(k)
2 +  (k) dans (2:1:25), on obtient

g
(k)
2 +

�
Ck�1 �

C 00
C0

�
g
(k�1)
2 +

�
(Ck�1)

0 + Ck�2 �
C 00
C0
Ck�1

�
g
(k�2)
2
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+ � � �+
�
C 02 + C1 �

C 00
C0
C2

�
g02 +

�
C 01 + C0 �

C 00
C0
C1

�
g2 = (�1)Q2 (z) ; (2.1.26)

où

Q2 (z) =  (k) +

�
Ck�1 �

C 00
C0

�
 (k�1) +

�
(Ck�1)

0 + Ck�2 �
C 00
C0

Ck�1

�
 (k�2)

+ � � �+
�
C 02 + C1 �

C 00
C0

C2

�
 0 +

�
C 01 + C0 �

C 00
C0

C1

�
 : (2.1.27)

Supposons que Q2(z) � 0. En réécrivant (2.1.27), nous avons

h0 (z) e
p0(z) + h1 (z) e

p1(z) +
X

2�

H
e

(z) = 0; (2.1.28)

où h0; h1; H
 sont des fonctions entières d�ordre inférieur à n. L�indice � représente la

somme des ai;n; aj;n (0 � i; j � k � 1) : Soit �1 � � l�ensemble des indices où 
 = 0

pour 
 2 �1.En réécrivant (2:1:28), nous obtenons

h0 (z) e
p0(z) + h1 (z) e

p1(z) +
X


2�n�1

H
e

(z) =

X

2�2

H
: (2.1.29)

Par le Lemme1.1.6, le côté gauche de l�égalité de (2.1.29) est d�ordre n. Évidemment,

c�est une contradiction.
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Chapitre 3

L�ordre, l�ordre inférieur et

l�hyper-ordre des solutions d�une

classe d�équations di¤érentielles

linéaires avec des coe¢ cients

fonctions entières

3.1 Introduction et principaux résultats

Dans ce chapitre étudie les propriétés de croissance des solutions d�une classe

d�équations di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur à coe¢ cients fonctions

entières. On obtient des estimations précises sur l�ordre, l�ordre inférieur de

croissance et de l�hyper-ordre des solutions des équations di¤érentielles de la

forme

f (k) +Ak�1 (z) e
pk�1(z)f (k�1) + :::+A1 (z) e

p1(z)f 0 +A0 (z) e
p0(z)f = 0 (3.1.1)
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et

f (k) +
�
Ak�1 (z) e

pk�1(z) +Dk�1 (z)
�
f (k�1) + :::

+
�
A1 (z) e

p1(z) +D1 (z)
�
f 0 +

�
A0 (z) e

p0(z) +D0 (z)
�
f = 0 (3.1.2)

où Aj (z) =�0; Dj (z) =�0 (j = 0; 1; :::; k � 1) sont des fonctions entières telles que � (AJ) <

n

En 2003 C-H. Li, X-J. Huang ont obtenu dans [23] les résultats suivants:

Théorème 3.1.1 Soient Aj (z) 6= 0 (j = 0; 1; :::; k � 1) des fonctions entières telles

que � (Aj) < 1, aj 2 Cn f0g (j = 0; 1; :::; k � 1) et tel que arg a0 6= arg a1; aj = �ja1 ;

�j > 0 (j = 0; 1; :::; k � 1) : Alors chaque solution transcendante f(z)=�0 de l�équation

f (k) + Ak�1 (z) e
ak�1zf (k�1) + :::+ A1 (z) e

a1zf 0 + A0 (z) e
a0zf = 0

est d�ordre in�ni.

Théorème 3.1.2 Soient pj (z) =
nX
i=0

ai;j z
i (j = 0; 1; :::; k � 1) des polynômes non con-

stants, an;j 2 C�f0g (j = 0; 1; :::; k � 1) et Aj (z) 6= 0 (j = 0; 1; :::; k � 1) des fonctions

entières telles que � (Aj) < n; (j = 0; 1; :::; k � 1) (k � 2) : Supposons qu�il existe s; d

2 f0; 1; :::; ng tels que �n;s = arg an;s; �n;d = arg an;d, �n;s; �n;d 2 [0; 2�); �n;s 6= �n;d pour

j 6= s; d; an;j véri�e an;j = �jan;s (0 < �j < 1) ou an;j = �jan;d (0 < �j < 1) :

Alors chaque solution transcendante f(z)=�0 de l�équation (3:1:1) satisfait

� (f) = � (f) =1;

�2 (f) = n:

S�il existe �l (0 � l � d� 1), tel que max
0�j�d�1

j 6=l

�j < �l, ou s < d (d > 1) ou d � 1. Alors
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chaque solution f(z)=�0 de l�équation (3:1:1) satisfait

� (f) = � (f) =1; �2 (f) = n:

Théorème 3.1.3 Soient k � 2 et pj (z) =
nX
i=0

ai;jz
i (j = 0; 1; :::; k � 1) des polynômes

non constants, an;0 ; an;1; :::; an;j (j = 0; 1; :::; k � 1) sont des nombres complexes tels que

an;j 6= 0 (j = 0; 1; :::; k � 1), et soient Aj (z) 6= 0, Dj (z) 6= 0 des fonctions entières telles

que � (Aj) < n, � (Dj) < n. Supposons qu�il existe an;d; an;s véri�ant arg an;d 6= arg an;s,

an;j = �jan;s, �j > 0 (j 6= s; d) (j = 0; 1; :::; k � 1) : Alors chaque solution f(z)=�0 de

l�équation (3:1:2) est d�ordre in�ni. S�il existe �l (0 � l � d� 1), tel que max
0�j�d�1

j 6=l

�j < �l,

ou s < d et 0 < �j < 1 (d > 1) ou d � 1, alors chaque solution f(z)=�0 de l�équation

(3:1:2) est d�ordre in�ni

Théorème 3.1.4 Supposons que Aj (z) 6= 0; an;j (j = 0; 1; :::; k � 1) véri�ent les condi-

tions du Théorème 3.1.2; Dj (z) =�0 (j = 0; 1; :::; k � 1) sont des polynôme. Alors toutes

les solutions transcendantes f de l�équation (3:1:2) satisfont:

� (f) = � (f) =1; �2 (f) = n:

S�il existe un �l (0 � l � d� 1), tel que max
0�j�d�1

j 6=l

�j < �l, ou s < d (d > 1)ou d � 1; alors

chaque solution f(z) 6= 0 de l�équation (3:1:2) satisfait :

� (f) = � (f) =1; �2 (f) = n:

Remarque 3.1.1: Dans le théorème ci-dessus, lorsque d > 1 et s > d, si nous supposons

qu�il n�existe pas

�l (0 � l � d� 1), tel que max
0�j�d�1

j 6=l

�j < �l. Alors les équations (3:1:1) et (3:1:2) peuvent

avoir des solutions polynômiales. Par exemple, l�équation
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f (4) + e2z+1f 000 + e�z+3f 00 + zez�1f 0 � ez�1f = 0 (3.1.3)

admet la solution f (z) = z. L�équation ( 3:1:3) satisfait les autres hypothèses du

Théorème 3.1.3 mais il n�existe pas

de �l (0 � l � d� 1), tel que max
0�j�d�1

j 6=l

�j < �l. (d > 1)

Corollaire 3.1.5 Supposons que Aj (z) véri�ent les conditions du Théorème 3.1.2. si

s < d, alors toutes les solutions transcendantes f de l�équation (3:1:1) satisfont

� (f) = � (f) =1; �2 (f) = n:

Corollaire 3.1.6 Supposons que Aj (z) véri�ent les conditions du Théorème 3.1.2, an;j 2

C � f0g (j = 0; 1; :::; k � 1) : Supposons qu�il existe an;d; véri�ant arg an;d 6= arg an;0,

an;j = �jan;0, 0 < �j < 1 (j 6= 0; d) : Alors chaque solution f(z)=�0 de l�équation (3:1:1)

satisfait:

� (f) = � (f) =1; �2 (f) = n:

Corollaire 3.1.7 Supposons que Aj (z) véri�ent les conditions du Théorème 3.1.2, an;j 2

C � f0g (j = 0; 1; :::; k � 1) :Supposons qu�il existe an;d; véri�ant arg an;d 6= arg an;1,

an;j = �jan;1, 0 < �j < 1 (j 6= 1; d) : Alors chaque solution f(z)=�0 de l�équation (3:1:1)

satisfait:

� (f) = � (f) =1; �2 (f) = n:

Corollaire 3.1.8 Supposons que Aj (z) véri�ent les conditions du Théorème 3.1.2, an;j 2

C � f0g (j = 0; 1; :::; k � 1) :Supposons qu�il existe an;d; véri�ant arg an;d 6= arg an;2,

an;j = �jan;2 ,0 < �j < 1 (j 6= 2; d) : Alors chaque solution f(z)=�0 de l�équation (3:1:1)

satisfait:

� (f) = � (f) =1; �2 (f) = n:
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3.2 Quelques lemmes

Lemme 3.2.1 [13] Soit f(z) une fonction méromorphe transcendante, H = f(k1; j1); (k2; j2); :::; (km; jm)g

un ensemble �ni de couples d�entiers véri�ant ki > ji � 0 (i = 1; :::;m)et soit � > 1 une

constante donnée. Alors il existe une constante B > 0 et un ensemble E1 � [0; 2�) de

mesure linéaire nulle , tel que si  2 [0; 2�)nE1; il existe une constante R0 = R0 ( ) >

1; tel que pour tout z véri�ant arg z =  et jzj = r > R0 et pour tout (k; j) 2 H, on a����f (j)(z)f (i)(z)

���� � B

�
T (�r; f)

r
(log� r) log T (�r; f)

�j�i
:

Lemme 3.2.2 [8] Soit f(z) une fonction entière transcendante. Alors il existe un ensem-

ble E2 � (1:+1) de mesure logarithmique �nie tel que, si z satisfait jzj = r =2 [0; 1][E2
et jf (z)j =M (r; f) ; alors on a���� f (z)f (s) (z)

���� � 2rs (s 2 N) :

Lemme 3.2.3 Supposons que f(z) est une fonction entière. S� il existe un ensemble

E3 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que arg z = � 2 [0; 2�); et

lim
r!1

log T (r; f)

log r
= �;

lim
r!1

log T (r; f)

log r
= �;

alors

� (f) = �; � (f) = �:

De plus, si

arg z = � 2 [0; 2�)n E3
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et

lim
r!1

log log T (r; f)

log r
= �

alors

�2 (f) = �:

Preuve. On a

T (r; f) = m (r; f) =
1

2�

Z 2�

0

log+
��f �rei���� d� : (3.2.1)

Posons

g
�
rei�
�
=

8<: f
�
rei�
�
, � 2 [0; 2�)nE3

0 , � 2 E3

Comme mE3 = 0, alors on a

Z
[0;2�)

log+
��f �rei���� d� = Z

[0;2�)

log+
��g �rei���� d�: (3.2.2)

De (3:2:1) et (3:2:2) nous avons

T (r; f) = T (r; g) : (3.2.3)

Ona

T (r; g) =
1

2�

2�Z
0

log+
��g �rei���� d�:

=
1

2�

Z
[0;2�)nE3

log+
��g �rei���� d� + 1

2�

Z
E3

log+
��g �rei���� d�

=
1

2�

Z
[0;2�)nE3

log+
��g �rei���� d� = 1

2�

Z
[0;2�)nE3

log+
��f �rei���� d�: (3.2.4)

Des relations (3:2:3) et (3:2:4) ; on obtient
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T (r; f) =
1

2�

Z
[0;2�)nE3

log+
��f �rei���� d�: (3.2.5)

Si arg z = � 2 [0; 2�)nE3; on a

lim
r!1

log T (r; f)

log r
= �;

ce qui donne

lim
r!1

log
h
1
2�

R
[0;2�)nE3 log

+
��f �rei���� d�i

log r
= �: (3.2.6)

Donc des relations (3:2:5) et (3:2:6), on obtient

� (f) = lim
r!1

log T (r; f)

log r
= lim

r!1

log
h
1
2�

R
[0;2�)nE3 log

+
��f �rei���� d�i

log r
= �:

Par le même raisonnement on obtient: � (f) = �, �2 (f) = �:

Lemme 3.2.4 [8] Soit Hj (j = 0; 1; :::; k � 1) des fonctions entières telles que � (Hj) �

� <1: Si f(z) est une solution de l�équation di¤érentielle

f (k) +Hk�1f
(k�1) + :::+H1f

0 +H0f = 0;

alors �2 (f) � �

Lemme 3.2.5 [13] Soit f(z) une fonction entière transcendante d�ordre �ni �, soit H =

f(k1; j1) ; (k2; j2) ; :::; (km; jm)g un ensemble �ni de nombres entiers véri�ant ki > ji � 0

(i = 1; :::;m), et soit " > 0 une constante donnée. Alors il existe un ensemble E4 � [0; 2�)

de mesure linéaire nulle, telle que si  2 [0; 2�) � E4, alors il existe une constante

R0 = R0 ( ) > 1 tel que pour tout z véri�ant arg z =  et jzj = r � R0, et pour tout

(k; j) 2 H, on a ����f (k) (z)f (j) (z)

���� � jzj(k�j)(��1+") : (3.2.7)
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Lemme 3.2.6 [31]Soit w (z) une fonction entière d�ordre �ni � et v(r) son indice cen-

tral. Alors

� = lim
r!1

log v(r)

log r

3.2.1 Preuve du Théorème 3.1.2:

Supposons que f (z) est une solution entière transcendante de l�équation (3:1:1) : Par

le Lemme 3.2.1, il existe un ensemble E1 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que si

� 2 [0; 2�)nE1; il existe une constante R0 = R0 (�) > 1; telle que pour tout z véri�ant

arg z = � et jzj = r > R0 ; on a

����f (j)(z)f (i)(z)

���� � (T (2r; f))j+1 (0 � i < j � k) : (3.2.8)

Posons z = rei�, � (pd; �) = jad;nj cos (�d + n�) et

� (pj; �) = jaj;nj cos (�j + n�) = �j jas;nj cos (�s + n�) : (3.2.9)

Il est facile de voir que F1 = f� 2 [0; 2�) : � (pd; �) = 0g ;

F2 = f� 2 [0; 2�) : � (ps; �) = 0g ; F3 = f� 2 [0; 2�) : � (pd; �) = � (ps; �)g ;

F4 = f� 2 [0; 2�) : � (pd; �) = �j0� (ps; �)g sont des ensembles �nis
�
où �j0 = min

j 6=d;s
�j

�
;

alors E0 = F1[ F2 [ F3 [ F4, E0 est ensemble �ni. .

Supposons que arg ad;n 6= arg as;n, aj;n = �jas;n, 0 < �j < 1, (j 6= d; s). D�après le Lemme

2.1.2, pour tout " donné

(0 < " <minf 1� �

2 (1 + �)
;
j� (pd; �)� � (ps; �)j
2 j� (pd; �) + � (ps; �)j

;
j� (pd; �)� �j0� (ps; �)j
2 j� (pd; �) + �j0� (ps; �)j

;
�j � �j0
2 (�j + �j0)

g;

où, � =max
j 6=d;s

�j); il existe un ensemble H1 � [0; 2�)de mesure linéaire nulle, telle que si

� 2 [0; 2�)nH1[ H2(H2 = f� 2 [0; 2�); � (p; �) = 0g, est un ensemble �ni ); et R1 > 1 tel

que pour jzj = r > R1; nous avons:
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(i)Si � (pj; �) > 0; alors

exp f(1� ") � (pj; �) r
ng �

���Aj �rei�� epj(rei �)��� � exp f(1 + ") � (pj; �) rng ; (3.2.10)

(ii) Si � (pj; �) < 0; alors

exp f(1 + ") � (pj; �) rng �
���Aj �rei�� epj(rei �)���

� exp f(1� ") � (pj; �) r
ng < 1: (3.2.11)

Par le Lemme 3.2:2 il existe un ensemble E2 � (1:+1) de mesure linéaire �ni et mesure

logarithmique �nie tel que pour tout z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [E2 et jf (z)j =M (r; f)

nous avons

���� f (z)f (i) (z)

���� � rk+1 (1 � i � k) : (3.2.12)

Soit R = max fR0; R1g ; E3 = (1; R] [ E2; E3 est de mesure logarithmique �nie

tel que pour tout � 2 [0; 2�)n (E0 [ E1 [H1 [H2) (E0 [ E1 [H1 [H2 mesure linéaire nulle)

quand jzj = r =2 [0; 1] [ E3; et jf (z)j =M (r; f) nous avons.

Cas 1: � (pd; �) > 0, � (ps; �) < 0

De l�équation (3:1:1), on peut écrire

�Ad (z) epd(z) =
f (k)

f (d)
+ Ak�1 (z) e

pk�1(z)
f (k�1)

f (d)
+ � � �+ Ad+1 (z) e

pd+1(z)
f (d+1)

f (d)

+

�
Ad�1 (z) e

pd�1(z)
f (d�1)

f
+ � � �+ A1 (z) e

p1(z)
f 0

f
+ A0 (z) e

p0(z)

�
f

f (d)
: (3.2.13)

Pour � (pd; �) > 0 nous avons
��Ad (z) epd(z)�� � exp f(1� ") � (pd; �) r

ng

et pour � (ps; �) < 0, (s = 0; 1; :::d� 1; d+ 1; :::; k � 1) (s 6= d) nous avons
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��As (z) eps(z)�� � exp f(1� ") � (pd; �) r
ng < 1 ; (s = 0; 1; :::d� 1; d+ 1; :::; k � 1) (s 6= d)

En utilisant les relations (3:2:8) ; (3:2:12) et (3:2:13) des inégalités précédente on obtient

exp f(1� ") � (pd; �) r
ng �

��Ad (z) ePd(z)��

�
����f (k) (z)f (d) (z)

����+ ��Ak�1 (z) ePk�1(z)�� ����f (k�1)f (d)

����+ � � �

+
��Ad+1 (z) ePd+1(z)�� ����f (d+1)f (d)

����+ ���Ad�1 (z) ePd�1(z)�� ����f (d�1)f

����+ � � �+ ��A0 (z) eP0(z)��� ���� ff (d)
����

� (T (2r; f))k+1 + (T (2r; f))k+1 rk+1 + � � �+ (T (2r; f))k+1 rk+1

� (T (2r; f))k+1 + (k � 1) rk+1 (T (2r; f))k+1

�
�
rk+1T (2r; f)

�k+1
+ (k � 1) rk+1 (T (2r; f))k+1 (r > 1)

donc

exp f(1� ") � (pd; �) r
ng �

��Ad (z) ePd(z)�� � krk+1 (T (2r; f))k+1 (3.2.14)

où k est une constante positive. Ainsi (3:2:14) implique

� (f) = � (f) =1

et

42



�2 (f) = lim
r!1

log log T (r; f)

log r
� n

Par le Lemme 3.2.4 nous avons �2 (f) = n.

Cas 2: � (pd; �) < 0, � (ps; �) > 0: De (3:2:9) et (3:2:10) nous avons

���Aj �rei�� ePj(rei�)��� � exp f(1 + ")�j� (ps; �) rng
� exp f(1 + ")�� (ps; �) rng (j 6= d; s) (3.2.15)

De l�équation (3:1:1), on peut écrire

�As (z) ePs(z) =
f (k)

f (s)
+ Ak�1 (z) e

Pk�1(z)
f (k�1)

f (s)
+ � � �+ As+1 (z) e

Ps+1(z)
f (s+1)

f (s)

+

�
As�1 (z) e

Ps�1(z)
f (s�1)

f
+ � � �+ A (z) eP1(z)

f 0

f

+A0 (z) e
P0(z)

� f

f (s)
(3.2.16)

Ainsi de (3:2:8) ; (3:2:11) ; (3:2:15) et (3:2:16) ; nous obtenons

exp f(1� ") � (ps; �) r
ng �

��As (z) ePs(z)��

� (T (2r; f))k+1+(k � 2) exp f(1 + ")�� (ps; �) rng rk+1 (T (2r; f))k+1+rk+1 (T (2r; f))k+1

� krk+1 exp f(1 + ")�� (ps; �) rng (T (2r; f))k+1 : (3.2.17)

Si 0 < " <
1� �

2 (1 + �)
; alors 1� "� (1 + ")� > 0. De la relation (3:2:17) nous avons

43



exp f(1� ") � (ps; �) r
ng

exp f(1 + ")�� (ps; �) rng
� krk+1 (T (2r; f))k+1

exp f[(1� ")� (1 + ")�] � (ps; �) rng � krk+1 (T (2r; f))k+1 (3.2.18)

Cas 3: � (pd; �) > 0, � (ps; �) > 0

(i) Si � (pd; �) > � (ps; �)

alors d�après les relations (3:2:8) ; (3:2:10) ; (3:2:12) ; (3:2:15)et (3:2:13) ; nous obtenons

exp f(1� ") � (pd; �) r
ng �

��Ad (z) ePd(z)��

� (T (2r; f))k+1 + (k � 2) exp f(1 + ")�� (ps; �) rng rk+1 (T (2r; f))k+1

+exp f(1 + ") � (ps; �) rng rk+1 (T (2r; f))k+1

� krk+1 exp f(1 + ") � (ps; �) rng (T (2r; f))k+1 : (3.2.19)

D�après la condition précédente sur ". Nous avons (1� ") � (pd; �)� (1 + ") � (ps; �) > 0:

D�après (3:2:19) on obtient

exp f[(1� ") � (pd; �)� (1 + ") � (ps; �)] rng � krk+1 (T (2r; f))k+1 (3.2.20)

(ii) Si � (pd; �) < � (ps; �) ; alors de (3:2:8) ; (3:2:10) ; (3:2:12) ; (3:2:15)et (3:2:16) ;

nous obtenons

exp f(1� ") � (ps; �) r
ng �

��As (z) ePs(z)��
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� (T (2r; f))k+1 + (k � 2) exp f(1 + ")�� (ps; �) rng rk+1 (T (2r; f))k+1

+exp f(1 + ") � (pd; �) rng rk+1 (T (2r; f))k+1 : (3.2.21)

Posons R = max f �� (ps; �) ; � (pd; �)g, de la relation (3:2:21) nous avons

exp f(1� ") � (ps; �) r
ng � krk+1 exp f(1 + ") �rng (T (2r; f))k+1 : (3.2.22)

D�après la condition précédente sur ", nous avons (1� ") � (ps; �)� (1 + ")�� (ps; �) > 0,

et (1� ") � (ps; �) � (1 + ")�� (pd; �) > 0, donc (1� ") � (ps; �) � (1 + ") � > 0. D�après

la relation (3:2:22) nous avons

exp f[(1� ") � (ps; �)� (1 + ") �] rng � krk+1 (T (2r; f))k+1 : (3.2.23)

Cas 4: � (pd; �) < 0, � (ps; �) < 0

(i) Si � (pd; �) > �j0� (ps; �), où �j0 = min
j 6=d;s

�j; � (pj0 ; �) = �j0� (ps; �), alors nous avons

� (pj; �) = �j� (ps; �) � �j0� (ps; �) ; (j 6= d) ; (3.2.24)

où nous notons Bj = Aj (z) e
Pj(z): De l�équation (3:1:1) on peut écrire

� 1

Bd

=

�
Bk�1

Bd

f (k�1)

f
+ � � �+ B1

Bd

f 0

f
+
B0
Bd

�
f

f (k)
;

donc

���� 1Bd

���� � �����Bk�1

Bd

���� ����f (k�1)f

����+ � � �+ ����f (d)f
����+ � � �+ ����B1Bd

���� ����f 0f
����+ ����B0Bd

����� ���� ff (k)
���� : (3.2.25)

De la relation (3:2:11) nous avons
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exp f� (1� ") � (pd; �) r
ng �

���� 1Bd

���� � exp f� (1 + ") � (pd; �) rng : (3.2.26)

De (3:2:11) et (3:2:24) nous avons

jBjj � exp f(1� ") � (pj; �) r
ng � exp f(1� ")�j0� (ps; �) r

ng ; (j 6= d) : (3.2.27)

Ensuite de (3:2:26)et (3:2:27) nous avons

����Bj

Bd

���� � exp f[(1� ")�j0� (ps; �)� (1 + ") � (pd; �)] rng (j 6= d) :

D�après la condition précédente sur ", nous avons; (1� ")�j0� (ps; �)� (1 + ") � (pd; �) <

0, nous obtenons alors ����Bj

Bd

���� � 1: (3.2.28)

En substituant (3:2:8) ; (3:2:12) ; (3:2:26) ; (3:2:28) dans (3:2:25) nous obtenons

exp f� (1� ") � (pd; �) r
ng � krk+1 (T (2r; f))k+1 (3.2.29)

où � (1� ") � (pd; �) > 0.

(ii) Si � (pd; �) < �j0� (ps; �).

De l�équation (3:1:1) on peut écrire

� 1

Bj0

=

�
Bk�1

Bj0

f (k�1)

f
+ � � �+ B1

Bj0

f 0

f
+
B0
BJ0

�
f

f (k)

d�où

���� 1Bj0

���� � �����Bk�1

Bj0

���� ����f (k�1)f

����+ � � �+ ���� Bd

Bj0

���� ����f (d)f
����

+ � � �+
���� B1Bj0

���� ����f 0f
����+ ���� B0Bj0

����� ���� ff (k)
���� : (3.2.30)

46



De (3:2:11), on a

exp f� (1� ")�j0� (ps; �) r
ng �

���� 1Bj0

���� � exp f� (1 + ")�j0� (ps; �) rng : (3.2.31)

De (3:2:11), (3:2:31) on obtient

���� Bd

Bj0

���� � exp f[(1� ") � (pd; �)� (1 + ")�j0� (ps; �)] rng

D�après la condition précédente sur ", nous avons; (1� ") � (pd; �)�(1 + ")�j0� (ps; �) < 0,

nous obtenons alors

���� Bd

Bj0

���� � 1: (3.2.32)

De (3:2:11) nous avons

jBjj � exp f(1� ")�j� (ps; �) r
ng ; (j 6= d; j0) : (3.2.33)

Des relations (3:2:31), (3:2:33) nous avons���� Bj

BJ0

���� � exp f[(1� ")�j� (ps; �)� (1 + ")�j0� (ps; �)] rng ; (j 6= d; j0) :

D�après la condition précédente sur ", nous avons; (1� ")�j� (ps; �)�(1 + ")�j0� (ps; �) <

0, nous obtenons

���� Bj

Bj0

���� � 1; (j 6= d) : (3.2.34)

En remplaçant (3:2:8) ; (3:2:12) ; (3:2:31) ; (3:2:32) ; (3:2:34) dans (3:2:30) nous obtenons

exp f� (1� ")�j0� (ps; �) r
ng � krk+1 (T (2r; f))k+1 ; (3.2.35)
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où � (1� ")�j0� (ps; �) > 0.

Donc, pour tout arg z = � 2 [0; 2�)n (E0 [ E1 [H1 [H2) (m (E0 [ E1 [H1 [H2) = 0) ;

lorsquejzj = r =2 [0; 1] [ E3 (ml (E3) = 0), jf (z)j =M (r; f) et (3:2:14) ou (3:2:18) ou

(3:2:20) ou (3:2:23) ou (3:2:29) ou (3:2:35); d�après le Lemme 3.2.3, et par les relations

(3:2:14); (3:2:18), (3:2:20), (3:2:23), (3:2:29); (3:2:35) nous avons

� (f) = � (f) =1

et

�2 (f) � n:

D�après le Lemme 3.2.4, on a

�2 (f) � n:

donc on obtient

�2 (f) = n:

Supposons maintenant que f(z) =�0 est une solution polynômiale de (3:1:1) et deg f = m:

Cas 1: Soit d > 1:

(1) Si m � d, alors on a arg an;d 6= arg an;s; an;j = �jan;s (0 < �j < 1) ; (j 6= d; s). D�après

le Lemme 2.1.2 et (3.2.9) il est facile de voir pour tout (0 < " < 1) ; donné il existe

arg z = � véri�ant � 2 [0; 2�)n (H1 [H2)

(H1 [ H2 est de mesure linéaire nulle); et � (pd; �) > 0; � (ps; �) < 0; (j 6= d) :pour r

su¢ sament grand. De (3:2:10) et (3:2:11), on obtient

M1r
m�d exp f(1� ") � (pd; �) r

ng �
���Ad �rei�� ePd(rei�)f (d)���
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�
��f (k)��+ � � �+ ���Ad+1 �rei�� ePd+1(rei�)f (d+1)���

+
���Ad�1 �rei�� ePd�1(rei�)f (d�1)���+ � � �+ ���A0 �rei�� eP0(rei�)f ��� �M2r

m;

où M1; M2 sont des constantes supérieures à zero. Ainsi

M1 exp f(1� ") � (pd; �) r
ng �M2r

d

donc c�est une contradiction,

(2)Si m < d.

(i) Si s > d ;

Pour tout " donné (0 < " < �l��0
2(�l+�0) ; où �0 = max f�0; :::; �l�1; �l+1; :::; �d�1g < �l;

0 � l � d� 1); � 2 [0; 2�)n (H1 [H2) on a � (pl; �) > 0; et pour tout r su¢ sament grand,

des relations (3:2:9) ; (3:2:10) et (3:2:15), nous obtenons

M3r
m exp f(1� ")�l� (ps; �) r

ng �
���Al �rei�� ePl(rei �)f (l)���

�
X

0�j�d�1
j 6=l

���Aj �rei�� ePj(rei �)f (j)���

�M4r
m

X
0�j�d�1

j 6=l

exp f(1 + ")�j� (ps; �) rng

�M4r
m

X
0�j�d�1

j 6=l

exp f(1 + ")�0� (ps; �) rng

=M4 (d� 1) rm exp f(1 + ")�0� (ps; �) rng ;
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oùM3;M4 sont des constantes supérieures à zero.Ainsi

M3 exp f[(1� ")�l � (1 + ")�0] � (ps; �) rng �M4 (d� 1) :

D�après la condition précédente sur ", nous avons, (1� ")�l � (1 + ")�0 > 0; donc c�est

une contradiction. Lorsque max f�0; :::; �l�1; �l+1; :::; �d�1g < �l; alors chaque solution

non nulle de l�équation (3.1.1) est l�ordre in�ni.

(ii)Si s < d; pour tout " donné
�
0 < " <

1� �

2 (1 + �)

�
; � 2 [0; 2�)n (H1 [H2) on a

� (pl; �) > 0; et pour tout r su¢ sament grand, on a

M5r
m exp f(1� ") � (ps; �) r

ng �
���As �rei�� ePs(rei�)f (s)���

�
X

0�j�d�1
j 6=l

Aj
�
rei�
�
ePj(re

i �)f (j)

�M6r
m

X
0�j�d�1

j 6=l

exp f(1 + ")�� (ps; �) rng

�M6 (d� 1) rm exp f(1 + ")�� (ps; �) rng ;

où M5;M6 sont des constantes supérieures à zero. Ainsi

M5 exp f[(1� ")� (1 + ")�] � (ps; �) rng �M6 (d� 1)

D�après la condition précédente sur ", nous avons, (1� ") � (1 + ")� > 0; donc c�est

une contradiction. Donc si d > 1 et s < d; alors chaque solution non nulle de l�équation

(3.1.1) est l�ordre in�ni .

Cas 2: Soit d � 1: Alors

d�après le cas 1 on trouve que chaque solution non nulle de l�équation (3:1:1) est d�ordre.in�ni.En

résumé, si s > d et max f�0; :::; �l�1; �l+1; :::; �d�1g < �l ou s < d (d > 1) ou d � 1; alors
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chaque solution non nulle de l�équation (3:1:1) est d�ordre in�ni et

� (f) = � (f) =1; �2 (f) = n:

3.2.2 Preuve du Théorème 3.1.3

Supposons que f (z) est une solution entière transcendante de (3:1:2) et � (f) = � <

1:Par le Lemme 3.2.5 pour tout " 2
�
0; 1

2
(1�max� (Dj))

�
donné; alors il existe un

ensemble E1 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que si � 2 [0; 2�)nE1, alors il existe

une constante R0 = R0 (�) > 1 telle que pour tout z véri�ant arg z = �, jzj = r � R0,

nous avons: �����f (j)
�
rei �

�
f (i) (rei �)

����� � r(j�i)(��1+"); (0 � i < j � k) : (3.2.36)

Supposons arg an;d 6= arg an;s; an;j = �jan;s (�j > 0) ; (j 6= d; s). D�après le Lemme 2.1.2

et (3.2.9) il est facile de voir que pour " (" > 0) donné; il existe une demi-droite arg z = �

véri�ant � 2 [0; 2�)n (E1 [H1 [H2) (H1; H2 sont dé�ni dans le Lemme 2.1.2, E1 [H1 [H2 de mesure linéaire nulle) ;

et � (pd; �) > 0; � (pj; �) < 0; (j 6= d) : r su¢ sament grand. On a pour

���Ad �rei�� ePd(rei �) +Dd

�
rei�
���� � exp f(1� ") � (pd; �) r

ng (1 + o(1)) ; (3.2.37)

���Aj �rei�� ePj(rei �) +Dj

�
rei�
���� � exp f(1� ") � (pj; �) r

ng+ exp
�
r�(Dj)+"

	

� 2 exp
�
r�(Dj)+"

	
; (j 6= d) : (3.2.38)

D�après le Lemme 3.2.2 il existe un l�ensemble E2 � (1:+1) de mesure logarithmique

�nie, quand jzj = r =2 [0; 1] [ E2 et jf (z)j =M (r; f), nous avons (3:2:12): De l�équation

(3:1:2) on peut écrire
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�
�
Ad (z) e

pd (z) +Dd (z)
�
=
f (k)

f (d)
+
�
Ak�1 (z) e

pk�1(z) +Dk�1 (z)
� f (k�1)
f (d)

+ � � �

+
�
Ad+1 (z) e

pd+1(z) +Dd+1 (z)
� f (d+1)
f (d)

+

��
Ad�1 (z) e

pd�1(z) +Dd�1 (z)
� f (d�1)

f
+ � � �

+
�
A1 (z) e

p1 (z) +D1 (z)
� f 0
f
+
�
A0 (z) e

p0(z) +D0 (z)
�� f

f (d)
(3.2.39)

Lorsque � 2 [0; 2�)n (E1 [H1 [H2), jzj = r =2 [0; 1] [ E2 et jf (z)j =M (r; f)

en remplaçant (3:2:12); (3:2:36); (3:2:38) dans (3:2:39), nous obtenons

exp f(1� ") � (pd; �) r
ng (1 + o(1)) �

���Ad (z) epd (z) +Dd (z)
���

� r(k�d)(��1+") + 2 exp
�
r�(Dk�1)+"

	
r(k�1�d)(��1+") + � � �+ 2 exp

�
r�(Dd+1)+"

	
r

+
�
2 exp

�
r�(Dd�1)+"

	
r(d�1)(��1+") + � � �+ 2 exp

�
r�(D0)+"

	�
rk+1

� 2kr M exp
n
r
max
j 6=d

�(Dj)+"
o
; (3.2.40)

où M est une constante supérieure à zéro.

D�autre part, pour tout " avec, max
j 6=d

� (Dj) + " < 1� " < 1, de la relation (3:2:40), nous

avons
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exp
n
(1� ") � (pd; �) r

n � r
max
j 6=d

�(Dj)+"
o
(1 + o(1)) � 2krM ;

c�est une contradiction. Par conséquent, � (f) =1.

En utilisant le même raisonnement comme dans la preuve du Théorème 3.1.2, nous

obtenons que lorsque

max f�0; :::; �l�1; �l+1; :::; �d�1g < �l (d > 1) ; ou s < d et 0 < �j < 1 (d > 1) ; ou

d � 1, alors chaque solution f(z)=�0 de l�équation (3:1:2) est d�ordre in�ni.

3.2.3 Preuve du Théorème 3.1.4

Par le Lemme 2.1.2 nous savons que pour tout

"

�
0 < " < min

�
1

2
(1� max

0�j�k�1
� (Dj));

1� �

2 (1 + �)
;
j� (pd; �)� � (ps; �)j
2 j� (pd; �) + � (ps; �)j

��
;

donné, il existe un ensemble H1 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que pour tout

� 2 [0; 2�)nH1[H2 (H2 = f� 2 [0; 2�); � (p; �) = 0g un ensemble �ni) ;pour r su¢ sament

grand, on a

(i) Si � (pj; �) > 0, alors

exp f(1� ") � (pj; �) r
ng (1 + o(1)) �

����Aj �rei�� epj (rei�) +Dj

�
rei�
�����

� exp f(1 + ") � (pj; �) rng (1 + o(1)) (3.2.41)

(ii) Si � (pj; �) < 0, alors

����Aj �rei�� epj(rei�) +Dj

�
rei�
����� � exp f(1� ") � (pj; �) r

ng+ rM1 � rM2 ; (3.2.42)

où M1; M2 sont des constantes supérieures à zéro.Nous a¢ rmons que le cas � (pd; �) < 0
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et � (ps; �) < 0 ne se produira pas. En fait, par la théorie de Wiman-Valiron on a

f (j) (z)

f(z)
=

�
v (r)

z

�j
(1 + o(1)) (j = 1; :::; k) (3.2.43)

pour z véri�ant jf (z)j =M (r; f) et jzj = r =2 [0; 1][E1; où E1 � (1:+1) est de mesure

logarithmique �nie; v (r) est l�indice central de f(z): D�après le Théorème 3.1.3 on a

� (f) =1; et par le Lemme 3.2.6, on obtient

lim
r�!+1

log v(r)

log r
=1: (3.2.44)

Des relations (3:1:1) et (3:2:43), nous obtenons

�
�
v (r)

z

�k
(1 + o(1)) =

�
Ak�1 (z) e

pk�1 (z) +Dk�1 (z)
��v (r)

z

�k�1
(1 + o(1))

+ � � �+
�
A0 (z) e

p0 (z) +D0 (z)
�
: (3.2.45)

De (3:2:42) et (3:2:45) nous aurons, quand jzj = r =2 [0; 1] [ E1, jf (z)j = M (r; f), et r

su¢ samment grand,

v(r) j1 + o(1)j � krM ; (3.2.46)

oùM est une constante supérieure à zéro. De (3:2:45) et (3:2:46) et les conditions � (pd; �) <

0 et � (ps; �) < 0, nous obtenons une contradiction.

En utilisant (3.2.41), (3.2.42), et un raisonnement similaire à la preuve du Théorème

3.1.2, on obtient que chaque solution transcendente f de l�équation (3:1:2) satis�ant :

� (f) = � (f) =1; �2 (f) = n:

Par un raisonnement similaire à la preuve du Théorème 3.1.2, nous savons que lorsque

max f�0; :::; �l�1; �l+1; :::; �d�1g ou s < d (d > 1) ou d � 1, alors chaque solution f(z)=�0
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de l�équation (3:1:2) véri�e

� (f) = � (f) =1; �2 (f) = n: (3.2.47)

3.2.4 Preuve des Corollaires 3.1.5, 3.1.6 , 3.1.7 ,3.1.8 :

Pour la démonstration des Corollaires 3.1.5, 3.1.6 , 3.1.7 ,3.1.8 il su¢ t de démontrer le

Corollaire 3.1.8. Le Corollaire 3.1.8, peut être démontré en utilisant le Corollaire 3.1.5,

si d < 2; on utilise le Théorème 3.1.2. Ce qui preuve le Corollaire 3.1.8.
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Chapitre 4

Croissance des solutions de certaines

équations di¤érentielles linéaires non

homogènes

4.1 Introduction et principaux résultats

Dans ce chapitre, on s�intéresse à l�étude de la croissance des solutions des équations

di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur à coe¢ cients fonctions entières. Dans l�étude de

la croissance et les points �xes de l�équation di¤érentielle

f 00 + h1(z)e
azf 0 + h0(z)e

bzf = 0; (4.1.1)

où h1; h0 sont des fonctions entières et a; b deux nombres complexes, Chen Zong-Xuan

et Shon Kwang-Ho ont obtenu dans [4] les résultats suivants:

Théorème 4.1.1 [4] Soient hj(z) (j = 0; 1) des fonctions entières d�ordre strictement

inférieur à 1 et a; b deux nonbres complexes constants tels que ab 6= 0 et a = cb (c > 1).

Alors chaque solution non constante f de l�équation (4:1:1) est d�ordre in�ni.

Théorème 4.1.2 [4] Soient Aj(z)=�0; Dj(z) (j = 0; 1) des fonctions entières telles que
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� (Aj) < 1 et � (Dj) < 1: Supposons que a, b sont deux nonbres complexes constants tels

que ab 6= 0 et arg a 6= arg b ou a = cb (0 < c < 1) : Alors chaque solution f non triviale

de l�équation di¤érentielle

f 00 + (A1(z)e
az +D1(z))f

0 + (A0(z)e
bz +D0(z))f = 0

est d�ordre in�ni.

Théorème 4.1.3 [4] Soient hj(z) (j = 0; 1; :::; k � 1) (k � 2) des fonctions entières

telles que � (hj) < 1 et Hj(z) = hj(z)e
ajz, où aj (j = 0; 1; :::; k � 1) sont des nom-

bres complexes. Supposons qu�il existe as tel que hs 6= 0 et pour j 6= s ;si Hj=�0;

aj = cjas (0 < cj < 1) ; si Hj = 0, on dé�nit cj = 0 . Alors chaque solution f tran-

scendante de l�équation

f (k) +Hk�1f
(k�1) + :::+Hsf

(s) + :::+H0f = 0 (4.1.2)

est d�ordre in�ni. De plus, si max fc1; :::; cs�1g < c0; alors chaque solution f (=�0) de

l�équation (4:1:2) est d�ordre in�ni.

Théorème 4.1.4 Supposons que Hj(z) = Aj(z)e
pj(z) + Dj(z) (j = 0; 1; :::; k � 1) où

pj (z) =
nX
i=0

aj;i z
i sont des polynômes de degré n � 1 où aji 2 C (j = 0; 1; :::; k �

1; i = 0; :::; n� 1) et ajn 2 C� f0g (j = 0; 1; :::; k � 1), Aj(z); Dj(z) sont des fonctions

entières d�ordre inférieur à n: Supposons qu�il existe deux coe�ccients Hl; Hm tels que

aln = jaln j ei�l et amn = jamn j ei�m, 0 � l < m � k � 1; �l,�m 2 [0; 2�) , �l 6= �m, et

pour tout j 6= l;m, ajn véri�e ajn = cjaln (0 < cj < 1) ou ajn = cjamn (0 < cj < 1) : Si F

est une fonction entière d�ordre �ni, alors les solutions de l�équation di¤érentielle

f (k) +
�
Ak�1(z)e

pk�1(z) +Dk�1(z)
�
f (k�1) + :::+

�
A0(z)e

p0(z) +D0(z)
�
f = F (4.1.3)

véri�ent les propriétés suivantes:
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(i) Si F � 0, alors toute solution transcendante f de l�équation ( 4.1.3 ) satisfait � (f) =

1: De plus, si f(z) est une solution polynôme de l�équation ( 4.1.3), et deg f � l� 1 ou

deg f � m� 1; si l = 1 ou m = 1, alors toutes les solutions f non-constantes de (4.1.3)

satisfont � (f) =1,

(ii) Si F=�0,et m = 1 ou l = 1; sauf pour au plus une solution exceptionelle possible f0 (z),

toutes les autres solutions de l�équation ( 4.1.3) satisfont:

�
� (f) = � (f) = � (f) =1:

Si une solution d�ordre �ni f0 (z) existe, alors � (f0) � max
�
n;

�
� (f0) ; � (F )

�
, et quand

�
� (f0) < � (f0) et � (F ) 6= n, nous avons � (f0) = max fn; � (F )g :

Théorème 4.1.5 Soient Aj (z) =�0 (j = 0; 1; :::; k � 1) des fonctions entières telles que

� (Aj) < n, et soient

pj (z) =
nX
i=0

aj;iz
i

(j = 0; 1; :::; k � 1) des polynômes de degré n � 1: Si ajn (j = 0; 1; :::; k � 1) sont des

nombres complexes distincts et A0 (z) =�0, et si F=�0 est une fonction entière d�ordre �ni,

alors toute solution f de l�équation suivante

f (k) + Ak�1(z)e
pk�1(z)f (k�1) + :::+ A0(z)e

p0(z)f = F (4.1.4)

satisfait les propriétés suivantes:

(i) Sauf pour au plus une solution exceptionelle possible f0 (z), toutes les autres solutions

de( 4.1.4) satisfont:
�
� (f) = � (f) = � (f) =1:

(ii) Si une solution d�ordre �ni f0 (z) existe, alors � (f0) � max

�
n;

�
� (f0) ; � (F )

�
et

quand
�
� (f0) < � (f0) et � (F ) 6= n ,nous avons � (f0) = max fn; � (F )g :

Exemple 4.1.1: On considère l�équation di¤érentielle suivante:
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f 000 (z) + e2z
3

f 00 (z) + ez
3+zf 0 (z) + e4z

3

f (z) = 1:

On a a23 = 2; a13 = 1; a03 = 4 (sont distincts ) et n = 3, � (F ) = 0 < 3:

Alors d�après le Théorème 4.1.5, toute solution f de cette équation di¤érentielle véri�e

�
� (f) = � (f) = � (f) =1:

Remarque 4.1.1: L�hypothèse que ajn (j = 0; :::; k � 1) sont des nombres complexes

distincts est nécessaire.Par exemple, l�équation

f 000 (z) + 5e4zf 00 (z) + ze3zf 0 (z)� e3zf (z) = 1

admet une solution polynomiale f(z) = z, où a11 = a01 = 3:

Théorème 4.1.6 Soient Aj (z), pj (z) (j = 0; 1; :::; k � 1), F (z) des fonctions entières

véri�ant les conditions du Théorème 4:1:5 Supposons qu�il existe aln tel que ajn = djaln ;

(0 < dj < 1) ; 0 � j 6= l � k � 1:

(i) Alors toutes les solutions f transcedantes de l�équation di¤érentielle( 4.1.4) satisfont
�
� (f) = � (f) = � (f) =1 et �2 (f) = n .

(ii) Si une solution f0 (z) est d�ordre �ni, alors � (f0) � max
�
n;

�
� (f0) ; � (F )

�
et quand

�
� (f0) < � (f0) et � (F ) 6= n, on a � (f0) = max fn; � (F )g :

4.2 Quelques lemmes

Lemme 4.2.1 [13] Soit f(z) une fonction entière transcendante d�ordre �ni �, soit H =

f(k1; j1) ; (k2; j2) ; :::; (km; jm)g un ensemble �ni de nombres entiers véri�ant ki > ji � 0

(i = 1; :::;m), et soit " > 0 une constante donnée. Alors il existe un ensemble E4 � [0; 2�)

de mesure linéaire nulle , tel que si  2 [0; 2�) � E4, alors il existe une constante
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R0 = R0 ( ) > 1 telle que pour tout z veri�ant arg z =  et jzj = r � R0, et pour

tout (k; j) 2 H, on a

����f (k) (z)f (j) (z)

���� � jzj(k�j)(��1+") :
Lemme 4.2.2 [10] Soitf(z) une fonction entière d�ordre � (f) = � < +1. Alors pour

tout " > 0 donné , il existe un ensemble E � [1;1) de mesure linéaire �ni et mesure

logarithmique �nie tel que pour tout z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E, on a

exp
�
�r�+"

	
� jf(z)j � exp

�
r�+"

	
:

Lemme 4.2.3 [6] Soit f(z) une fonction entière. Supposons que jf (k)(z)j est non bornée

sur un rayon arg z = �:Alors, il existe une suite in�nie de points zm = rme
i� (m =

1; 2; :::), où rm !1, telle que f (k)(zm)!1 et����f (j) (zm)f (k) (zm)

���� � jzmjk�j (1 + o (1)) (j = 0; 1; :::; k � 1)

Lemme 4.2.4 [22] Soit f (z) une fonction entière d�ordre in�ni. Notons

M (r; f) = max fjf(z)j : jzj = rg, alors pour tout nombre � > 0 su¢ samment grand, et

tout r 2 E � (1;1) ; on a

M (r; f) > c1 exp
�
c2r

�
	
;

où mlE =1 et c1, c2 sont des constantes positives.

Lemme 4.2.5 [22] Supposons g(z) est une fonction entière d�ordre in�ni, et d�hyper

ordre �2 (g) < � <1. Alors il existe un ensemble H3 � (1;1) tel que mlH3 =1,

lim
r!1;r2H3

log v (r)

log r
=1 ; lim

r!1;r2H3

log log v (r)

log r
= �;

et pour tout " > 0 et tout r 2 H3, on a

exp
�
r��"

	
� v(r) � exp

�
r�+"

	
;
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où v(r) est l�indice central de g(z) .

Lemme 4.2.6 [15; 17; 19] Soit f(z) une fonction entière transcendante , v(r) l�indice

central de f(z) et � et une constante satisfaisant 0 < � < 1
8
. Supposons que pour z sur

le cercle jzj = r on ait jf(z)j > M (r; f) v(r)�
1
8
+�. Alors

f (j)(z)

f(z)
=

�
v(r)

z

�j �
1 + �j(z)

�
,

où �j(z) = O
�
v(r)�

1
8
+�
�
, j 2 N, pour tout jzj = r à l�extérieur d�un ensemble E de

mesure logarithmique �nie.

Lemme 4.2.7 Supposons que B0, B1, ..., Bk�1 et F (=�0) sont des fonctions entières

d�ordre �ni et soit � = max f� (Bj) ; � (F ) ; j = 0; 1; :::; k � 1g ; k � 2: Alors toute solu-

tion f d�ordre in�ni de l�équation

f (k) +Bk�1f
(k�1) + � � �+B0f = F

satisfait �2 (f) � �:

Lemme 4.2.8 Soient k � 1, P1; P2; :::; Pk des polynômes non constants de degré d1; d2; :::; dk;

respectivement, tels que deg (Pi � Pj) = max fdi; djg pour i 6= j. Posons A (z) =
kX
j=1

Bj (z) e
Pj(z), où Bj (z) =�0 sont des fonctions entières telles que � (Bj) < dj. Alors

� (A) = max
1�j�n

fdjg.

4.2.1 Preuve du Théorème 4.1.4

(i) F � 0: Supposons que f(z) est une solution transcendante de (4:1:3 ), nous prouvons

d�abord que � (f) =1. Supposons au contraire que � (f) = � <1 .

Posons d = max f� (Dj) : 0 � j � k � 1g ; h = max fcj : 0 � j 6= l;m � k � 1g. Par le

Lemme 4.2.1, pour tout " > 0, il existe un ensemble E1 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle,
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tel que si � 2 [0; 2�)nE1, il existe une constante R0 = R0 (�) > 1, tel que pour tout z

satisfaisant arg z = � et jzj = r > R0; on a

����f (j) (z)f (i) (z)

���� � jzj(j�i)(��1+") ; (0 � i < j � k) : (4.2.1)

Posons z = rei�, � (Pl; �) = jalnj cos (�l + n�) et � (Pm; �) = jamnj cos (�m + n�). Soit

E2 = f� 2 [0; 2�) : � (Pl; �) = � (Pm; �)g ; comme �m 6= �l; alors mE2 = 0. Par le Lemme

2.1.2, il est facile de voir que pour " > 0 donné, il existe une demi-droite arg z =

� satisfaisante � 2 [0; 2�)n (E1 [H1 [H2) (H1; H2 sont dé�nis dans le Lemme 2.1.2

et m (E1 [ E2 [H1 [H2) = 0); telle que � (Pl; �) > 0; � (Pm; �) < 0 ou � (Pl; �) <

0; � (Pm; �) > 0.

Nous divisons la preuve en deux cas,

(a) � (Pl; �) > 0; � (Pm; �) < 0 et (b) � (Pl; �) < 0; � (Pm; �) > 0:

(a) : � (Pl; �) � 0; � (Pm; �) � 0 . Here we divide (a) into two subcases :(a1) ajn =

cjamn; j 6= l;m ; (a2) ajn = cjaln; j 6= l;m . (a) : � (Pl; �) > 0; � (Pm; �) < 0. On divise

en deux sous-cas

(a1) ajn = cjamn; j 6= l;m; (a2) ajn = cjaln; j 6= l;m

Sous-cas (a1) ajn = cjamn; j 6= l;m � k � 1. Daprès les conditions du Théorème

4.1.1, nous obtenons � (Pl; �) > 0; � (Pj; �) < 0 (j 6= l). Par le Lemme 2.1.2 et 4.2.2, pour

tout "1 (0 < "1 < 1) donné et r su¢ sament grand, nous avons

���Al �rei�� ePl(rei�) +Dl

�
rei�
���� � exp f(1� "1) � (pl; �) r

ng (1 + o (1)) (4.2.2)

et

���Aj �rei�� ePj(rei�) +Dj

�
rei�
���� � exp f(1� "1) � (pl; �) r

ng+ exp
n
r�(Dj)+

1
2
"1
o

62



� exp
�
r�(Dj)+"1

	
. (j 6= l) (4.2.3)

Maintenant nous prouvons que
��f (l) �rei����est bornée sur le rayon arg z = �. Si

��f (l) �rei����
est non bornée sur le rayon arg z = �, alors par le Lemme 4.2.3, il existe une suite in�nie

de points zq = rqe
i� (q = 1; 2; :::) telles que rq �!1, f (l) (zq) �!1 et

����f (j) (zq)f (l) (zq)

���� � jzqjl�j (1 + o (1)) (j = 0; 1; :::; l � 1) (4.2.4)

En Substituant (4:2:1) et (4:2:4) en (4:1:3) ; on obtient

exp
�
(1� "1) � (pl; �) r

n
q

	
(1 + o (1)) �

��Al (zq) ePl(zq) +Dl (zq)
��

�
����f (k) (zq)f (l) (zq)

����+ � � �+ ��Al+1 (zq) ePl+1(zq) +Dl+1 (zq)
�� ����f (l+1) (zq)f (l) (zq)

����
+
��Al�1 (zq) ePl�1(zq) +Dl�1 (zq)

�� ����f (l�1) (zq)f (l) (zq)

����
+ � � �+

��A0 (zq) eP0(zq) +D0 (zq)
�� ���� f (zq)f (l) (zq)

����
� K1 jzqjM1 exp

�
rd+"1q

	
; (4.2.5)

où K1;M1 sont des constantes positives.

Puisque � (Dj) < 1 (j = 0; 1; :::; k � 1), c�est à dire, d < 1, nous obtenons une con-

tradiction. Ainsi
��f (l) �rei���� � K3 (K3 est une constante) sur arg z = �: On obtient

facilement

��f �rei���� � K4r
k (4.2.6)
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sur arg z = �, où K4 est un constante positive.

Sous-cas (a2): ajn = cjaln; j 6= l;m � k � 1. Par les Lemmes 3.2.2 et 3.2.3 pour tout

"2

�
0 < "2 < min

n
1
2
(1� d) ; 1�h

2(1+h)

o�
donné et r su¢ samment grand, nous avons

���Am �rei�� ePm(rei�) +Dm

�
rei�
���� � exp f(1� "2) � (pm; �) r

ng+ exp
�
r�(Dm)+"2

	

� 2 exp
�
r�(Dm)+"2

	
; (4.2.7)

exp f(1� "2) � (pl; �) r
ng (1 + o (1)) �

���Al �rei�� ePl(rei�) +Dl

�
rei�
���� (4.2.8)

� exp f(1 + "2) � (pl; �) rng (1 + o (1))

et

exp f(1� "2) cj� (pl; �) r
ng (1 + o (1)) �

���Aj �rei�� ePj(rei�) +Dj

�
rei�
���� (4.2.9)

� exp f(1 + "2) cj� (pl; �) rng (1 + o (1)) , (j 6= l;m):

Comme

exp f(1 + "2) cj� (pl; �) rng
exp f(1� "2) � (pl; �) rng

= exp f[(1 + "2) cj � (1� "2)] � (pl; �) r
ng ;

et 0 < "2 <
1�h
2(1+h)

; alors pour r su¢ samment grand, nous avons (1 + "2) cj� (1� "2) < 0

(cj = h) et

exp f(1 + "2) cj� (pl; �) rng = o (exp f(1� "2) � (pl; �) r
ng) : (4.2.10)
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De ( 4.2.9 ) et ( 4.2.10), pour r su¢ samment grand, nous avons

���Aj �rei�� ePj(rei�) +Dj

�
rei�
���� � o (exp f(1� "2) � (pl; �) r

ng) : (4.2.11)

Maintenant nous prouvons que
��f (l) �rei����est bornée sur le rayon arg z = �: Si

��f (l) �rei����
est non bornée sur le rayon arg z = �; alors d�après le Lemme 4.2.3, il existe une suite

in�nie de points zq = rqe
i� (q = 1; 2; :::) telle que rq �!1,f (l) (zq) �!1 et

����f (j) (zq)f (l) (zq)

���� � jzqjl�j (1 + o (1)) (j = 0; 1; :::; l � 1) : (4.2.12)

De (4.2.1) et (4.2.4), pour rq su¢ samment grand; il existe une constanteM2 satisfaisante

����f (j) (zq)f (l) (zq)

���� � jzqjM2 ; j 6= l: (4.2.13)

De ( 4.2.5), (4.2.7), (4.2.8), (4.2.10) et ( 4.2.13), nous avons

exp
�
(1� "2) � (pl; �) r

n
q

	
(1 + o (1)) �

��Al (zq) ePl(zq) +Dl (zq)
��

�
����f (k) (zq)f (l) (zq)

����+ � � �+ ��Am (zq) ePm(zq) +Dm (zq)
�� ����f (m) (zq)f (l) (zq)

����
+
��Al+1 (zq) ePl+1(zq) +Dl+1 (zq)

�� ����f (l+1) (zq)f (l) (zq)

����+ � � �
+
��Al�1 (zq) ePl�1(zq) +Dl�1 (zq)

�� ����f (l�1) (zq)f (l) (zq)

����
+ � � �+

��A0 (zq) eP0(zq) +D0 (zq)
�� ���� f (zq)f (l) (zq)

����
� rM2

q + (k � 2) o (exp f(1� "2) � (pl; �) r
ng) rM2

q + 2 exp
�
r�(Dm)+"2

	
rM2
q
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i.e ,

exp
�
(1� "2) � (pl; �) r

n
q

	
(1 + o (1)) � rM2

q + 2 exp
�
r�(Dm)+"2

	
rM2
q : (4.2.14)

Puisque 0 < "2 < min
n
1
2
(1� d) ; 1�h

2(1+h)

o
; de la relation ( 4.2.14), nous pouvons obtenir

une contradiction. Ainsi
��f (l) �rei���� � K5 sur le arg z = �: On obtient facilement

��f �rei���� � K6r
k

sur arg z = �; où K5; K6 sont des constantes positives. Ainsi, nous obtenons

��f �rei���� � Krk (4.2.15)

sur arg z = �.

(b) : � (Pl; �) < 0; � (Pm; �) > 0. En utilisant le même raisonnement comme dans le

cas (a), nous pouvons aussi obtenir

��f �rei���� � Krk (4.2.16)

sur arg z = �. De(4.2.15) et (4.2.16) et le fait que E1[E2[H1[H2 a une mesure linéaire

nulle, par le principe de Phragmèm-Lindelöf, on obtient que f(z) est un polynôme, ce qui

contredit notre hypothèse. Donc � (f) =1: Dans la suite, nous montrons que si f(z) est

une solution polynomiale de (4:1:3), alors deg f = s � m� 1 ou deg f = s � l� 1: Nous

divisons la preuve en deux cas : ajn = cjaln; j 6= l;m; ajn = cjamn; j 6= l;m: Supposons

ajn = cjaln; j 6= l;m. Si f(z) est un polynôme et deg f = s � m. De (4:1:3); nous avons

X
0 � j� s

�
Aj (z) e

P (z) +Dj (z)
�
f (j) = 0: (4.2.17)

Puisque �l 6= �m et ajn = cjaln; (j 6= l;m; 0 < cj < 1) ; d�après le Lemme 2.1.2, il est facile
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de voir que pour tout "3
�
0 < "3 <

1
2
(1� d)

�
donné; il existe une demi-droite arg z = �

satisfaisante � 2 [0; 2�]n (E1 [ E2 [H1 [H2)H1; H2 sont dé�nis dans le Lemme 2.1.2 et

m ((E1 [ E2 [H1 [H2) = 0) telle que � (Pj; �) < 0 (j 6= m) ; � (Pm; �) > 0: De (4.2.2),

(4.2.3) et (4.2.17), pour rq su¢ samment grand; nous avons

K7r
s�mexp f(1� "3) � (pm; �) r

ng (1 + o (1)) �
����Am �rei�� ePm(rei�) +Dm

�
rei�
��
f (m)

���
�

��������
X

0�j�s;j 6=m

�
Aj (z) e

Pj(z) +Dj (z)
�
f (j)

��������
� K8r

s exp
�
rd+"3

	
où K7; K8 (> 1) sont deux constantes. Ainsi, nous avons

K7exp f(1� "3) � (pm; �) r
ng (1 + o (1)) � K8r

m exp
�
rd+"3

	
: (4.2.18)

comme 0 < "3 <
1
2
(1� d) et 0 < d < 1; nous obtenons une contradiction. Par con-

séquent, nous obtenons deg f � m� 1. Supposons ajn = cjamn; j 6= l;m: En utilisant le

même raisonnement que ci-dessus, nous pouvons obtenir deg f � l � 1: Ainsi, la preuve

du Théorème 4.1.4 (i) est achevée.

(ii) F=�0; tout d�abord nous montrons qu�il existe au plus une solution f0(z) de (4:1:3)

d�ordre �ni. Supposons f0 est une solution de (4:1:3) d�ordre �ni, si f1 est une autre

solution d�ordre �ni, alors f0 � f1=�0 est une solution de l�équation suivante

f (k) +
�
Ak�1(z)e

pk�1(z) +Dk�1(z)
�
f (k�1) + :::+

�
A0(z)e

p0(z) +D0(z)
�
f = 0:

D�après le Théorème 4.1.4 (i), nous avons � (f0 � f1) = 1. Puisque f0; f1 sont deux

fonctions d�ordre �ni, donc c�est une contradiction.

Maintenant, nous supposons quef est une solution d�ordre in�ni de (4.1.3). Nous allons
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prouver
�
� (f) = � (f) = � (f) =1. De (4.1.3) nous avons

1

f
=
1

F

�
f (k)

f
+Hk�1 (z)

f (k�1)

f
+ � � �+H0 (z)

�
: (4.2.19)

On note Hj(z) = Aj(z)e
pj(z) +Dj(z) (j = 0; 1; :::; k � 1). De (4.2.19), si f a un zéro de

multiplicité p (> k) en z0, alors F a un zéro de multiplicité p� k en z0: Donc

n

�
r;
1

f

�
� k

�
n

�
r;
1

f

�
+ n

�
r;
1

F

�
;

et

N

�
r;
1

f

�
� k

�
N

�
r;
1

f

�
+N

�
r;
1

F

�
: (4.2.20)

En appliquant le lemme de la dérivée logarithmique, nous avons

m

�
r;
f (j)

f

�
= O flog T (r; f) + log rg (j = 1; :::; k)

pour tout r à l�éxtérieur d�un ensemble E3 de mesure lineaire �nie. De la relation (4.2.19),

nous obtenons

m

�
r;
1

f

�
� m

�
r;
1

F

�
+

k�1X
j=0

m (r;Hj) +O (log(rT (r; f))); r =2 E3: (4.2.21)

De (4.2.20) et (4.2.21) on a

T (r; f) = T

�
r;
1

f

�
+O (1) (4.2.22)

� k
�
N

�
r;
1

f

�
+ T (r; F ) +

k�1X
j=0

T (r;Hj) +O (log(rT (r; f))); r =2 E3:
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Comme � (f) =1; il existe une suite
�
r0q
	 �
r0q �!1; quand q �!1

�
; telle que

lim
r0q�!1

T
�
r0q; f

�
log r0q

=1:

Posons mE3 = � � 1, alors il existe rq 2
�
r0q; r

0
q + � + 1

�
� E3 tel que

log T (rq; f)

log rq
�

log T
�
r0q; f

�
log
�
r0q + � + 1

� = log T
�
r0q; f

�
log r0q + log

�
1 + �+1

r0q

� ;
d�où

lim
rq�!1

log T (rq; f)

log rq
� lim

r0q�!1

log T
�
r0q; f

�
log r0q + log

�
1 + �+1

r0q

� =1:

Pour � (� > � (H0) + � (F )) et rq u¢ samment grand, nous avons

log T (rq; f) � (rq)� :

Comme � (Aj) < n, degPj (z) = n; � (Dj) < n (j = 0; 1; :::; k � 1) et � (F ) = % < 1;

alors pour tout "4 (0 < "4 < � � n� %) donné, nous avons

T (rq; F ) < r%+"4q ; T (rq; Hj) < rn+"4q ; j = 0; 1; :::; k � 1

pour rq su¢ samment grand: Ainsi pour rq �!1

T (rq; F )

T (rq; f)
< r%+"4��q �! 0,

T (rq; Hj)

T (rq; f)
< rn+"4��q �! 0 ,j = 0; 1; :::; k � 1;

donc

T (rq; F ) �
1

k + 3
T (rq; f) ; T (rq; Hj) �

1

k + 3
T (rq; f) ; j = 0; 1; :::; k�1 (4.2.23)
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pour rq su¢ samment grand. On a aussi

O flog rqT (rq; f)g = o fT (rq; f)g

ce qui donne

O flog rqT (rq; f)g �
1

k + 3
T (rq; f) : (4.2.24)

De (4.2.22)-(4.2.24), on obtient

T (rq; f) � k
�
N

�
rq;
1

f

�
+
k + 2

k + 3
T (rq; f) ;

donc

T (rq; f) � k (k + 3)
�
N

�
rq;
1

f

�
:

Par conséquent

� (f) �
�
� (f) � lim

rq�!1

log
�
N
�
rq;

1
f

�
log rq

� lim
rq�!1

log
�

1
k2+3k

T (rq; f)
�

log rq
=1:

Comme � (f) � � (f), nous obtenons

�
� (f) = � (f) = � (f) =1:

Supposons que f0 est une solution de (4.1.3) d�ordre �ni. Nous allons prouver , � (f0) �

max

�
n;

�
� (f0) ; � (F )

�
dans la suite. Comme � (f0) < 1; nous avons m

�
r; f

(j)

f

�
=

O (log r) (j = 1; :::; k � 1) : De (4.2.22), nous avons

T (r; f0) � k
�
N

�
r;
1

f0

�
+ T (r; F ) +

k�1X
j=0

T (r;Hj) +O (log r) : (4.2.25)

Comme � (Aj) < n, degPj (z) = n, � (D) < n (j = 0; 1; :::; k � 1), nous avons � (Hj) =
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n, (j = 0; 1; :::; k � 1). Posons & = max fn; � (F )g ;pour r su¢ samment grand et tout

nombre positif "5, nous avons

T (r; F ) < r&+"5, T (r;Hj) < rn+"5 � r&+"5 ; j = 0; 1; :::; k � 1: (4.2.26)

De (4.2.25) et ( 4.2.26) on a

T (r; f0) � k
�
N

�
r;
1

f0

�
+ (k + 1) r&+"5 +O (log r) :

Ainsi, nous pouvons obtenir

� (f0) � max
�
�
� (f0) ; &

�
= max

�
n;

�
� (f0) ; � (F )

�
:

Lorsque
�
� (f0) < � (f0) ; si � (F ) = n; alors � (f0) � n;si � (F ) 6= n, alors

� (f0) � max fn; � (F )g :

De l�équation (4.1.3), nous avons � (f0) � max fn; � (F )g quand � (F ) 6= n: Par con-

séquent, nous avons � (f0) = max fn; � (F )g.

4.2.2 Preuve du Théorème 4.1.5

Nous avons deux cas à prouver dans le Theorem 4.1.5

cas 1:Nous commençons à montrer que toute solution de l�équation homogène correspon-

dante

f (k) + Ak�1(z)e
pk�1(z)f (k�1) + :::+ A0(z)e

p0(z)f = 0 (4.2.27)

est d�ordre in�ni. Supposons que f(z) est une solution transcendante de( 4:2:27). Nous

montrons que � (f) =1. Supposons au contraire que � (f) = � <1:
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D�après le Lemme 4.2.1, il existe un ensemble E3 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel

que si � 2 [0; 2�)nE3, il existe une constante R1 = R1 (�) > 1;telle que pour tout z

satisfaisant arg z = � et jzj = r > R1; nous avons

����f (j) (z)f (i) (z)

���� � jzjk� : (4.2.28)

Posons ajn = jajnj ei'j ,et E4 =

8<: � 2 [0; 2�) : � (Pj; �) = jajnj cos
�
'j + n�

�
= 0;

j = 0; 1; :::; k � 1

9=;
[f� 2 [0; 2�) : � (Pj � Pi; �) = 0; 0 � i < j � k � 1g ; alors mE4 = 0:

PosonsAj (z) = hj (z) e
PJ (z) (j = 0; 1; :::; k � 1) ; par le Lemme 2.1.2, il existe un ensemble

Hj � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que si z = rei�; � 2 [0; 2�)nHj, pour r su¢ sament

grand, on a

1) Si � (Pj;�) > 0;
��Aj �rei���� � exp f(1� ") � (pj; �) r

ng

2) Si � (Pj;�) < 0;
��Aj �rei���� � exp f(1� ") � (pj; �) r

ng :

Posons E5 =
Sk�1
j=0 Hj, alors E5 est aussi un ensemble de mesure linéaire nulle. Pour � 2

[0; 2�)n (E3 [ E4 [ E5) ; nous avons

� (Pj;�) 6= 0; � (Pi;�) 6= � (Pj;�) (0 � i < j � k � 1) :

Comme ajn sont des nombres complexes distincts , il existe un seul s 2 f0; :::; k � 1g tel

que � (Ps;�) = max f� (Pj;�) : j = 0; :::; k � 1g pour � 2 [0; 2�)n (E3 [ E4 [ E5) : Posons

� = � (Ps;�) ; �1 = max f� (Pj;�) : j 6= sg ; alors �1 < �:

Nous divisons la preuve en deux cas:

(i) � > 0;

(ii) � < 0:

cas (i) :� > 0: Par le Lemme 2.1.2, pour tout "1
�
0 < 3"1 <

���1
�1

�
donné; pour r su¢ sa-

ment grand, on obtient

��As �rei���� � exp f(1� "1) �r
ng ; (4.2.29)
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��Aj �rei���� � exp f(1 + "1) �1rng (j 6= s) : (4.2.30)

Maintenant nous prouvons que
��f (s) �rei���� est bornée sur le rayon arg z = �:Si

��f (s) �rei����
est non bornée sur le rayon arg z = �; alors d�après le Lemme 4.2.3, il existe une suite

in�nie de points zq = rqe
i� (q = 1; 2; ::::) ; telle que rq �!1; f (s) (zq) �!1 et

����f (j) (zq)f (s) (zq)

���� � jzqjs�j (1 + o (1)) (j = 0; 1; :::; s� 1) : (4.2.31)

En substituant (4:2:28) et (4:2:31) en (4:2:27), nous obtenons

exp
�
(1� "1) �r

n
q

	
� jAs (zq)j

�
����f (k) (zq)f (s) (zq)

����+ � � �+ jAs+1 (zq)j ����f (s+1) (zq)f (s) (zq)

����+ jAs�1 (zq)j ����f (s�1) (zq)f (s) (zq)

����+ � � �
+ � � �+ jA0 (zq)j

���� f (zq)f (s) (zq)

����
� kexp

�
(1 + "1) �1r

n
q

	
: jzqjM ; (4.2.32)

où M > 0. De (4:2:32), nous obtenons

exp

�
1

3
(� � �1) r

n
q

�
� rMq : (4.2.33)

C�est une contradiction. Ainsi
��f (s) �rei���� �M sur arg z = �. On en déduit

��f �rei���� �Mrk (4.2.34)

sur arg z = �

cas(ii) :� < 0: De l�équation (4:2:27), on peut écrire
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�1 = Ak�1 (z)
f (k�1) (z)

f (k) (z)
+ � � �+ Aj (z)

f (j) (z)

f (k) (z)
+ � � �+ A0 (z)

f (z)

f (k) (z)
: (4.2.35)

Maintenant nous montrons que
��f (k) �rei���� est bornée sur le rayon arg z = �: Si

��f (k) �rei����
est non bornée sur un rayon arg z = �; d�après le Lemme 4.2.3, il existe une suite in�nie

de points zq = rqe
i� (q = 1; 2; :::), telle que rq �!1; f (k) (zq) �!1

et

����f (j) (zq)f (k) (zq)

���� � jzqjk�j (1 + o (1)) (j = 0; 1; :::; k � 1) : (4.2.36)

Par le Lemme 2.1.2, pour toute constante donnée "2
�
0 < "2 <

1
2

�
, nous avons

jAj (zq)j � exp
�
(1� "2) �r

n
q

	
(j = 0; 1; :::; k � 1) : (4.2.37)

De (4.2.36 ) et ( 4.2.37), nous avons, pour rqsu¢ sament grand

����Aj (zq) f (j) (zq)f (k) (zq)

���� � exp�(1� "2) �r
n
q

	
:rk�jq (1 + o (1)) �! 0 (j = 0; 1; :::; k � 1) :

(4.2.38)

En substituant (4.2.38) en (4.2.35), nous obtenons

1 � 0: (4.2.39)

C�est une contradiction. Ainsi
��f (k) �rei���� �M sur arg z = �: Donc

��f �rei���� �Mrk (4.2.40)

sur arg z = �: En combinant (4.2.34),(4.2.40) et le fait que E3 [ E4 [ E5 est de mesure

linéaire nulle , par principe de Phragmén-Lindelof, on obtient que f(z) est un polynôme,

ce qui contredit notre hypothèse. Donc � (f) = 1: Dans la suite, nous montrons que
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tout polynôme non constant ne peut pas être une solution de (4:1:4). Si f (z) est un

polynôme, alors d�après le Lemme 4.2.8, nous avons

�
�
f (k) + Ak�1f

(k�1) + � � �+ A0f
�
= n; c�est contradiction. Si f(z) est une solution

constante de (4:1:4), alors f (z) � 0: Ainsi, chaque solution f=�0 de (4:1:4) satisfait

� (f) =1:

cas (2) Pour l�équation non homogène (4.1.4), on utilise la même méthode du Théorème

4.1.4

4.2.3 Preuve du Théorème 4.1.6

Supposons que f (z) est une solution transcendante de (4:1:4), à partir des conclusions

du Théorème 4.1.5, nous montrons seulement que chaque solution f transcendante de

(4.1.4) satisfait �2 (f) = n: Par le Lemme 4.2.7, nous avons �2 (f) � n: Supposons

�2 (f) � k < n; alors par le Lemme 4.2.6, nous avons

f (j) (z)

f(z)
=

�
v (r)

z

�j
(1 + o (1)) ; (j = 1; :::; k) ; (4.2.41)

où z véri�e jf(z)j =M (r; f) et jzj = r =2 [0; 1] [ E5; (mlE5 <1) et v(r) l�indice central

de f (z) : Par le Lemme 4.2.5, nous pouvons choisir une suite de points
�
zq = rqe

i�q
	
telle

que jf(zq)j = M (rq; f), �q 2 [0; 2�) et lim
q�!1

�q = �0 2 [0; 2�); rq 2 E6n ([0; 1] [ E5) ;

r1 �! 1; où E6 véri�e E6 � (1;1) et mlE6 = 1: Pour tout "6 (> 0) donné et rq

su¢ samment grand nous avons

lim
rq�!1

log v (rq)

log rq
=1 (4.2.42)

et

exp
�
rk�"6q

	
� v(rq) � exp

�
rk+"6q

	
: (4.2.43)

Pour �0; nous pouvons mettre aln = jaln j ei' et soit ' + n�0 6= �
2
; alors � (Pl; �0) =

cos ('+ n�0) 6= 0: On divise la démonstration en deux cas:

75



(3a) � (Pl; �0) > 0; (3b) � (Pl; �0) < 0:

cas (3a) � (Pl; �0) > 0 :

Nous avons � (Pj; �0) = dj� (Pl; �0) > 0; � (Pj � Pl; �0) = (dj � 1) � (Pl; �0) < 0; (0 � j 6= l � k � 1)

et � (�Pl; �0) < 0: Posons 
 = max fdj : 0 � j 6= l � k � 1g ; alors 0 < 
 < 1:De

lim
q�!1

�q = �0; pour q su¢ samment grand, nous avons

� (Pl; �q) > 0; � (Pj; �q) = dj� (Pl; �q) > 0; (0 � j 6= l � k � 1) (4.2.44)

et

� (�Pl; �q) < 0; � (Pj � Pl; �q) = (dj � 1) � (Pl; �q) < 0; (0 � j 6= l � k � 1) :

(4.2.45)

On écrit l�équation (4.1.4) sous la forme

�Al (z)
f (l)

f
= e�Pl

f (k)

f
+

k�1X
j=1;j 6=l

Aj (z)e
Pj�Pl f

(j)

f
+ A0 (z) e

P0�Pl � e�Pl
F

f
: (4.2.46)

En substituant (4.2.41),(4.2.43) en (4.2.46), par (4.2.44) , (4.2.45), et les lemmes 4.2.2,4.2.3,4.2.5

et 4.2.6, pour tout "6 (> 0) ; nous avons

exp
�
r�(Al)�"6

	�v (rq)
rq

�l
(1 + o (1)) � exp

�
(1� "6) � (�Pl; �q) rnq

	�v (rq)
rq

�k
(1 + o (1))

+
k�1X
j=l+1

exp
�
r�(Aj+"6)

	
exp

�
(1� "6) (dj � 1) � (Pl; �q) rnq

	�v (rq)
rq

�j
(1 + o (1))
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+

l�1X
j=1

exp
�
r�(Aj+"6)

	
exp

�
(1� "6) (dj � 1) � (Pl; �q) rnq

	�v (rq)
rq

�j
(1 + o (1))

+ exp
�
r�(A0+"6)

	
exp

�
(1� "6) (d0 � 1) � (Pl; �q) rnq

	

+
1

c1
exp

�
(1� "6) � (�Pl; �q) rnq

	
exp

�
r1+�(F )+"6q � c2r

�
q

	
: (4.2.47)

Posons � = max fj� (Ai)� � (Aj)j : 0 � i 6= j � k � 1g ; puisque 0 � � (Aj) < n;

(0 � j � k � 1) ; alors � < n: De (4.2.47), pour tout "6, 0 < "6 <
1
2
min f1; n� �; n� kg

et q su¢ samment grand et � est si grande que � > max f2 + � (F ) ; ng ; de (4.2.44) et

(4.2.45), nous avons �
v (rq)

rq

�l
(1 + o (1))

� exp
�
(1� "6) � (�Pl; �q) rnq

	�v (rq)
rq

�k
(1 + o (1)) exp

�
r��(Aj+"6)

	
+(k � 2) exp

�
(1� "6) (
 � 1) � (Pl; �q) rnq + (k � 2) rk+"6q + r�+"6q

	
r2�kq (1 + o (1))

+ exp
�
r�+"6q

	
exp

�
(1� "6) (
 � 1) � (Pl; �q) rnq

	
+
1

c1
exp

�
(1� "6) � (�Pl; �m) rnq

	
exp

�
r1+�(F )+"6q � c2r

�
q

	
exp

�
r��(Al)+"6

	
� exp

�
(1� "6)� � (Pl; �q) r

n
q (1 + o (1))

	
+(k � 1) exp

�
(1� "6) (
 � 1) � (Pl; �q) rnq (1 + o (1))

	
+
1

c1
exp

�
�c2r�q (1 + o (1))

	
:

Puisque � (Pl; �q) > 0; de l�inégalité ci-dessus, nous pouvons obtenir v (rq) �! 0; quand

rq �!1: Ainsi, nous obtenons une contradiction.

cas (3b) � (Pl; �0) < 0:

Nous avons � (Pj; �0) = dj� (Pl; �0) < 0; 0 � j 6= l � k � 1: De lim
q�!1

�q = �0, pour

q su¢ samment grand, nous avons � (Pj; �q) = dj� (Pl; �q) < 0; (0 � j 6= l � k � 1) : On
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écrit l�équation (4.1.4) sous la forme

�f
(k)

f
= �F

f
+ A0 (z) e

P0(z) +

k�1X
j=1

Aj (z) e
Pj(z)

f (j)

f
: (4.2.48)

Puisque � (Aj) < n; (j = 0; 1; :::; k) ; alors pour q su¢ samment grand et tout "7 (0 < "6 < 1)

donné; par le Lemme 2.1.2, nous pouvons obtenir

��Al (z) ePl(z)�� � exp�(1� "7) � (Pl; �q) r
n
q

	
� 1: (4.2.49)

et

��Aj (z) ePj(z)�� � exp�(1� "7) � (Pj; �q) r
n
q

	
� 1: (0 � j 6= l � k � 1) : (4.2.50)

En substituant (4.2.41) en (4.2.48), de (4.2.49),(4.2.50) et les Lemmes 2.1.2,4.2.2,4.2.4,

nous avons

�
v (rq)

rq

�k
(1 + o (1)) � 1

c1
exp

�
r1+�(F )+"7q � c2r

�
q

	
+ exp

�
(1� "7) � (P0; �q) r

n
q

	

+

k�1X
j=1

exp
�
(1� "7) � (Pj; �q) r

n
q

	�v (rq)
rq

�j
(1 + o (1))

� 1

c1
exp

�
�c2r�q (1 + o (1))

	
+ 1 +

k�1X
j=1

�
v (rq)

rq

�j
(1 + o (1)) ; (4.2.51)

où � > max f2 + � (F ) ; ng :Alors pour q su¢ samment grand, de (4:2:51) nous pouvons

obtenir

v (rq) � K9r
M3
q (1 + o (1)) ;
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où K9;M3 sont deux constantes.Ainsi, nous obtenons une contradiction

Du cas (3a) et cas (3b) ; nous trouvons que �2 (f) = n
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