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Introduction

Les équations di¤érentielles linéaires dans le domaine complexe sont un
secteur des Mathématiques admettant plusieurs approches. Parmi ces ap-
proches, la théorie locale est peut-être la plus étudiée. Ses résultats
de base : Le Théorème d�existence et d�unicité, la structure linéaire de base
des solutions, la singularité, etc. qui nous sont familiers avec et qui nous aident
à mieux comprendre notre approche.

La nôtre est di¤érente. Elle se trouve dans la direction de la théorie des fonc-
tions. C�est l�application de la théorie de la distribution des valeurs des fonc-
tions méromorphes qui nous donne un aperçu sur les propriétés des solutions
des équations di¤érentielles. Cette direction, fondées par le célèbre mathémati-
cien Rolph Nevanlinna, est apparue à partir de 1929 (Voir [15]). Le premier
qui a e¤ectué des études systématiques sur les applications de la théorie de
Nevanlinna sur les équations complexes, est H. Wittich dès 1942 (Voir [15]).
Actuellement, la théorie globale des équations di¤érentielles complexes en li-
aison avec la théorie de Nevanlinna est devenue beaucoup plus utilisée. Pen-
dant les trois dernières décennies, plusieurs groupes actifs de mathématiciens
dans des pays di¤érents ont joué un rôle remarquable dans ce domaine. Des
résultats importants ont été établis. Cette théorie est devenue un outil indis-
pensable dans l�étude des propriétés des solutions des équations di¤érentielles
complexes. Notre travail de recherche portera sur l�ordre de croissance, l�hyper
ordre, l�éxposant de convergence des zéros et les points �xes des solutions.

D�abord un bref historique. Pour l�équation di¤érentielle de deuxième ordre

f 00 + e�zf 0 + A(z)f = 0 ; (1.1)

oùA(z) ( =� 0) est une fonction entière d�ordre �ni. Toute solution de l�équation
(1.1) est une fonction entière. De plus, si f1; f2 sont deux solutions méromor-
phes linéairement indépendantes de (1.1), il y a au moins une des solutions
f1 ; f2 qui doit être d�ordre in�ni(Voir [8]). De là, la plupart des solutions
de (1.1) auront l�ordre in�ni. Nous posons la question: Quelle condition sur
A(z) garantira que chaque solution f =� 0 de l�équation (1.1) est d�ordre in�ni
? Plusieurs auteurs tels que : B. Belaidi([3]), M. Frei ([22]), M. Ozawa ([23]),
G. Gundersen ([10]), J. K. Langley ([17]), I. Amemiya et M. Ozawa ([13]) ont
étudié ce problème pour le cas où A(z) est une fonction entière transcendante
ou un polynôme non constant. Ils ont prouvé qu�avec l�ordre �(A(z)) 6= 1,
chaque solution f =� 0 de l�équation (1.1) est d�ordre in�ni.
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Gundersen a montré dans [8; p:419] que si degP (z) 6= degQ(z) pour l�équation
di¤érentielle

f 00 + A1(z)e
P (z)f 0 + A0(z)e

Q(z)f = 0 ; (1.2)

où P (z); Q(z) sont des polynômes non constants et A1(z); A0(z)( =� 0) sont
des fonctions entières telles que �(A1) < degP (z); �(A0) < degQ(z); alors
chaque solution non constante de (1.2) est d�ordre in�ni.

Si �(A(z)) = 1 dans l�équation (1.1) ou degP (z) = degQ(z) dans (1.2), on
peut avoir des solutions non constantes d�ordre �ni. Par exemple
f(z) = ez + 2 satisfait l�équation

f 00 +
1

2
ezf 0 � 1

2
ezf = 0 :

Naturellement, la question qui se pose: Avec quelle condition surA(z) quand
�(A(z)) = 1 (quand degP (z) = degQ(z)) garantira que chaque solution de
(1.1) ( de (1.2) ) est d�ordre in�ni?

Dans [20] K. H. Kwon, a examiné le cas degP (z) = degQ(z) pour l�équation
(1.2). Il a démontré que si P (z) = anzn + an�1zn�1 + :::+ a1z + a0,
Q(z) = bnz

n + bn�1z
n�1 + ::: + b1z + b0 sont deux polynômes non constants,

tels que an bn 6= 0 et arg(an) 6= arg(bn) ou an = cbn (0 < c < 1), alors toute
solution f =� 0 de l�équation (1.2) est d�ordre in�ni.

Z. X. chen [31; Théorème 3] a étudié ce problème sur l�équation di¤érentielle
linéaire de deuxième ordre

f 00 + eazf 0 +Q(z)f = 0 ; (1.3)

oùQ(z) est un polynôme non constant ouQ(z) = A0(z)ebzavec a 6= b etA0(z)( =� 0)
est un polynôme: Il a trouvé que chaque solution (f =� 0) de (1.3) est d�ordre
in�ni.

Dans [28] Z. X. Chen et K. H. Shon investiguent le problème pour l�équation

f 00 + A1(z)e
azf 0 + A0(z)e

bzf = 0 ; (1.4)

où A1(z); A0(z)( =� 0) sont des fonctions méromorphes telles que �(Ai) < 1 et
arg a 6= arg b ou a = cb ( 0 < c < 1 ): Ils ont montré que toute solution ( =� 0)
de (1.4) est d�ordre in�ni.

En 2006, M. S. Liu et C. L. Yuan [24] ont examiné et généralisé le résultat
dans [31], pour une classe d�équations di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur.
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Ils ont obtenu le résultat suivant: Toute solution méromorphe transcendante
f =� 0 de l�équation

f (k) + hk�1f
(k�1) + :::+ eazf (s) + :::+ h1f

0 + h0e
bzf = 0 ;

est d�ordre in�ni, où hj (j = 0; 1; :::; k�1)(h0 =� 0) sont des fonctions méromor-
phes ayant un nombre �ni de pôles, � = maxf�(hj) : j = 0; 1; :::; k�1g < 1 et
arga 6= argb ou a = cb (0 < c < 1):

Le premier chapitre de ce mémoire est consacré à l�étude de la croissance
des solutions des équations di¤érentielles linéaires, dans le but d�améliorer les
résultats de M. S. Liu et C. L. Yuan [24] pour l�équation di¤érentielle linéaire

f (k)+hk�1f
(k�1)+:::+(hse

P (z)+d1)f
(s)+hs+1f

(s+1)+:::+h1f
0
+(h0e

Q(z)+d0)f = 0 ;

où hj(j = 0; 1; 2; :::; k�1), di(i = 0; 1) avec h0 =� 0 sont des fonctions méromor-
phes d�ordre �ni, P (z),Q(z) deux polynômes tels que degP (z) = degQ(z) = n
(n � 1, n 2 N) et � = max f�(hj) , �(di) : j = 0; 1; :::; k � 1 , i = 0; 1 g < n:

On démontre que toute solution transcendante ( =� 0) est d�ordre in�ni et nous
donnons une estimation précise sur l�hyper ordre.

Il y a peu de recherches sur les points �xes des solutions des équations dif-
férentielles générales. Pour la première fois en 2000, Z. X. Chen [30] a étudié le
problème sur les points �xes des solutions des équations di¤érentielles linéaires
du deuxième ordre avec des coe¢ cients fonctions entières. Après cette étude,
Wang et Yi [18,19], Laine et J. Reippo [14]; Chen et Shon [28] ont étudié
le problème des points �xes des solutions et leurs dérivées sur les équations
di¤érentielles linéaires de deuxième ordre avec des coe¢ cients fonctions méro-
morphes. Dans [16], J. F. Xu et H. X. Yi ont géneralisé quelques résultats
dans [28], appliqués aux équations di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur
avec des coe¢ cients fonctions méromorphes d�ordre de croissance � = 1. Nous
terminons le premier chapitre avec un Théorème qui améliore et généralise le
résultat de J. F. Xu et H. X. Yi [16] sur les points �xes des solutions et leurs
dérivées.

Dans le deuxième chapitre, nous travaillons aussi sur la croissance des so-
lutions mais avec un autre point de vue. Z. X. Chen et K. H. Shon [29] ont
généralisé le résultat trouvé par Z. X. Chen [31] sur l�équation (1.4). Après ce
travail, en 2008 L. P. Xiao et Z. X. Chen dans [21] ont amélioré le résultat
dans [29] sur les équations di¤érentielles linéaires

f (k) + Ak�1 e
ak�1zf (k�1) + :::+ A0 e

a0zf = 0 ;
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où Aj sont des fonctions entières avec �(Aj) < 1
et fai1 ; ai2 ; :::; aimg � fa0; a1; :::; ak�1g tels que les arg(aij) sont di¤érents l�un
de l�autre et al = c

(ij)
l aij , où 0 < c

(ij)
l < 1 pour tout

al (al 6= 0) 2 fa0; a1; :::; ak�1g � fai1 ; ai2 ; :::; aimg :

Ils ont démontré que toute solution f =� 0 est d�ordre in�ni.

Notre but principal dans ce chapitre est d�améliorer et de généraliser le
résultat de L. P. Xiao et Z. X. Chen [21] pour les équations di¤érentielles
linéaires d�ordre supérieur

f (k) + Ak�1e
Pk�1(z)f (k�1) + :::+ Ase

Ps(z)f (s) + :::+ A1e
P1(z)f

0
+ A0e

P0(z)f = 0;

où Aj sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni et de nombre �ni de pôles
telles que � = max f�(Aj) ; j = 0; 1; :::; k � 1g < n
et Pi(z) = an;izn + an�1;izn�1 + :::+ a1;iz + a0;i des polynômes, tels qu�il
existe fan;i1 ; an;i2 ; :::; an;img � fan;0; an;1; :::; an;k�1g ; où les arg(an;ij) sont dif-
férents l�un de l�autre, et an;l = c

(ij)
n;l an;ij avec 0 < c

(ij)
n;l < 1 pour tout

an;l (an;l 6= 0)2fan;0; an;1; :::; an;k�1g�fan;i1 ; an;i2 ; :::; an;img :Nous prouvons que
chaque solution transcendante ( =� 0) est d�ordre in�ni. Puis nous utilisant ce
résultat pour donner une estimation sur l�hyper ordre et sur l�exposant de
convergence des zéros de la solution.
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Chapitre 1

Sur l�Ordre de Croissance
et

les Points Fixes des Solutions
Méromorphes des Equations Di¤érentielles

Linéaires d�Ordre Supérieur

1.1 Introduction et résultats :
Notre objectif dans ce chapitre est d�examiner la croissance des solutions des

équations di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur à coe¢ cients méromorphes.
Sous certaines conditions, nous prouvons que toutes les solutions( =� 0) sont
d�ordre in�ni et nous donnons une estimation précise sur l�hyper ordre. Ce
résultat nous aide à améliorer et à généraliser le résultat de J. F. Xu et H. X.
Yi [16] sur les points �xes des solutions et leurs dérivées. Tout d�abord, nous
allons citer quelques dé�nitions nécessaires à notre travail sur la théorie de R.
Nevanlinna. Pour plus de détails, voir ( [27], [15], [20], [25], [16] ).

Eléments de la théorie de R. Nevanlinna

Dé�nition 1.1.1 : Fonction caractéristique de R. Nevanlinna.
Soit f une fonction méromorphe non constante et a un nombre complexe ou
a = 1. Alors, on dé�nit m (r; a; f) la fonction de proximité de la fonction f
au point a par

m (r; a; f) = m(r;
1

f � a) =
1

2�

2�Z
0

ln+
1

jf (rei�)� ajd� si a 6=1

m (r;1 ; f) = m(r; f) =
1

2�

2�Z
0

ln+
���f �rei����� d� si a =1

où log+ x = max(0; log x) pour x > 0 ;
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et on dé�nit N (r; a; f) la fonction a-points de la fonction f dans le disque
jzj � r par

N (r; a; f) = N(r;
1

f � a) =
Z r

0

n (t; a; f)� n (0; a; f)
t

dt+n (0; a; f) ln r si a 6=1

N (r;1; f) = N(r; f) =
Z r

0

n (t;1; f)� n (0;1; f)
t

dt+n (0;1; f) ln r si a =1

et

N (r; a; f) = N(r;
1

f � a) =
Z r

0

n (t; a; f)� n (0; a; f)
t

dt+n (0; a; f) ln r si a 6=1

N (r;1; f) = N(r; f) =
Z r

0

n (t;1; f)� n (0;1; f)
t

dt+n (0;1; f) ln r si a =1 ;

où

n (t; a; f) désigne le nombre des zéros de l�équation f (z) = a dans le
disque jzj � t; chaque racine étant comptée avec son ordre de multiplicité;

n (t;1; f) désigne le nombre des pôles de la fonction f (z) dans le disque
jzj � t; chaque pôle étant compté avec son ordre de multiplicité;

n (t; a; f) désigne le nombre des zéros distincts de l�équation f (z) = a
dans le disque jzj � t

et

n (t;1; f) désigne le nombre des pôles distincts de la fonction f (z) dans
le disque jzj � t.

On pose N (r;1; f) = N (r; f) et m (r;1; f) = m (r; f).

On dé�nit T (r; f) La fonction caractéristique de R.Nevanlinna de la fonction
f par

T (r; f)= m (r; f)+N (r; f) :

Théorème 1.1.1 : Premier Théorème fondamental de R. Nevanlinna.
Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors pour tout nombre com-
plexe a, on a

m (r; a; f) +N (r; a; f) = T (r; f) + " (r; a) ;

où " (r; a) = O (1) (r !1).
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Dé�nition 1.1.2 : L�ordre et l�hyper ordre.
Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l�ordre � (f) de la fonction f par

� (f) = lim sup
r!+1

log T (r; f)

log r
;

et on dé�nit l�hyper ordre �2 (f) de la fonction f par

�2 (f) = lim sup
r!+1

log log T (r; f)

log r
:

Exemple 1.1.1 : ( Voir [27; p: 07; p: 20] )
i) Soit f(z) = ez . Nous avons n(t; f) = 0 car f n�admet pas de zéros, par
conséquent

N(r; f) = 0:

De plus

m(r; f) =
1

2�

2�Z
0

ln+
���er cos ���� d�

m(r; f) =
1

2�

0BB@
�
2Z
0

(r cos �) d� +

2 �Z
3 �
2

(r cos �) d�

1CCA = r

2�
(1 + 1) =

r

�
:

Donc

T (r; f) =
r

�
:

D�où

�(ez) = lim sup
lnT (r; f)

ln r
= 1:

ii) Soient P (z) = azp + ::: est un polynôme de degré p > 0 et f (z) = eP (z);
alors

T (r; f) � jaj
�
rp (r !1) ;
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D�où

�
�
eP (z)

�
= p

et

�
�
ez

2
�
= 2 ; �

�
ez

3+2z2�1
�
= 3 :

iii) Soit f (z) = exp (ez) ; alors (Voir [27; p: 84; Lemma 4:3])

T (r; f) � er

(2�3r)
1
3

(quand r !1) :

D�où �
�
ee

z
�
=1.

Exemple 1.1.2 :

�2 (e
z) = 0 ; �2 (exp (e

z)) = 1 ; �2
�
exp

�
ez

2
��
= 2:

Dé�nition 1.1.3 : L�exposant de convergence des zéros.
Soit f une fonction méromorphe. Alors, l�exposant de convergence des zéros
de la fonction f est dé�nit par

� (f) = lim
r!+1

logN
�
r; 1
f

�
log r

;

et on dé�nit l�exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f par

� (f) = lim
r!+1

logN
�
r; 1
f

�
log r

:

Exemple 1.1.3 :

( i ) Comme la fonction f(z) = ez n�a pas de zéros. Alors

�(ez) = 0 = �(ez):

( ii ) Comme la fonction f(z) = exp(ez) n�a pas de zéros. Alors

�(exp(ez)) = 0 = �(exp(ez)):

( iii) Pour la fonction f(z) = ez � 12: Ses zéros sont

zk = ln 12 + 2k�i (avec k un nombre entier):
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Pour t > 0; on a 2k + 1 zéros de la fonction f dans le disque jzj � t (Voir la
Figure 01) :

t2 = (2�k)2 + ln2 12 d�où k2 =
t2 � ln2 12
4�2

:

Donc pour t su¢ samment grand on a

n(t;
1

f
) = 2k + 1 � 2

s
t2 � ln2 12
4�2

+ 1 � t

�
:

D�où

N(r;
1

f
) =

Z r

0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+ n

 
0;
1

f

!
ln r =

Z r

0

1

�
dt =

1

�
r :

Par conséquent �(f) = 1 = � (f) :
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Dé�nition 1.1.4 : L�exposant de convergence des points �xes dis-
tincts. Soient z1; z2; ::: (0 � jzjj � jzj+1j ; j 2 N ) une séquence des
points �xes distincts de la fonction méromorphe transcendante f . Alors �(f),
l�exposant de convergence des points �xes distincts de f est dé�ni par

�(f) = inf

8<:� > 0 ,
1X
j=1

jzjj�� <1
9=; :

On a

�(f) = � (f � z) = lim
r!+1

logN
�
r; 1
f�z

�
log r

:

Exemple 1.1.4 : Pour la fonction f(z) = zez � 11z; les points �xes de la
fonction f sont les zéros de la fonction

f(z)� z = zez � 12z = z(ez � 12):

D�où �(f) = � (f � z) = � (z(ez � 12)) = 1

Dé�nition 1.1.5 : La mesure linéaire, la mesure logarithmique et
la densité logarithmique supérieure. Supposons que E � [1;+1), on
désigne par m(E) la mesure linéaire de l�ensemble E et par lm(E) la mesure
logarithmique de l�ensemble E, avec

m (E) =
Z +1

1
�E (t) dt ;

et

lm (E) =
Z +1

1

�E (t)

t
dt ;

où �E (t) est la fonction caractéristique de l�ensemble E:

La densité logarithmique supérieure de l�ensemble E est dé�nie par

densE = lim
r !+1

lm(E [ [1; r])
log r

:

13



Exemple 1.1.5 :

( i ) La mesure linéaire de l�ensemble E = [1; e] � [1;1) est

m (E) =

1Z
1

�
E
(t) dt =

eZ
1

dt = e� 1:

( ii ) La mesure logarithmique de l�ensemble E = [1; e3] � [1;1) est

lm (E) =

1Z
1

�
E
(t)
dt

t
=

e3Z
1

dt

t
= 3:

( iii ) La mesure linéaire d�un ensemble �ni E est nulle

m (E) = 0:

En 2006, M. S. Liu et C. L. Yuan [24] ont étudié la croissance des solutions
pour une classe d�équations di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur et ont
obtenu le résultat suivant.

Théorème 1.1.2 : (Voir [24;Theorem 1]): Supposons que a; b sont des nom-
bres complexes non nuls, hj (j = 0; 1; :::; k � 1)(h0 =� 0) sont des fonctions
méromorphes qui ont un nombre �ni de pôles et

� = maxf�(hj) : j = 0; 1; :::; k � 1g < 1:

Si arga 6= argb ou a = cb(0 < c < 1), alors toute solution méromorphe
transcendante f de l�équation

f (k) + hk�1f
(k�1) + :::+ eazf (s) + :::+ h1f

0 + h0e
bzf = 0:

est d�ordre in�ni et �2(f) = 1.

Nous continuons la recherche dans ce type de problèmes, nous obtenons les
Théorèmes suivants qui améliorent et généralisent les résultats de M. S. Liu
et C. L. Yuan [24].

Théorème 1.1.3 : Soient P (z) = anzn + an�1zn�1 + :::+ a1z + a0;
Q(z) = bnz

n + bn�1z
n�1 + ::: + b1z + b0 deux polynômes non constants, où

aj, bj ( j = 0; 1; 2; :::; n ) (n � 1; n 2 N) sont des nombres complexes tels
que an bn 6= 0 et soient hj(j = 0; 1; 2; :::; k � 1), di(i = 0; 1) avec h0 =� 0 des
fonctions méromorphes d�ordre �ni telles que

� = max f�(hj) , �(di) : j = 0; 1; :::; k � 1, i = 0; 1g < n:
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Si arg(an) 6= arg(bn) ou an = cbn (0 < c < 1), alors toute solution méro-
morphe transcendante f de l�équation :

f (k)+hk�1f
(k�1)+:::+ hs+1f

(s+1)+(hse
P (z)+d1)f

(s)+hs�1f
(s�1)+:::+ h1f

0
+(h0e

Q(z)+d0)f = 0

o�u s 2 f1; 2; :::; k � 1g et k � 2; (1.1.1)
est d�ordre in�ni.

En plus, si les fonctions hj(j = 0; 1; 2; :::; k � 1), di(i = 0; 1) ont un nombre
�ni de pôles, alors l�hyper ordre �2(f) satisfait �2(f) = n :

Théorème 1.1.4 : Soient P (z) = anzn + an�1zn�1 + :::+ a1z + a0 ,
Q(z) = bnz

n + bn�1z
n�1 + :::+ b1z + b0 deux polynômes non constants, où aj;

bj ( j = 0; 1; 2; :::; n ) (n � 1; n 2 N) sont des nombres complexes tels que
an bn 6= 0 , an = cbn (c�1) et que deg(Q(z)� 1

c
P (z))=m (m est un nombre

entier positif non nul et m<n) et soient hj (j = 0; 1; 2; :::; k � 1), di(i = 0; 1)
avec h0 =� 0 des fonctions méromorphes d�ordre �ni telles que

� = max f�(hj) , �(di) : j = 0; 1; :::; k � 1, i = 0; 1g < m:

Alors, toute solution méromorphe transcendante f de l�équation (1.1.1) est
d�ordre in�ni.

En plus, si les fonctions hj(j = 0; 1; 2; :::; k � 1), di(i = 0; 1) ont un nombre
�ni de pôles, alors l�hyper ordre �2(f) satisfait m � �2(f) � n .

Exemple 1.1.6 : Pour l�équation

f (3) �
h
e�z + 3

i
f
00
+ 3f 0 �

h
e3z � 1

i
= 0; (1.1.2)

on a arg(+3) 6= arg(�1)(d�où arg an 6= arg bn). D�après le Théorème 1.1.3,
toute solution transcendante f de cette équation satisfait

�(f) =1 ; �2(f) = 1:

On voit que f(z) = exp(ez) est une solution de l�équation (1.1.2) et que

�(exp(ez)) =1 ; �2(exp(e
z)) = 1:

Exemple 1.1.7 : Pour l�équation

f 00 �
��
1� 1

z

�
ez + 1

�
f 0 � 1

z
e2zf = 0; (1.1.3)

on a 1 =
�
1
2

�
2 (d�où an = 1

2
bn). D�après le Théorème 1.1.3, toute solution

transcendante f de cette équation satisfait

�(f) =1 ; �2(f) = 1:
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On voit que f(z) = exp(ez) pour tout z 6= 0 est une solution pour l�équation
(1.1.3) et que

�(exp(ez)) =1 ; �2(exp(e
z)) = 1:

Exemple 1.1.8 : Pour l�équation

f 00 � i
��
1 +

1

z

�
ei z + 1

�
f 0 � 1

z
e2izf = 0; (1.1.4)

on a i =
�
1
2

�
2i (d�où an = 1

2
bn). D�après le Théorème 1.1.3, toute solution

transcendante f de cette équation satisfait

�(f) =1 ; �2(f) = 1:

On voit que f(z) = exp(ei z) pour tout z 6= 0 est une solution de l�équation
(1.1.4) et que

�(exp(ei z)) =1 ; �2(exp(e
i z)) = 1:

Exemple 1.1.9 : Pour l�équation

f 00 +
�
ze2z �

�
1� 2

z

��
f 0 �

�
ze3z +

1

z

�
f = 0; (1.1.5)

on a 2 =
�
2
3

�
3 (d�où an = 2

3
bn). D�après le Théorème 1.1.3, toute solution

transcendante f de cette équation satisfait

�(f) =1 ; �2(f) = 1:

On voit que f(z) = exp(ez)
z

pour tout z 6= 0 est une solution de l�équation
(1.1.5) et que

�(
exp(ez)

z
) =1 ; �2(

exp(ez)

z
) = 1:

Exemple 1.1.10 : Pour l�équation

f 00 +
�
4z3e2z

2 � 2z + 1
z

�
f 0 �

�
8z4e3z

2

+ 2 +
1

z2

�
f = 0; (1.1.6)

on a 2 =
�
2
3

�
3 (d�où an = 2

3
bn). D�après le Théorème 1.1.3, toute solution

transcendante f de cette équation satisfait

�(f) =1 ; �2(f) = 2:
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On voit que pour tout z 6= 0; la fonction f(z) = exp( ez
2

z
) est une solutions de

l�équation (1.1.6) et que

�(exp(
ez

2

z
)) =1 ; �2(exp(

ez
2

z
)) = 2:

Dans le cas où deg(Q(z)� 1
c
P (z))=0 (m = 0) nous avons ce contre exemple;

Exemple 1.1.11 : Nous avons pour toute fonctions arbitraire h(z); la fonc-
tion f(z) = ez est une solution de l�équation

f 00 +
h
(1� h(z)) e�z

i
f 0 +

�
(h(z)� 1)e�z � 1

�
f = 0:

On voit que

�(ez) = 1 ; �2(e
z) = 0:

Où la solution f(z) = ez est d�ordre �ni.

Dans ce cas, pour que la solution soit d�ordre in�ni, nous avons ce Théorème;

Théorème 1.1.5 : Soient P (z) = anzn + an�1zn�1 + :::+ a1z + a0 ,
Q(z) = bnz

n + bn�1z
n�1 + :::+ b1z + b0 deux polynômes non constants, où aj,

bj ( j = 0; 1; 2; :::; n ) (n � 1; n 2 N) sont des nombres complexes tels que
an bn 6= 0 et soient hj (j = 0; 1; 2; :::; k � 1), di(i = 0; 1) avec h0 =� 0 des
fonctions méromorphes d�ordre �ni telles que

�1 = max f�(hj) , �(di) : j = 0; 1; :::; k � 1 , i = 0; 1 g < �(h0):

Supposons que an = cbn (c � 1), deg(Q(z)� 1
c
P (z)) = 0 et que

�( 1
h0
) < �(h0) � �(h0) < 1

2
.

Alors, toute solution méromorphe transcendante f de l�équation (1.1.1) est
d�ordre in�ni.

En plus, si les fonctions hj(j = 0; 1; 2; :::; k � 1), di(i = 0; 1) ont un nombre
�ni de pôles, alors l�hyper ordre �2(f) satisfait �(h0) � �2(f) � n.

Dans [16] J. F. Xu et H. X. Yi ont généralisé quelques résultats de [28] sur les
points �xes des solutions, au cas des équations di¤érentielles linéaires d�ordre
supérieur avec des coe¢ cients fonctions méromorphes d�ordre de croissance
� = 1 et ils ont démontré le Théorème suivant.
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Théorème 1.1.6 : Supposons que Aj (j = 0; 1; :::; k � 1) sont des fonctions
méromorphes avec �(Aj) < 1 (j = 0; 1; :::; k � 1). Soient a0; a1; :::; ak�1 des
nombres complexes constants non nuls tels que

( i ) arg aj 6= arg a0 (j = 0; 1; :::; k � 1)

ou

( ii ) arg aj = arg a0 et aj = cj a0 (0 < cj < 1), (j = 0; 1; :::; k � 1).

Alors, pour k � 2, chaque solution méromorphe transcendante f de l�équation

f (k) + Ak�1e
ak�1zf (k�1) + :::+ A1e

a1zf
0
+ A0e

a0zf = 0

est d�ordre in�ni et f ; f 0 ; f 00 toutes ont un nombre in�ni des points �xes et
satisfont

�(f) = �(f 0) = �(f 00) =1 .

Le deuxième but de ce chapitre est d�étendre l�étude réalisé dans [16]; pour
donner le Théorème (1.1.7) sur les points �xes des solutions et leurs dérivées,
pour les équations di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur, avec des coe¢ -
cients fonctions méromophes d�ordre de croissance � = n .

Théorème 1.1.7 : Soient P (z) = anzn + an�1zn�1 + :::+ a1z + a0,
Q(z) = bnz

n + bn�1z
n�1 + ::: + b1z + b0 deux polynômes non constants, où

aj, bj ( j = 0; 1; 2; :::; n ) (n � 1; n 2 N) sont des nombres complexes tels
que an bn 6= 0 et soient hj(j = 0; 1; 2; :::; k � 1), di(i = 0; 1) avec h0 =� 0 des
fonctions méromorphes d�ordre �ni. Si une des conditions suivantes est réalisée

( i ) arg(an) 6= arg(bn) et
� = max f�(hj), �(di) : j = 0; 1; :::; k � 1 , i = 0; 1g < n:

( ii ) an = cbn( c 2 ] 0 ; 1[�
n
1
3
; 1
2
; 2
3

o
) et

� = max f�(hj); �(di) : j = 0; 1; :::; k � 1; i = 0; 1g < n:

( iii ) an = cbn(c 2 [ 1 ; + 1[ [
n
1
3
; 1
2
; 2
3

o
) et deg(P (z)� c Q(z)) = m

( m est un nombre entier positif non nul et m < n ) et
� = max f�(hj), �(di) : j = 0; 1; :::; k � 1, i = 0; 1g < m .

Alors, pour toute solution méromorphe transcendante f de l�équation (1.1.1),
f ; f 0 ; f 00 ont un nombre in�ni des points �xes et satisfont

�(f) = �(f 0) = �(f 00) =1 .

Nous avons besoin des lemmes suivants pour les preuves de nos Théorèmes.
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1.2 Lemmes pour les preuves des Théorèmes
Lemme 1.2.1 : (Voir [20]) Soit P (z) = anz

n + an�1z
n�1 + ::: + a1z + a0,

avec n un entier positif, an = �ne
i�n, �n > 0; et �n 2[0; 2�). Pour tout

" (0 < " < �
4n
), nous présentons 2n angles fermés

Sj : �
�n
n
+(2j� 1) �

2n
+ " � � � ��n

n
+(2j+1)

�

2n
� "; j = 0; 1; :::; 2n� 1:

Alors, il existe R0 = R0(") > 0 tel que pour jzj = r > R0

ReP (z) > �nr
n(1� ")sin(n")

pour certains j; si z = rei� 2 Sj; tandis que pour les autres j; si z = rei� 2 Sj

ReP (z) < ��nrn(1� ")sin(n") :

Lemme 1.2.2 : (Voir [34]) Soit f(z) une fonction méromorphe d�ordre
�(f) = � < +1: Alors, pour tout " > 0; il existe un ensemble E0 � (1;+1)
de mesure linéaire �nie et de mesure logarithmique �nie tel que quand jzj =
r =2 [0; 1] [ E0; r �! +1, on a

jf(z)j � exp
n
r�+"

o
:

Lemme 1.2.3 : (Voir [9]) Supposons que f est une fonction méromorphe
transcendante. Soient � > 1 une constante, k et j deux entiers satisfaisant
k > j � 0. Alors, il existe une constante B > 0 et un ensemble E1 � (1;1)
de mesure logarithmique �nie, tels que pour tout z satisfaisant
jzj = r =2 E1 [ [0; 1]; on a�����f (k)(z)f (j)(z)

����� � B
"
T (�r; f)

r
(logr)�logT (�r; f)

#k�j
:

Lemme 1.2.4 : (Voir [33]) Supposons que h(z) est une fonction méromorphe
avec

�(
1

h
) < �(h) � �(h) = � < 1

2
:

Alors, pour tout " > 0, il existe un ensemble E3 � (1;+1) de densité loga-
rithmique supérieure positive, tel que pour tout z satisfaisant jzj=r2E3;
on a

jh(z)j � exp
h
(1 + o(1))r��"

i
:

19



Lemme 1.2.5 : (Voir [24]) Supposons que k � 2 et A0, A1, A2, :::, Ak�1 sont
des fonctions méromorphes ayant un nombre �ni de pôles.
Soit � = max f�(Aj); j = 0; 1; 2; :::; k � 1 g et soit f(z) une solution méro-
morphe transcendante de l�équation

f (k) + Ak�1 f
(k�1) + :::+ A0 f = 0 :

Alors, �2(f) � �:

Lemme 1.2.6 : (Voir [7, 12]) Supposons que f1(z), f2(z), f3(z), :::, fn(z)
( n � 2 ) sont des fonctions méromorphes et g1(z), g2(z), g3(z), :::, gn(z) sont
des fonctions entières satisfaisant les conditions suivantes :

i )
nP
j=1
fj(z)e

gj(z) = 0 ;

ii ) gj � gk ne sont pas constantes pour 1 � j < k � n ,

iii ) T (r; fj)=o(T (r; egh�gk))(r�!1; r =2E) Pour 1�j� n, 1�h<k� n; .

Alors, fj = 0 ( j = 0 ; 1 ; ::: ; n ):

Lemme 1.2.7 : (Voir [34]) Soient Aj, F (F =� 0) (j=0; 1; :::; k�1) des fonc-
tions méromorphes d�ordre �ni. Si f(z) est une solution d�ordre in�ni de
l�équation

f (k) + Ak�1f
(k�1) + :::+ A1f

0
+ A0f = F ;

alors f satisfait

� (f) = � (f) = �(f) =1 :

1.3 Preuve du Théorème 1.1.3
Soit f une solution méromorphe transcendante de l�équation (1.1.1)

Le 1ier Cas : arg(an) 6= arg(bn): De l�équation (1.1.1), nous avons

���eQ(z)��� � ����� 1

h0(z)

�����
�����f (k)(z)f(z)

�����+
�����hk�1(z)h0(z)

�����
�����f (k�1)(z)f(z)

�����+ :::+
 �����hs(z)h0(z)

����� ���eP (z)���+
�����d1(z)h0(z)

�����
! �����f (s)(z)f(z)

�����+�����hs�1(z)h0(z)

�����
�����f (s�1)(z)f(z)

�����+ :::+
�����h1(z)h0(z)

�����
�����f

0
(z)

f(z)

�����+
�����d0(z)h0(z)

����� : (1.3.1)
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Par le Lemme 1.2.1, il existe des constantes R0 > 0, L > 0 et �1 < �2; telles
que pour tout z = rei�; jzj = r > R0, � 2 (�1; �2) nous avons

Re(P (z)) < 0 et Re(Q(z)) > Lrn : (1.3.2)

Par l�observation que � = max f�(hj), �(di) : j = 0; 1; :::; k � 1, i = 0; 1g < n,
et le Lemme 1.2.2, il existe un ensemble E0 � (1;+1) de mesure linéaire et
logarithmique �nies, tel que quand jzj = r =2[0; 1] [ E0, r �! +1, on a pour
tout " > 0����� 1

h0(z)

����� � er�+" ;
����� di(z)h0(z)

����� � er�+" ; i = 0; 1
et

�����hj(z)h0(z)

����� � er�+" ; j = 1; 2; :::; k � 1 : (1.3.3)

Par le Lemme 1.2.3 il existe une constante B > 0 et un ensemble
E1 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie, tels que pour tout
jzj = r =2 [0; 1] [ E1; r �! +1, on a�����f (j)(z)f(z)

����� � B [T (2r; f)]2k ; j = 1; 2; :::; k: (1.3.4)

En vertu de (1.3.2), (1.3.3) et (1.3.4), pour z = rei�, � 2 (�1; �2),
et r =2 [0; 1] [ E0 [ E1, r �! +1 l�inégalité (1.3.1) donne

eLr
n � er�+"

�
B(k + 1) [T (2r; f)]2k + 1

�
:

Alors

eLr
n

e�r
�+" � 1 � B(k + 1) [T (2r; f)]2k :

Puisque � < n ( nous pouvons prendre " = n��
2
donc � + " < n ), on obtient

�(f) = lim
r�!+1

log T (r; f)

log r
= +1

et

�2(f) = lim
r�!+1

log log T (r; f)

log r
� n :

De plus, si les fonctions hj(j = 0; 1; 2; :::; k � 1), di(i = 0; 1) ont un nombre
�ni de pôles, alors par le Lemme 1.2.5 et l�équation (1.1.1), on aura
�2(f) � n, donc �2(f) = n.
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Le 2i�emeCas : an = cbn (0 < c < 1) : Posons deg(P (z)� cQ(z)) = m
( m est un entier positif non nul et m < n ). Par le Lemme 1.2.1, il existe
des constantes R1 > 0, L1 > 0, � > 0 et �1 < �2, telles que pour tout
z = rei�; jzj = r > R1, � 2 (�1; �2) on a

Re(P (z)� c Q(z)) < � et Re(Q(z)) > L1 r
n : (1.3.5)

De l�équation (1.1.1) on obtient

���e(1�c) Q(z)��� � ����� 1

h0(z)

����� ���e�c Q(z)���
�����f (k)(z)f(z)

�����+
�����hk�1(z)h0(z)

����� ���e�c Q(z)���
�����f (k�1)(z)f(z)

�����
+:::+

 �����hs(z)h0(z)

����� ���eP (z)�c Q(z)���+
�����d1(z)h0(z)

����� ���e�c Q(z)���
! �����f (s)(z)f(z)

�����+�����hs�1(z)h0(z)

����� ���e�c Q(z)���
�����f (s�1)(z)f(z)

�����+ :::+�����h1(z)h0(z)

����� ���e�c Q(z)���
�����f

0
(z)

f(z)

�����+
�����d0(z)h0(z)

����� ���e�c Q(z)��� . (1.3.6)

En vertu de (1.3.3) , (1.3.4) et (1.3.5), pour z = rei�, � 2 (�1; �2),
r =2 [0; 1] [ E0 [ E1, r �! +1, l�inégalité (1.3.6) donne :

e(1�c)L rn � e�er�+"
�
B(k + 1) [T (2r; f)]2k + 1

�
e(1�c)L rne�r

�+"

e�� � 1 � B(k + 1) [T (2r; f)]2k : (1.3.7)

Puisque � < n et 1� c > 0 (nous pouvons prendre " = n��
2
donc � + " < n),

on obtient

�(f) = lim
r�!+1

log T (r; f)

log r
= +1

et

�2(f) = lim
r�!+1

log log T (r; f)

log r
� n :

De plus, si les fonctions hj(j = 0; 1; 2; :::; k�1), di(i = 0; 1) ont un nombre �ni
de pôles, alors par le Lemme 1.2.5 et l�équation (1.1.1), nous avons �2(f) � n,
donc �2(f) = n :

Dans le cas P (z)�c Q(z) = A ( où A est une constante ), on prend � > 0 tel
que e� > eReA, alors l�inégalité (1.3.7) est satisfaite et on obtient les mêmes
résultats.
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1.4 Preuve du Théorème 1.1.4
Supposons que an = cbn (c � 1) et deg(Q(z)� 1

c
P (z)) = m ( m est un entier

tel que 1 � m < n ). Alors, selon le Lemme 1.2.1, il existe une constante
L2 > 0 et une courbe continue � qui tend vers l�in�ni, telle que pour tout
z = rei�; z 2 � avec jzj = r, on a (Voir [20; p: 385])

Re(Q(z)� 1
c
P (z)) � L2rm et Re(P (z)) = 0 : (1.4.1)

Soit � un nombre réel tel que � < � < m. Alors, selon le Lemme 1.2.2, il
existe un ensemble E2 � (1;+1) de mesure linéaire et logarithmique �nies
tel que quand jzj =r =2[0; 1] [ E2, r�!+1, on a����� 1

h0(z)

����� � er� ;

����� di(z)h0(z)

����� � er� ( i = 0; 1)

et

�����hj(z)h0(z)

����� � er � , j = 1; 2; :::; k � 1 . (1.4.2)

De l�équation (1.1.1), il s�ensuit que

���eQ(z)� 1
c
P (z)

��� � ����� 1

h0(z)

����� ���e� 1
c
P (z)

��� �����f (k)(z)f(z)

�����+
�����hk�1(z)h0(z)

����� ���e� 1
c
P (z)

��� �����f (k�1)(z)f(z)

�����
+:::+

 �����hs(z)h0(z)

����� ���e(1� 1
c
)P (z)

���+ �����d1(z)h0(z)

����� ���e� 1
c
P (z)

���! �����f (s)(z)f(z)

�����+�����hs�1(z)h0(z)

����� ���e� 1
c
P (z)

��� �����f (s�1)(z)f(z)

�����+ :::+�����h1(z)h0(z)

����� ���e� 1
c
P (z)

��� �����f
0
(z)

f(z)

�����+
�����d0(z)h0(z)

����� ���e� 1
c
P (z)

��� : (1.4.3)

En vertu de (1.3.4), (1.4.1) et (1.4.2), pour tout z = rei� avec z 2 �, et
r =2 [0; 1] [ E1 [ E2, r �! +1, l�inégalité (1.4.3) donne

eL2r
m � er�

�
B(k + 1) [T (2r; f)]2k + 1

�
d�où

eL2r
m

e�r
� � 1 � B(k + 1) [T (2r; f)]2k : (1.4.4)

Puisque � < m, on obtient

�(f) = lim
r�!+1

log T (r; f)

log r
= +1

et

�2(f) = lim
r�!+1

log log T (r; f)

log r
� m:
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De plus, si les fonctions hj(j = 0; 1; 2; :::; k � 1), di(i = 0; 1) ont un nombre
�ni de pôles, alors par le Lemme 1.2.5 et l�équation (1.1.1), nous avons
�2(f) � n. Donc m � �2(f) � n .

1.5 Preuve du Théorème 1.1.5
Soit f une solution méromorphe transcendante de l�équation (1.1.1). Sup-
posons que Q(z)� 1

c
P (z) = A (A constante).

Puisque �1 = max f�(hj), �(di) : j = 0; 1; :::; k � 1 , i = 0; 1 g < �(h0);on
prend �; � deux nombres réels tels que �1 < � < � < �(h0).

D�aprés le Lemme 1.2.2, il existe un ensemble E2 � (1;+1) de mesure linéaire
et logarithmique �nies, tel que quand jzj = r =2 [0; 1] [ E2, r �! +1, on a

jhj(z)j � er
�

; j = 1; 2; :::; k � 1 et jdi(z)j � er
�

, i = 0; 1 . (1.5.1)

Puisque h0 est une fonction méromorphe et �( 1h0 ) < �(h0) � �(h0) <
1
2
,

alors d�aprés le Lemme 1.2.4, il existe un ensemble E3 � (1;+1) de densité
logarithmique supérieure positive tel que pour tout z satisfaisant jzj = r 2 E3,
on a

jh0(z)j � er
�

: (1.5.2)

D�aprés le Lemme 1.2.1, il existe une courbe continue C qui tend vers l�in�ni,
telle que pour tout z = rei� avec z 2 C et j z j = r > R4, on a

Re(P (z)) = 0 : (1.5.3)

De l�équation (1.1.1), il s�ensuit que

���h0(z)eQ(z)� 1
c
P (z)

��� � ���e� 1
c
P (z)

��� �����f (k)(z)f(z)

�����+ jhk�1(z)j ���e� 1
c
P (z)

��� �����f (k�1)(z)f(z)

�����
+:::+

�
jhs(z)j

���e(1� 1
c
)P (z)

���+ jd1(z)j ���e� 1
c
P (z)

���� �����f (s)(z)f(z)

�����+
jhs�1(z)j

���e� 1
c
P (z)

��� �����f (s�1)(z)f(z)

�����+ :::+
jh1(z)j

���e� 1
c
P (z)

��� �����f
0
(z)

f(z)

�����+ jd0(z)j ���e� 1
c
P (z)

��� : (1.5.4)

En vertu de (1.3.4), (1.5.1), (1.5.2) et (1.5.3), pour tout z = rei� avec z 2 C
et r 2 E3 � [0; 1] [ E1 [ E2, r �! +1, l�inégalité (1.5.4) donne
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er
�

eRe(A) � er�
�
B(k + 1) [T (2r; f)]2k + 1

�
d�où

er
�

eRe(A)e�r
� � 1 � B(k + 1) [T (2r; f)]2k : (1.5.5)

Puisque � < �, on a

�(f) = lim
r�!+1

log T (r; f)

log r
= +1

et

�2(f) = lim
r�!+1

log log T (r; f)

log r
� � :

Comme � est arbitraire dans l�intervalle ]�; �(h0)[, on en déduit que

�2(f) � �(h0):

De plus, si les fonctions hj(j = 0; 1; 2; :::; k � 1), di(i = 0; 1) ont un nombre
�ni de pôles, alors par le Lemme 1.2.5 et l�équation (1.1.1), on obtient
�2(f) � n: Donc �(h0) � �2(f) � n :

Pour A = 0 (où P (z) = c Q(z)), on obtient les mêmes résultats.

1.6 Preuve du Théorème 1.1.7
Soit f une solution méromorphe transcendante de l�équation (1.1.1 ), satis-
faisant une des conditions ( i ), ( ii ), ( iii ) du Théorème 1.1.7. Alors avec
l�application des Théorèmes 1.1.3 / 1.1.4 nous avons �(f) =1 :

On commence par les points �xes de f(z). Posons g0(z) = f(z) � z,
alors z est un point �xe de f(z) si et seulement si g0(z) = 0. Nous avons g0(z)
est une fonction méromorphe et �(g0(z))=�(f(z)) =1 .

En substituant f(z)=g0(z) + z dans l�équation (1.1.1), on aura

g
(k)
0 + hk�1g

(k�1)
0 + :::+ (hse

P (z) + d1)g
(s)
0 + hs�1g

(s�1)
0 + :::+

h1g
0

0 + (h0e
Q(z) + d0)g0 = �h1 � z (h0eQ(z) + d0): (1.6.1)
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Ecrivons (1.6.1) sous la forme

g
(k)
0 + A0;k�1g

(k�1)
0 + :::+ A0;sg

(s)
0 + A0;s�1g

(s�1)
0 + :::+

A0;1g
0

0 + A0;0g0 = �A0;1 � z A0;0 = A0: (1.6.2)

Pour l�équation (1.6.2), nous considérons uniquement les solutions méromor-
phes d�ordre �ni satisfaisant g0(z) = f(z)� z.

Comme le coe¢ cient A0;s = (hseP (z) + d1) est arbitraire dans l�ordre des co-
e¢ cients (1 � s � k � 1 ) dans l�équation (1.1.1), Nous distinguons deux cas
pour A0:

1iercas :

A0 = �A0;1 � zA0;0 = �h1 � z(h0eQ(z) + d0) = (�h1 � zd0)� zh0eQ(z) :

Nous avons A0 =� 0 ( car A0 � 0 impliquera que h0 � 0, une contradiction
avec la supposition du Théorème 1.1.7 ) (Voir le Lemme 1.2.6).

2i�emecas :

A0 = �A0;1 � zA0;0 = �(h1eP (z) + d1)� z(h0eQ(z) + d0)

= (�d1 � zd0)� zh0eQ(z) � h1eP (z):
= B0e

Q(z) +B1e
P (z) +B2:

Nous avons deg(Q(z)�P (z)) = n et � = max f�(B0); �(B1); �(B2)g < n (ou
� < m quand deg(Q(z)�P (z)) = m pour la condition ( iii ) dans le Théorème
1.1.7). Par conséquent, T (r; Bj) = o(T (r; eP (z)�Q(z))) (r �! 1; r =2 E).
Alors, si A0 � 0, selon le Lemme 1.2.6 B0 � 0 � h0, une contradiction avec
l�hypothèse h0 =� 0 du Théorème 1.1.7, donc A0 =� 0.

Par conséquent dans les deux cas A0 =� 0. En utilisant le Lemme 1.2.7 pour
l�équation (1.6.2) ci-dessus, on obtient

� (g0(z)) = �(f) = �(g0(z)) =1 :

Maintenant, considérons les points �xes de f 0(z).
Soit g1(z) = f 0(z) � z. Alors, z est un point �xe de f 0(z) si et seulement si
g1(z) = 0. Nous avons g1(z) est une fonction méromorphe avec

�(g1(z)) = �(f
0(z)) = �(f(z)) =1:

En dérivant les deux côtés de l�équation (1.1.1), on obtient
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f (k+1) + hk�1f
(k) +

h
h0k�1 + hk�2

i
f (k�1) + :::+

h
h0s+2 + hs+1

i
f (s+2)+

h
h0s+1 + (hse

P (z) + d1)
i
f (s+1) +

h
(hse

P (z) + d1)
0 + hs�1

i
f (s) + :::+

[h02 + h1] f
00
+
h
h01 + (h0e

Q(z) + d0)
i
f 0 + (h0e

Q(z) + d0)
0f = 0 (1.6.3)

De l�équation (1.1.1) nous avons

f =� 1

(h0eQ(z) + d0)

h
f (k) + hk�1f

(k�1) + :::+ hs+1f
(s+1)+

(hse
P (z) + d1)f

(s) + hs�1f
(s�1) + :::+ h1f

0i
: (1.6.4)

En substituant (1.6.4) dans (1.6.3), on aura

f (k+1)+

"
hk�1�

(h0e
Q(z)+d0)

0

(h0eQ(z)+d0)

#
f (k)+

"
h0k�1+hk�2�

(h0e
Q(z)+d0)

0

(h0eQ(z)+d0)
hk�1

#
f (k�1)+:::+

"
h0s+2+hs+1�

(h0e
Q(z)+d0)

0

(h0eQ(z)+d0)
hs+2

#
f (s+2)+

"
h0s+1+(hse

P (z)+d1)�
(h0e

Q(z)+d0)
0

(h0e
Q(z)+d0)

hs+1

#
f (s+1)

+

"
(hse

P (z)+d1)
0+hs�1�

(h0e
Q(z)+d0)

0

(h0e
Q(z)+d0)

(hse
P (z)+d1)

#
f (s)+:::+

"
h02+h1�

(h0e
Q(z)+d0)

0

(h0e
Q(z)+d0)

h2

#
f
00

+

"
h01+(h0e

Q(z)+d0)�
(h0e

Q(z)+d0)
0

(h0e
Q(z)+d0)

h1

#
f 0= 0: (1.6.5)

Nous pouvons écrire l�équation (1.6.5) sous la forme suivante

f (k+1) + A1;k�1f
(k) + A1;k�2f

(k�1) + :::+ A1;s+1f
(s+2)

+A1;sf
(s+1) + A1;s�1f

(s) + :::+ A1;1f
00
+ A1;0f

0 = 0 ; (1.6.6)

où A1;j (j = 0; 1; 2; :::; k � 1) sont des fonctions méromorphes dé�nies par
l�équation (1.6.5).

En substituant f 0(z)=g1(z) + z, f 00(z)=g01(z) + 1, f
(j+1) = g

(j)
1 (j = 2; 3; :::;

k � 1) dans l�équation (1.6.6), nous obtenons

g
(k)
1 + A1;k�1g

(k�1)
1 + A1;k�2g

(k�2)
1 + :::+ A1;s+1g

(s+1)
1 + A1;sg

(s)
1 +

A1;s�1g
(s�1)
1 + :::+ A1;1g

0
1 + A1;0g1 = �A1;1 � zA1;0 = A1: (1.6.7)

Comme le coe¢ cient (hseP (z) + d1) est arbitraire dans l�ordre des coe¢ cients
(1 � s � k � 1) dans l�équation (1.1.1), nous distinguons trois cas pour A1:

1iercas ( s > 2 )

A1 = �A1;1 � zA1;0:
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D�où

A1 = �
"
h02 + h1 �

(h0e
Q(z) + d0)

0

(h0eQ(z) + d0)
h2

#
�z

"
h01 + (h0e

Q(z) + d0)�
(h0e

Q(z) + d0)
0

(h0eQ(z) + d0)
h1

#
:

Par conséquent

A1 = �
1

(h0eQ(z) + d0)

�
zh20e

2Q(z) +B1e
Q(z) +B2

�

A1 = �
1

(h0eQ(z) + d0)

24j= 2X
j=0

Bje
Gj

35 ;
où G0 = 2Q(z), G1 = Q(z) et G2 = 0 des polynômes; B0 = zh20, B1 et
B2 sont des fonctions méromorphes, écrites sous la forme d�une somme de
multiplications des termes constitués par les fonctions z, hk, h0m, Q

0, d0, d00:

Nous avons A1 =� 0, car deg(Gi �Gj) = n pour tout 0 � i < j � 2, et

� = max f�(Bj) : j = 0; 1; 2 g < n :

Alors

T (r; Bj) = o(T (r; e
Gh�Gk))(r �!1; r =2 E );

et h0 =� 0; d�aprés le Lemme 1.2.6, nous avons donc, A1 =� 0

2i�emecas ( s = 2 )

A1 = �A1;1�z A1;0 = �
"
(h2e

P (z) + d1)
0 + h1 �

(h0e
Q(z) + d0)

0

(h0eQ(z) + d0)
(h2e

P (z) + d1)

#
�

z

"
h01 + (h0e

Q(z) + d0)�
(h0e

Q(z) + d0)
0

(h0eQ(z) + d0)
h1

#

A1 = �
1

(h0eQ(z) + d0)

h�
zh20

�
e2 Q +B1e

Q +B2e
P +B3e

P+Q +B4
i

A1 = �
1

(h0eQ(z) + d0)

24j=4X
j=0

Bje
Gj

35 ,
où Gj sont des polynômes dé�nis comme ci-dessus et B0 = zh20 , Bj sont des
fonctions méromorphes, écrites sous la forme d�une somme de multiplications
des termes constitués par les fonctions z, hk, h0m, Q

0, P 0, d0, d00, d1, d
0
1:

D�aprés le Lemme1.2.6, on a A1 =� 0, car deg(Gi�Gj) = n (donc �(eGi�Gj) =
n) pour tout 0 � i < j � 4 et � = max f�(Bj ) : 0 � j � 4g < n (ou � < m
alors deg(Gi � Gj) = m (donc �(eGi�Gj) = m) pour la condition ( iii ) dans
le Théorème1.1.7). Par conséquent, T (r; Bj) = o(T (r; eGh�Gk)) (r �!1; r =2
E ):
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D�où h0 =� 0: Donc A1 =� 0 :

3i�emecas ( s = 1 )

A1 = �A1;1 � z A1;0 = �
"
h02 + (h1e

P (z) + d1)�
(h0e

Q(z) + d0)
0

(h0eQ(z) + d0)
h2

#
�

z

"
(h1e

P (z) + d1)
0 + (h0e

Q(z) + d0)�
(h0e

Q(z) + d0)
0

(h0eQ(z) + d0)
(h1e

P (z) + d1)

#

A1 = �
1

(h0eQ(z) + d0)

h�
zh20

�
e2Q +B1e

Q +B2e
P +B3e

P+Q +B4
i

A1 = �
1

(h0eQ(z) + d0)

24j=4X
j=0

Bje
Gj

35 ;
où Gj sont des polynômes dé�nis comme ci-dessus et B0 = zh20, Bj sont des
fonctions méromorphes, écrites sous la forme d�une somme de multiplications
des termes constitués par les fonctions z, hk, h0m, Q

0, P 0, d0, d00, d1, d
0
1:

En utilisant le même raisonnement comme dans le 2i�eme cas (s = 2), nous
trouvons que A1 =� 0 .

Dans les trois cas précédents, nous avons trouvé que A1 =� 0. En utilisant le
Lemme 1.2.7 pour l�équation (1.6.7) ci-dessus, on obtient

� (g1) = � (f
0 � z) = �(f 0) = �(g1) = �(f) =1 :

Finalement, nous prouvons que �(f 00) = � (f 00 � z) =1.
Soit g2(z) = f 00(z) � z. Alors, z est un point �xe de f 00(z) si et seulement si
g2(z) = 0. Nous avons g2(z) est une fonction méromorphe et

�(g2(z)) = �(f
00(z)) = �(f(z)) =1:

Montrons que � (g2) =1:

En dérivant les deux côtés de l�équation (1.6.6), on obtient

f (k+2) +A1;k�1f
(k+1) +

�
A01;k�1 + A1;k�2

�
f (k) + :::+

�
A01;s + A1;s�1

�
f (s+1)

+
�
A01;s�1 + A1;s�2

�
f (s)+ :::+

�
A01;1 + A1;0

�
f
00
+A01;0f

0 = 0: (1.6.8)

De l�équation (1.6.6) on a

f 0 = � 1

A1;0

h
f (k+1) + A1;k�1f

(k) + A1;k�2f
(k�1) + :::+

A1;s+1f
(s+2) + A1;sf

(s+1) + A1;s�1f
(s) + :::+ A1;1f

00
�
: (1.6.9)
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Notons que A1;0 =� 0 car on a

A1;0 = h
0
1 + (h0e

Q(z) + d0)�
(h0e

Q(z) + d0)
0

(h0eQ(z) + d0)
h1

ou

A1;0 = (h1e
P (z) + d1)

0 + (h0e
Q(z) + d0)�

(h0e
Q(z) + d0)

0

(h0eQ(z) + d0)
(h1e

P (z) + d1):

D�où

A1;0 =
1

(h0eQ(z) + d0)

�
h20e

2Q(z) +B1e
Q(z) +B2

�
ou

A1;0 =
1

(h0eQ(z) + d0)

�
h20e

2Q(z) +B1e
Q(z) +B2 +B3e

P (z)+Q(z) +B4e
P (z)

�
:

En appliquant le Lemme 1.2.6, on trouve que A1;0 =� 0:

En substituant (1.6.9) dans (1.6.8), on aura

f (k+2) +

"
A1;k�1 �

A01;0
A1;0

#
f (k+1) +

"
A01;k�1 + A1;k�2 �

A01;0
A1;0

A1;k�1

#
f (k)

+:::+

"
A01;s�1 + A1;s�2 �

A01;0
A1;0

A1;s�1

#
f (s) + :::+"

A01;2 + A1;1 �
A01;0
A1;0

A1;2

#
f (3) +

"
A01;1 + A1;0 �

A01;0
A1;0

A1;1

#
f
00
= 0; (1.6.10)

on peut écrire l�équation (1.6.10) sous la forme suivante

f (k+2) + A2;k�1f
(k+1) + A2;k�2f

(k) + :::+ A2;sf
(s+2)+

A2;s�2f
(s) + :::+ A2;1f

(3) + A2;0f
00
= 0; (1.6.11)

où A2; j(j = 0; 1; 2; :::; k � 1) sont des fonctions méromorphes dé�nies par les
équations ci-dessus.

Nous avons

A2;0 = A
0
1;1 + A1;0 �

A01;0
A1;0

A1;1

et

A2;1 = A
0
1;2 + A1;1 �

A01;0
A1;0

A1;2:
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En substituant f 00(z) = g2(z) + z, f (3)(z) = g02(z) + 1, f
(j+2) = g

(j)
1

pour j = 2; 3; :::; k dans l�équation (1.6.11), on obtient

g
(k)
2 +A2;k�1g

(k�1)
2 +A2;k�2g

(k�2)
2 +:::+A2;sg

(s)
2 +:::+A2;1g

0
2+A2;0g2 = A2 (1.6.12)

Comme le coe¢ cient (hsep(z)+d1) étant arbitraire dans l�ordre des coe¢ cients
(1 � s � k � 1) dans l�équation (1.1.1), nous distinguons quatre cas pour A2:

1iercas ( s > 3 )

A1;0 = h
0
1 + (h0e

Q(z) + d0)�
(h0e

Q(z) + d0)
0

(h0eQ(z) + d0)
h1;

A1;1 = h
0
2 + h1 �

(h0e
Q(z) + d0)

0

(h0eQ(z) + d0)
h2

et

A1;2 = h
0
3 + h2 �

(h0e
Q(z) + d0)

0

(h0eQ(z) + d0)
h3:

Par conséquent

A2 = �A2;1 � z A2;0

A2 = �
"
A01;2 + A1;1 �

A01;0
A1;0

A1;2

#
� z

"
A01;1 + A1;0 �

A01;0
A1;0

A1;1

#
:

D�où

A2 = �
1

A1;0

h
A01;2A1;0 + A1;1A1;0 � A01;0A1;2 + z A01;1A1;0 + z A21;0 � z A01;0A1;1

i
:

On obtient

A1;0 =
1

(h0eQ(z) + d0)

�
h20e

2Q + �1;0;1e
Q + �1;0;0

�
;

A1;1 =
1

(h0eQ(z) + d0)

�
�1;1;1e

Q + �1;1;0
�
;

A1;2 =
1

(h0eQ(z) + d0)

�
�1;2;1e

Q + �1;2;0
�

et

A01;0 =
1

(h0eQ(z) + d0)2

�
�1;0;3e

3Q + �1;0;2e
2Q + �1;0;1e

Q + �1;0;0
�
;

A01;1 =
1

(h0eQ(z) + d0)2

�
�1;1;2e

2Q + �1;1;1e
Q + �1;1;0

�
;
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A01;2 =
1

(h0eQ(z) + d0)2

�
�1;2;2e

2Q + �1;2;1e
Q + �1;2;0

�
:

Où �i;j;l, �i;j;l sont des fonctions méromorphes d�ordre de croissance stricte-
ment inférieur à n, écrites sous la forme d�une somme de multiplications des
termes constitués par les fonctions z, hk, h0m, Q

0, d0, d00.

Nous avons

A2 = �
1

A1;0(h0eQ(z) + d0)3

h
B0 +B1e

Q +B2e
2Q +B3e

3Q +B4e
4Q + (zh50)e

5Q
i
;

où B0, B1, B2, B3, B4 et B5 = zh50 sont des fonctions méromorphes d�ordre
de croissance strictement inférieur à n.

Montrons que A2 =� 0. Nous avons deg(iQ� jQ) = n (donc �(ei Q � j Q) = n)
pour tout 0 � i < j � 5 et

� = max f�(Bj) : j = 0; 1; 2; 3; 4; 5g < n :

Alors

T (r; Bj) = o(T (r; e
iQ�jQ)) (r �!1; r =2 E ) :

Par le Lemme 1.2.6, si A2 � 0; alors h0 � 0; une contradiction avec l�hypothèse
h0 =� 0 du Théorème 1.1.7, par conséquent A2 =� 0:

2i�emecas ( s = 1 ) :

A1;0 = (h1e
P (z) + d1)

0 + (h0e
Q(z) + d0)�

(h0e
Q(z) + d0)

0

(h0eQ(z) + d0)
(h1e

P (z) + d1);

A1;1 = h
0
2 + h1e

P (z) + d1 �
(h0e

Q(z) + d0)
0

(h0eQ(z) + d0)
h2

et

A1;2 = h
0
3 + h2 �

(h0e
Q(z) + d0)

0

(h0eQ(z) + d0)
h3:

D�où

A1;0 =
1

(h0eQ(z) + d0)

�
h20 e

2Q + �1;0;1;0e
Q + �1;0;0;0 + �1;0;1;1e

P+Q + �1;0;0;1e
P
�
;

A1;1 =
1

(h0eQ(z) + d0)

�
�1;1;1;0e

Q + �1;1;0;1e
P + �1;1;1;1e

Q+P + �1;1;0;0
�
;

A1;2 =
1

(h0eQ(z) + d0)

�
�1;2;1;0e

Q + �1;2;0;0
�
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et

A01;0 =
1

(h0eQ(z) + d0)2

�
�1;0;3;0e

3Q + �1;0;2;0e
2Q + �1;0;1;0e

Q + �1;0;1;1e
P+Q

+�1;0;2;1e
P+2Q + �1;0;0;1e

P + �1;0;0;0
�
;

A01;1 =
1

(h0eQ(z) + d0)2

�
�1;1;2;0e

2Q + �1;1;1;0e
Q+

�1;1;1;1e
P+Q + �1;1;2;1e

P+2Q + �1;1;0;1e
P + �1;1;0;0

�
;

A01;2 =
1

(h0eQ(z) + d0)2

�
�1;2;2;0e

2Q + �1;2;1;0e
Q + �1;2;0;0

�
:

Par conséquent

A2 = �A2;1 � z A2;0 ;

A2 = �
"
A01;2 + A1;1 �

A01;0
A1;0

A1;2

#
� z

"
A01;1 + A1;0 �

A01;0
A1;0

A1;1

#
:

D�où

A2 = �
1

A1;0

h
A01;2A1;0 + A1;1A1;0 � A01;0A1;2 + z A01;1A1;0 + z A21;0 � z A01;0A1;1

i

= � 1

A1;0(h0eQ(z) + d0)3

h
zh50 e

5Q +B4;0e
4Q +B3;0e

3Q +B2;0e
2Q +B1;0e

Q+

B0;1e
P +B0;2e

2P +B1;1e
P+Q +B2;1e

P+2Q +B3;1e
P+3Q +B4;1e

P+4Q+

B1;2e
2P+Q +B2;2e

2P+2Q +B3;2e
2P+3Q

i
= � 1

A1;0(h0eQ(z) + d0)3

24j=13X
j=0

Cje
Gj

35 ;
où Gj Sont des polynômes dé�nis comme ci-dessus et C0 = zh50 ;
Cj = B�;� sont des fonctions méromorphes d�ordre de croissance strictement
inférieur à n (ou inférieur àm pour la condition ( iii ) dans le Théorème 1.1.7),
écrites sous la forme d�une somme de multiplications des termes constitués par
les fonctions z, hk, h0m, Q

0, d0, d00, P
0, d1, d01 .

Nous avons deg(Gi�Gj) = n (donc �(eGi�Gj) = n) pour tout 0 � i < j � 13
(ou deg(Gi �Gj) = m ( donc �(eGi�Gj) = m) pour la condition ( iii ) dans le
Théorème 1.1.7) et

� = max f�(Cj) : j = 0; 1; :::; 13g < n

(ou � < m quand deg(Gi�Gj) = m pour la condition ( iii ) dans le Théorème
1.1.7).
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Alors

T (r; Cj) = o(T (r; e
Gh�Gk)) (r �!1; r =2 E ) :

En utilisant le Lemme 1.2.6, on obtient que A2 =� 0 .

3i�emecas ( s = 2 ) :

A1;0 = h
0
1 + (h0e

Q(z) + d0)�
(h0e

Q(z) + d0)
0

(h0eQ(z) + d0)
h1;

A1;1 = (h2e
P (z) + d1)

0 + h1 �
(h0e

Q(z) + d0)
0

(h0eQ(z) + d0)
(h2e

P (z) + d1);

et

A1;2 = h
0
3 + (h2e

P (z) + d1)�
(h0e

Q(z) + d0)
0

(h0eQ(z) + d0)
h3:

D�où

A1;0 =
1

(h0eQ(z) + d0)

�
h20e

2Q + �1;0;1;0e
Q + �1;0;0;0

�
;

A1;1 =
1

(h0eQ(z) + d0)

�
�1;1;1;0e

Q + �1;1;0;1e
P + �1;1;1;1e

Q+P + �1;1;0;0
�
;

A1;2 =
1

(h0eQ(z) + d0)

�
�1;2;1;0e

Q + �1;2;0;0 + �1;2;1;1e
P+Q + �1;2;0;1e

P
�

et

A01;0 =
1

(h0eQ(z) + d0)2

�
�1;0;3;0e

3Q + �1;0;2;0e
2Q + �1;0;1;0e

Q + �1;0;0;0
�
;

A01;1 =
1

(h0eQ(z) + d0)2

�
�1;1;2;0e

2Q + �1;1;1;0e
Q + �1;1;1;1e

P+Q+

�1;1;2;1e
P+2Q + �1;1;0;1e

P + �1;1;0;0
�
;

A01;2 =
1

(h0eQ(z) + d0)2

�
�1;2;2;0e

2Q + �1;2;1;0e
Q + �1;2;1;1e

P+Q+

�1;2;2;1e
P+2Q + �1;2;0;1e

P + �1;2;0;0
�
:

Par conséquent

A2 = �A2;1 � z A2;0 ;

A2 = �
"
A01;2 + A1;1 �

A01;0
A1;0

A1;2

#
� z

"
A01;1 + A1;0 �

A01;0
A1;0

A1;1

#
:

D�où

A2 = �
1

A1;0

h
A01;2A1;0 + A1;1A1;0 � A01;0A1;2 + z A01;1A1;0 + z A21;0 � z A01;0A1;1

i
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A2 = �
1

A1;0(h0eQ(z) + d0)3

h
zh50 e

5Q +B4;0e
4Q +B3;0e

3Q +B2;0e
2Q +B1;0e

Q+

B0;1e
P +B1;1e

P+Q +B2;1e
P+2Q +B3;1e

P+3Q +B4;1e
P+4Q

i
= � 1

A1;0(h0eQ(z) + d0)3

24j= 9X
j=0

Cj e
Gj

35 ;
où Gj sont des polynômes dé�nis comme ci-dessus et C0 = zh50, Cj = B�;� sont
des fonctions méromorphes d�ordre de croissance strictement inférieur à n (
ou à m ).

En utilisant le même raisonnement comme dans le 2i�eme cas, on obtient que
A2 =� 0.

4i�emecas ( s = 3 ) :

A1;0 = h
0
1 + (h0e

Q(z) + d0)�
(h0e

Q(z) + d0)
0

(h0eQ(z) + d0)
h1;

A1;1 = h
0
2 + h1 �

(h0e
Q(z) + d0)

0

(h0eQ(z) + d0)
h2 ;

et

A1;2 = (h3e
P (z) + d1)

0 + h2 �
(h0e

Q(z) + d0)
0

(h0eQ(z) + d0)
(h3e

P (z) + d1):

D�où

A1;0 =
1

(h0eQ(z) + d0)

�
h20 e

2Q + �1;0;1;0e
Q + �1;0;0;0

�
;

A1;1 =
1

(h0eQ(z) + d0)

�
�1;1;1;0e

Q + �1;1;0;0
�
;

A1;2 =
1

(h0eQ(z) + d0)

�
�1;2;1;0e

Q + �1;2;0;1e
P + �1;2;1;1e

P+Q + �1;2;0;0
�

et

A01;0 =
1

(h0eQ(z) + d0)2

�
�1;0;3;0e

3Q + �1;0;2;0e
2Q + �1;0;1;0e

Q + �1;0;0;0
�
;

A01;1 =
1

(h0eQ(z) + d0)2

�
�1;1;2;0e

2Q + �1;1;1;0e
Q + �1;1;0;0

�
;

A01;2 =
1

(h0eQ(z) + d0)2

�
�1;2;2;0e

2Q + �1;2;1;0e
Q + �1;2;1;1e

P+Q+

�1;2;2;1e
P+2Q + �1;2;0;1e

P + �1;2;0;0
�
:
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Par conséquent

A2 = �
1

A1;0

h
A01;2A1;0 + A1;1A1;0 � A01;0A1;2 + z A01;1A1;0 + z A21;0 � z A01;0A1;1

i
:

D�où

A2 = �
1

A1;0(h0eQ(z) + d0)3

h
zh50 e

5Q +B4;0e
4Q +B3;0e

3Q +B2;0e
2Q +B1;0e

Q+

B0;1e
P +B1;1e

P+Q +B2;1e
P+2Q +B3;1e

P+3Q +B4;1e
P+4Q

i
= � 1

A1;0(h0eQ(z) + d0)3

24j= 9X
j=0

Cje
Gj

35 ;
où Gj sont des polynômes dé�nis comme ci-dessus et C0 = zh50 ,
Cj = B�;� sont des fonctions méromorphes d�ordre de croissance strictementin
inférieur à n( ou à m ).

En utilisant le même raisonnement comme dans le 2i�eme cas, on aura A2 =� 0:

Dans tous les cas, nous avons A2 =� 0: En appliquant le Lemme 1.2.7 à
l�équation (1.6.12) ci-dessus, on obtient

� (g2) = � (f
00 � z) = �(f 00) = �(g2) = �(f) =1 :

Le Théorème est prouvé.
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Chapitre 2

L�Ordre, l�Hyper Ordre

et
l�Exposant de Convergence des Zéros

des Solutions Méromorphes des Equations

Di¤érentielles Linéaires d�Ordre Supérieur

2.1 Introduction et résultats :
Dans ce chapitre, on étudie l�ordre et l�hyper ordre des solutions de l�équation
di¤érentielle linéaire d�ordre supérieur

f (k)+Ak�1e
Pk�1(z)f (k�1)+ :::+Ase

Ps(z )f (s)+ :::+A1e
P1(z)f

0
+A0e

P0(z)f = 0:

Sous certaines conditions, nous prouvons que toute solution f =� 0 est d�ordre
in�ni, puis nous donnons une estimation précise de l�exposant de convergence
des zéros de la fonction f � � où � est une fonction transcendante d�ordre �ni
quelconque.

Dans [21] L. P. Xiao et Z. X. Chen ont obtenu le Théorème suivant.

Théorème 2.1.1 : Soient Aj des fonctions entières avec �(Aj) < 1
(j = 0; 1; 2; :::; k � 1), aj (j = 0; 1; 2; :::; k � 1) des nombres complexes
(Si Ai � 0 nous dé�nissons ai = 0, autrement ai 6= 0). Supposons qu�il existe
fai1 ; ai2 ; :::; aimg � fa0; a1; :::; ak�1g tels que les arg(aij) (j = 1; 2; :::; m)
sont di¤érents l�un de l�autre. De plus, en suppose que pour tout al (al 6= 0) 2
fa0; a1; :::; ak�1g�fai1 ; ai2 ; :::; aimg ; Il existe certains aij 2 fai1 ; ai2 ; :::; aimg tels
que al = c

( ij )
l aij , où 0 < c

( ij )
l < 1: l 2 f0; 1; :::; k � 1g; j = 1; 2; :::;m:

Alors toute solution transcendante de l�équation

f (k) + Ak�1e
ak�1zf (k�1) + :::+ A0e

a0zf = 0 (2.1.1)

est d�ordre in�ni.
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En outre, si aij0 = a0 ou a0 = c
( ij0 )
0 aij0et 0 < c

( ij0 )
0 6= c( ij0 )s < 1,

s 2 f1; 2; :::; k � 1g, où aij0 2 fai1 ; ai2 ; :::; aimg ; alors toute solution f =� 0 de
l�équation (2.1.1) est d�ordre in�ni.

Le but principal de ce chapitre est d�améliorer et de généraliser le résultat
du Théorème 2.1.1 pour les équations di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur
avec des coe¢ cients méromorphes d�ordre n. On obtient les résultats suivants.

Théorème 2.1.2 : Soient Aj(j = 0; 1; 2; :::; k�1) des fonctions méromorphes
d�ordre �ni et de nombre �ni de pôles, telles que

� = max f�(Aj); j = 0; 1; :::; k � 1g < n:

Soient Pi(z) = an;izn+an�1;izn�1+ :::+a1;iz+a0;i des polynômes, tels que an;i
(i = 0; 1; :::; k � 1) sont des nombres complexes (si Ai � 0 nous dé�nissons
Pi � 0 ; autrement an;i 6= 0).

Supposons qu�il existe fan;i1 ; an;i2 ; :::; an;img � fan;0; an;1; :::; an;k�1g tels que les
arg(an;ij) (j = 1; 2; :::; m) sont di¤érents l�un de l�autre.

Supposons en plus, que pour tout

an;l (an;l 6= 0) 2 fan;0; an;1; :::; an;k�1g � fan;i1 ; an;i2 ; :::; an;img ;

il existe an;ij 2 fan;i1 ; an;i2 ; :::; an;img ; tels que an;l = c
( ij )
n;l an;ij avec

0 < c
( ij )
n;l < 1; l 2 f0; 1; :::; k � 1g, j = 1; 2; :::;m :

Alors toute solution méromorphe transcendante de l�équation

f (k) + Ak�1e
Pk�1(z)f (k�1) + :::+ Ase

Ps(z)f (s) + :::+ A1e
P1(z)f

0
+ A0e

P0(z)f = 0

o�u k � 2 (2.1.2)
est d�ordre in�ni.

En plus, si an;ij0 = an;0 ou an;0 = c
( ij0 )
n;0 an;ij0et 0 < c

( ij0 )
n;0 6= c

( ij0 )
n;s < 1,

s 2 f1; 2; :::; k � 1g où an;ij0 2 fan;i1 ; an;i2 ; :::; an;img, alors chaque solution
f =� 0 de l�équation (2.1.2) est d�ordre in�ni.

Exemple 2.1.1 : Pour l�équation

f (5) + e4zf (4) + z2ezf (3) � z2e2zf 00 � 2ezf 0 + 6e2zf = 0: (2.1.3)

On prend a4 = 4 = aij . Puisque a0 =
1
2
a4 , a1 = 1

4
a4 , a2 = 1

2
a4 , a3 = 1

4
a4 ,

donc toute solution transcendante est d�ordre in�ni.

On a f(z) = z3 est une solution (non transcendante) de l�équation (2.1.3). On
voit que �(z3) = 0 :
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Théorème 2.1.3 : Sous les mêmes suppositions que dans le Théorème 2.1.2,
nous a¢ rmons les résultats suivants :

( i ) Chaque solution transcendante f de l�équation (2.1.2) satisfait

�(f) � n ou �2(f) = n :

( ii ) En outre, si an;ij0 = an;0 ou an;0 = c
( ij0 )
n;0 an;ij0 et 0 < c

( ij0 )
n;0 6= c( ij0 )n;s <

1, s 2 f1; 2; :::; k � 1g, où an;ij0 2 fan;i1 ; an;i2 ; :::; an;img, alors chaque solution
f =� 0 de l�équation (2.1.2) satisfait

�(f) � n ou �2(f) = n :

Exemple 2.1.2 : Pour l�équation

f (3) � 3ezf 00 + 2e2 zf 0 � ezf = 0: (2.1.4)

On prend a1 = 2 = aij :Puisque ai =
1
2
a1 (i = 0; 2); donc toute solution

transcendante f est d�ordre in�ni ( voir le Théorème 2.1.2 ).

En utilisant le Théorème 2.1.3, Toute solution transcendante f de l�équation
(2.1.4) satisfait

�2(f(z)) = 1 ou �(f(z)) � 1 :

On voit que f(z) = exp(ez) est une solution de l�équation (2.1.4) et que

�(exp(ez)) =1 ; �2(exp(e
z)) = 1 ; �(exp(ez)) = 0 :

Exemple 2.1.3 : Pour l�équation

f (5)+
2

z � 1e
4z2f (4)+

z2

z2 � 1e
z2f (3)�1

z
e2z

2

f 00�2eiz2+1f 0+6e2iz2�if = 0: (2.1.5)

On prend an;ij 2 f2i; 4g. Puisque an;ij0 = an;0 = 2i; donc toute solution (f =� 0)
est d�ordre in�ni (Voir le Théorème 2.1.2).

En utilisant le Théorème 2.1.3, Toute solution f =� 0 de l�équation (2.1.5)
satisfait

�2(f(z)) = 2 ou �(f(z)) � 2 :
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Théorème 2.1.4 : Sous les mêmes conditions du Théorème 2.1.2. De plus,
on suppose que �(z) (� =� 0) est une fonction méromorphe qui à un nombre
�ni de pôles et que �(�) <1.

Alors, on a :

( i ) Si �(z) est transcendante, alors toute solution transcendante f de l�équation
(2.1.2) satisfait �(f � �) =1 :

( ii ) En outre, si an;ij0 = an;0 ou an;0 = c
( ij0 )
n;0 an;ij0 et 0 < c

( ij0 )
n;0 6= c( ij0 )n;s <

1, s 2 f1; 2; :::; k � 1g, où an;ij0 2 fan;i1 ; an;i2 ; :::; an;img, alors toute solution
f =� 0 de l�équation (2.1.2) satisfait �(f � �) =1 :

2.2 Lemmes pour les preuves des Théorèmes
Avant de commencer les lemmes, nous introduisons la notation �(P; �). Soit
P (z) un polynôme de degré n (n � 1) tel que
p(z) = anz

n + an�1z
n�1 + :::+ a1z + a0 avec an�1, an�2, ::: , a0

des nombres complexes et an = janj ei 'n ('n 2 [0 ; 2�)) un nombre complexe
non nul. Pour tout z = rei�; on dé�nit �(P; �) par

�(P; �) = janj cos'n cos � � janj sin'n sin �:

Donc

�(P; �) = janj cos('n + � ) ; � 2 [0 ; 2�) :

Lemme 2.2.1 :(Voir [2]) Soit f(z) une fonction méromorphe ayant un nom-
bre �ni de pôles tous sont situés dans fz : jzj < r0g ; et supposons que

���f (k)(z)���
est non borné sur un rayon arg(z) = �; alors il existe une séquence zn =
rne

i� qui tend vers l�in�ni telle que f (k)(zn) �!1 et

�����f (j)(zn)f (k)(zn)

����� � 1

(k � j)! jznj
k�j (1 + o(1)) j = 0; 1; :::; k � 1:

Lemme 2.2.2 :(Voir [9]) Soit f(z) une fonction méromorphe transcendante
avec �(f) = � < 1, H = f(k1; j1); (k2; j2); ::: ; (kq; jq)g un ensemble �ni
de paires distinctes de nombres entiers véri�ant ki > ji � 0 ( i = 1; 2; :::; q).
Soit " > 0 une constante donnée. Alors il existe un ensemble E � [0; 2�)
de mesure linéaire nulle tel que si ' 2 [0; 2�)�E, il existe une constante
R0 = R0(') > 1 tel que pour tout z satisfaisant arg(z) = ' et jzj � R0 et
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pour tout (k; j) 2 H; on a�����f (k)(z)f (j)(z)

����� � jzj(k� j)(��1+") :

Lemme 2.2.3 : Considérons g(z) = A(z)eP (z); où A(z) ( =� 0) est une fonc-
tion méromorphe avec �(A) = � < n, P (z) est un polynôme non constant de
degré n (n � 1), a = jaj ei ' (' 2 [0; 2�)): Soit

E0 = f� 2 [0; 2�) : cos('+ �) = 0g :

Alors E0 est un ensemble �ni, et pour tout " donné (" > 0), il y�a un ensemble
E1 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que si z = rei �; � 2 [0; 2�)�E0[E1;
alors quand z est su¢ samment grand on a

(i) Si �(P; �) > 0 : e(1�")r
n �(P;�) � jg(z)j � e(1+")rn �(P;�):

(ii) Si �(P; �) < 0 : e(1+")r
n �(P;�) � jg(z)j � e(1�")rn �(P;�):

Preuve du Lemme 2.2.3 : Soit g(z) = h(z)ean zn tel que h(z) = A(z)eP (z)�an zn,
alors h(z) est une fonction méromorphe avec �(h) = � < n: D�aprés le Lemme
2.2.2 nous avons pour tout " > 0 (prenons 0 < " < n� �), il existe un ensem-
ble E1 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle tel que si � 2 [0; 2�)�E1, il existe
une constante R0 = R0(�) > 1 tel que pour tout z satisfaisant arg(z) = �
et jzj = r � R0, on a�����h

0
(z)

h(z)

����� � r(��1+"=2): (2.2.1)

En Prenant l�intégrale sur la courbe C = fz : arg(z) = �, R0 � jzj � rg, on
aura

log h(rei�) =

rZ
R0

h
0
(tei�)

h(tei�)
ei�dt+ log h(R0e

i�): (2.2.2)

De (2.2.1) et (2.2.2), on obtient���log h(rei�)��� � r�+"=2 +M � r�+";

où M > 0 est une constante,���log ���h(rei�)������ < ���log h(rei�)��� � r�+":
Donc

e�r
�+"

<
���h(rei�)��� < er�+" : (2.2.3)
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En vertu de���eanzn��� = ejanjrn cos('n+�) = ern�(P;�);
et de ( 2.2.3 ), on a

er
n�(P;�)�r�+" �

���h(z)ean zn
��� � ern�(P;�)+r�+" : (2.2.4)

On note

E0 = f� 2 [0; 2�) : cos('n + �) = 0g :

Soit � 2 [0; 2�)�E1 [ E0, on voit que pour 0 < " = (n � �)=2 et pour tout
"0 > 0 avec r su¢ samment grand, que

r�+"�n
����� 1

�(P; �)

����� < "0:
Donc

( i ) Si �(P; �) > 0 : e(1�"
0)rn�(P;�) � jg(z)j � e(1+"0)rn�(P;�):

( ii ) Si �(P; �) < 0 : e(1+"
0)rn�(P;�) � jg(z)j � e(1�"0)rn�(P;�):

Lemme 2.2.4 : (Voir [29]) Soit f(z) une fonction entière avec �(f) < 1:
Supposons qu�il existe un ensemble E � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel
que pour tout rayon arg(z) = �0 2 [0; 2�)�E,

���f(rei�0)��� � M rk avec M =

M(�0) > 0 est une constante et k > 0 est une constante indépendante de �0:
Alors, f(z) est un polynôme de degré deg(f) � k:

Lemme 2.2.5 :(Voir [26; p: 30]) Soient P1, P2, ::: , Pn ( n � 1 ) des
polynômes non constants de degrés d1, d2, ::: , dn. Supposons que si i 6= j,
deg(Pi � Pj) = max fdi; djg. Soit A(z) =

nP
j=1
Bj(z)e

Pj(z); avec Bj(z) =� 0 des

fonctions méromorphes satisfaisant �(Bj(z)) < dj.

Alors �(A) = max
1� j� n

fdjg :

Lemme 2.2.6 : (Voir [34]) Soient Aj, F (F =� 0) (j = 0; 1; 2; :::; k � 1)
des fonctions méromorphes d�ordre �ni. Si f(z) est une solution méromorphe
d�ordre in�ni de l�équation

f (k) + Ak�1f
(k�1) + :::+ A1f

0
+ A0f = F :

Alors f satisfait

� (f) = � (f) = �(f) =1 :
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Lemme 2.2.7 : (Voir [24, 29]) Supposons que k � 2 et A0, A1, A2, ::: ,
Ak�1 sont des fonctions méromorphes ayant un nombre �ni de pôles. Soit

� = max f�(Aj); j = 0; 1; 2; :::; k � 1g ;

et soit f(z) une solution transcendante de l�équation :

f (k) + Ak�1f
(k�1) + :::+ A0f = 0 :

Alors �2(f) � �:

Lemme 2.2.8 : (Voir [11; Theorem 12.4]) Soit f une fonction entière avec
�(f) = 1. Alors f peut être représenté sous la forme f(z) = g(z)eh(z), où
g(z) et h(z) sont deux fonctions entières telles que

�2(f) = max
n
�2(g); �2(e

h)
o
;

�2(g) = lim sup
r�!1

log logN
�
r; 1
g

�
log r

= lim sup
r�!1

log logN
�
r; 1
f

�
log r

:

2.3 Preuve du Théorème 2.1.2
Montrons que toute solution transcendante de l�équation (2.1.2) doit avoir
l�ordre in�ni.

Supposons que f est une solution transcendante de l�équation (2.1.2) satis-
faisant �(f) = � <1: Par le Lemme 2.2.2, il existe un ensemble E1 � [0; 2�)
de mesure linéaire nulle, tel que si � 2 [0; 2�)�E1, il existe une constante
R0 = R0(�) > 1 telle que pour tout z satisfaisant arg(z) = � et jzj � R0, on a
pour tout k � j > i � 0�����f (j)(z)f (i)(z)

����� � jzjk � : (2.3.1)

Ecrivons

E2 = f� 2 [0; 2�) : �(Pj; �) = 0; j = 0; 1; :::; k � 1g

[
n
� 2 [0; 2�) : �(Pij ; �) = �(Pid ; �); 1 � d < j � m

o
:

Alors, E2 est un ensemble �ni, en vertu du Lemme 2.2.3, il existe des ensembles
Hj � [0; 2�) (j = 0; 1; :::; k � 1); chacun d�eux a une mesure linéaire nulle,
tels que pour tout z = rei�; � 2 [0; 2�)�E1 [ E2 [ E3 (E3 =

k�1
[
j=0
Hj est de

mesure linéaire nulle ) �(Pj; �) 6= 0; j = 0; 1; :::; k� 1 et �(Pij ; �) 6= �(Pid ; �),
1 � d < j � m.
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Soit �t = �(Pit ; �) = max
n
�(Pij ; �); j = 1 ; 2 ; ::: ; m

o
:

Alors, �t > 0 ou �t < 0 car �t 6= 0:

1ier cas: �t > 0.
Par le Lemme 2.2.3, pour tout "1(0 < "1), on a pour r �!1

e(1�"1)r
n�t �

���Ait(z)ePit (z)��� : (2.3.2)

Pour AlePl(z)(l 6= it) posons

� = max
n
0 ; �(Pij ; �) : j 2 f 1; 2; :::; m g � ftg

o
;

Alors, 0 � � < �t :

Par conséquent il existe une constante c0 telle que

0 < c0 < 1 et � = c0�t :

Nous avons pour tout l 6= it, les cas suivants de an;l

an;l = c
(it)
n;l ait (0 < c

(it)
n;l < 1)

ou

an;l = an;ij(j 6= t)

ou

an;l = c
(ij)
n;l aij(j 6= t)(0 < c

(ij)
l < 1):

D�où

�(Pl; �) = c
(it)
n;l �(Pit ; �) = c

(it)
n;l �t

ou

�(Pl; �) = �(Pij ; �) � �

ou

�(Pl; �) = c
(ij)
n;l �(Pij ; �) � c

(ij)
n;l �:

Soit c = max
n
c
(it)
n;l ; c

0; c
(ij)
n;l c

0
o
nous avons 0 < c < 1:

Par le Lemme 2.2.3, nous avons pour r �!1���AlePl(z)��� � e(1+"1)rnc(it)n;l
�t ou

���AlePl(z)��� � e(1+"1)rn� ou ���AlePl(z)��� � e(1+"1)rnc(ij)n;l
�:
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Donc ���AlePl(z)��� � e(1+"1)rn c �t ; l 2 f0; 1; :::; k � 1g � ftg : (2.3.3)

Maintenant, nous a¢ rmons que
���f (it)(z)��� est bornée sur le rayon arg(z) = �: Si���f (it)(z)��� est non bornée sur le rayon arg(z) = �, alors par le Lemme 2.2.1, il

existe une séquence zx = rxei� qui tend vers l�in�ni (pour x �! 1) telle que
f (it)(zx) �!1 et pour tout j tel que 0 � j < it nous avons����� f (j)(zx)f (it)(zx)

����� � 1

(it � j)!
jzxjit�j (1 + o(1)) j = 0; 1; :::; it ; (2.3.4)

Puisque f (it)(z) =� 0, alors des relations (2.1.2), (2.3.1), (2.3.3) et (2.3.4) nous
avons pour zx �!1 :

���Ait(zx)ePit (zx)��� �
����� f (k)(zx)f (it)(zx)

�����+ ���Ak�1(zx)ePk�1(zx)���
�����f (k�1)(zx)f (it)(zx)

�����+ :::+
���Ait+1(zx)ePit+1(zx)���

�����f (it+1)(zx)f (it)(zx)

�����+ ���Ait�1(zx)ePit�1(zx)���
�����f (it�1)(zx)f (it)(zx)

�����
+:::+

���A1(zx)eP1(zx)���
����� f 0(zx)f (it)(zx)

�����+���A0(zx)eP0(zx)���
����� f(zx)f (it)(zx)

����� : (2.3.5)
Donc ���Ait(zx)ePit (zx)��� � ke(1+"1)rnx c �trk (2+�)x : (2.3.6)

En vertu de (2.3.2) et (2.3.6), on trouve

e(1�"1)r
n
x �t � ke(1+"1)rnx c �trk (2+�)x et 0 < c < 1:

D�où

e[(1� c)�(1+ c) "1]rnx �t � krk (2+�)x et 0 < c < 1;

d�où une contradiction pour 0 < "1 < 1� c
1+ c

. Par conséquent
���f (it)(z)��� est borné

sur le rayon arg(z) = �: Donc
���f (it)(z)��� < M1 (M1 une constante positive).

D�où

jf(z)j < M1r
k: (2.3.7)

2i�eme cas : �t < 0:

Soit � = max
n
�(Pij ; �) : j 2 f1; 2; :::;mg � ftg

o
:

Alors, � < �t < 0:
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Par conséquent, il existe une constante c0 telle que

1 < c0 et � = c0�t :

Nous avons pour tout l 6= it; les cas suivants de �(Pl; �)

�(Pl; �) = c
(it)
n;l �(Pit ; �) = c

(it)
n;l �t

ou

�(Pl; �) = �(Pij ; �) � � (l 6= it)

ou

�(Pl; �) = c
(ij)
n;l �(Pij ; �) � c

(ij)
n;l �:

Soit C1 = min
n
c
(it)
n;l ; c

0; c
(ij)
n;l c

0; 1
o
: Alors c1 > 0 :

Par le Lemme 2.2.3, pour tout "2 ( 0 < "2 < 1); nous avons quand r �!1;
pour l = it���AitePit (z)��� � e(1�"2)rn�t ;
et pour l 6= it���AlePl(z)��� � e(1�"2)rnc(it)n;l

�t ou
���AlePl(z)��� � e(1�"2)rn� ou ���AlePl(z)��� � e(1+"2)rnc(ij)n;l

�:

Donc pour tout j = 0, 1, 2, :::, k � 1���Aj(z)ePj(z)��� � e(1�"2)rn c1 �t (2.3.8)

Si
���f (k)(z)��� est non bornée sur le rayon arg(z) = �, alors par le Lemme 2.2.1, il

existe une séquence z0x = r
0
xe
i� qui tend vers l�in�ni telle que f (k)(z0x) �!1 et�����f (j)(z0x)f (k)(z0x)

����� � 1

(k � j)! jz
0
xj
k� j

(1 + o(1)) j = 0; 1; :::; k � 1 (2.3.9)

Puisque f (k) =� 0; de (2.1.2), (2.3.8) et (2.3.9), nous avons pour r0x �!1

1 �
���Ak�1(z0x)ePk�1(z0x)���

�����f (k�1)(z0x)f (k)(z0x)

�����+ ���Ak�1(z0x)ePk�1(z0x)���
�����f (k�1)(z0x)f (k)(z0x)

�����+ :::
+
���A1(z0x)eP1(z0x)���

����� f 0(z0x)f (k)(z0x)

�����+ ���A0(z0x)eP0(z0x)���
����� f(z0x)f (k)(z0x)

����� :
D�où

1 � ke(1�"2)(r0x)n c1 �t(r0x)
2k: (2.3.10)
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On a ke(1�"2)(r
0
x)
n c1 �t(r0x)

2k �! 0; donc c�est une contradiction avec le terme
gauche de l�inégalité (2.3.10). Par conséquent,

���f (k)(z)��� est bornée sur le rayon
arg(z) = �: Donc

���f (k)(z)��� < M2 (M2 une constante positive).

D�où

jf(z)j < M2r
k : (2.3.11)

Dans les deux cas, nous avons

jf(z)j < Mrk: (2.3.12)

Comme f(z) à un nombre �ni de pôles, alors f(z) s�écrit sous la forme

f(z) =
g(z)

h(z)

où h(z) est un polynôme et g(z) est une fonction entière. Nous savons que
pour tout z = rei� et r � r0, il existe un nombre naturel s (s � deg(h(z)) ) tel
que

jh(z)j � rs: (2.3.13)

De (2.3.12) et (2.3.13), nous avons jg(z)j < M r� ( � � s+k) pour tout rayon
z = r ei � et � 2 [0; 2�)�E1 [ E2 [ E3. En appliquant le Lemme 2.2.4, nous
trouvons que g(z) est un polynôme de degré deg(g) � �: Alors f(z) est une
fonction rationnelle ce qui contredit que f(z) est une fonction transcendante.
Donc �(f(z)) =1:

En plus, si an;ij0 = an;0 avec an;ij0 2 fan;i1 ; an;i2 ; :::; an;img, alors nous assumons
que la solution f(z) de l�équation (2.1.2) est une fonctions rationnelle. Ainsi
nous avons (A0f)eP0 =� 0 et �

�
(A0f)e

P0
�
= n:

En écrivant

(As(z)e
Ps(z)�an;sznf (s)(z) + At(z)e

Pt(z)�an;tznf (t)(z))eas z
n

au lieu deAsf (s)ePs+Atf (t)ePt quand an;s = an;t (an;s; an;t 2 fan;1; an;2; :::; an;k�1g).

Par conséquent l�équation (2.1.2) s�écrit sous la forme

(A0(z)f(z))e
P0(z) +

X
j 6= 0

Bj(z)e
ajz

n

= 0 (2.3.14)

où Bj(z) sont des fonction méromorphes d�ordre �ni ayant un nombre �ni de
pôles et �(Bj(z)) < n:

Nous avons arg(an;j) 6= arg(an;0) ou arg(an;j) = arg(an;0) mais jan;jj < jan;0j
et que aj � ai 6= 0 quand i 6= j (j 6= 0). Par le Lemme 2.2.5, on trouve que
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l�ordre du coté gauche de l�équation (2.3.14) est n, cela contredit l�ordre nul
du coté droit de l�équation (2.3.14).

Supposons que an;0 = c
(ij0 )
n;0 an;ij0 et 0 < c

(ij0 )
n;0 6= c(ij0 )n;s < 1, s 2 f1; 2; :::; k � 1g et

an;ij0 2 fan;i1 ; an;i2 ; :::; an;img, nous assumons que la solution f(z) de l�équation
(2.1.2) est une fonctions rationnelle. Ainsi nous avons (A0f)eP0 =� 0 et l�équation
(2.3.14) se réalise aussi.

Etant donné que : arg(an;j) 6= arg(an;0) ou arg(an;j) = arg(an;0)
mais 0 < c

(ij0 )
0 6= c(ij0 )s , s 2 f1; 2; :::; k � 1g qui donne jajj 6= ja0j et du Lemme

2.2.5 l�ordre du coté gauche de l�équation (2.3.14) est n, cela contredit l�ordre
nul du coté droit de l�équation (2.3.14).

Par conséquent, quand an;ij0 = an;0 ou an;0 = c
(ij0 )
n;0 an;ij0

et 0<c
(ij0 )
n;0 6= c

(ij0 )
n;s < 1, s 2f1; 2; :::; k � 1g avec an;ij02fan;i1 ; an;i2 ; :::; an;img,

toute solution f =� 0 de l�équation (2.1.2) est d�ordre in�ni.

2.4 Preuve du Théorème 2.1.3
( i ) Soient Hj(z) = Aj(z)ePj(z) ( j = 0; 1; :::; k � 1 ). Supposons que f est
une solution transcendante de l�équation ( 2.1.2 ) satisfaisant �(f) < n:

Soit � le produit canonique correspondant à l�ensemble des zéros de la fonction
f .

Alors nous pouvons écrire f sous la forme f = �
Q
eh où � est une fonction

entière avec �(f) = �(�) < n (Voir [15; p:7]), h est une fonction entière
transcendante et Q est un polynôme (les zéros de Q sont les pôles de f).

On pose g = f
0

f
; alors (Voir [15, lemma 2.3.7])

f (j)

f
= gj +

1

2
j(j � 1)gj�2g0 +G j�2(g ) (j = 2; 3; :::; k ) ; (2.4.1)

où G j�2(g) est un polynôme di¤érentiel de la fonction méromorphe g avec
des coe¢ cients constants et de degré inférieur à j � 2 .

La substitution de (2.4.1) dans (2.1.2) donne

gk = Tk�1(g); (2.4.2)

où Tk�1(g) est un polynôme di¤érentiel de la fonction méromorphe g avec les
coe¢ cients H0, H1, ::: , Hk�1 et de degré pas plus que k � 1:
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L�application du Lemme de Clunie (Voir [15; p: 39]) sur (2.4.2) donne :

m(r; g) � O
0@k�1X
j=0

m(r;Hj)

1A+ S(r; g):
Comme

N(r; g) = N(r;
f 0

f
) = N(r; f) +N(r;

1

f
):

D�où

T (r; g) � O
0@k�1X
j=0

m(r;Hj)

1A+N(r; f) +N(r; 1
f
) + S(r; g): (2.4.3)

En vertu de (2.4.3), �(f) < n; �(Hj) = n (j = 0; 1; :::; k � 1)
et N(r; f) = O(log r), on obtient

�(g) � n:

Nous a¢ rmons que �(g) = n. Si �(g) < n, alors de (2.4.1) nous avons

�(
f (j)

f
) < n (j = 1; 2; :::; k):

Puisque on a Aij(z)
f ( ij)

f
=� 0; écrivons

(As(z)e
Ps(z)�an;sznf (s)(z) + At(z)e

Pt(z)�an;tznf (t)(z))eas z
n

au lieu de

Asf
(s)ePs + Atf

(t)ePt

quand an;s = an;t(an;s; an;t 2 fan;1; an;2; :::; an;k�1g � fan;i1 ; an;i2 ; :::; an;img).
Par conséquent nous pouvons écrire l�équation (2.1.2) sous la forme

mX
j=0

Aij(z)
f (ij)

f
ePij (z) +

X
j

Bj(z)e
ajz

n

= 0; (2.4.4)

où Bj(z) sont des fonctions méromorphes ayant un nombre �ni de pôles et
d�ordre �ni �(Bj(z)) < n: Nous avons arg(an;ij) sont di¤érents l�un de l�autre

dans fan;i1 ; an;i2 ; :::; an;img et si arg(an;j) = arg(an;ij); alors jan;jj <
���an;ij ��� : Par

le Lemme 2.2.5, nous constatons que l�ordre de croissance du côté gauche de
l�équation (2.4.4) est n, cela contredit l�ordre zéro du côté droit de l�équation
(2.4.4).
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Donc

�(g) = n:

Puisque �2(f) = �2(� eh), en appliquant le Lemme 2.2.7, nous trouvons

�2(�e
h) � max f�(Hj(z)); j = 0 ; 1 ; ::: ; k � 1g = n ;

Par conséquent du Lemme 2.2.8, on a

�(h) � n:

Supposons que �(h) < n. Alors de f
0

f
= �

0

�
+ Q

0

Q
+ h0; il s�ensuit que

T (r;
f 0

f
) = O

(
T (r;

�0

�
) + T (r;

Q0

Q
) + T (r; h0)

)

= O

(
m(r;

�0

�
) +N(r;

1

�
) + log r + T (r; h0)

)

= O
�
log r +N(r;

1

�
) + log r + T (r; h0)

�
= O

�
log r +N(r;

1

�
) + T (r; h0)

�
: (2.4.5)

De (2.4.5) et �(�) < n; on a �(f
0

f
) = �(g) < n; une contradiction avec

�(g) = n, donc �(h) = n; alors �2(f) = n

( ii ) Nous avons chaque solution f =� 0 de l�équation (2.1.2) est transcendante,
en utilisant le même raisonnement comme dans ( i ), nous obtenons

�(f) � n ou �2(f) = n :

2.5 Preuve du Théorème 2.1.4
( i ) Soit f une solution méromorphe transcendante de l�équation (2.1.2).
Supposons que �(z) =� 0 est une fonction méromorphe transcendante qui a
un nombre �ni de pôles et �(�) < 1: Par le Théorème 2.1.2, nous avons
�(f) =1:

Soit g = f � � ; alors �(g) = 1; en substituant f = g + � dans l�équation
(2.1.2), on trouve

g(k) +Hk�1g
(k�1) + :::+Hsg

(s) + :::+H1g
0
+H0g =

�
�
� (k) +Hk�1�

(k�1) + :::+Hs�
(s) + :::+H1�

0
+H0�

�
: (2.5.1)
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Nous a¢ rmons que

� (k) +Hk�1�
(k�1) + :::+Hs�

(s) + :::+H1�
0
+H0� =� 0 ;

car si

� (k) +Hk�1�
(k�1) + :::+Hs�

(s) + :::+H1�
0
+H0� = 0 ;

alors � est une solution transcendante de l�équation (2.1.2), le Théorème 2.1.2
donne �(�) =1: Cela contredit l�e¤et que �(�) <1:

Donc

�
�
� (k) +Hk�1�

(k�1) + :::+Hs�
(s) + :::+H1�

0
+H0�

�
=� 0 : (2.5.2)

En vertu de (2.5.1), (2.5.2) et du Lemme 2.2.6, nous obtenons

� (g) = � (g) = �(g) =1:

Par conséquent �(f � �) =1 :

( ii ) Nous avons du Théorème 2.1.2, chaque solution f =� 0 de l�équation
(2.1.2) est transcendante, en utilisant le même raisonnement comme dans
( i ), nous obtenons �(f � �) =1 :
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