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Introduction

Les équations différentielles linéaires dans le domaine complexe sont un
secteur des Mathématiques admettant plusieurs approches. Parmi ces ap-
proches, la théorie locale est peut-étre la plus étudiée. Ses résultats
de base : Le Théoreme d’existence et d’unicité, la structure linéaire de base
des solutions, la singularité, etc. qui nous sont familiers avec et qui nous aident
& mieux comprendre notre approche.

La notre est différente. Elle se trouve dans la direction de la théorie des fonc-
tions. C’est 'application de la théorie de la distribution des valeurs des fonc-
tions méromorphes qui nous donne un apercu sur les propriétés des solutions
des équations différentielles. Cette direction, fondées par le célebre mathémati-
cien Rolph Nevanlinna, est apparue a partir de 1929 (Voir [15]). Le premier
qui a effectué des études systématiques sur les applications de la théorie de
Nevanlinna sur les équations complexes, est H. Wittich dés 1942 (Voir [15]).
Actuellement, la théorie globale des équations différentielles complexes en li-
aison avec la théorie de Nevanlinna est devenue beaucoup plus utilisée. Pen-
dant les trois derniéres décennies, plusieurs groupes actifs de mathématiciens
dans des pays différents ont joué un role remarquable dans ce domaine. Des
résultats importants ont été établis. Cette théorie est devenue un outil indis-
pensable dans I’étude des propriétés des solutions des équations différentielles
complexes. Notre travail de recherche portera sur I'ordre de croissance, ’hyper
ordre, I’éxposant de convergence des zéros et les points fixes des solutions.

D’abord un bref historique. Pour I’équation différentielle de deuxiéme ordre
f"+e?f +A()f =0, (1.1)

ot A(z) (# 0) est une fonction entiére d’ordre fini. Toute solution de ’équation
(1.1) est une fonction entiére. De plus, si fi; fo sont deux solutions méromor-
phes linéairement indépendantes de (1.1), il y a au moins une des solutions
fi; fo qui doit étre d’ordre infini(Voir [8]). De 1a, la plupart des solutions
de (1.1) auront l'ordre infini. Nous posons la question: Quelle condition sur
A(z) garantira que chaque solution f = 0 de ’équation (1.1) est d’ordre infini
? Plusieurs auteurs tels que : B. Belaidi([3]), M. Frei ([22]), M. Ozawa ([23]),
G. Gundersen ([10]), J. K. Langley ([17]), I. Amemiya et M. Ozawa ([13]) ont
étudié ce probléme pour le cas ou A(z) est une fonction entiére transcendante
ou un polynéme non constant. Ils ont prouvé qu’avec l'ordre o(A(z)) # 1,
chaque solution f = 0 de I’équation (1.1) est d’ordre infini.



Gundersen a montré dans [8, p.419] que si degP(z) # degQ(z) pour I’équation
différentielle

F' 4 A(2)e" @ f 4+ Ag(2)e?D f =0 (1.2)

ou P(z), Q(z) sont des polynoémes non constants et A;(z), Ag(z)( % 0) sont
des fonctions entieres telles que o(A;) < deg P(z), 0(Ap) < deg@Q(z); alors
chaque solution non constante de (1.2) est d’ordre infini.

Si 0(A(2)) = 1 dans l'équation (1.1) ou degP(z) = degQ(z) dans (1.2), on
peut avoir des solutions non constantes d’ordre fini. Par exemple
f(z) = e* + 2 satisfait I’équation

1 1

f,,+§ezf/_§ezf:0-

Naturellement, la question qui se pose: Avec quelle condition sur A(z) quand
0(A(z)) = 1 (quand degP(z) = degQ(z)) garantira que chaque solution de
(1.1) (de (1.2) ) est d’ordre infini?

Dans [20] K. H. Kwon, a examiné le cas degP(z) = degQ(z) pour 1’équation
(1.2). Il a démontré que si P(z) = a,2" + a,_12" '+ ... + a1z + ay,

Q(z) = bpz2" + by 12" + ... + bz + by sont deux polyndmes non constants,
tels que a,, b, # 0 et arg(a,) # arg(b,) ou a, = cb, (0 < ¢ < 1), alors toute
solution f % 0 de I'équation (1.2) est d’ordre infini.

Z. X. chen [31, Théoreme 3] a étudié ce probléme sur I’équation différentielle
linéaire de deuxiéme ordre

f"+e“f'+Q(z)f =0, (1.3)

ot Q(z) est un polynéme non constant ou Q(z) = Ag(z)e?*avec a # bet Ag(2)(£ 0)
est un polynome. Il a trouvé que chaque solution (f % 0) de (1.3) est d’ordre
infini.

Dans [28] Z. X. Chen et K. H. Shon investiguent le probléme pour 1’équation
"+ A(2)e® f1 + Ag(2)e f =0, (1.4)

ou A1(z), Ao(z)(# 0) sont des fonctions méromorphes telles que o(A4;) < 1 et
arga # argbou a=cb (0 < ¢ < 1). Ils ont montré que toute solution ( £ 0)
de (1.4) est d’ordre infini.

En 2006, M. S. Liu et C. L. Yuan [24] ont examiné et généralisé le résultat
dans [31], pour une classe d’équations différentielles linéaires d’ordre supérieur.



Ils ont obtenu le résultat suivant: Toute solution méromorphe transcendante
[ # 0 de 'équation

O 4 by fED 4 e O L haf + hoe” f =0,

est d’ordre infini, o h; (j = 0,1, ..., k—1)(ho % 0) sont des fonctions méromor-
phes ayant un nombre fini de poles, 0 = maz{c(hj):j=0,1,....k—1} < 1let
arga # argbou a=cb (0 <c<1).

Le premier chapitre de ce mémoire est consacré a ’étude de la croissance
des solutions des équations différentielles linéaires, dans le but d’améliorer les
résultats de M. S. Liu et C. L. Yuan [24] pour I’équation différentielle linéaire

FO by fE D4 (e dy) fO by f by f 4 (hoeQ®)+do) f =0,

ouh;(j=0,1,2,...,k—1),d;(: = 0,1) avec hy3* 0 sont des fonctions méromor-
phes d’ordre fini, P(z), Q(z) deux polyndmes tels que deg P(z) = deg Q(z) = n
(n>1,n€e N)eto=max{o(h;),o(d;):j=0,1,...k—1, i=0,1}<n.

On démontre que toute solution transcendante ( % 0) est d’ordre infini et nous
donnons une estimation précise sur I’hyper ordre.

Il y a peu de recherches sur les points fixes des solutions des équations dif-
férentielles générales. Pour la premiére fois en 2000, Z. X. Chen [30] a étudié le
probléme sur les points fixes des solutions des équations différentielles linéaires
du deuxiéme ordre avec des coefficients fonctions entiéres. Apres cette étude,
Wang et Yi [18,19], Laine et J. Reippo [14], Chen et Shon [28] ont étudié
le probléme des points fixes des solutions et leurs dérivées sur les équations
différentielles linéaires de deuxiéme ordre avec des coefficients fonctions méro-
morphes. Dans [16], J. F. Xu et H. X. Yi ont géneralisé quelques résultats
dans [28], appliqués aux équations différentielles linéaires d’ordre supérieur
avec des coefficients fonctions méromorphes d’ordre de croissance o = 1. Nous
terminons le premier chapitre avec un Théoréeme qui améliore et généralise le
résultat de J. F. Xu et H. X. Yi [16] sur les points fixes des solutions et leurs
dérivées.

Dans le deuxiéme chapitre, nous travaillons aussi sur la croissance des so-
lutions mais avec un autre point de vue. Z. X. Chen et K. H. Shon [29] ont
généralisé le résultat trouvé par Z. X. Chen [31] sur 'équation (1.4). Apres ce
travail, en 2008 L. P. Xiao et Z. X. Chen dans [21] ont amélioré le résultat
dans [29] sur les équations différentielles linéaires

f(k) +Ak71 eak—1zf(k—1) + . +AO eaOZf _ O7



ou A; sont des fonctions entiéres avec o(A4;) < 1
et {ai,, iy, ..., a5, } C {ag, a1, ..., ap_1} tels que les arg(a;;) sont différents I'un
de lautre et a; = cl(”)aij ,ou 0< cl(zj) < 1 pour tout

ap (al 7£ 0) < {Clo, A1y enny ak,l} — {ail, Aoy +ensy aim} .
IIs ont démontré que toute solution f = 0 est d’ordre infini.

Notre but principal dans ce chapitre est d’améliorer et de généraliser le
résultat de L. P. Xiao et Z. X. Chen [21] pour les équations différentielles
linéaires d’ordre supérieur

fO) 4 Ap_qePe1@ fh=1) 4 A P F) 4 A P13 T AP f = 0,

ot A; sont des fonctions méromorphes d’ordre fini et de nombre fini de poles
telles que 0 = max{o(4;), j=0,1,..,.k—1}<n

et P(2) = aniz" + an_1,2""* + ...+ a1,z + ag; des polynomes, tels qu’il
existe {@ni,, Anin, -+ Ay } C {000, A1y ooy Gnp—1}, OU les arg(ay,;;) sont dif-
férents 'un de lautre, et a,; = cgj)an,i]. avec 0 < c;lj) < 1 pour tout
an g (ng # 0)E{an 0, An1s s nj—1}—{@niiy, Qnsig, -y Ani,, b - NOUs prouvons que
chaque solution transcendante (# 0) est d’ordre infini. Puis nous utilisant ce
résultat pour donner une estimation sur ’hyper ordre et sur l’exposant de
convergence des zéros de la solution.



Chapitre 1

Sur 1’Ordre de Croissance
et
les Points Fixes des Solutions
Méromorphes des Equations Différentielles

Linéaires d’Ordre Supérieur

1.1 Introduction et résultats :

Notre objectif dans ce chapitre est d’examiner la croissance des solutions des
équations différentielles linéaires d’ordre supérieur a coefficients méromorphes.
Sous certaines conditions, nous prouvons que toutes les solutions( % 0) sont
d’ordre infini et nous donnons une estimation précise sur 1’hyper ordre. Ce
résultat nous aide & améliorer et a généraliser le résultat de J. F. Xu et H. X.
Yi [16] sur les points fixes des solutions et leurs dérivées. Tout d’abord, nous
allons citer quelques définitions nécessaires a notre travail sur la théorie de R.
Nevanlinna. Pour plus de détails, voir ( [27], [15], [20], [25], [16] ).

Eléments de la théorie de R. Nevanlinna

Définition 1.1.1 : Fonction caractéristique de R. Nevanlinna.

Soit f une fonction méromorphe non constante et ¢ un nombre complexe ou
a = oo. Alors, on définit m (7, a, f) la fonction de proximité de la fonction f
au point a par

1 17 1 ,
m(r,a,f)—m(r,f_a)—%o/ln+W9)_a|d9 sia # oo

177 i ,
m (r,00 , f) = m(r, f):%{lrﬁ’f(reg)‘dé’ si a =00

ot log™ 2 = max(0, logz) pour x > 0 ;



et on définit N (r,a, f) la fonction a-points de la fonction f dans le disque
|z| <r par

N (r,a, f) = N(r, ——) /Orn(ta,f)—n((),a,f)

Fa = ; dt+n (0,a, f)Inr si a # oo
rn(t,00, f) —n (0,00, f)
t

N(r,oo,f):N(T,f):/O dt+n (0,00, f)Inr sia = oo

1 ) /Orn(tja’f)—n(O,(bf)dt_i_n(o’a,f)lnT sia%OO

t

rm(t, 00, f) —m (0,00, f)
t

dt+m (0,00, f)Inr sia= o0,

ou

n (t,a, f) désigne le nombre des zéros de I’équation f(z) = a dans le
disque |z| < t, chaque racine étant comptée avec son ordre de multiplicité;

n (t, 00, f) désigne le nombre des poles de la fonction f (z) dans le disque
|z| <'t, chaque pole étant compté avec son ordre de multiplicité;

n(t,a, f) désigne le nombre des zéros distincts de 1'équation f (z)
dans le disque |z| <t

a

et

7 (t, 00, f) désigne le nombre des poles distincts de la fonction f (z) dans
le disque |z| < t.

On pose N (r,00, f) = N (1, ) et m (r,00, ) = m (r, f).

On définit T (r, f) La fonction caractéristique de R.Nevanlinna de la fonction
f par

T(r, f)=m(r, f)+N(r,f).

Théoréme 1.1.1 : Premier Théoréme fondamental de R. Nevanlinna.
Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors pour tout nombre com-
plexe a, on a

m(r,a, f) + N (r,a,f) =T (r, f) + € (r,a),

ou ¢(r,a)=0(1) (r— o0).



Définition 1.1.2 : L’ordre et ’hyper ordre.
Soit f une fonction méromorphe. On définit 'ordre o (f) de la fonction f par

logT
o(f) =1lim S.upiOg (r.f)
00 log r

’

et on définit ’hyper ordre o5 (f) de la fonction f par

) loglog T (r, f
@W:¥E£1%f)-

Exemple 1.1.1 : ( Voir [27, p. 07, p. 20] )
i) Soit f(z) = €* . Nous avons n(t, f) = 0 car f n’admet pas de zéros, par
conséquent

N(r, f) =0.
De plus
1 2
_ + | rcos6
m(r, f) = 27T/ln e db
0
3 2T r ’
m(r, f) 5 {(rcos@)d@—l—lr(rcosG)dQ 27r( +1) -
Donc
"
T(r f)="_.
rf)="
D’ou
InT
o(e®) = lims.upM =1
Inr

ii) Soient P (z) = az? 4 ... est un polynoéme de degré p > 0 et f(2) = e/®),
alors

T )~ A o)

10



D’ou
o (eP®)) =
(") =»
et
o(e) =2, o2 1) =3 .
(F)=2. o( )

iii) Soit f (z) = exp (e*), alors (Voir [27,p. 84, Lemma 4.3])

67’

(2737)3

T<T7f) ~

(quand 7 — o0) .

Dou o (e“) = 0.

Exemple 1.1.2 :

o9(e*) =0, og(exp(e®)) =1, o9 (exp (e'zZ)) =2.

Définition 1.1.3 : L’exposant de convergence des zéros.
Soit f une fonction méromorphe. Alors, 'exposant de convergence des zéros
de la fonction f est définit par

)\(f):hmlog]\f(r,})

r—+oo  logr

et on définit 'exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f par

30 = T2V (),

r—+oo  logr

Exemple 1.1.3 :

(1) Comme la fonction f(z) = e* n’a pas de zéros. Alors
Ae*) =0 = Ae?).

(ii ) Comme la fonction f(z) = exp(e®) n’a pas de zéros. Alors
Alexp(e”)) = 0 = A(exp(e?)).

(iii) Pour la fonction f(z) = e* — 12. Ses zéros sont

2, = In 12 + 2k7i (avec k un nombre entier).

11
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Pour ¢ > 0, on a 2k + 1 zéros de la fonction f dans le disque |z| < ¢ (Voir la
Figure 01) :

2 — In%12

2 = (2rk)2 +1n212 don k?=
(27k)* +1n ol 12

Donc pour ¢ suffisamment grand on a

1 2 —1n?12 t
t, ) =2k +1~n2— 1~ —.
n(?f) + 47_(_2 + T

N(?",1)2/(:”(757});n((),})dt—i-n(O,l)lnr:/or1dt:

1
f f T T

Par conséquent A(f) = 1= X (f).

r.

12



Définition 1.1.4 : L’exposant de convergence des points fixes dis-
tincts. Solent 2z, 22, ... (0 < |2;] < |2j41], J € N ) une séquence des
points fixes distincts de la fonction méromorphe transcendante f. Alors 7(f),
I’exposant de convergence des points fixes distincts de f est défini par

T(f):inf{7>0 : i|zj|T<oo},

J=1

log N (7",

)

T(f)=X(f~2) = Tm

r—-+00 log r

Exemple 1.1.4 : Pour la fonction f(z) = ze* — 11z, les points fixes de la
fonction f sont les zéros de la fonction

f(2) — 2=z — 122 = z(e* — 12).
Dou7(f)=A(f—2)=A(z(e? —12)) =1

Définition 1.1.5 : La mesure linéaire, la mesure logarithmique et
la densité logarithmique supérieure. Supposons que E C [1,4+00), on
désigne par m(E) la mesure linéaire de 'ensemble E et par Im(FE) la mesure
logarithmique de l’ensemble FE, avec

m(B) = [ xp )
et

Im (E) :/1+°° XEt(t)dt,

ol g (t) est la fonction caractéristique de I'ensemble F.
La densité logarithmique supérieure de I’ensemble E est définie par

densE — Tim Im(EU1,r]) -
T —+00 log r

13



Exemple 1.1.5 :

(1) La mesure linéaire de I’ensemble £ = [1,¢] C [1,00) est

/XE t)dt = /dt—e—l
1

(ii ) La mesure logarithmique de ’ensemble E = [1,€3] C [1,00) est

t dt
/XE ) =3.

(iii ) La mesure linéaire d’un ensemble fini E est nulle

m(E) = 0.

En 2006, M. S. Liu et C. L. Yuan [24] ont étudié la croissance des solutions
pour une classe d’équations différentielles linéaires d’ordre supérieur et ont
obtenu le résultat suivant.

Théoréme 1.1.2 : (Voir [24,Theorem 1]). Supposons que a,b sont des nom-
bres complexes non nuls, h; (j = 0,1,....k — 1)(ho # 0) sont des fonctions
méromorphes qui ont un nombre fini de pdles et

o=max{o(hj):j=0,1,...k—1} < 1.

Si arga # argb ou a = ¢b(0 < ¢ < 1), alors toute solution méromorphe
transcendante f de l’équation

FO oy fE D 4 e O by f 4 et f = 0.
est d’ordre infini et oo(f) = 1.

Nous continuons la recherche dans ce type de problemes, nous obtenons les
Théorémes suivants qui améliorent et généralisent les résultats de M. S. Liu
et C. L. Yuan [24].

Théoréme 1.1.3 : Soient P(z) = a,2" + a, 12" 1 + ... + a1z + ay,

Q(z) = bpz™ + by 12" + ... + b1z + by deux polynémes non constants, ot
aj, b; (7 =0,1,2,..., n) (n>1,n€ N) sont des nombres complexes tels
que ay, b, # 0 et soient h;j(j =0,1,2,....k — 1), d;(i = 0,1) avec hy# 0 des
fonctions méromorphes d’ordre fini telles que

o =max{o(h;),o(d;):j=0,1,...k—1,i=0,1} < n.

14



Si arg(a,) # arg(b,) ou a, = cb, (0 < ¢ < 1), alors toute solution méro-
morphe transcendante [ de l’équation :

FO 4R fE D by fOD 4 (R eP O dy) 4 by fO V4 by f +(hgeQE) +do) f = 0

ot s€{1,2,. k—1} et k>2, (1.1.1)
est d’ordre infini.

En plus, si les fonctions hj(j = 0,1,2,....,k — 1), d;(i = 0,1) ont un nombre
fini de poles, alors Uhyper ordre oo(f) satisfait oo(f) =n .

Théoréme 1.1.4 : Soient P(2) = a,2" + ap_12" '+ ... +a12 + ag ,

Q(2) = by2" +by12" 1+ ...+ b1z + by deuzx polyndmes non constants, ot aj,
b (j=0,1,2,..., n) (n>1,n € N) sont des nombres complexes tels que
an by # 0, a, = cb, (¢>1) et que deg(Q(z) — 2P(z))=m (m est un nombre
entier positif non nul et m<n) et soient h; (j =0,1,2,...,k—1), d;(i=0,1)
avec hg £ 0 des fonctions méromorphes d’ordre fini telles que

o =max{o(h;),o(d;)):j=0,1,..,k—1,i=0,1} <m.

Alors, toute solution méromorphe transcendante f de ’équation (1.1.1) est
d’ordre infini.

En plus, si les fonctions hj(j = 0,1,2,....k — 1), d;(i = 0,1) ont un nombre
fini de poles, alors Uhyper ordre os(f) satisfait m < oo(f) <n .

Exemple 1.1.6 : Pour I’équation

FO ez +3| ;" +3f — [ —1] =0, (1.1.2)

on a arg(+3) # arg(—1)(d’on arga, # argb,). D’aprés le Théoréme 1.1.3,
toute solution transcendante f de cette équation satisfait

O'(f):OO ) UZ(f):l'

On voit que f(z) = exp(e®) est une solution de I’équation (1.1.2) et que

o(exp(e®)) =00 , oa(exp(e?)) = 1.

Exemple 1.1.7 : Pour I’équation

P (=Y ]y Loy o o

onal = (%) 2 (dou a, = 3b,). D’aprés le Théoréme 1.1.3, toute solution
transcendante f de cette équation satisfait
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On voit que f(z) = exp(e®) pour tout z # 0 est une solution pour I’équation
(1.1.3) et que

o(exp(e®)) =00 , oa(exp(e®)) = 1.

Exemple 1.1.8 : Pour I’équation

fr—i [(1 - i) ¢+ 1} = iezizf =0, (1.14)

onai= (%) 2i (d’ou a, = 3b,). D’apres le Théoréme 1.1.3, toute solution
transcendante f de cette équation satisfait

o(f) =00, oof) =1L

On voit que f(z) = exp(e’ #) pour tout z # 0 est une solution de I’équation
(1.1.4) et que

olexp(e’ ?)) = 0o , oa(exp(e’ ?)) = 1.

Exemple 1.1.9 : Pour I'équation

2 1
"+ [ze2z — (1 - )] f— (ze3z + ) =0, (1.1.5)
z z
on a2 = (%) 3 (dou a, = 2b,). D’apres le Théoréme 1.1.3, toute solution

transcendante f de cette équation satisfait

o(f) =00, oo(f) =1L

exp(e?)

~— pour tout z # 0 est une solution de I"équation

On voit que f(z) =
(1.1.5) et que

esz(ez)) =00 , 0_2( .

o

Exemple 1.1.10 : Pour I’équation

2 1 2 1
"+ [4z3e22 — 22+ - - (824€3Z + 2+ Zz) f=0, (1.1.6)

on a2 = (%) 3 (dou a, = 2b,). D’apres le Théoréme 1.1.3, toute solution
transcendante f de cette équation satisfait

o(f) =00, oo(f) =2
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22 .
On voit que pour tout z # 0, la fonction f(z) = exp(“-) est une solutions de
I'équation (1.1.6) et que

slesp(“)) =00 aafesp()) =2.

Dans le cas ou deg(Q(z) — 1 P(2))=0 (m = 0) nous avons ce contre exemple;

Exemple 1.1.11 : Nous avons pour toute fonctions arbitraire h(z), la fonc-
tion f(z) = €* est une solution de I’équation

f 4+ [A=hE) e £+ ()~ De = 1) £ =0

On voit que

oe)=1, oy(e*) =0,
Ou la solution f(z) = e* est d’ordre fini.
Dans ce cas, pour que la solution soit d’ordre infini, nous avons ce Théoréme;

Théoréme 1.1.5 : Soient P(2) = a,2" + ap_12" 1+ ...+ a1z + ag ,

Q(2) = bpz" + by 12" P+ ...+ b1z + by deux polyndmes non constants, ot a;,
b (j=0,1,2,..., n) (n>1,n € N) sont des nombres complezxes tels que
an b, # 0 et soient h; (j = 0,1,2,....k — 1), d;(i = 0,1) avec ho # 0 des
fonctions méromorphes d’ordre fini telles que

o =max{o(h;),o(d;):7=0,1,...k—1, i=0,1} <o(hg).

Supposons que a, = cb, (¢ > 1), deg(Q(z) — %P(z)) =0 et que
ML) < plho) < (o) < 1.

Alors, toute solution méromorphe transcendante f de l’équation (1.1.1) est
d’ordre infini.

En plus, si les fonctions hj(j = 0,1,2,....k — 1), d;(i = 0,1) ont un nombre
fini de poles, alors Uhyper ordre o5(f) satisfait o(hg) < oo(f) < n.

Dans [16] J. F. Xu et H. X. Yi ont généralisé quelques résultats de [28] sur les
points fixes des solutions, au cas des équations différentielles linéaires d’ordre
supérieur avec des coefficients fonctions méromorphes d’ordre de croissance
o =1 et ils ont démontré le Théoréeme suivant.

17



Théoréme 1.1.6 : Supposons que A; (j =0,1,....,k — 1) sont des fonctions
méromorphes avec o(A;) <1 (j = 0,1,....k — 1). Soient ag,as,...,ax_1 des
nombres complexes constants non nuls tels que

(i)arga; #argay (j=0,1,...,k—1)

ou

(i ) arga; =argag et a; =cjag (0<c¢; <1), (j=0,1,...,k—1).

Alors, pour k > 2, chaque solution méromorphe transcendante f de l’équation
O p Ay et fEmD L A e 4 Age® f =0

est d’ordre infini et f , ', f" toutes ont un nombre infini des points fizes et
satisfont

Le deuxieéme but de ce chapitre est d’étendre 1'étude réalisé dans [16], pour
donner le Théoréme (1.1.7) sur les points fixes des solutions et leurs dérivées,
pour les équations différentielles linéaires d’ordre supérieur, avec des coeffi-
cients fonctions méromophes d’ordre de croissance o = n .

Théoréme 1.1.7 : Soient P(2) = 42" + ap_12""1 + ... + a1z + ag,

Q(z) = bpz™ + by 12" + ... + bz + by deux polynémes non constants, ot
aj, b; (7 =0,1,2,..., n) (n > 1,n € N) sont des nombres complexes tels
que a, b, # 0 et soient hj(j =0,1,2,....k — 1), d;(: = 0,1) avec hy % 0 des
fonctions méromorphes d’ordre fini. Si une des conditions suivantes est réalisée

(i) arg(ar) # ang(by) et
o =max{o(h;), o(d;):j=0,1,...k—1,i=0,1} <n.

(iz‘)anzcbn(ce]o;l[_{%; ;%})et
o =max{o(h;), o(d;) : j=0,1,....,k =1, i =0,1} <n.

N =

(iii ) an =cby(c €[ 15 + oo[U{};3:2}) et deg(P(2) — c Q(2)) =m
( m est un nombre entier positif non nul et m <n ) et
o=max{o(h;),o(d;):j=0,1,..,k—1,i=0,1} <m .

Alors, pour toute solution méromorphe transcendante f de l’équation (1.1.1),
f . f, f" ont un nombre infini des points fixes et satisfont

() =7() =T = o0

Nous avons besoin des lemmes suivants pour les preuves de nos Théorémes.
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1.2 Lemmes pour les preuves des Théoremes

Lemme 1.2.1 : (Voir [20]) Soit P(2) = 2" + an_12""' + ... + a12 + ag,
avec m un entier positif, a, = ane’", a, > 0; et 0, €[0;27). Pour tout
£ (0 < e < ), nous présentons 2n angles fermés

S; —%+(2j—1)27;+6 <0< —%+(2j+1)27;—5, j=0,1,..,2n—1.
Alors, il existe Ry = Ro(g) > 0 tel que pour |z| =r > Ry
Re P(z) > a,,r"(1 — €)sin(ne)
pour certains j, si z = re' € S;; tandis que pour les autres j, si z = re ¢ S
Re P(2) < —a,r"(1 — €)sin(ne) .
Lemme 1.2.2 : (Voir [34]) Soit f(z) une fonction méromorphe d’ordre
o(f) =0 < +o0. Alors, pour tout € > 0, il existe un ensemble Ey C (1,+00)

de mesure linéaire finie et de mesure logarithmique finie tel que quand |z| =
r ¢ [0,1] U Ey,r — +00, on a

)] < exp {r7).

Lemme 1.2.3 : (Voir [9]) Supposons que f est une fonction méromorphe
transcendante. Soient o > 1 une constante, k et j deux entiers satisfaisant
k> j > 0. Alors, il existe une constante B > 0 et un ensemble E; C (1,00)
de mesure logarithmique finie, tels que pour tout z satisfaisant

|z| =7 ¢ EyU[0,1], on a

| f9(2)
700(2)

k—j

S B [W(logr)alogT(OéT, f)

Lemme 1.2.4 : (Voir [33]) Supposons que h(z) est une fonction méromorphe
avec

A(}l) <uh) < olh) =0 < ;

Alors, pour tout € > 0, il existe un ensemble E3 C (1,+00) de densité loga-
rithmique supérieure positive, tel que pour tout z satisfaisant |z|=ré€Es,
on a

|h(2)] > exp [(1+o(1))r" 7] .
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Lemme 1.2.5 : (Voir [24]) Supposons que k > 2 et Ay, Ay, As, ..., Ap_1 sont
des fonctions méromorphes ayant un nombre fini de poles.

Soit 0 = max{o(4;), j=0,1,2,...,k—1} et soit f(z) une solution méro-
morphe transcendante de I’équation

F® L Ay fE YD 4 4 A f=0.
Alors, o3(f) < o.

Lemme 1.2.6 : (Voir [7, 12]) Supposons que fi1(z), f2(2), f3(2), ..., fu(2)
(n > 2) sont des fonctions méromorphes et g1(2), g2(2), g3(2), ..., gn(2) sont
des fonctions entiéres satisfaisant les conditions suivantes :

i) ng( )eti®) =0,

i ) gj — gr ne sont pas constantes pour 1 < j <k <n,

iii ) T(r, fj)=o0(T'(r, e %)) (r— oo, r¢ E) Pour 1<j< n, 1<h<k<mn, .
Alors, f;=0 (j=0,1, ..., n ).

Lemme 1.2.7 : (Voir [34]) Soient A;, F (F'# 0) (j=0,1,...,k—1) des fonc-

tions méromorphes d’ordre fini. Si f(z) est une solution d’ordre infini de
I’équation

FO 4 A fED 4+ Af  Af=F

alors f satisfait

1.3 Preuve du Théoréme 1.1.3

Soit f une solution méromorphe transcendante de 1’équation (1.1.1)

Le 1" Cas : arg(a,) # arg(h,). De I'équation (1.1.1), nous avons

9 Z<Z hk ()| | 1 IZZ ot
hs(z) d1(2) f9(2)
holo) T ho(2) >| RN
he 1 (2) || FED(2) hl(z) £ |do(z)
ho(2) ‘ T @) 7o) | hoz) (133)
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Par le Lemme 1.2.1, il existe des constantes Rq > 0, L > 0 et 01 < 05, telles
que pour tout z = re?, |z| =7 > Ry, 6 € (6;,0,) nous avons

Re(P(2)) <0 et  Re(Q(z)) > Li" . (1.3.2)

Par I'observation que 0 = max {o(h;), o(d;) : j=0,1,...,k—1,i=0,1} <n,
et le Lemme 1.2.2, il existe un ensemble Ey C (1, +00) de mesure linéaire et
logarithmique finies, tel que quand |z| = r¢[0,1] U Ey, r — 400, on a pour
tout € >0

1 ote dz(z) ote .
<e" <e  ,1=0,1
ho(2)| — ho(2)
h(Z) o+e .
et P <™ =12, k-1, 1.3.3
ho(2)| = j (1.3.3)

Par le Lemme 1.2.3 il existe une constante B > 0 et un ensemble
E; C (1,400) de mesure logarithmique finie, tels que pour tout
|z| =r ¢[0,1] U Ey,r — +00, on a

|f(j)(z)
f(z)

En vertu de (1.3.2), (1.3.3) et (1.3.4), pour z = re', 0 € (01, 0,),
et r ¢ [0,1]U Eq U Ey, 1 — 400 l'inégalité (1.3.1) donne

< B[T@r, )" |, j=1,2, .k (1.3.4)

o+e

el < e (Bk+ 1) [T(2r, I +1).

Alors
eMe T —1 < Bk + 1) [T(2r, f)F
Puisque o < n ( nous pouvons prendre ¢ = % donco+e<n ), on obtient

o logT(r, f)
olf) =, dm =g, —

et

rm loglog T(r, f) >n
r——+00 log r

Uz(f) =

De plus, si les fonctions h;(j = 0,1,2,...,k — 1), d;(« = 0,1) ont un nombre
fini de poles, alors par le Lemme 1.2.5 et ’équation (1.1.1), on aura
o2(f) <n, donc oo(f) = n.
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Le 2°mCas : a, = cb, (0 < ¢ < 1) : Posons deg(P(z) — cQ(z)) =

( m est un entier positif non nul et m < n ). Par le Lemme 1.2.1, 11 existe
des constantes Ry > 0, L1y > 0, A > 0 et 0; < 65, telles que pour tout
z=re" |zl =r >Ry, 0€ (0;,03) ona

Re(P(z) —c Q(2)) < X et Re(Q(z)) > Ly r™ . (1.3.5)

De I’équation (1.1.1) on obtient

‘6(1%) Q)| < |1 ‘efc o | () N hy—1(2) ‘efc o | V()
~ | ho(2) ho(2) f(2)
h5<z) P(z)—c Q(2) dl (Z) —c Q(z) f(S) (Z)
+.. 4 ( o (2) ‘e + o (2) ‘e 702) +
h‘S*l(’Z —c Q(z f D) )
o) e | 4ot
ha(z)| - Q(2) ( ) do(z) —c Q(z)
e ¢V + e W 1.3.6
)| D [ (130
En vertu de (1.3.3) , (1.3.4) et (1.3.5), pour z = re, 6 € (01,05),
r ¢ 1[0,1]U EyU Ey, r — +o0, U'inégalité (1.3.6) donne :
U=l ™ < A (B(k +1)[T(2r, )+ 1)
eU=AL o= oA 1 < B(k 4 1) [T(2r, f)]**. (1.3.7)

Puisque 0 < n et 1 — ¢ > 0 (nous pouvons prendre € = 5% donc 0 + ¢ < n),
on obtient

o logT(r, f)
O'(f) = , 111200W = +o0
et
o+ loglogT(r, f)
Ug(f) = . hlﬁ-looT 2 n

De plus, si les fonctions h;(j = 0,1,2,...,k—1), d;(: = 0,1) ont un nombre fini
de pdles, alors par le Lemme 1.2.5 et I’équation (1.1.1), nous avons o5(f) < n,
donc oo(f) =n .

Dans le cas P(z) —c Q(z) = A (ou A est une constante ), on prend A > 0 tel
que e* > R4 alors I'inégalité (1.3.7) est satisfaite et on obtient les mémes
résultats.
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1.4 Preuve du Théoréme 1.1.4

Supposons que a,, = ¢b, (¢ > 1) et deg(Q(z) — tP(z)) = m (' m est un entier
tel que 1 < m < n ). Alors, selon le Lemme 1.2.1, il existe une constante
Ly > 0 et une courbe continue I' qui tend vers l'infini, telle que pour tout
z=re" zeT avec |z| =7, on a (Voir [20, p. 385])

1
Re(Q(z) — =P(z)) > Lar™ et Re(P(z))=0. (1.4.1)
c
Soit f un nombre réel tel que 0 < f < m. Alors, selon le Lemme 1.2.2, il

existe un ensemble FEy C (1,400) de mesure linéaire et logarithmique finies
tel que quand |z| =r¢[0, 1] U Ey, r— 400, on a

1 . di(2) | _ o .
ho(2) <e ho(2) <e" (i1=0,1)
hi(z)| _ o
et ho(2) <e ,j=1,2,.., k1. (1.4.2)
De I’équation (1.1.1), il s’ensuit que
Q(x)-1P(2) 1 ~1p(z) f®(2) hi—1(2) ~1p(z) SEI(z)
)< | e e | e
hs(2) (1-1)P(2) di(2) —ip(z)>|f(s)(2)
+---+<h0<z> | el 7G|
hs1(2) ]| —1pe) fe70(2)
i) | ’| e
hi(2) ~1p(z) f/(z) do(2) —1p(z)
h()(Z)\ P e ho(z)’ PG| (1.4.3)

En vertu de (1.3.4), (1.4.1) et (1.4.2), pour tout z = re? avec z € T, et
r ¢ [0,1]U Ey U Ey, r — +o00, U'inégalité (1.4.3) donne

el < (B(k+1) [T(2r, I +1)
d’ou
eF e 1 < Bk + 1) [T(2r, f)]* . (1.4.4)

Puisque 8 < m, on obtient

o(f) = Tm log T'(r, f)

= —|—OO
r—+oo  logr
et

T loglog T'(r, f) > m

r—+00 log r

U2(f) =
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De plus, si les fonctions h;(j = 0,1,2,...,k — 1), d;(« = 0,1) ont un nombre
fini de poles, alors par le Lemme 1.2.5 et I’équation (1.1.1), nous avons
oa2(f) <n.Donc m < os(f) <n.

1.5 Preuve du Théoréme 1.1.5

Soit f une solution méromorphe transcendante de 'équation (1.1.1). Sup-
posons que Q(z) — 1P(z) = A (A constante).

Puisque 07 = max{o(h;), o(d;): j=0,1,...,k—1, i=0,1} < o(hy),on
prend «, 5 deux nombres réels tels que o1 < < a < g(hg).

D’aprés le Lemme 1.2.2, il existe un ensemble Ey C (1, +00) de mesure linéaire
et logarithmique finies, tel que quand |z| =7 ¢ [0,1] U Ey, 7 — 400, on a

hi(2) <e”, j=1,2,., k=1 et |di(z)]<e” , i=0,1 . (15.1)
Puisque hg est une fonction méromorphe et )x(hio) < p(ho) < o(ho) < 3,
alors d’aprés le Lemme 1.2.4, il existe un ensemble E3 C (1,+00) de densité
logarithmique supérieure positive tel que pour tout z satisfaisant |z| = r € Ej,
on a

|ho(2)] > ™. (1.5.2)
D’aprés le Lemme 1.2.1, il existe une courbe continue C' qui tend vers I'infini,
telle que pour tout z = re avec 2 € Cet | 2 |=r > Ry, on a

Re(P(z)) =0 (1.5.3)

De I’équation (1.1.1), il s’ensuit que

‘f (2)

(k) .
ho(z)eQ(Z)f%P(Z) + [ hyper (2)] e 2P
| e |

< )e’%P(Z)

/()

+..+ (|hs(z)| ’6(1_%)]3(2)

Ll)(z) + .+

f(z)
f/(Z) N e 1P

En vertu de (1.3.4), (1.5.1), (1.5.2) et (1.5.3), pour tout z = re? avec z € C
et r € B3 —[0,1] U Ey U Ey, 1 — 400, 'inégalité (1.5.4) donne

£9(2)
) ’ @ "

+|d(2)] e

|hao1(2)][e==7)

[ha(2)] e <@

. (1.5.4)
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e efe M < e (B(k + 1) [T(2r, /)] +1)
d’ou
e eRe e 1 < Bk + 1) [T(2r, /)] . (1.5.5)

Puisque 8 < «, on a

r—+oo  logr
et

r loglog T'(r, f) > a
r—+00 log r

oa(f) =
Comme « est arbitraire dans l'intervalle |3, o (ho)[, on en déduit que

o2(f) > o(ho).

De plus, si les fonctions h;(j = 0,1,2,...,k — 1), d;(« = 0,1) ont un nombre
fini de poles, alors par le Lemme 1.2.5 et I’équation (1.1.1), on obtient
o2(f) <mn.Donc o(hy) < oa(f) <n.

Pour A =0 (ou P(z) = ¢ Q(z)), on obtient les mémes résultats.

1.6 Preuve du Théoréme 1.1.7

Soit f une solution méromorphe transcendante de I’équation (1.1.1 ), satis-
faisant une des conditions (i), (ii ), (iii ) du Théoréme 1.1.7. Alors avec
lapplication des Théorémes 1.1.3 / 1.1.4 nous avons o(f) = oo .

On commence par les points fixes de f(z). Posons go(z) = f(z) — z,
alors z est un point fixe de f(z) si et seulement si go(z) = 0. Nous avons go(2)
est une fonction méromorphe et o(go(2))=0(f(z)) = oo .

En substituant f(z)=go(z) + 2z dans I’équation (1.1.1), on aura

-1 -1

08 4 g8+ (e 4 d) gl 4 hgagE T 4+

higy + (hoe®® + do)go = —hy — 2 (hoe®® + dy). (1.6.1)
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Ecrivons (1.6.1) sous la forme

0+ Ags1g8 Y ¥ AgagS) + Age1gSTV H

Ao1go + Aoogo = —Ao1 — 2z Ago = Aq. (1.6.2)

Pour ’équation (1.6.2), nous considérons uniquement les solutions méromor-
phes d’ordre fini satisfaisant go(z) = f(z) — z.

Comme le coefficient Ay, = (hee? (=) 4 dy) est arbitraire dans 'ordre des co-
efficients (1 < s < k —1 ) dans 'équation (1.1.1), Nous distinguons deux cas
pour Ap.

1" cas :
AO = _A(],l - ZAO,O = —hl - Z(ho@Q(z) + do) = (—hl - Zd()) - Zho@Q(Z) .

Nous avons Ay # 0 ( car Ay = 0 impliquera que hy = 0, une contradiction
avec la supposition du Théoréme 1.1.7 ) (Voir le Lemme 1.2.6).

2imecas

= (-dl — Zd()) — Zho@Q(z) — hleP(z).

= Ber(Z) + B1€P(Z) + BQ.
Nous avons deg(Q(z) — P(z)) = net o = max {o(By), o0(B1), o(B2)} <n (ou
o < m quand deg(Q(z) — P(z)) = m pour la condition ( iii ) dans le Théoréme
1.1.7). Par conséquent, T(r, B;) = o(T(r,ef®=@E)) (r — oo, r ¢ E).
Alors, si Ag = 0, selon le Lemme 1.2.6 By = 0 = hg, une contradiction avec
I’hypothese hg % 0 du Théoréme 1.1.7, donc Ay % 0.

Par conséquent dans les deux cas Ay # 0. En utilisant le Lemme 1.2.7 pour
I'équation (1.6.2) ci-dessus, on obtient

A90(2)) =7(f) = 0(go(2)) = o0 .

Maintenant, considérons les points fixes de f'(z).
Soit g1(z) = f'(2) — z. Alors, z est un point fixe de f'(z) si et seulement si
g1(2) = 0. Nous avons ¢;(z) est une fonction méromorphe avec

o(91(2)) = o(f'(2)) = o (f(2)) = oo.

En dérivant les deux cotés de 1’équation (1.1.1), on obtient
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FE 4+ by fO 4 [h;_l + hk&} FED+ L+ {hlsw + herl] FEr4

W+ (hee™® )| D 4 [(hee”D - dy) + hoa] £+t
By + il £+ [B+ (hoe®®) + do)] f' + (hoe®) + do)' f = 0 (1.6.3)

De I’équation (1.1.1) nous avons

1
= |f® (k=1) (s41)
/= (hoeQ® + dy) PO by fED L gy fOTD
(hsep(z) + dl)f(s) + hs—lf(s_l) + + hlf/:| ' (1.6.4)

En substituant (1.6.4) dans (1.6.3), on aura

(her(Z)+d0)/
(her(z)+dU)

(her(z) +d0),

D4 (p, o — e TR0
f +l k—1 (her(z)+d0)

] 4 [ o1+ hE—2— hkl] FEDL L

(hoe? D +dy )’

(hoe@®)+dy)

(hye®tdo)’ ) pce (s) :

(o ee” ) | fO oty =
0

(her(Z)+d0)/ /
k| f'=0. L.6.
(@ 1dg) f'=0 (1.6.5)

Nous pouvons écrire I’équation (1.6.5) sous la forme suivante

(hOeQ(Z)—i-do)/h e

(hoeQ®@)+dy) "
(her(z)+d0)/ f//

(hee@@+dy)

lh;+2+h5+1_ hs+2] fe+ [hls+1+(hsep(z)+d1)_

+ [(hsep & 1dy) +he1—

+ [h’l—k(hOeQ(z)deo)—

FED A f® A o fRY A fOETY

FAL S+ A fO L+ A+ Aef =0, (1.6.6)
ot A (j = 0,1,2,...,k — 1) sont des fonctions méromorphes définies par
I'équation (1.6.5).

En substituant f'(z)=g1(2) + z, f"(2)=gi(z) + 1, [0V = ¢/(j = 2,3, ..,
k — 1) dans I’équation (1.6.6), nous obtenons

I+ A g8+ Aagt TP o A g AP+

A1’S_19§S_1) + ...+ A1719/1 + Al,Ogl = —A171 — ZALO = Al' (167)

Comme le coefficient (hse”’*) 4 d;) est arbitraire dans 1'ordre des coefficients
(1 < s <k—1) dans I’équation (1.1.1), nous distinguons trois cas pour A;.

1 cas (s >2)

Al = _Al,l — ZAL().
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D’ou

(her(z) + do)/
(her(z) + do)

(her(z) + do)/

A= — |+ Iy —
1 2+ 1 (ho@Q(z) +d0)

h2‘| —Z [h/l + (h[)@Q(Z) + do) —

Par conséquent

_ 1 2 20(: Q@)
Al = —m (Zh —l— Bqe + BQ)
Jj= 2
A= IS RO
! (hUGQ + do gZO 6

ot Gy = 2Q(2), G1 = Q(2) et Go = 0 des polynéomes; By = zhZ, B; et
By sont des fonctions méromorphes, écrites sous la forme d’une somme de
multiplications des termes constitués par les fonctions z, hy, hl., @', dy, dj,.

Nous avons A; # 0, car deg(G; — G;) = n pour tout 0 <i < j <2, et
oc=max{o(B;):j=0,1,2} <n.
Alors
T(r, Bj) = o(T(r, e %)) (r — oo, 7 ¢ E ),
et ho % 0, d’aprés le Lemme 1.2.6, nous avons donc, A; % 0
2imecas (s =2)

(her(Z) + do)/
(]’L()@Q(Z) + do)

Al = —A1,1—Z AI,O = — [(hgep(z) + dl), + hl — (h2eP(z) + dl)] —

haeQE) 1 4.y
z |fl& + (her(Z) + d()) - ( 0 + 0) h1‘|

(ho@Q(z) + dg)

— 1 2 2 Q Q P P+Q
Al = —m |:(Zh0> e + Bl@ + B2€ + Bge + B4:|
Aj=—— |3 B
ET T (e z> + do) Z <)

ou G sont des polynomes deﬁnls comme ci-dessus et By = zh3 , B; sont des
fonctions méromorphes, écrites sous la forme d’une somme de multiplications
des termes constitués par les fonctions z, hy, hl,, Q', P', dy, dj, dy, d}.

D’aprés le Lemmel.2.6, on a A; # 0, car deg(G; —G;) = n (donc o(e% %) =
n) pour tout 0 < i < j<4eto=max{o(B;):0<j<4} <n (ouoc <m
alors deg(G; — G;) = m (donc o(e%~%) = m) pour la condition ( iii ) dans
le Théoremel.1.7). Par conséquent, T'(r, B;) = o(T(r,en=Ck)) (r — oo, r ¢
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D’ou hy# 0. Donc A; # 0 .

3i¢mecas (s=1)

hoe®®) + d,)
A=—-A11—2A,0=— lhé + (hlep(z) +dy) — (hoe“'®) + do) 21 B

(her(z) + d())

(her(z) + dg)/
(hOeQ(Z) + dg)

z l(hlep(z) + dl)/ + (her(Z) + do) - (hlep(z) + dl)‘|

_ 1 2\ ,2Q Q P P+Q
Al = —m |:(Zh0> (& -+ Ble -+ Bge -+ Bge -+ 34}

1

A= —
P (hoeQ@) + dp)

?

=4

G,
> Bje
=0

ou G; sont des polynomes définis comme ci-dessus et By = zh3, B; sont des
fonctions méromorphes, écrites sous la forme d’une somme de multiplications
des termes constitués par les fonctions z, hy, h.., Q', P, do, dy, dy, d.

En utilisant le méme raisonnement comme dans le 2°™¢ cas (s = 2), nous

trouvons que A; # 0 .

Dans les trois cas précédents, nous avons trouvé que A; % 0. En utilisant le
Lemme 1.2.7 pour 1’équation (1.6.7) ci-dessus, on obtient

Mar) = A(f' = 2) =7(f) = o(g1) = o(f) = 00 .

Finalement, nous prouvons que 7(f”) = A (" — z) = cc.
Soit ga2(z) = f"(z) — 2. Alors, z est un point fixe de f”(z) si et seulement si
g2(z) = 0. Nous avons g2(2) est une fonction méromorphe et

0(92(2)) = o (f"(2)) = 0(f(2)) = o0.
Montrons que A (gs) = o0o.

En dérivant les deux cotés de 1’équation (1.6.6), on obtient

FED 4 Ay fED 4 (A + Avpea) fP 4+ (AL + A £OTY

(Al + Ava) SO o (A7 + Aro) [+ AL f = 0. (16.8)
De I’équation (1.6.6) on a

1 _
= TAL {f(kﬂ) + Aot f® + Ao fEY 4+ L
1,0

A1,5+1f(s+2) + Al,sf(s+l) + Al,sflf(s) +..+ALSf } . (1.6.9)
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Notons que A; % 0 car on a

(her(Z) + do)l
(her(z) + dg) !

Avo = By + (hoe®®) + do) —

ou

(her(z) + do)/
(her(z) + d[))

Arg = (he”® +dy) + (hoe®? + do) — (h1eP®) +dy).

D’ou
_ 1 2 20(2) Q@)
A = Grocr 3 gy (18697 + Bae) + o)
ou
_ 1 2 20(2) Q) P(:)+Q(2) P(2)
Al,O = m (hOG + Bje + By + Bse + Bye > .

En appliquant le Lemme 1.2.6, on trouve que A; o % 0.
En substituant (1.6.9) dans (1.6.8), on aura

/
Al

FED 4 [Al,k—l " Au,

A/
] f(k+1) + [A/Lk_l + A pg — ALOA““*] f(k)
1,0

!/

A
+.F lA’le + Ao — AL‘)ALS_I] &)+ 4
1,0

/ "

Al A
lA’m + Ay — Al’oAl,z] &+ lAll’l + Ay — ALOAM] f =0, (1.6.10)
1,0 1,0

on peut écrire 1'équation (1.6.10) sous la forme suivante
FED b Ay fOY 4 Ag g o f®) + 4 Ay fOD 4

Agg of @+ .+ Agr fO + Agof =0, (1.6.11)

ot Ay ;(j=0,1,2,...,k — 1) sont des fonctions méromorphes définies par les
équations ci-dessus.

Nous avons
/ 1,0
Ago = Ay + Ao — A1
et

/ 1,0
Agq = ALQ + A1 — Ao
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En substituant f”(z) = ga(2) + 2, f@(2) = gh(2) + 1, fUD = gtV
pour j = 2,3, ...,k dans ’équation (1.6.11), on obtient

98+ A o198V Ag pagd P A Ag g8 A As i ghH A pg = As (1.6.12)

Comme le coefficient (hyeP*) +d;) étant arbitraire dans ordre des coefficients
(1 < s <k —1) dans I’équation (1.1.1), nous distinguons quatre cas pour As.

1*"cas (s> 3)

(her(z) + do)l
(hoeQ) +dg)

Avo = By + (hoe®®) + do) —

(her(z) + do)/

Aiqi=hy+hy — h
1.1 2+ ! (her(z)‘l—do) 2

et

(her(z) + do)/
(her(z) + do) 5

Al’g = h,3+h2 —

Par conséquent

Ay = —A2,1 -z Az,o

Al A"
Ay = — lA/Lg + A1q — 1’0141,2] -z [All,l + A1 — 1’0141,1] .

Aip Aqp
D’ou
1
Af:iz—MhAm+AMAm—AbAm+zAhAm+zA%—zAbAmy
1,0
On obtient
_ 1 2 2Q Q
Ao = m (hoe +aip1€” + 041,0,0) )
1
_ Q
Aq = (h0e%@ + dy) (041,1,16 +Oé1,1,0),
1
_ Q
Ao = (hoe@®) + do) (041,2,1e +041,2,0)
et
A= L (ﬁ e? + B, 026 + B g1€% + )
1,0 (hoe@@) + dy)? 1,0,3 1,0,2 1,0,1 1,0,0)

1
A = G g gyt (Praac® + Braae® + Bisa).
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1 20 Q
(hoeQ®) + dj)? (5172726 + Big€” + 5172,0) .

Ou «; 5, B8, sont des fonctions méromorphes d’ordre de croissance stricte-
ment inférieur & n, écrites sous la forme d’une somme de multiplications des
termes constitués par les fonctions z, hy, h.,, Q’, do, dj.

, J——
A1,2 =

Nous avons

1
B Q 2Q 3Q 4Q 5) 5@
Ay = s B+ Bie B+ B Bued (i)

ou By, By, By, B3, By et Bs = zh) sont des fonctions méromorphes d’ordre
de croissance strictement inférieur a n.

Montrons que A, % 0. Nous avons deg(iQ — jQ) = n (donc o(e! @ =7 ¢) =n)
pour tout 0 <7 < j < 5et

o=max{c(B;):j=0,1,2,3,4,5} <n.
Alors
T(r, Bj) = o(T(r,e'9799)) (r — 00, r ¢ E) .

Par le Lemme 1.2.6, si A; = 0, alors hg = 0, une contradiction avec I’hypothése
ho % 0 du Théoréme 1.1.7, par conséquent A % 0.

2iemecas (s=1):

(hoBQ(z) + do)l

_(n P(2) / Q) _
Ao = (e +dp)" + (hoe™" + dy) (hoe@® + do)

(hlep(z) + dl),

(her(z) + d()),
(hoe®) + dg)

Ay = Ry + hef® 4 d; -

et
her(Z) —f- do)l
Ao =hh+ hy — ( .
1,2 3 2 (her(z) + d()) 3
D’ou
1
Ao = m (hﬁ 9 + 041,0,1,0€Q + 10,00 + 041,0,1,1€P+Q + 041,0,0,16P) )
1
A = m (041,1,1,0€Q +ag o1 + 041,1,1,1€Q+P + 041,1,0,0) ;
0 0
1

A12:

-_ Q
2= (e 4 d (“1210 +21200)
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et

, 1

3 2 P
Al,o = (hOeQ(Z) +do)? (51,0,3,0e 2+ 51,0,2,06 @+ 51,0,1,0662 + 51,0,1,16 e

P2 P
+B1021€ @+ Bio01€ + 51,0,0,0) ;

1
P 2Q Q
A1,1 = (h0e@® + dy)? (51,1,2,06 +51,1,1,06 +

P+ P42 P
Brie e+ B112.1€ @4 Bii01€ + ﬁ1,1,0,0) ,

IR ]

1 2
(51,272,06 © 4 51,2,170662 + 61,2,0,0> .

(ho@Q(z) + d0)2
Par conséquent

, —_—
A1,2 =

Ay = —A2,1 -z Az,o )

!/

A Al
A2 = — A/172 -+ A171 - 71’014172 —z All,l + Al,O — 1,0 Al,l .
Aip Ao

D’ou

1
A2 = —T [A,LQALO + A171A170 - A,LOALQ + 2z A/I,IALO +z A%,O —Z AII,OALl]
1,0

)

1
T Ao (hoe@® )3 {zhg e%? + Byoe'? + By 0e*? + By ge®? + By e+
1,0\/t0 0

BOJGP + BO’2€2P + Bl71€P+Q + BQ71€P+2Q + B371€P+3Q + B471€P+4Q+

B1’2€2P+Q + B272€2P+2Q + 83’262P+3Q

1 =13
= — C.eCi
A1,o(ho€Q(z) +d0)3 jz:% j€ )

ou G; Sont des polynomes définis comme ci-dessus et Co = zhJ ,

C; = B, sont des fonctions méromorphes d’ordre de croissance strictement
inférieur & n (ou inférieur & m pour la condition ( iii ) dans le Théoréme 1.1.7),
écrites sous la forme d’une somme de multiplications des termes constitués par
les fonctions z, hy, h.,, @', do, dyy, P', dy, d} .

Nous avons deg(G; — G;) = n (donc o(e“~%) = n) pour tout 0 <i < j <13
(ou deg(G; — G;) = m ( donc o(e% %) = m) pour la condition ( iii ) dans le
Théoréme 1.1.7) et

oc=max{c(C;):7=0,1,...,13} <n
(ou o < m quand deg(G; —G;) = m pour la condition ( iii ) dans le Théoréme

1.1.7).
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Alors

T(r,C;) = o(T(r,e %)) (r — 00, r ¢ E) .
En utilisant le Lemme 1.2.6, on obtient que Ay % 0 .
3iemecas (s =2 ) :

Q=) 1 d,)
Y Q(2)  (hoe®™ + dy)
AI,O = hl + <h0€ + do) (her i do

hla

)
(her + do)/

_ P(z) I
A= (e ) = G G0 )

(hgep(z) + d1)7

et
her(Z) + do)l
Avs = i+ (hoe?® 4 dy) —
1,2 3 + ( 2¢ + 1) (her(z) —+ do)
D’ou
1
Alg= ———— (h2e* + e? + ,
1,0 (h0e%@ + dy) ( 0€ " T Q10,10 1,0,0,0)
1
A = m (061,1,1,06 + 1,0, el + 041,1,1,16Q P 041,1,0,0) )
1
_ Q P+Q P
Ao = (hoe@C) + do) (041,2,1,06 + 1200+ Q121,1€ + a120,1€ )
et
Al = . (5103063@+5102062Q+51010€Q+51000>,
: (hoe®9®) + dg)?
1
A,1,1 = (hoe@@ + do)? (51,1,2,0 29 +51,1,1,0€Q +51,1,1,1€P+Q+

P+2 P
51,1,2,16 29 4 51,1,0,1e + 51,1,0,0) )

1 2 P+
1 (5172,2,06 © 4 51,2,1,06Q + B1211€ °+

A p—
1,2 (hgeQ(z) + d0)2

+2 P
512216 Q+51,2,0,1€ +51,2,0,0)-

It ]

Par conséquent

) Alo Al
Ay = — A1’2+A11_TA1’2 - A11+A10_TA11 :
1,0 1,0
D’ou
1
Ay = Ao {All,zAl,O + A1 Ao — A A + 2 Ay A + 2 AT — 2 All’UAl’l}
1,0
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1
a Aj0(hoeQ) + dp)?

Bo71€P + B1,1€P+Q + 32,1€P+2Q + 33,1€P+3Q + B4,1€P+4Q

Ay =

[zhg €% + Bype*? 4 B3 oe®? + By 0e®? + By e+

1 =9
= — C; el |
A1’0<hO€Q(Z) + d0)3 jz:;) J

ou G, sont des polynomes définis comme ci-dessus et Cy = zh), C; = B, 5 sont
des fonctions méromorphes d’ordre de croissance strictement inférieur a n (
ouam).

En utilisant le méme raisonnement comme dans le 2“™¢ cas, on obtient que

Ay 2 0.
4i¢mecas (s =3 ) :

(ho@Q(z) + do)/

Arg =N+ (hoe®® +dy) —
vo = iy (hoe™ - do) =G R ¥ o)

hlu

(her(Z) —+ do),

A1 =hl+hy —
b=t TG aw )
et
hoe@® + dy)’
Ayy = (hse@ 1 dy) + hy — 10 07 (hseP® 4+ dy).
12 = (hge )+ ho (her(Z)—i—do)( 3¢ + )
D’ou
1 2 2Q Q
Ao = m (ho e +a10,10€° + O41,0,0,0) )
0 0
1 Q
Ag = m (a1,1,1,o€ + Oé1,1,0,0> ;
0 0
1
Ao = m (a1,2,1,o€Q + 061,2,0,1€P + 04172,1,1€P+Q + 041,2,0,0)
0 0
et

!/

1
Ajp = (hoe@® + dy)? (51,0,3,063@ + 51,0,2,062C2 + 51,0,1,()6@ + 51,0,0,0> )

1
Al = (hoe@® + dy)? (Bl,l,Z,OQQQ + Brii0e? + 51,1,0,0) ;
1
A,1 2 = (51,2,2,062(2 + 51,2,1,066? + 51,2,1,1€P+Q+

’ (her(z) + d0)2

P42 P
Bi22.1€ @+ 51,2,0,16 + 51,2,0,0) .

1Ly
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Par conséquent

1

Ay = RN A’172A170 + A171A1,0 - A,LOAL? +z A/171A1,0 +z Aio -z All,OALl} :
1,0
D’ou
1
A==3 (7oe@® + dy)? [2h§ €2+ Bige'? + Bype™® + Byge™ + Byoe?+
1,0("%0 0

Bo71€P + Bl71€P+Q + 32716P+2Q + B3716P+3Q + B4716P+4Q

1 =9
= — C.eCi
A1,o(ho€Q(z) +do)3 ]2% ;€ ,

ou G, sont des polyndomes définis comme ci-dessus et Cy = 2h] |
C; = B, g sont des fonctions méromorphes d’ordre de croissance strictementin
inférieur a n( ou a m ).

En utilisant le méme raisonnement comme dans le 2™ cas, on aura Ay 0.

Dans tous les cas, nous avons Ay #= 0. En appliquant le Lemme 1.2.7 a
I'équation (1.6.12) ci-dessus, on obtient

AMg2) =A(f"=2)=7(f") =0(g2) = (f) =00 .

Le Théoréme est prouvé.
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Chapitre 2

L’Ordre, I’'Hyper Ordre

et
I’Exposant de Convergence des Zéros

des Solutions Méromorphes des Equations

Diftérentielles Linéaires d’Ordre Supérieur

2.1 Introduction et résultats :

Dans ce chapitre, on étudie ’ordre et ’hyper ordre des solutions de 1’équation
différentielle linéaire d’ordre supérieur

fO 4 Ayl @ p=D g A P @) pE) 4 AP 4 A f = 0,

Sous certaines conditions, nous prouvons que toute solution f = 0 est d’ordre
infini, puis nous donnons une estimation précise de I’exposant de convergence
des zéros de la fonction f — 7 ol 7 est une fonction transcendante d’ordre fini
quelconque.

Dans [21] L. P. Xiao et Z. X. Chen ont obtenu le Théoréme suivant.

Théoréme 2.1.1 : Soient A; des fonctions entiéres avec o(A;) < 1
(1=0,1,2,..,k—1),a; (j=0,1,2,.... k — 1) des nombres complexes
(Si A; = 0 nous définissons a; = 0, autrement a; # 0). Supposons qu’il existe
{ai, aiy, ... a5, } C {ag,a1,...,ap_1} tels que les arg(a;;) (j = 1, 2, ..., m)
sont différents l'un de l'autre. De plus, en suppose que pour tout a; (a; # 0) €
{ag, a1, ..., ax—1}—{ai,, @iy, ..., a3, } , 1l existe certains a;; € {a;,, iy, ..., a;, } tels

que a; :cl( ' )a,-j , 00 0< cl( i) 1:le {0,1,..,k—1}; j=1,2,....,m.

Alors toute solution transcendante de l’équation
fB Ay etz f=h) o Age®F f = () (2.1.1)

est d’ordre infin.
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En outre, si a;;, = ag ou ag = cé o )a% et 0 < c[() o ) + Lo ) 1,
s €4{1,2,...,k =1}, ot a;;, € {ai,, iy, ..., a4, }, alors toute solution f# 0 de

Iéquation (2.1.1) est d’ordre infini.

Le but principal de ce chapitre est d’améliorer et de généraliser le résultat
du Théoréme 2.1.1 pour les équations différentielles linéaires d’ordre supérieur
avec des coefficients méromorphes d’ordre n. On obtient les résultats suivants.

Théoréme 2.1.2 : Soient A;(j =0,1,2,...,k—1) des fonctions méromorphes
d’ordre fini et de nombre fini de poles, telles que

o=max{c(4;), j=0,1,...k—1} <n.

Soient P;(z) = apiz"+an 12" +...4+a1,2+ag,; des polynémes, tels que a,,;
(1 =0,1,....k — 1) sont des nombres complezes (si A; =0 nous définissons
P, =0, autrement a,; # 0).

Supposons qu’il existe {an iy, niys ey iy, b C {An0, Gty oy Gn -1} tels que les
arg(anq,) (j =1, 2, ..., m) sont différents l'un de l’autre.

Supposons en plus, que pour tout

Qn.| (an,l 7£ O) € {an,(h Qp 1y e-ey an,k—l} - {an,ila Qp gy oeey an,im} )

. . Z
il existe Gn;; € {Qny, Anigs oy ngiyy } - Lels que any = cﬁhf )am]. avec

0<c7(17§j V<1, 1€{0,1,. . k—1}, j=1,2,...,m .

Alors toute solution méromorphe transcendante de I’équation
fR) 4 Ay _qefr1() ple=1) 1 A ePs) FO) A1€P1(Z)f’ + AgePB) f =0
ou k> 2 (2.1.2)

est d’ordre infini.

. (5 ) (45 ) (455 )
En plus, 81 ani; = Gno OU Ang = Cpp° 'ang et 0 < c,6° " # ens®’ < 1,
s € {1,2,....,k—1} ou nijy € {Gniys niny s Ani, b5 alors chaque solution

f % 0 de l’équation (2.1.2) est d’ordre infini.

Exemple 2.1.1 : Pour I'équation

FO p et f) 4 207 ) _ 22022 7 967 1 4 6% f = 0. (2.1.3)

On prend a4 = 4 = a;; . Puisque ag = %a4 , a4 = %a4 , Qg = %a4 , a3 = ia4 ,
donc toute solution transcendante est d’ordre infini.

On a f(z) = 2* est une solution (non transcendante) de I’équation (2.1.3). On
voit que o(2%) =0 .
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Théoréme 2.1.3 : Sous les mémes suppositions que dans le Théoréme 2.1.2,
nous affirmons les résultats suivants :

(i ) Chaque solution transcendante f de l’équation (2.1.2) satisfait

AMf)>n ou oa(f)=n.

(it ) En outre, si nij, = Gn0 OU Gy —c,(loo )amm et 0 < c( o ) 7(1st ) <

1, s€{1,2,....k =1}, ot any;, € {anis, Anigs -+ Aniy, > aloTs chaque solution
f# 0 de l’équation (2.1.2) satisfait

Af)>n ou oo(f)=n.

Exemple 2.1.2 : Pour I’équation

O — 3 f" 4262 #f' — " f = 0. (2.1.4)

On prend a; = 2 = a;;.Puisque a; = %al (1 = 0,2), donc toute solution

transcendante f est d’ordre infini ( voir le Théoréme 2.1.2 ).

En utilisant le Théoréeme 2.1.3, Toute solution transcendante f de I’équation
(2.1.4) satisfait

o2(f(2)) =1 ou A(f(2)) = 1.

On voit que f(z) = exp(e®) est une solution de I’équation (2.1.4) et que

o(exp(e®)) =00 , oafexp(e®)) =1, Aexp(e®))=0.

Exemple 2.1.3 : Pour I’équation

f(5)+

o f<4>+ o O e 2 6P = 0. (2.15)
.

On prend ay,;; € {2i,4}. Puisque a,,;;, = a,0 = 2i, donc toute solution (f % 0)
est d’ordre infini (Voir le Théoréme 2.1.2).

En utilisant le Théoréme 2.1.3, Toute solution f % 0 de l’équation (2.1.5)
satisfait

o2(f(2)) =2 ou A(f(2)) =2 2.
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Théoréme 2.1.4 : Sous les mémes conditions du Théoréme 2.1.2. De plus,
on suppose que T(z) (T % 0) est une fonction méromorphe qui & un nombre
fini de poéles et que o(T) < 0.

Alors, on a :

(i) SiT(z) est transcendante, alors toute solution transcendante f de l’équation

(2.1.2) satisfait \(f — 1) =00 .

g . (i ) (455 ) (45 )
(it ) En outre, si Anijy = Gn0 OU Gpo = Cpg® Gny; et 0<cpg° cns’ <
1, s € {1,2,...k— 1}, ou n,ijy € {Gniys Anigy s Aniy b alors toute solution

f# 0 de l’équation (2.1.2) satisfait \(f —7) = oo .

2.2 Lemmes pour les preuves des Théorémes

Avant de commencer les lemmes, nous introduisons la notation §(P, ). Soit
P(z) un polynome de degré n (n > 1) tel que

P(2) = 2" + ap_12"M + .+ a1z + ap avec a,_1, Gp_2, ..., g

des nombres complexes et a,, = |a,| e’ ?» (¢, € [0 ; 27)) un nombre complexe
non nul. Pour tout z = re, on définit §(P,0) par

d(P,0) = |a,|cos p,, cos — |a,|sin g, sinb.
Donc
(P, 0) = |ay|cos(p,, +0 ), 6el0; 2m).

Lemme 2.2.1 :(Voir [2]) Soit f(z) une fonction méromorphe ayant un nom-
bre fini de poles tous sont situés dans {z : |z| < 1o}, et supposons que ‘f(k)(z)’

est non borné sur un rayon arg(z) = 0, alors il existe une séquence z, =
10 ; 2 : (k)
rne qui tend vers linfini telle que f)(z,) — oo et

1
(k=)

< T (14 0(1)) j=0,1,.k—1.

'f(j)(zn)
f®) (z,)

Lemme 2.2.2 :(Voir [9]) Soit f(z) une fonction méromorphe transcendante
avec o(f) = 0 < oo, H = {(k1, 1), (k2,J2), ., (kg Jq)} un ensemble fini
de paires distinctes de nombres entiers vérifiant k; > j; > 0 (i = 1,2,...,q).
Soit € > 0 une constante donnée. Alors il existe un ensemble E C [0;2)
de mesure linéaire nulle tel que si p € [0;2m)\E, il existe une constante
Ry = Ro(p) > 1 tel que pour tout z satisfaisant arg(z) = ¢ et |z| > Ry et
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pour tout (k,j) € H, on a

|f"“)(2)
Oz)

Lemme 2.2.3 : Considérons g(z) = A(2)eP’® | ou A(2) (# 0) est une fonc-
tion méromorphe avec o(A) = a < n, P(z) est un polynéme non constant de
degré n (n > 1), a =l|ale’ ¥ (p € [0;27)). Soit

S |z|(k57 j)(o—1+¢) )

Eq =160 € [0;27) : cos(p + ) =0} .

Alors Ey est un ensemble fini, et pour tout € donné (¢ > 0), il y’a un ensemble
Ey C [0;27) de mesure linéaire nulle, tel que si z = ret Y, 6 € [0;27) \ EgUE),
alors quand z est suffisamment grand on a

(i) Si 8(P.6) >0 0" 9D < Jg(z)] < 4 90D,

(i) Si 6(P,0) < 0: 1T 0P < |g(2)| < el 0P,

Preuve du Lemme 2.2.3 : Soit g(z) = h(2)e® *" tel que h(z) = A(z)el(@)=an ="
alors h(z) est une fonction méromorphe avec o(h) = o < n. D’aprés le Lemme
2.2.2 nous avons pour tout £ > 0 (prenons 0 < ¢ < n — o), il existe un ensem-

ble E; C [0;27) de mesure linéaire nulle tel que si 6 € [0;27) \ Fy, il existe

une constante Ry = Rg(f) > 1 tel que pour tout z satisfaisant arg(z) = 6

et |z| =r > Ry, on a

W' (z)
()

En Prenant l'intégrale sur la courbe C' = {z :arg(z) =6, Ry < |z| <7}, on
aura

< plo=14e/2), (2.2.1)

i | B (te’) i0 i
log h(re") = / —~e"dt + log h(Rpe"). (2.2.2)
h(te®)
Ro

De (2.2.1) et (2.2.2), on obtient

)log h(rew)‘ < porEZ M < potE
ou M > 0 est une constante,

‘log’h(rew)H < ‘log h(rew)’ < rote,
Donc

e < ‘h(rem)‘ <. (2.2.3)
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En vertu de

anz™| _ e|an|r cos(p,,+0) — " 6(P,9)7

e
et de (2.2.3 ), 0ona

< PO (2.2.4)

n __ 0+ n
e’ o(P,0)—r < ’h(z)e“" z

On note
Ey={0 € [0;27) : cos(p,, +6) =0}.

Soit 0 € [0;27) \ F1 U Ey, on voit que pour 0 < € = (n — 0)/2 et pour tout
¢’ > 0 avec r suffisamment grand, que

Ta—i-a—n

3(P,0)

Donc
(1) Sid(P,6) > 0:el=<"P0) < |g(z)]| < et

(i) Sid(P,0) < 0:et+emiP0) < g(2)] < e(=eDrmoR0),

Lemme 2.2.4 : (Voir [29]) Soit f(z) une fonction entiére avec o(f) < oc.
Supposons qu’il existe un ensemble E C [0;2m) de mesure linéaire nulle, tel
f(re?)| < M 7k avec M =
M(0y) > 0 est une constante et k > 0 est une constante indépendante de 0.
Alors, f(z) est un polynome de degré deg(f) < k.

que pour tout rayon arg(z) = 0y € [0;2m)\ E,

Lemme 2.2.5 :(Voir [26, p. 30]) Soient Py, P, ... , P, (n > 1) des
polyndomes non constants de degrés dy, ds, ... , d,. Supposons que si 1 # j,

deg(P; — Pj) = max{d;,d;}. Soit A(z) = iBj(z)er(Z), avec Bj(z) # 0 des
j=1

fonctions méromorphes satisfaisant o(B;(z)) < d;.

Alors 0(A) = max {d;}.

Lemme 2.2.6 : (Voir [34]) Soient A;, F (F# 0) (j = 0,1,2,...,k — 1)
des fonctions méromorphes d’ordre fini. Si f(z) est une solution méromorphe
d’ordre infini de l’équation

FO+ A fEV 4 L+ A f + Af=F .
Alors f satisfait

Af)=A(f)=0(f)=00.
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Lemme 2.2.7 : (Voir [24, 29]) Supposons que k > 2 et Ay, Ay, As, ...,
Ag_1 sont des fonctions méromorphes ayant un nombre fini de poles. Soit

o =max{o(4;), j=0,1,2,...,k -1},

et soit f(z) une solution transcendante de l’équation :
FO 4 A fED 4 Agf=0.

Alors o5(f) < 0.

Lemme 2.2.8 : (Voir [11, Theorem 12.4]) Soit f une fonction entiére avec
o(f) = oo. Alors f peut étre représenté sous la forme f(z) = g(2)e™?, ou
g(z) et h(z) sont deux fonctions entiéres telles que

oa(f) = max {ag(g), ag(eh)} :

L loglog N (r, é) L log log N (7“, %)
o2(g) = limsup = lim sup .
r—00 logT r—00 logr

2.3 Preuve du Théoréme 2.1.2

Montrons que toute solution transcendante de ’équation (2.1.2) doit avoir
’ordre infini.

Supposons que f est une solution transcendante de I’équation (2.1.2) satis-
faisant o(f) = 0 < co. Par le Lemme 2.2.2, il existe un ensemble E; C [0; 27)
de mesure linéaire nulle, tel que si § € [0;27) \ £}, il existe une constante
Ry = Ro(0) > 1 telle que pour tout z satisfaisant arg(z) = 6 et |z| > Ry, on a
pour tout £ > j > >0

‘f(j)(z)

) < |z" 7. (2.3.1)

Ecrivons
Ey,={0€[0;2m):§(P;;0) =0, j=0, 1,..., k—1}

U{@ € [0;2m) : 6(Pi;;0) = 0(Pi;0), 1<d<j< m}
Alors, Es est un ensemble fini, en vertu du Lemme 2.2.3, il existe des ensembles
H; C [0;2m) (=0, 1, ..., k—1), chacun d’eux a une mesure linéaire nulle,

, k-
tels que pour tout z = re?, § € [0;27)\E1 U By U E3 (B3 = 4U3Hj est de
]:

mesure linéaire nulle ) 6(P;;0) #0, j =0, 1,..., k—1et 0(F;,;0) # 6(F;,;0),
1<d<j<m.
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Soit 5t:6(Pi'9):maX{5(P,~j;0),j =1,2, .., m}.

)

Alors, ; >0 ou 6; <0 car §; #0.

1" cas: 6; > 0.
Par le Lemme 2.2.3, pour tout £1(0 < £1), on a pour r — 00

e(—e)rse < ‘Ait<z)€Pz’t(z) . (2.3.2)
Pour A;e!"?)(1 # i,) posons
0 =max{0, 6(P;0): je€{1, 2 .., m}—{t}};
Alors, 0 < 9 < 0 .
Par conséquent il existe une constante ¢ telle que
0<d <l et §d=Cc0,.
Nous avons pour tout | # i, les cas suivants de a,,;
Up, = cfffl)ait (0 < cfffl) <1
ou
Ung = Qn,i;(J # 1)
ou
An = cifj)aij(j #1)(0 < cl(ij) <1).
D’ou
5(Pi;0) = e} 5(Py; 0) = ci1)6
ou
0(P;0) = 6(F;;;0) <6
ou
5(Pi0) = ¢7/8(P,:0) < 15,
Soit ¢ = max {cfffl), d, cgﬁ)c’ } nous avons 0 < ¢ < 1.
Par le Lemme 2.2.3, nous avons pour r — o0
(i (i) 5

n t) n
‘Azepl(z) < e(Henre, o oy ’Azepl(z) < eIrenrte, s,

< eIFe)™0 oy ’Azepl(z)
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Donc

‘Alepl(z) < elltermede e f0,1,..

Sk 1} — {t}. (2.3.3)

Maintenant, nous affirmons que ’ f (it)(z)‘ est bornée sur le rayon arg(z) = 6. Si

‘f(“)(z)) est non bornée sur le rayon arg(z) = 6, alors par le Lemme 2.2.1, il

existe une séquence z, = e qui tend vers I'infini (pour x — o0) telle que
f)(z,) — oo et pour tout j tel que 0 < j < i, nous avons

f9(z) 1
fO ()|~ (i = j)!

Puisque fU)(z)# 0, alors des relations (2.1.2), (2.3.1), (2.3.3) et (2.3.4) nous
avons pour z, — 00 :

< 2" (14 0(1)) F=0,1,..,45;  (2.3.4)

X P f(k V(=
‘Ait(zz) z) f ) ‘Ak,l(zm k-1 (2) + ...+
(H"Fl (’Lt 1
P; Za) f ( % (2zz) f ( )
[Aia (2 el W‘*’AH 1(za)el TF@)(z,)
o1 (z2) Po(zx) f(22)
.t A1 (z0)e ‘f” H ’f@g(%) . (2.3.5)
Donc
‘Ait(zl‘)epit(zw) < kelltenrs e ok (o) (2.3.6)
En vertu de (2.3.2) et (2.3.6), on trouve
ed—e)rade < po(ltenrs e depk (240) et 0<e< 1.

D’ou

e[(1— c)—(14 ¢) e1]r2é: < k’r]; (2+0) et 0<c< 17

‘f(“)(z)’ est borné

sur le rayon arg(z) = 6. Donc ’f(it)(z)‘ < M; (M; une constante positive).
D’ou

|f(2)] < Myr*. (2.3.7)
2i¢me cas : §, < 0.
Soit  § = max {(5(Rj;9) cje{l,2,...m}— {t}}

Alors, < d; <0.
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Par conséquent, il existe une constante ¢’ telle que
1<cd et 6=C0,.

Nous avons pour tout [ # i;, les cas suivants de d(FP; 0)
5(P;0) = ¢ 5(Py;;0) = €15,

ou
0(P;0) = 6(Py;0) <o (1 # 1)

ou
3(P;0) = c7)3(P,;0) < )6,

Soit C; = min {c(it) c, c(iﬁ)c’, 1}. Alors ¢; > 0 .

n,l ) n,

Par le Lemme 2.2.3, pour tout 5 ( 0 < g5 < 1), nous avons quand r — o0,
pour [ = i,

1—e2)r™o:
((—ea)rse

‘Ait epit (2) <

et pour [ # i,

’AlePl(z (1—g)r™ c( t)ét < 6(1—0—62)7‘”053)6'

ou ‘AIGIDZ(Z) (1—e2)r™s oy ’Alepl(z)

Donc pour tout j =0, 1,2, ..., k—1

’Aj(z)epj(z) < ell=e2)r™ a1 & (2.3.8)
Si ’f(k) ’ est non bornée sur le rayon arg(z) = 6, alors par le Lemme 2.2.1, il
existe une séquence 2/, = 1€ qui tend vers I'infini telle que f*)(z!) — oo et
23»‘ <X _1Fiaton i =0,1,..k—1 (2.3.9

Puisque f*) 2 0, de (2.1.2), (2.3.8) et (2.3.9), nous avons pour 7, — 00

(k 1)
1<’Ak L )ePk 1( ‘f)|+‘14k )epk 1(2%) |f(k))) + ..
‘A Pl(z fI(Z/z) ‘A Po(z ) f(Z/z) ]
TQIER FOE)
D’ou
1 < kellme2)r)™ ex 8e(p/ )2k (2.3.10)
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On a ke(=22)(r)" e1 0e(p/ Y2k, () donc c’est une contradiction avec le terme
gauche de I'inégalité (2.3.10). Par conséquent,

f (k)(z)‘ est bornée sur le rayon

arg(z) = 6. Donc ‘f(k)(z)‘ < M5 (M; une constante positive).
D’ou

|f(2)] < Myr® . (2.3.11)
Dans les deux cas, nous avons

|f(2)] < Mr*. (2.3.12)
Comme f(z) & un nombre fini de poles, alors f(z) s’écrit sous la forme

1) = 42

 h(z)

o h(z) est un polynéome et g(z) est une fonction entiére. Nous savons que
pour tout z = re® et r > rg, il existe un nombre naturel s (s > deg(h(z)) ) tel
que

|h(z)] < re. (2.3.13)

De (2.3.12) et (2.3.13), nous avons |g(z)| < M r? ( 8 > s+k) pour tout rayon
z=r¢e%et € |0;2r)\E, U F,U Fs. En appliquant le Lemme 2.2.4, nous
trouvons que g(z) est un polynome de degré deg(g) < . Alors f(z) est une
fonction rationnelle ce qui contredit que f(z) est une fonction transcendante.
Donc o(f(z)) = oc.

En plus, si Unij, = Qn,0 AVEC n g, € {@niys Qniyy -y A, }» alors nous assumons
que la solution f(z) de 'équation (2.1.2) est une fonctions rationnelle. Ainsi
nous avons (Agf)ef* £ 0 et o ((Aof)eP0> =n.

En écrivant
(Ay(2)e™Emams (O () 4 Ay (z)R O men” (O (z)) e 1
au lieude A, f®ef>+ A, fOel quand a, s = any (An.s, Any € {An1, Gngy o Qnp_1})-

Par conséquent I’équation (2.1.2) s’écrit sous la forme

(Ao(2)f(2))e™@ + 37 Bj(z)e%™" =0 (2.3.14)
J#0

ou Bj(z) sont des fonction méromorphes d’ordre fini ayant un nombre fini de
poles et 0(B;(z)) < n.

Nous avons arg(a, ;) # arg(a,o) ou arg(a, ;) = arg(a,o) mais |a, ;| < |anol
et que a; —a; # 0 quand i # j (j # 0). Par le Lemme 2.2.5, on trouve que
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I'ordre du coté gauche de I’équation (2.3.14) est n, cela contredit 'ordre nul
du coté droit de I’équation (2.3.14).

Supposons que a, o = cff(?)an ij, €60 < c( so) =+ c( i) < 1,s€{1,2,....k—1} et
n,izy € {aniys Aniyy -y A iy, b, DOUS ASSUMONS que la solution f(z) de 1 equatlon
(2.1.2) est une fonctions rationnelle. Ainsi nous avons (Ag f)ef? = 0 et ’équation
(2.3.14) se réalise aussi.

Etant donné que : arg(ay, ;) # arg(a, o) ou arg(a, ;) = arg(a,o)

mais 0 < c(()%) #+ cg%), s €{1,2,....k — 1} qui donne |a;| # |ao| et du Lemme
2.2.5 Pordre du coté gauche de I’équation (2.3.14) est n, cela contredit 'ordre
nul du coté droit de I’équation (2.3.14).

, (i50)
Par conséquent, quand Qn,ijy = An,0 OU Gy = Cpg G

et O<c (i5q) 7& c l]o)< 1, S 6{1,2, o K — 1} avec an7ij06{an7i1,an7i2, ---;an,im}a
toute solutlon f # 0 de 'équation (2.1.2) est d’ordre infini.

2.4 Preuve du Théoréme 2.1.3

(i) Soient H;(z) = A;j(2)e?i® (j =0, 1, ..., k—1). Supposons que f est
une solution transcendante de I’équation ( 2.1.2 ) satisfaisant A(f) < n.

Soit 7 le produit canonique correspondant & I’ensemble des zéros de la fonction
f.

Alors nous pouvons écrire f sous la forme f = Ze ou 7 est une fonction

entiere avec A(f) = A(m) < n (Voir [15, p.7]), h est une fonction entiere
transcendante et () est un polynome (les zéros de @) sont les poles de f).

On pose g = f7l, alors (Voir [15, lemma 2.3.7])

M . .
ff = ¢ + ij(j — 1)97729 +G j2(g9) (1=2,3, ..., k), (24.1)

ot G j_3(g) est un polynome différentiel de la fonction méromorphe g avec
des coefficients constants et de degré inférieur a j — 2 .

La substitution de (2.4.1) dans (2.1.2) donne

gk = Tr-1(9), (2.4.2)

ot Ti_1(g) est un polynéme différentiel de la fonction méromorphe g avec les
coefficients Hy, Hy, ... , Hy_1 et de degré pas plus que k — 1.
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L’application du Lemme de Clunie (Voir [15, p. 39]) sur (2.4.2) donne :

m(r,g) < O (im(r, Hj)) + S(r, g9).

=0

Comme

D’ou
k-1
T(r,g) <O (Zm(r, Hj)> +N(r, f) + N(r, }) +S(r,g). (2.4.3)
=0
En vertu de (2.4.3), A(f) <n,o(H;)=n (j =0, 1, ..., k—1)
et N(r, f) = O(logr), on obtient
o(g) <n.

Nous affirmons que o(g) = n. Si 0(g) < n, alors de (2.4.1) nous avons

U ,
0(7) <n (1=1,2, ..., k).

, (i) .
Puisque on a Aij(z)f f] = 0, écrivons

(AS(Z)QPS(Z)—an,SZ”f (8)(2) + At(z)ePt(z)_an,thf (t)(z))eas z"
au lieu de
Agf WeP» + A f Weht

quand a,s = ant(Ans, Gt € {an1, An2y oy Gng—1} = {njiys Qnjins ooy Aniy })-
Par conséquent nous pouvons écrire ’équation (2.1.2) sous la forme

m (i5) .
ZAij(z)ffePij ) 1 3"B;(2)e%*" =0, (2.4.4)
J=0 J

ol B;(z) sont des fonctions méromorphes ayant un nombre fini de poles et
d’ordre fini 0(B;(2)) < n. Nous avons arg(a,,) sont différents I'un de I'autre
dans {an,, @niy, - An,, | €F i arg(an;) = arg(an,; ), alors |a, ;| < ‘an,ij‘ . Par
le Lemme 2.2.5, nous constatons que l'ordre de croissance du cété gauche de

I'équation (2.4.4) est n, cela contredit I'ordre zéro du coté droit de 1’équation
(2.4.4).
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Donc
o(g) =n.
Puisque oo(f) = oa(m ), en appliquant le Lemme 2.2.7, nous trouvons
oo(me") <max{o(H;(2)), j= 0,1, .., k—1}=n;
Par conséquent du Lemme 2.2.8, on a
o(h) <n.

Supposons que o(h) < n. Alors de f7 =T+ % + R/, il s’ensuit que

T(r, J}/) =0 {T(r, :) +T(r, g) +T(r, h')}
=0 {m(r, 7;/) + N(r, 71r> +logr + T'(r, h’)}

De (2.4.5) et A(m) < n, on a O’(fT) = o0(g) < n, une contradiction avec
o(g) = n, donc o(h) = n, alors oo(f) =n

(ii ) Nous avons chaque solution f % 0 de I’équation (2.1.2) est transcendante,
en utilisant le méme raisonnement comme dans ( i ), nous obtenons

AMf)>n ou oo(f)=n.

2.5 Preuve du Théoréme 2.1.4

(i) Soit f une solution méromorphe transcendante de I’équation (2.1.2).
Supposons que 7(z) # 0 est une fonction méromorphe transcendante qui a
un nombre fini de podles et o(7) < oo. Par le Théoréme 2.1.2, nous avons

o(f) = oo.

Soit g = f — 7, alors o(g) = oo, en substituant f = g + 7 dans I’équation
(2.1.2), on trouve

gW + Hyyg®™ + L+ Hyg"® + ..+ Hig' + Hog =

— (T(k) + Hy 7Y+ HAO 44 H17'/ + HOT) : (2.5.1)
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Nous affirmons que

7™ 4 H 7Y 4 4 Y 4 4 Hit + Hyr £ 0 |
car si

L H Y 4+ H® 4 4 Hit + Hyr =0,

alors 7 est une solution transcendante de I’équation (2.1.2), le Théoréme 2.1.2
donne o(7) = 0o. Cela contredit V'effet que o(7) < 0.

Donc
— (T(k) + H 7% Y 4 4+ Hs® 4+ Hir + HOT) 0. (2.5.2)
En vertu de (2.5.1), (2.5.2) et du Lemme 2.2.6, nous obtenons

Ag) = A(g) = alg) = oo
Par conséquent A(f —7) = oo .

(il ) Nous avons du Théoréeme 2.1.2; chaque solution f % 0 de ’équation
(2.1.2) est transcendante, en utilisant le méme raisonnement comme dans
(1), nous obtenons A(f —7) =00 .
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