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INTRODUCTION

La magnétohydrodynamique (MHD) est une branche de physique consacrée a I’étude des
mouvements des fluides conducteurs de 1’électricité en présence de champs magnétiques.
C’est une généralisation de ’hydrodynamique (appelée plus communément mécanique des
fluides, définie par les équations de Navier-Stokes) couplée a lélectromagnétisme (équation
de Maxwell).

La MHD est utilisée de maniére théorique dans le confinement des plasmas(stabilisation,
expulsion ou compression), elles gouvernent par exemple les mouvements de 1'air de ’atmo-
phénomeénes, les courants océaniques, I’écoulement de ’eau dans un tuyau, et de nombreux
autres phénomeénes d’écoulement de fluides.

Dans ce travail ,on considére les équations magnétohydrodynamique (MHD) visqueuse et

incompressible en dimension trois :

ou — Au+ u.Vu —b.Vb+ Vp =0,
b — Ab+u.Vb—b.Vu =0,
Vau=V.b=0,
u(z,0) = ug(x),  b(z,0) = by(z),

ot représente le temps;;

ou = u(x,t) € R? désigne le champ de vitesse

ob € R3désigne le champ magnétique ;

op = p(x,t) désigne le scalaire de la pression;;

oy, et by sont le champ de vitesse initiale et le champ magnétique initiale avec I’équation
d’incompressibilité V.ug = V.by = 0;

pour simplifier, on suppose que les forces externes aient un scalaire potentiel inclus dans le
gradint de la pression.

I1 est bien connu [6] que le probléme précédant est localement bien posé pour toute ug, by €

H*(R?) avec s > 3. Quelques critéres de type de Serrin fondamentaux en terme de régularité



de la vitesse a été fait seulement dans [I] et [17] de facon indépendante. Récemment, des
extensions sont basées sur ces deux documents de base, Chen, Miao et Zhang [9] et [10] ont
prouvé la régularité par la condition A;(V x u); Zhou et Gala [I8] ont prouvé la régularité
pour u et Vu dans les espaces de multiplicateurs; Wang [I5] a prouvé la régularité pour
u € L*(0; T; BMO). et Y.Zhou [16] a prouvé la régularité par la condition V x u la rotation
de vitesse.

Ce travail est décomposé en trois chapitres. Le premier chapitre est contient des espaces
fonctionnels et outils d’analyse Harmonique. Dans le deuxiéme chapitre on a étudié le critére
de régularité des solutions faibles des équations magnétohydrodynamique dans les espaces
de multiplicateur. Dans le dernier chapitre, on a étudié le critére de régularité des solutions

faibles des équations magnétohydrodynamique en termes de champ rotationnel.




Chapitre 1

Préliminaires et outils d’analyse
harmonique

Ce chapitre est constitué d’un rappel de quelques notions et compléments mathématiques.

Définition 1.0.1 pour 1 < p < oo, on définit I’espace LY comme ’ensemble des fonctions

mesurables de R? dans R telles que :
1
| fllze= [/ | f(x) [P dx]> < oo.
R3

S’il eziste un C € Ry tel que | f |< C presque partout, on dit que f € L>°(R3) avec la norme

| . || = définie par
| f|lze=1inf {C € Ry;| f |< C presque partout} .

Lemme 1.0.1 de Gronwall [11)] dit que :
Soient T € Ry et C € Ry. Soit o € L'([0,T]) une fonction positive, et soit
f:10,T] — R positive, vérifiant

f(t) < C+/0 f(s)p(s)ds, vVt € [0,T7.
Alors f vérifie : t
f(t) < C.exp (/0 gp(s)ds) , Ytel0,T].

Définition 1.0.2 Les espaces L}, . est défini comme suit :

Soit 1 < p < c0. on dit qu'une fonction f : R> — R appartient o L7 (R3) si f X € LP(R?)

loc

pour tout compact K C R3, o, X}, est la fonction caractéristique.
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1.1 Les espaces de Sobolev

On va utilisé les espaces de Sobolev dans I’étude des équations aux dérivées partielles [3],

comme elles sont trés important sur cette étude.

Définition 1.1.1 Soient Q un ouvert de RYN. On définit les espaces de Sobolev suivants :
H' (Q)={ue L*(Q) t.g.Du e L*(Q) pour touti=1,...,N}.

Dans cette définition, 'orsequ’on dit Dyu € L? (Q2).

"il existe une fonction g € L? () telle que (D, f, @)D*(Q)Cg@(ﬂ) = — |, gpdz pour tout ¢ €
= (Q)."

Pour m € N, H™ (Q) = {u € L?(Q) t.q. D*u € L? (Q) pour tout o € NV t.q. |a| < m}.

muni de la norme
2

ully = |1+ 16P) a€)]| , < +oo.

Remarque 1.1.1 Les espaces H" (R3) sont des espaces de Hilbert munis du produit scalaire

() = [ (41 (O T
R
De plus, si r1 > 1y, on a H™ C H™ et linjection est continue.
Rappelons la définition des espaces de Sobolev homogénes.

Définition 1.1.2 Soit |r| < % On définit l’espace de Sobolev homogéne H comme suit

lull = el a2 = |(~2)% |

2’

Sir=0, H (R3) coincide avec L* (R3).

. T
Par conséquence de la définition de H , on a le lemme suivant :

Lemme 1.1.1 Soit f € jid (R3), et soit fy(x) = f (Az) pour tout x € R3 et pour tout X > 0.
Alors

p_3 3
iy = XD a9 € 0.5 .



1.1 Les espaces de Sobolev

Preuve. Soit fEH (R3)

=

11 = ([

(ol )
- (L
(

Fef ),

ce qui implique

|£|’”

HfAHHT(Rs) =

1

dﬁ)

2 3
dz avec z =

A= AT [ £ (2)

< ’2‘27’

= Nl e

TP

1
2

f (z)fdz)

Donc

1A\l gy = A2 11l gy
Signalons aussi le lemme suivant :
Lemme 1.1.2 Pour tout 0 <r <1, on a

lw]l .+ < ClIVwllZe [lw] 2"
Preuve. pourtout 0 <r <1ona

loll - = el @),

- (/3\51%(@\%}5
= ([ s %ds)l

1
1—r

JRICIE “Td£<</ i) ([ oere)

On applique I'inégalité de Holder avec p = = et ¢ =



1.1 Les espaces de Sobolev

On trouve
(/ \51@(5)!2’"|w(5)l2‘27"d§)2 < ( / \€!2|w(£)l2dé)2( / !w(5)12d€)2
R? R3 R3
< gl @lIze 1] 2"
< |Vl lo] 5"

Daprés Plancherel [|i]],2 = (27)2 ||w]| 2 -
Donc

1—
lwll - < Cllwllz" IVl .

D’apres la définition des espaces de Sobolev, on déduit que pour tout 0 < r < % :
H (B — H (R).
Corollaire 1.1.1 On trouve aussi le résultat d’inclusion suivant :
() = 17 (R?),

3
pour0§r<§.



Chapitre 2

Critére de régularité des solutions
faibles de I’équation
magnétohydrodynamique dans les
espaces de multiplicateur homogéne

X, (B

2.1 Les epaces de multiplicateur homogéne X . (]Rg)

Les équations magnétohydrodynamique a été introduite par Lemarié-Rieusset [§] et [2] et

aussi utilisée par Zhou-Gala [I§]. Commengons par rappeler un espace de multiplicateur.

Définition 2.1.1 Pour 0 <r < %, on définit ’espace de multiplicateur homogéne X - par

X, (&) = {re b @) e i ®) fyerr},
ou
17l = sup (gl -

llgll . »<1
H

On a les propositions suivantes [18] :

Proposition 2.1.1 Soit 0 <r < % on a

1. Hf( +$0)”Xr - ”fHX, Vmo I~ R?),



2.2 L’équation magnétohydrodynamique dans les espaces de multiplicateur 7

2 1F I, =

fHXr;A:>0.
L’intérét de 'espace X » tient tout d’abord & son invariance par le changement d’échelle de
I’équation :
|’fAHL13T(Oﬂ¥X}) ZZ\LfHngr(OﬂEX}>,
ot fr(z,t) =Af (Az,A*), VA >0 et Vo € R?,

puis a la chaine d’inclusions suivantes :

Proposition 2.1.2 Pour 0 <r < % on a

N

. =T .
3
H CcLrCX,.
la premiére inclusion est classique, on renvoie le lecteur a [4] et nous démontrons seulement

la derniére.
.

: 3 ) N I3 : : 1 _ 1 T
Preuve. soit f € Lr (R3) d’aprés 'injection de Sobolev H C L7 avec . =3 35 En
utilisant I'inégalité de Holder, il résult que
gl < IfI, 5 llgllLe
< Az llgll ;s
et
IfIl;, = sup [If gl <CIfIl 2
X gl . <1 b
HT
Done [|f]l < If]l 2 O

2.2 L’équation magnétohydrodynamique dans les es-
paces de multiplicateur

Définition 2.2.1 L’équation magnétohydrodynamique en dimension trois définie comme suit :

ou — Au+ u.Vu —b.Vb+ Vp =0,
Ob— Ab+u.Vb—bVu=0,
Vau=V.b=0,
u(z,0) = up(x), b(x,0) = bo(x),

(2.2.1)



2.3 Critére de régularité pour solution faible aux équations (MHD) dans
I’espace de multiplicateur homogéne 8

ouu=u(zr,t) € R estle champ de vitesse, b € R? est le champ magnétique, p = p (x,t) est
le scalaire de la pression, tandis que ug et by sont la vitesse initiale et le champ magnétique
tmiatiale avec V.ug = V.by = 0.

Pour s’abstraire des difficultés dues aux condition aux limites, on suppose que le fluide remplit
tout U'espace (donc x décrit R® tout entier).

On aura besoin des espaces fonctionnels suivants [12].

Cs, (R?) désigne lespace des fonctions ¢ tels que ¢ € (C§° (R3))? et divp = 0 c¢’est-a-dire
0 3 0 3\)3 : 00 3\)3
G (RY) = {p e (5 ()" div =0} < (C5° (R?))™.
L2 (R3) est défini comme suit
2 (3 oo 7o lH2 9 3\\3 4.
12 (R?) = G, (B9 = {ue 12 ((R?))" s diva =0},
H} (R%) le complété de C, dans H™ (R?).

2.2.1 Les solutions faibles de I’équation magnétohydrodynamique
au sens de Leray

Définition 2.2.2 [12] soient (ug,by) € L2 (R®) et T > 0. La fonction mesurable (u,b) sur
R3 x (0,T) est dite solution faible de (2.2.1)) sur (0,T) siu vérifier les propriétés suivantes
1.

(u,b) € L= ((0,T); L2) N L*((0,T); HY)  pour tout T > 0.

2. u (t) est continue par rapport le temps t de topologie faible de L? avec (u (t), ¢) — (a, @)

quand t — 0%, pour tout ¢ € L2.

2.3 Ciritére de régularité pour solution faible aux équa-
tions (MHD) dans ’espace de multiplicateur homo-
gene

On va étudié le critére de régularité de solution faible de I’équation MHD dans ’espace de

multiplicateur homogene et qui énoncer comme suit :



2.3 Critére de régularité pour solution faible aux équations (MHD) dans
I’espace de multiplicateur homogéne 9

Théoréme 2.3.1 [18] supposons que la vitesse initiale et le champ magnétique ug,by €

H' (R3). Si le champ de vitesse vérifier :
ue LT <O,T; XT (R3)> ,
avec r € [0,1]. Le gradient de champ de vitesse vérifier
Vu e L5 (O,T;X,Y (R3)) ,
ety € [0,1]. Alors
(u,b) € L= (0, T; H (R*)) n L? (0,T; H* (R?)) .
Donc la solution (u,b) est réguliére.

Preuve. Premiérement, nous traitons le cas u € L (0,T; X"r (R3)> et r € [0,1]. Par

dérivation la premiére et la deuxiéme équation de par rapport a xp, nous prenons le

produit scalaire avec g%i = Opu et % = 0ib, respectivement et intégrer sur R?. On a la

premiére équation de
ou — Au+u.Vu+ Vp—0b.Vb=0.
On dérive par rapport a
0,0ku — AOpu + u.NVu + u.Vou + VOorp — 01b.Vb — b.VO,b = 0.
Ensuite le produit scalaire avec 0yu

+ (V@kp, 6ku) — <8kab, 8ku> — <bV(9kb, 8ku> = 0.

(VOkp, Opu) = — (Okp, O divu) =0 car divu = 0,

1
§8t|(9ku|2dx+/ IVorul dz = —/ (6ku.V)u.8kudx—/ (u.V) Opu.Orudx
R3 R3 R3

RS

R3 R3
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I’espace de multiplicateur homogéne 10
Mais
—/ (u.V) Ogu.Orudz = 0.
R3
Car
/ (u.V) Opu.Opudx = / u.Vopu.0pudx
R3 R3
3
= Z/ u.0;0pu.Opudx
=1 /R?
13
= 3 Z /RS u.0; (Opu.Ogu) dx
i=1
1
= —/ u.V (Opu.0pu) dx
2 Jas
1
= — / div (u) . (Opu.Oku) dz
2 Jes
= 0.
Donc
1d 2 2
—— ||Okul72 + |VOkul|;. = (Oku.V) u.0pudx (2.3.1)
2dt R3
+ (Okb.V) b.0yudx + / (b.V) Okb.0Orudzx.
R3 R3
Deuxiéme équation de [2.2.1
0:b — Ab+u.Vb—b.Vu=0.
On dérivé par rapport a xy
0:OLb — AOLb + 0,u.Vb + u.VoLb — 0.b.Vu — b.Vo,u = 0.
Ensuite le produit scalaire avec Oixb

1
/ ~0, |0kb|? dx + / \VoRb|* de = — / (0xu. V) b.Oybdx — / (1.V) Oyb.Oxbdx:
R32 R3 R3 R3

R3 R3
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Mais
R3

Car

R3 R3
3
=y / 1.0;0b.0bd:
i=1 /R
1 3
i=1 /R

2 Jps

_ 1 / div () . (Db Okb) da
2 Jos

Donc

1d
R3 R3

+ / (b.) O4b.Oybdz.
R3

Avec
R3 R3

Par l'intégration par partie on trouve

3 3

/ (b.V) Opb.Opudz = > Y / (b;.0,0b;) .Osudx:
R3 i—1 j—1 /R
3 3
= =) > | (%ibjby) OOsuyde
i=1 j=1 YR®
3 3
— —ZZ/ b;.OxOsu;.0;bjdx
=1 j=1 R3
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On fait la somme de 2.3.1] et 2.3.2] on obtient

1d
2dt 2 dt

= —/ (8ku.V)u.8kudx+/ (0xb.V) b.0yudx
R3 R3

90l + 19 0kullZ: + 5= [8ubl12: + Vb2 (2.33)

R3 R3
= A+ A+ As + Ay

Pour le premier terme A,
A = / (Ou.V) u.0pudx
= / (Oxuy, Opuz, Okus) . 0.9 9 u. (Oguy, Okug, Opus) dridrad
= kU1, OU2, OgU3 9z, Oy’ O3 - \OrUy, OplUz, OgUs ) AT102T20T3
0 0
= / aku1_+aku2 + Opuz=— | . (u1, u2, us) (Opur, O, Oyus) deidrodas
ox i) 8.1'3

8u ou au ou ou 8u 8u
+8ku2 8ku3 au (8ku1, (9ku2, 8ku3) d$1d$2d$3
3 ) 8363
ou Ouy ou ou Ous ou
= _/R <8kula—1+6’k 28 2—|—8ku38 ;) 8ku1—|— (8kula—i—i—8k 28 2+8kU38 2) 8kU2
8ku1% + 8ku28 + Opus—— Ous Opusdxidrodrs
Oy 0z Oz

= — Z (Oru;.0iuj) .Opujde
R3

zgl

Z (Okw;) uj (0;0ku;) dz.

Z]lRS

Donc

Al S ||UVU||L2 HV2u||L2

< ull, 1Vl

ull 2
On utilise lemme (1.1.2) avec w = Vu

holl < [l o7



2.3 Critére de régularité pour solution faible aux équations (MHD) dans
I’espace de multiplicateur homogéne

On obtient
Av < Jlull ;. IVl (|92l

Meéme estimation pour A,
3

Ay = / (0kb.V) b.Ogudz = | O4b.Vb.Opusdx
R3

i—1 /R3

3
R3

< /yu| V0| | V?b| da
R3
<l 190 920
1+r
< lull, IVl [1V2]55" -
Troisiéme terme As
R3

= (VORb.Okb 4 Vb.0,0kb) udx

R
< / [ul VO] [ V28] da < flull [VB]5" V28]
Pour dérnier terme A, égale

]Rfi

i,]= 1

7,7=1

/ [l VB [V2b] de
R3

IN

1+r
< Jull, IV VRO
L’inégalité précédente [2.3.3] devient

1d
5 19kl + VOl + 3 10l + I3kl

<l IullE [ V2llp" + 3l VI3 V2l



2.3 Critére de régularité pour solution faible aux équations (MHD) dans
I’espace de multiplicateur homogéne 14

Pour 1 <k <3,ona

th HVUHL2 + ||V?u HL2 2% IV0l72 + Hv2b||L2
<l IullE [ V2llp + 3l VI3 V2l
1d

S Il + V0] + [+ 7l

<l IVl [Vl 2"+ 3l ¢ IVlIZ" [[920]]2
Xr

Par I'inégalité de Young, on obtient

1d
2dt [HVUHL2 + ||Vb||L2] + HVQbHB + ||V2UHL2
2 =R 4T 2 e Lr
< (||u||1.r ||vu||§2> (Iv2u7) * +3 (llul!“ HVbHiz) (o217 )
1d
3 (19l VB3] + [0, + 92l
1—r % _2
2 2 1 1+
< (nuu o HW!ia) 3 {(IIWHLQ) ]
2 =R = 1 =N i
+0s (Hull v ||Vb||iz) t3 [(IIWHH ) ] -
Donc
1d 2
MJWWBHW%AHWHM+WUM
2 2 1
< Ol 1.” IVull72 + 5 HV%HLQ +Cy HuH;T Vbl + 5 V2]

C 1 1
< S Il (Vals + 19805:) + 5 V2l + 5 V28]

On implique que
d 2 2
72 IVulzz + I9BI5] + V2l + ([ V2l (2:34)
_2
< Cllul = (1Vullzz + VBl
On applique le lemme (1.0.1) & on obtient

T 2
sup [||[Vu ()72 + IVD (L 0)[72] < ([Vuollrz + || Vboll72) exp (c/ llu (0|57 dt) .
0<t<T 0 Xr

Puisque
we Lt (O,T; X, (RS)) .
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Et
(IVuollz2 + I Vboll72) < +oc.

Alors
sup [[[Vau (., 8)][72 + |V (1)) < +o0.

0<t<T

Donc

sup flu ()5 < +oo et sup [|b(.,1)|5 < +oo.
0<t<T 0<t<T

Ce qui implique
2 2
[ull oo miray < +00 et (bl 7oeormmey < o0

D’ou
(u,b) € L* (0, T; H' (R?)).

D’autre coté on intégre par rapport a t avec 0 <t < T
T
2 2

< C/ e (- I“ (Ve (Olz2 +1IV0 (-, )172) at

<o [ o a
Car
(u,0) € L= (0, T; H' (R®)) .
Donc
/OT 1192 (05 + 92 (03] de < o,
implique ) T
[ 100t [0t < o,
donc
(u,b) € L* (0,T; H* (R?)) .
D’ou

(u,b) € L* (0, T; H' (R*)) N L* (0,T; H* (R?)) .
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Pour r = 1 lemme (1.1.2) devient
o+ = [Vl
Alors
2112 2,112
A< ol V% e Aut Aus Ay <3l [0

On obtient I'inégalité suivante

1d

5 g UVullze + 1900Z] + V20 + (|92,

IA

Jull 922, + 3l 92,

N

< 3l (1923 + [V2ull5.)
Apres I'intégration par rapport a ¢
T
[V (DN + 190 (01152 = [V uollze = [1VbollZ: + 2 / 1192 ()52 + V20 ][5 e
T 2 2 2 2
< 6/0 [0l (192 CHIR + 9% (D)) ] e (2.3.5)
Comme (ug, by) € H' donc [2.3.5| devient

IVuolz2 + [ Vboll7 < €

IVu (0l + Ve (L D)IE < 6 / e G0l (1920 Gl + 192 0)])5)] @

T
_2/0 [HV%(.J)H;Jr HW“(-J)H;} Q4 C
T )12 , ,
< O i,y 2 [ D9l + 5] ] +

. 55 peti <<t
Pour HuHLw(QT;Xl) trés petit (HuHLw( . 1) <3< 3) On trouve

2

T
IVl + 1985 +2 =€) [ (98], + 72l ar < .
Donc
T
IV (O + V(D2 < oo et /0 [Hv%\@ﬂv?uuiz] dt < oo

sup |[u(.,t)

0<t<T

T T
/ HV%(.,t)HiQ dt < oo et / HV%(.,t)HiQ dt < 0.
0 0

2 2
HHl < oo et OilggTHb(.,t)HHl<oo



2.3 Critére de régularité pour solution faible aux équations (MHD) dans
I’espace de multiplicateur homogéne

17

Ceci donne
(u,b) € L (0,T; H' (R®)) N L (0, T; H? (B?)) .

Le cas Vu € LT+ (O,T; XV (R3)) et v € [0.1],

A = Opu.Vu.0pudx
R3
< / |Vu| [VuVu| dx
R3
< [[VuVul| 2 [Vul 2
< IVl [9ull, [Vl
< IVul 190l 9
Méme estimation pour A,
R3
< / |Vb| VbV u| dx
R3
< [[VbVull 2 VD] 12
< IVull; IVBIE" V202
Pour le terme As
R3
< |VuVb| V| dx
R3
< Vull, IVl (19217
Pour le dernier terme Ay
Ay = 0i:b.Vu.0bdx
R3
< / |VoVu||Vb| dx
R3
<

IVull ¢ V0I17" [V

Donc

Ay + Ay + Ay <3|Vl . VD5 V2]
ol
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Alors 2.3.3] devient
37 IVl + 03] + 925 + |92l
< Vull IValz [Pl + 311Vl V615 (18]
< <||vu||)2;v ||vu||§2)? (||V2UH;)3+3(||W||§:; IIVb||iz>? (v, )?
Avec 22 +21 =1
< ST (7l + IV01E) + 5 192+ 5 1924
3 IVl 4 93] + (9205 + [ 72
< B IVl IVulls + 5 9l + B IVl 7 90 + 5194
<

2 1 1
3 IValZ7 (17l + 1901) + 5 72l + 5 Vs
Donc
d 25
7 9l + 190]5] + V20 + [IV2ull o < BVl (IVulZ + [VBI7.) - (2:36)
On applique lemme (1.0.1) a[2.3.6]

T 2
sup. (1700l + 96, E:] < (IVuall + 19l exp (5 [ 190,007 at)
0 ¥

0<t<T

Puisque
Vue L (QT;XW (R3)) ,
et
(IVuoll?: + I VholI72) < +o0.
Alors
sup [[[Vu (. )|[72 + Vb (-, )] 72] < +oo.
0<t<T
Donc

sup [lu ()% <+oo et sup [|b(.,b)|[5 < +oo.
0<t<T 0<t<T

Ce qui implique

2 2
[ (O o rmmey < oo et 16700 rm ey < +00-
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Donc

(u,b) € L= (0,T; H' (R*)) .
D’autre coté on integre par rapport a t avec 0 <t < T
T
[IValZz + 1V052] = [IVuollza + IV0lZ2] + [ {920 (. 0)[[5a + (|97 (03 | de
0

< ﬁ/ IV (DI (I () + 98 (0] ) d

< ﬁ/ IVa (., |”dt
Car
IVullz. + Vb7 < sup [llu ()5 + 16 (O3] < 8
0<t<T
T
/ (192 ()% + [V2u o)) @t < oo
0
Implique

T T
/Hb(.,wufqzdtgoo ot /uu(.,t)uipdtgoo.
0 0

Donc la solution

(u,b) € L* (0,T; H* (R%))

(u,b) € L= (0,T; H (R®)) N L2 (0, T; H? (R?)) .

ce qui donne que la solution faible (u, b) est réguliére. O
C’est la fin de la preuve de théoréme (2.2.1). Ce théoréme reste vraie pour I’équation de
Navier-Stokes avec b = 0, alors on a donné une extension de critére de régularité (type de

Serrin) de I'équation Navier-Stokes.



Chapitre 3

Critére de régularité des solutions
faibles de I’équation
magnétohydrodynamique en terme de
champ rotationnel

L’espace de Morrey-Companato M pqjoue un role tres important dans la régularité des solu-

tions de I’équation aux dérivée partielle voir [5] et [14]

3.1 L’espace de Morrey-Companato M 0.

Nous rappelons dans cette partie la définition de ’espace de Morrey-Companato et quelques

propriétés de cet espace.

Définition 3.1.1 Pour 1l < p < g < +o0, l'espace de Morrey-Companato Mp,q est définit par

Mpa  4eR3 R>0

: 3_3
Vo= { FELL )7, = sp s R [l | L
ot B (x, R) désigne la boule fermé du centre x et de rayon R.

Remarque 3.1.1 L’espace Mpvq (R3) est un espace de Banach de norme ||||M
p,q

Lemme 3.1.1 Pour tout A > 0 on a

1
I O, = 3 Wl

Mp.q
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Preuve. Pour tout A > 0 et pour tout f & Mp,q on a

3_3 3_3 %
R O ey = B ( / ( R)If(Ay)lpdy>

— Ri ()\3/ lf () dz> " avec z = Ay
B(z,R)

1 P
R ( [ e i:)
AP B(z,R)

IFO) = swpsupRa7 | f ) o so.ny

My 2€R3 R>0

Et par suite

1
= — supsup Ra™» 11 Lo 5o,y
)\q 2€R3 R>0

= 17, .
D’ou
1
IO, = I,

g

Remarque 3.1.2 L’espace de Morrey-Companato peut étre considérée comme un complé-

ment a l’espace LP, on a le lemme suivant

Lemme 3.1.2 Pourl1<p<gqona
L= M,,C M,,.

Et on a le cas particulier ¢ = % avec p > 2,

L7 (R®) € M,,s (R?).
Preuve. On a pour toute f € Mq,q,

90, = sup s B ey

z€R3 R>
= I lloaar) < 1fllLags) -

D’autre coté

1715, > 1 sy
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Alors
L7 = M,,.

Et on a

3_3
Iy, = sup sup o 11 2o ey -

Puisque p < ¢ alors R » <1

Donc
I Ri77 | f|
_ = sup su P
Myp.q ;56153 R>I(; pHB )
< HfHLCI(B(r,R)) '
D’ou

L'=M,, C M,,.

En raison du lemme suivant données dans [7] :

Lemme 3.1.3 Pour 0 <r < %, l’espace Zrest défini comme lespace de f (z) € LE, (R3) tel
que

Hf”z, = sup HngLz < 0.

lgll .~ <1
Ba1

Alors f € Mzgsi et seulement si f € Zrde norme équivalente.
Et le fait que
.1 .r LT
L’NH CBy,,CH pour 0 < r < 1.

Nous avons le lemme suivant :

Lemme 3.1.4 Pour 0 <r <1 ona

X, (R C M,s (R%).
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Preuve. Soit f € X, (R*) avec 0 < R < 1,z € R¥et ¢ € D (R?) tel que p = 1 surB (%, 1)

on a
%
o3
Iy, = s s 7 ([ ppa)
2,3 zeR3 0<R<1 lz—zo|<R
%
= sup sup RT3 R3/ |f (Ry)|? dy avec r = Ry
yeR3 0<R<1 |y7%0|§1
3 3 %
= sup sup R'2R? (/ |/ (Ry) w(y)|2dy>
y€R3 0<R<1 ’ _L0|§1
1
2
< s sup 7 ([ 17 () e ) )
y€R3 0<R<1 R3
< sup sup R f(Ry) ¢ (W)l 12ms)
y€R3 0<R<1
< sup sup | foll2ms
y€R3 0<R<L1
< sup su . o .
< sup s 171 o el
Donc
191, < €5l
D’ou
XT C M2,§.
O
On a le lemme suivant qui sera utilisé dans la preuve de notre résultat.
Lemme 3.1.5 Pour 0 <r <1, on a
1-r r
1A < ClAl" IV Iz
2,1
ot C ne dépend que de r. L’idée de la preuve vient de [15].
Proposition 3.1.1 Soit w = curlu
On a
Vull . < S 3.1.2
v, <l (3.1.2)

L’idée de la preuve vient de [19]

Remarque 3.1.3 Par le prolongement L+ (R3) C X, (R%) C M2’§ (R®) d’améliorer nos
résultat dans [1] et [T7] et [18]. En fait, on peut trouver que l’espace M 2.3 (R?) est trés grand.
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3.2 Critére de régularité pour solution faible aux équa-
tions (MHD) de terme de champ rotationnel

Dans cette partie on a étudié le critére de régularité de solution faible de I’équation MHD en

terme de champ rotationnel ; nous sommes en mésure d’énoncer notre résultat.

Théoréme 3.2.1 Soit ug € H' (R?), by € L*NL? (R3). Supposons que (u,b) est une solution
faible de l’équation MHD dans |0,T) avec 0 < T < oo. Si le champ rotationnel w =
V X u vérifier
we L (O,T; M2’§ (R3)> pour 0 <r < 1.
Alors la solution faible
(u,b) € L* (0, T; H' (R*)) N L* (0,T; H* (R*)) .
Donc la solution (u,b) est réguliére.

Preuve. Pour démontrer le théoréme (2.2.1) premiérement nous devons créer
be L>(0,T; LY et [b| Vb e L?(0,T; L?),
siwe L7r (O,T, M, s (R? )) pour 0 < r < 1. D’abord, nous considérons le cas 0 < r < 1.
Nous multiplions les deux membres de la second équation de par b |b|2, I'intégration
sur R3 pour obtenir, avec I’aide de l'intégration par parties.

0:b — Ab+ u.Vb —b.Vu = 0.
Devient

(0ub,b[b]*) — (Ab,b[B*) + (w.Vb,bb]*) — (b.Vu,b[b|*) =

Donc

/0tb.|b|2bdm+/ Vb.Vb|b|2da:+/ 2|b|2.|vyb|2\2da;—/ (b.Vu) |b|* bdz: = 0.
R3 R3 R3 R3

Ce qui implique

4dt ||bHL4+/ b” |Vb]* + 2| \V|by | de < (qu)\b| bdx
< (/ ||b> V4l dx) (/ ]b2]2dx)2
R3
< [1of* | .- [[0?]] 2
< Clvul, b SN La 17

2.3

7
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D’aprés le lemme (3.1.5)

T Wl [ V0 210 |V o do < CIvul (P I9 P 1ol

%\03

D’apres [3.1.2

1d

2 - T
g 02+ / O 19 + 20 [V b de < Cllwll 1B (16 VB
3 M

N
3l

2—7r

2
< (||w||2 4) (1116l Vb1 72)* -
M2%

On applique Inégalité de Young,

2
2—r (C\2" 2
AR [ e ) R M s U PRy (VA

3
2?

On choisit £ pour que 5§ = l. Alors

||b||L4 + 16l Vol72 < €. ||w||2 "l (3.2.1)

3
2,;

Puisque w € L= <O, T; M 23 (]RS)), il résulte de 'inégalité différentielle

- ||b||L4 <G ||w||2 " llollz (3.2.2)

2,

Sl

On applique le lemme (1.0.1) a3.2.2]

T
16 (- E)l54 < Cv lboll e exp ( / o (., 8)]2 dt). (3:23)

Donc

sup [|b(.,1)||74 < o0.
0<t<T

Dot b € L™ (0, T; L*)

Pour 0 <t < T on intégre [3.2.1, on obtient ’estimation suivante :

T T
||b||§§4—||bo||i4+/0 ol Vo (. )7zt < C/ lw (., )II“ 10,07 dt

IN

¢, / o (O sup b0l

M, 30<

T
4
< OBl wominn / (I
0

2

Sl
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On a utilisé B.2.3

T T
[ IOt < Ol [ oGO d Il (3.2.4)

3
2?

T T 5
C. [|bol| 74 exp (/ Jw (., )||2 " dt)/ lw ()% dt + [bollza -
0 gg 0 M, s

r

IN

Donc
116 b (-, 8)][72 < oo
D’ou [b| Vb € L?(0,T; L?). Maintenant on démontre que u € L> (0, T; H* (R*))NL? (0, T; H* (R3)).
On multiplier la premiére équation de par Au, et aprés on intégre par partie comme
suit
(Opu, Au) — (Au, Au) + (u.Vu) , Au) — ((0.Vb) , Au) + (Vp, Au) = 0.
Avec (Vp, Au) = — (p, Adivu) =0
(Voywu, Vu) + (Au, Au) = ((u.V) u, Au) — ((b.V) b, Au)
=1+ I.
On obtient I;

IL = ((u.V)u,Au)

o o 0
- /R3 ((ubw,ug). (8_561’8_@’ (9_333 > (uq, ug, uz) Audz
— / (U1i+u2 0 + Uz — 0 ) uy, U, uz) Audx

8x1 8 ax3
o 8U1 aul 8U1 6 8 8 U9 8 8U3 aU3
= / (UIa_[L'l+U2a_Q}2+U38 3 a +U28 2"‘U3a 3 a 1+U28—2+U38x3).Aud$

= Z/ Up.Opuj.Aujdx

k]l

= - Z (9uk8ku]8,u]dx
k,j=1
Pour I,

Iy = —{(.V)b,Au)
o o0 0
= _/R3 <<blab27b3)- (a_‘rl7a_x278_'r3)) .(b17b27b3) Audl‘

= —Z/ be.Okb;. Aujdz.

k,j=1
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Par l'intégration par partie

3 3
I, = — Z/ Glbkbjﬁk(?lujdx— Z/ bkazakujﬁlbjdib
k=1 R pi—1 /R

1d >
S IVl ault, = / Drup- Dy Dyt (3.2.5)
kj=17 R
3 3
k=17 R k=17 R
= I+ II+111.
On trouve
1< VUVl [Vl (326)
< CIvul, IVl IVl
< CIvul,  IVulls Al
2,3
2—r
2 2 2 2 %
< o(nwn;v- ||w||p) (I15ul?)
2,3

1 2 2 2
< 7 lAullf + Cllwlz [ Valz..
M

2

3w

De méme, par I'inégalité de Cauchy, on obtient

II+1IT < C|Aul.|l[b] Vb, (3.2.7)
1
< §IIAU|Iiz+C||IbIVb||iz,

d 2
7 IVullza + | Aullz. < C iz IVullz2 + C 1B VBIIZ: (3.2.8)
2

3l

On applique le lemme (1.0.1) a3.2.§]
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On utilise B.2.4]
2 2 T 2 4 T 72
Va0l < Clvulte ([ lwGolE a) +cimlien ol

3
2,3

T ) T 2
x / o (., 8))1 7 dt+cubou‘z4}exp ( / oo ()17 dt>,
0 M 0 Mz,g

2,3

S

puisque w € L7+ <O,T; M2’; (R3)>. Alors
sup |u (., t)|5: < oo.
0<t<T

Donc

we L (0,7; H' (R?)) .
Ensuite, nous obtenons I'estimation de Awu, on intégre par rapport a t

T T 5 T
| naucnid < ¢ [ (ol IVulide+ [Vl + 0 [ 1H 5Ol d

2,

T
_2
< C sup ku}/ Jw (., t)]2"
0<t<T 0 M

2

Sl

T
dt + | Vo2 +c/ 1161V (., )| dt
0

Sl

T Y T
< CUVUlagrsey | (OIS des [Vl +C [ 1T (01 dr

2

Slw

Donc
T
/ (., 1) |5 dt < oo.
0
Alors u € L*(0,T; H? (R?)) par conséquent u € L (0,T; H* (R*)) N L*(0,T; H? (R?)), ce
qui donne que (u, b) est réguliére. O

Pour le cas 7 = 1, nous avons besoin de I’espace BMO [12]
Définition 3.2.1 Une fonction f € Lj,. (R*) appartient a l’espace BMO s’il existe A > 0

telle que :

1
sup = f(y) —aldy < A< oo,
B ’B| yeB(x,R)

Ou B = B (z, R) est une boule de R?, et a = Wl,nm fyeB(w’R) f(y)dy.

On note || f|| g0 = inf A.

Exemple 3.2.1 La fonction log |x| € BMO.



Lemme 3.2.1 Si f € H'(R?) et Vf € Mg,g, alors
f € BMO (R?).

Preuve.

Par I'inégalité de poincaré, on a

/ 1f (0) — e @) dy < CR? / Vf (y)dy
B(x,R) B(xz,R)

< CRVAR,

Avec B (z, R) est une boule de R3.

D’apres

3.1.2

1 2
oo = sup sup o /B @ = m s W) dy

z€R3 R>0

< CIVIIE, -

]
et le lemme (3.2.1) et si w € L? (O,T; M273>, alors u € L?(0,T; BMO). Et

d’apres le théoréme (2.1) dans [I5] la démonstration est compléte.
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CONCLUSION

Ce travail nous a permis de conclure que les espaces de Sobolev et les espaces de multiplicateur
et les espaces de Morrey-Companato sont des outils trés important et trés adapté a I’étude
des équations aux dérivées partielles par exemple I’équation magnétohydrodynamique.

En effet, les solutions faibles de 1’équation magnétohydrodynamique (MHD) sont réguliéres

sous les conditions suivantes :
uwe LT <O,T; X, (R3)> :
avec r € [0, 1] ou le gradient de champ de vitesse vérifier
Vu e LT (o,T;X7 (R3)> ,

avec 7 € [0, 1].

Ou bien le champ rotationnel

w=V xuec Ler (O,T;MZ; (R3)) pour 0 <r <1,

avec X, (R?) C M, s (R?),
Donc on a fait une extension de critére de régularité pour des solutions faibles aux équations
magnétohydrodynamique (MHD) dans X, (R%) et M, s (R?). Et on peut améliorer ce critére

de régularité au cas des espaces de Besov d’indices négatifs.



Bibliographie

1]

2]

C. He, Z. Xin, On the regularity of solutions to the magneto-hydrodynamics equations,

J. Differential Equations 213(2) (2005), 235-254.

G. P. Lemarité-Rieusset ;Gala, S, Multipliers between Sobolev spaces and fractional

differentiation. J. Math. Anal. 322(2) (2006), 1030-1054.
H. Brézis, Analyse fonctionelle. La premiére édition, Dunod Paris, 1999.
L. Triebel. Theory of function spaces, Birkhauser,1992.

M. E. Taylor, Analysis on Morrey spaces and applications to Navier-Stokes equations
and other evolutions equations, Comm. Partial Differential Equations 17 (1992)1407—
1456.

M. Sermange, R. Temmam, Some mathematical equations related to the MHD equa-

tions. Commun. Pure Appl. Math 36(5), (1983), 635-664

P. G. Lemarié-Rieusset, the Navier-Stokes equations in the critical Morrey-Companato

space, Rev. Mat, Iberoam. 23(3)(2007), 897-930.

P. G. Lemarié-Rieusset : Recent Developments in the Navier-Stokes Problem. Chap-
man and Hall/CRC Research Notes in Mathematics, vol. 431. Chapman & Hall/CRC,
Boca Raton(2002).

Q. Chen, C. Miao, Z. Zhang. : On the regularity criterion of weak solution for the
3D viscous magneto-hydrodynamics equations. Commum. Math. phys. 284(3)(2008),
919-930.



BIBLIOGRAPHIE 32

[10]

[11]

[12]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

Q.Chen, C.Miao, Z.Zhang. : The Beale-Kato-Majda criterion for the 3D magneto-
hydrodynamics equations. Commum. Math. phys. 275(3)(2007), 861-872.

S. D. Chatterji cours d’analyse 3; 1998.

S. Gala, :Uniqueness of weak solutions of the Navier-Stokes equations. 53(6)(2008)561—
582.

S. Machihara, T, Ozawa. : Interpolation inequalities in Besov spaces, Pro. Amer.

Math. Soc,131 (2003), 1553-1556.

T. Kato, Strong LP solutions of the Navier-Stokes equations in Morrey spaces, Bol.Soc.

Bras. Mat. 22(2) (1992), 127-155.

Y. Wang . : BMO and the regularity criterion for weak solutions to the magnetohydro-
dynamic equations. J. Math. Anal. Appl. 328(2) (2007), 1082—-1086.

Y. Zhou ; Regularity criteria for the generalized viscous MHD equations . Ann. Inst.

H. Poincar Anal. Nonlinaire 24(3) (2007), 491-505.

Y. Zhou, Remarks on regularities for the 3D MHD equations. Discrete Continuous
Dyn. Syst. 12 (2005), 881-886.
Y. Zhou, S. Gala, Regularity criteria for the solutions to the 3D MHD equations in

the multiplier space, Z.Angew. Math. Phys. (2009), in press.

Y. Zhou, S. Gala, A new Regularity criteria for weak solutions to the viscous MHD

equations in terms of the vorticity field, Nonlinear Analysis 72(2010), 3643-3648.



	Introduction
	 Préliminaires et outils d'analyse harmonique
	Les espaces de Sobolev

	Critère de régularité des solutions faibles de l'équation magnétohydrodynamique dans les espaces de multiplicateur homogène 0mu mumu XX3Xr( R 3) 
	Les epaces de multiplicateur homogène 0mu mumu XX3Xr( R 3) 
	L'équation magnétohydrodynamique dans les espaces de multiplicateur
	Les solutions faibles de l'équation magnétohydrodynamique au sens de Leray

	Critère de régularité pour solution faible aux équations (MHD) dans l'espace de multiplicateur homogène

	Critère de régularité des solutions faibles de l'équation magnétohydrodynamique en terme de champ rotationnel
	L'espace de Morrey-Companato 0mu mumu MM14Mp,q
	Critère de régularité pour solution faible aux équations (MHD) de terme de champ rotationnel

	Conclusion
	Bibliographie

