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NOTATIONS

Nous utilisons les notations suivantes dans ce travail :
— 'H désigne un espace de Hilbert.

— T désigne un opérateur de H dans H .

— A Algebre de Banach.

- B (H,HI) désigne ’ensemble des opérateurs bornés de H dans H. .
— On note L?(X,S,\) par L*(X).




INTRODUCTION

Plusieurs applications concrétes des mathématiques en science et engineering, font appel
éventuellement & un probléme impliquant des équations opératorielles. Ce probléme peut étre

représenté comme une équation opératorielle du type
Tr =y (0.0.1)

ou T : X — Y est un opérateur linéaire ou non linéaire tel qu'un opérateur différentiel ou
opérateur intégral ou une matrice. Les espaces X et Y sont des espaces linéaires munis de
certaines normes.

Résoudre les équations linéaires & une infinité de variables est un probléme d’analyse fonction-
nelle et le probleme de résolution de 1’équation est bien posé si on assure 1’existence
et 'unicité de la solution de et la continuité de la solution dépendant de la variable y.
Il est bien connu que le probléme de résolution des équations opératorielles du type (0.0.1])
essentiellement bien posé si 'image de T est fermé. Donc I'étude des opérateurs a image
fermé joue un roéle vital dans la théorie de perturbation. Plusieurs travaux ont été élaborés
dans ce sens, nous citerons R.Bouldin.(1973) [1] ; Singh[8];Singh [6].

Notre attention dans ce mémoire a été porté plus particulierement sur la fermeture de I'image
des opérateurs de multiplication, vu 'importance de ces opérateurs en analyse fonctionnelle
(dans le cadre d’étude spectrale) avec le théoréme spectral ([7]- [9]) qui nous assure que tout
opérateur auto-adjoint est unitairement équivalent & un opérateur de multiplication.

Etant donné un espace mesuré o—finie (X, S, \) et une fonction mesurable essentiellement

bornée sur X, on définit 'opérateur de multiplication noté M, induit par €, par la relation
Myf = 0f pour tout f € L*(\) (0.0.2)

Le but ce travail est de caractériser ces opérateurs de multiplication bornés & image fermé
dans l'espace de Lebesgue L?(X, S, \) et ceci est donné dans le théoreme (2.2.1)).
Plan du mémoire :

Ce mémoire est divisé en deux chapitres



— Le chapitre 1 est consacré au rappel des définitions et notions mathématiques dont on a
besoin : le mesure ; espace de Hilbert ; espace L? ; opérateurs bornés.

— Dans le chapitre 2, on donne la définition de l'opérateur de multiplication et quelques
de ses propriétés spectrales. Ensuite on établit le résultat caractérisant théoréme
de la fermeture de I'image de 'opérateur de multiplication borné sur ’espace de Lebesgue
L*(X, S, \),avec (X, S, \) un espace mesuré o —finie ; on termine le chapitre par un corollaire
et un exemple d'un opérateur de multiplication & image non fermé.

On finit ce travail par une conclusion et une bibliographie.




Chapitre 1

Préliminaires

Dans cette partie, nous rappelons quelques notions et résultats sur la théorie de mesure et

sur les espaces sur lesquels nous travaillons[4].

1.1 Notion de mesure
1.1.1 Définitions

Définition 1.1.1 (Tribus ou oc—algébre) Soit un ensemble X, et soit S la famille des
parties de X (S C P(X)). On dit que S est une tribu sur X, si elle vérifie :

1. geS, Xelb.

2. Pour toute famille dénombrable (A,), .y C S on a :
U Anes
n €N
8. Pour toute famille dénombrable (A,), . C S on a :
(A€ S
n €N

4. Pour tout A€ S on a :
Ace S

Définition 1.1.2 (Espace mesurable) Soient X un ensemble et S une tribu sur X. Le
couple (X ,S ) est appelé espace mesurable. Les parties de X qui sont des éléments de S sont

dites ensembles mesurables.



1.1 Notion de mesure 3

Définition 1.1.3 (Mesure) Soit (X,S ) un espace mesurable. On appelle mesure sur (X ,S)
toute application A :S — R (avec R; =R, U (+00)) vérifiant :

1. AM(@)=0.

2. A est o—additive, c’est-a-dire que pour toute famille (A, ), .y C S de parties disjointes
deux a deux (i.e A, N A, =2,sin#m),ona:
ACU An) = 3 A (A
n €N n €N

Remarque 1.1.1 Quand on munit [’espace mesurable (X ,S ) d’une mesure A, on parle d’es-

pace mesuré et on note (X, S, \)

Définition 1.1.4 (Mesure c—finie) Soit (X,S,\) un espace mesuré, on dit que \ est c— finie (ou
que (X,5,\) est o—fini) s’il existe une suite d’éléments (A,), o de S tel que

A(A,) <oo,VneNet X = U A,.

n €N

Exemple 1.1.1 (Mesure de Dirac) Soient X un ensemble, S une tribu sur X eta € X.

On définit sur S la mesure de Dirac o, par

0,sia¢ A

A
1, siac A’ €5

on(4) = {

1.1.2 Propriétés d’une mesure

Soit (X,5,\) un espace mesuré. La mesure A vérifie les quatres propriétés suivantes :

1. Monotonie : Soit A, B € S tel que A C B, alors
A(A) < A(B).

2. o—sous—additivité : Soit (A,), oy C S5, alors

A(U An> <) A(A).

neN n €N
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3. Continuité croissante : Soit (A4,), .y C S, telle que A, C A, 41 pour tout n € N, alors

A(UAn> = lim (A(4,))

= sup(A (4n)).

n €N

4. Continuité décroissante : Soit (A,), oy C S, telle que A, 1 C A, pour tout n € N, s’il

existe ng € N avec A (4,,) < oo, alors

A(ﬂAn> = lim (A(4,))

= inf (A (A4)).

n €N
1.1.3 Fonctions mesurables

Définition 1.1.5 (Fonction mesurable) Soient (E,S ) et (F,S) deuzx espaces mesurables

et f :EE — F une application. f est dite mesurable si, et seulement si,
vAe S, f Y(A)e S (i.ef -1 (5) C S).

Exemple 1.1.2 Soit (X, S) un espace mesurable quelconque, toute fonction constante (i.e.f(x) =

a pour tout x € X, a est un réel fixé) est mesurable. En effet

EeS, siae A
-1 o )
/ (A)_{@es,siagéA.

Définition 1.1.6 (Partie négligeable) Soient (X, S, \) un espace mesuré et A C X. On

dit que A est négligeable s’il existe un ensemble B C S tel que
AC B etAB)=0.

Définition 1.1.7 (Propriété vraie presque partout) Une propriété P est dite vraie presque

partout si I’ensemble des éléments pour lequel P est fausse, est négligeable.

Définition 1.1.8 (Fonction mesurable essentiellement bornée) Une fonction mesurable

f X — C est dite essentiellement bornée s’il existe une constante m > 0 telle que

|f(x)] < m presque partout.
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Définition 1.1.9 L’espace des fonctions essentiellement bornées se note L>°(X,S,\).

Théoréme 1.1.1 (de la convergence dominée) Soient (X,S,\) un espace mesuré et ( f,)nen
une suite de fonctions mesurables telle que pour tout x € X,

fu(x) — f(x) presque partout

n—-+oo

(et on note f,(x) — f(x) pp). Sil existe une fonction g € L*(X,S,\) (i.e g est \—intégrable)
n—-+00

telle que Vn € N,
Vo e X, [fu(2)] < g(z) pp

alors

lim [ f.d\ = / lim f, dA
X

n—oo X n—oo

= / £ dA.
1.2 Espace de Hilbert

Définition 1.2.1 (Produit scalaire) Soit E un espace vectoriel surk (k=R ouk =C).
On appelle produit scalaire sur E toute application notée (.,.) de EXE dansk({.,.) : E x E — k)
telle que :

— Positivité : Yu,v €E : (u,v) > 0.

— Sesquilinéairité : Yu, v, w € E : és’j;:g; : <<Z: :;éii%” EUU>> ,
(ou, v) = a (u,v) dans le cas réel
(u, vy = @ (u,v) dans le complexe
(u,v) = (v,u) appelée symétrie dans le cas réel

)

etVu,vGE,VaEk:{

—etVu,vek: ..
v { (u,v) = (u,v) appelée hermicité dans le complexe.

Définition 1.2.2 (Norme) On appelle norme sur E noté ||.||;, toute application de E dans

R* telle que :

~VzeFE:|z]=0&2=0.
~-VazeE VYaeC: |azx|z=|al|z]
“Va,ye B o tyl, <l +lyle
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Remarque 1.2.1 Pour tout produit scalaire sur X, on peut associer la norme :

Il = /)

Définition 1.2.3 (Espace préhilbertien) On appelle espace préhilbertien un espace vec-

toriel muni d’un produit scalaire, un espace préhilbertien de dimension finie est dit euclidien

dans R.

Définition 1.2.4 (Espace de Hilbert) Un espace de Hilbert H est un espace préhilbertien

complet pour la norme définie sur le produit scalaire.

1.3 Espace L?

Définition 1.3.1 (Espace L?) Soient (X,S,\) un espace mesuré, et f :X — k une fonc-
tion mesurable. On appelle espace L£* I’ensemble des fonctions mesurables, a valeurs réelles

telles que la fonction |f ]2 soit A—intégrable, et on note :
L2(\) = {f : X —> k telle que f mesurable et /X]f P d)\ < +oo} .
Done f & L? si [ |f |7d\ =400 et on pose alors
I = (f 17 vt =400 (13.0)

Cas particulier : si (X,S5,\) = (N*,P (N*),c), on note :

o0 2
2
ly = $:($n)n21aHxH2:<Z|x”‘> < +0o0

n =1

Définition 1.3.2 Soit (X,5,\) un espace mesuré, soit f, g : X — F deux fonctions avec

F =R, on dit que f = g presque partout, et on note f = g p.p. si l’ensemble

{reX f(2)#g (@)}

est négligeable.
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Définition 1.3.3 (L’espace L?) Soient (X, S, \)un espace mesuré , on définit [’espace L?
comme l’ensemble des classes d’équivalence des fonctions de L£* pour la relation d’équivalence
égalité p.p, donc :

2={f re 2}

ot f désigne le représentant de la classe d’équivalence p.p sur L2. Si F C L? et f € F on

poseF:fetona:

Wl = 11F 1l = (/X 7P cu)2

Une autre maniére d’exprimer cette définition consiste & dire que ’espace L? est le quotient

de L? par la relation d’équivalence “égales presque partout”, et on note :
L*=1L%/ ~

Remarque 1.3.1 On confond classe de fonctions de L? et fonctions de L?. On peut donc

définir L? (X,S,\) de la maniére suivante

Définition 1.3.4 Si (X, S, )\) est un espace mesuré, on définit L* par

L*(X,5,)\) = {f définie sur X : (/ |f |2d)\)2 < +oo} (1.3.2)
X

et on le munit de la norme ||.||;. donnée par

15 0= ([ 11 <x>|2dx>%. (133

1.3.1 Propriétés de L?

1/ Tespace L? muni de la norme || .||;» (1.3.3) est un espace vectoriel normé complet i.e un

Banach.

2/ Despace L? (X ,S,)\) muni de la norme || .||, est un espace de Hilbert et le produit scalaire

associé a la norme est définie par

<f,g>=/ngdA
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1.4 Algéebre de Banach
Définition 1.4.1 (Algébre) Soient X un ensemble, A une famille de parties de X (i.e.
A CP(X)). La famille A est une algébre sur X si

1. oA X e A

2. A est stable par union finie, c¢’est-a-dire que pour tout A, B € A on a

AUB e A.

3. A est stable par intersection finie, ¢’est-a-dire que pour tout A, B € A on a

ANBeA.

4. A est stable par passage au complémentaire, c’est-a-dire que pour tout A € A on a
Ace A
Définition 1.4.2 (Algébre de Banach) Soit A une algébre sur C équipée d’une norme

I|I.||. On dit que A est une algébre de Banach si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. A est un C-espace de Banach c’est a dire un C-espace vectoriel normé, complet.

2. pour tous x, y € A on a

[yl < I [ yll -

Si de plus, il existe un élément e € A telle que

re = €ex

= z,(xeA) et |ef|=1

alors, on dit que A est une algébre de Banach unitaire. L’élément e s’appelle ’élément
unité de l'algébre A

Enfin, nous dirons qu’une algébre A est commutative si xy = yx pour tous x, y € A.
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1.5 Les opérateurs dans un espace de Hilbert

Définition 1.5.1 (Opérateurs ) Soit H et H des espaces de Hilbert. Un opérateur T de
H dans H' est une application linéaire de D(T)(appelé domaine de T) dans H .

On note par L(H,H') l’espace vectoriel des opérateur de H dans H . Si H = H', on pose
L(H) = L(H,H).

Définition 1.5.2 On appelle noyau de T notée N(T) le sous-espace
N(T)={xz€ D(T); Tx = 0}.
Définition 1.5.3 On appelle 'image de T notée R(T') le sous-espace
R(T)={yeH ;y=T(zx),z € D(T)}.
Définition 1.5.4 Un opérateur T est dit borné s’il existe un C' > 0 tel que
Vo e D(T) [Tzl < Clz| -
Le plus petite constante C' qui réalise cette propriété est appelée norme de T et notée || T .
Définition 1.5.5 Un opérateur T est dit densément défini si D(T) est dense dans H.

Définition 1.5.6 (Graphe d’un opérateur) Le graphe d’un opérateur T de H x H ' noté
G(T) est un sous-espace de H x H  défini par :

G(T) = {(.Tz), = € D(T)}.

Définition 1.5.7 (Spectre d’un opérateur) Le spectre d’un operateur T € L(H) est le

sous-ensemble de C défini par
o(T)={z€C, (T — zI) n'est pas inversible}.

Définition 1.5.8 (Opérateur fermé) Un opérateur T de H dans H' est dit fermé si, et

seulement si, son graphe G(T) est un sous-espace fermé de H x H c’est a dire :
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Définition 1.5.9 (Adjoint d’un opérateur) Soit " € L(H) . L’adjoint est l'opérateur

linéaire borné, note T™ vérifiant
(Tz,y) = (x,T"y) Nz, y € H.
Proposition 1.5.1 Soit l'isométrie
JHOH - HeH

définie par
J(z,y) = (=y.z).

Soit T un opérateur de H dans H a domaine dense. Alors
G(T*) = [JG(T)]*.

Preuve

En définissant le produit scalaire de deux élément {a,b} et {c,d} de H x H' par

({a,b},{c,d}) = (a,c) + (b,d) .

On a

(y,2) € G(T*) <= (Tx,y) = (z,z), pour tout = € D(T)
— ((-Tzx),(y,2)) =0, Ve € D(T)
— (T (p.e)) =0, Ve € D(T)
<~

(y:2) € [JG(T)]



Chapitre 2

Opérateur de multiplication a image
fermée

Dans ce chapitre, (X,5,\) désigne un espace mesuré.

2.1 Définitions et Propriétés spectrales

Définition 2.1.1 (Opérateur de multiplication) Soit 6§ une fonction mesurable sur X.

L opérateur de multiplication par 6 noté My est défini par :
D(My) ={f € L*(X) : 0f € L*}  Vf € D(My) Myf =0f.

Remarquons que 'espace D(Mjy) est bien un sous -espace vectoriel de L*(X) et My est un

opérateur sur L*(X).

2.1.1 Propriétés spectrales de ’opérateur de multiplication

Proposition 2.1.1 My est densément défini.

Preuve
Soit n € N. Posons
Y,={zeX: |0(z) <n}.

+oo
Onay, C Y, et U Y,, = X. Posons pour f € L*(X) f, =1y, f € D(M,) et on a f, — f

n=1
par le théoréme de convergence dominée. On conclut bien que D(Mp) est dense dans L*(X).
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Proposition 2.1.2 My est borné si, et seulement si, 0 est essentiellement bornée( c’est-a-dire

6 € L>) et dans ce cas | My| = ||0]| -

Preuve

Supposons que 6 est essentiellement bornée. Soit C' € R telle que |#(z)| < C pp. On a

IMof))* = |of]

/ 0() | (2) da
X

10112 1£1

< fE.

IN

Donc My est borné et

Mo < C.

Si C =0 alors
| Mp]| = 0.

Si C' > 0. Soit € € ]0,C], on pose
Ye={zx e X: |0(x)]>C—¢}
ensemble de mesure non nulle, donc pour f € L?()\) s’annulant hors de Y; on a
IMofII* > (C = | fI

donc || Mp]| = ||6]] -

Réciproquement, si # n’est pas essentiellement bornée, posons, pour n € N,
Y,={re X :|0(x)] >n}
ensemble de mesure non nulle. Pour f € D(My) s’annulant hors de Y, on a

1Mo fl| = n ]l fIl-

Donc My n’est pas borné.

*

Proposition 2.1.3 Mj est l'opérateur de multiplication par 0* :x — 0(x)* et on a

D(My) = D(Mj).
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Preuve
Remarquons tout d’abord que la proposition( [2.1.1)) nous permet de définir M. De plus il,

clair que D(Mpy) est aussi le domaine de 'opérateur de multiplication par 8. On a pour tout

(f,9) € D(Mj)?
(Myf.g) = /X 6(x) f(2)g(x)"dz

- /X (6(x)g(x))" f(x)dz
= (f,Mjg).

L’opérateur de multiplication par 6" est ainsi un adjoint formel de My. On en déduit D(M,)
C D(Mj). 1l reste donc & montrer que pour g € D(Mj) on a Mg € L*(X).
Soit g € D(Mp). Pour f € D(My) on a

([ Mgg) = (Myf,g)
- [ s@s@gtey e

Donc

veDh) [ (Miga) — o@0a) ) ()de =0
Donc la fonction z — Mjg(x) — g(x)0(x)* est orthogonale a D(Mjy) qui est dense d’apres la
proposition ([2.1.1)). Donc pour tout g € D(My) on a

Mgg(x) =0(x)"g(x) pp.
En particulier 0%g € L*(X) et donc D(My) C D(My) car D(My) est le domaine de 6*.
Proposition 2.1.4 M, est un opérateur fermé.

Preuve
My~ est 'adjoint de lopérateur de multiplication par 6*. Donc d’apres la proposition(1.5.1)),

My est fermé.

Proposition 2.1.5 On a

o,(My) = {2 € C : 07'(2) est de mesure positive}.



2.1 Définitions et Propriétés spectrales

14

Preuve

z— My est 'opérateur de multiplication par z —6. Donc z € o,(Mjy) si, et seulement si, z— M,

n’est pas injectif si, et seulement s’il existe f € L2(X) tel que

(z—0)f=0o0u f #0.
Ceci est vrai si, et seulement si,
{r e X :0(zx) # 2}

est de mesure strictement positive.

Proposition 2.1.6 Les assertions suivantes sont équivalentes :
i R(Mpy) est dense.

ii O(z) # 0 pp.

iii My est injectif.

Dans ce cas, M, ! est opérateur de multiplication défini par la fonction
O(x)~! sif(x) #0
0 =

(@) {0 si 0(x) = 0.
Preuve
— 1) =i
Soit f € L*(X) telle que f s’annule hors de

Yi={re X :0(x)=0}.
Alors
f € R(Mp)* = {0}

par hypotheése.
Donc

L*(v1) = {0}

est de mesure nulle.

— i) = q)
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Soit
1
Y,={zreX: |0x)>-}
n
—+00
OnaY,CVY, et X — U Y, est de mesure nulle. Soit g € L?*(X) et posons
n=1

gn = 1yng € R(M@)

On a ||gn, — gl|, — 0 d’apres le théoreme de la convergence dominée. Donc R(Mjy) est dense.
— i) = i)
Si Myf =0, alors
0(z)f(x) =0 pp.
Donc
f=0pp
— i) = ii)
Soit
Yi={ze€ X :0(zx) =0}
Soit f € L*(X) s’annulant hors de Y;. On a Myf = 0, donc f = 0. Donc Y] est de mesure

nulle.

Si une de ces propriétés est satisfaite alors My est injectif et 6(x) # 0 pp
DMy Y=R(Mp)={ge L*(X): 3 feL*X) :g=0fy={g€ L*(X): 019 € L*(X)}
et pour tout g € D(M, "), il existe f € L?(X) telle que g = 6f. On a donc
Mg'g=[ =09

2.2 Caractérisation de l'opérateur de multiplication a
image fermée

On établit dans cette partie le résultat caractérisant la fermeture de I'image de 'opérateur
de multiplication borné sur L?(X,S,\). Mais avant, on a besoin du lemme suivant qui sera

utilisé pour la démonstration.
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Lemme 2.2.1 ([6/-]3])Soit A € B(H). A est a image fermé si, et seulement si, il est borné

loin de son ensemble d’annulation sur (N(A))*.

Définition 2.2.1 Une fonction f est dite bornée loin de son ensemble d’annulation sur un

ensemble E sl existe un nombre C' strictement positif tel que
|f(z)| > ¢, pour tout x dans E.

Définition 2.2.2 un opérateur est dit borné loin de son ensemble d’annulation sur un en-

semble E s’il existe un nombre C' strictement positif tel que
|Af]l > ¢, pour tout f dans E.

Théoréme 2.2.1 Soit My € B(L*()\)). Alors My est a image fermé si, et seulement si, 0

est bornée loin de son ensemble d’annulation sur Z°.

Preuve

Soit 'ensemble d’annulation de 6
X, ={zx € X;0(x) =0},
on pose
7’ =X\{r e X;0(x)=0} =X, .

1)On suppose que @ est bornée loin de son ensemble d’annulation sur Z? et on montre que
I'image de 'opérateur My est fermé.

1¢7¢ étape : On décompose L?(X) en somme directe comme suit :
L*(X,S,)\) = L*(X1, 51, \) @ L*(Xs, Sy, ) (2.2.1)

OﬁSlzszl,ngszg
on a

N(Mp) = L*(X1,51,))

et
(N(Mp))™ = L*(X2,92,))
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en effet, on montre que N(My) = L*(X;,51,A)

soit f € L?(X1,51,)\) alors 0(x) f(z) = 0 pour tout x € X, ainsi f € N(Mp)

donc L*(X1,51,\) C N(Msy).

On montre lautre inclusion, pour cela considérons f € L?(X,S,)\) alors f s’écrit de maniére
unique sous la forme f = fi + fo avec fi € L*(X1,51,A) et fo € L?(Xs,5,A) d’aprés(2.2.1).
Si f € N(My) alors 8f = 0p2 i.e, 0(f1 + f2) = 02 dott §(x) f1(x) + 0(x) fo(x) =0 Vr € X
or 0fy =0 car f; € L*(X1,S1,\) donc 0 fy = 072 et comme 0(z) # 0 sur X, alors

fo=0p2

on obtient alors f = f; et donc f € L?(X,51,\) d’out N(My) C L?(X1,51,)).
Conclusion L?(X1,51,\) = N(My).
(2.2.1) Devient
L*(X,S,\) = N(Mp) & (N (My))*
donc

(N(Mg))*: = L*(X3,52,)).

2¢mme ¢tape : On montre maintenant que Mp est inversible sur L?(X5,55,\) = (N (My))*
étant donné que

L*(X,S,\) = N(My) & (N (Mj))*
on obtient alors pour tout f € L*(X,S,\), Myf = 0f = 0fy = Myfo
avec fo € L?(X3,5,\) i.e, 'image de Mj est égale a I'image de sa restriction sur L?(X5,55,))
et on écrit

R(Mpy) = R(Mp\12(x5,5,.)))

examinons alors la restriction de My sur L?(X5,55,))
MH\L2(X2,SQ,)\) : L2(X27SQ>A) - R<M9)

C’est un opérateur bijectif, en effet
i) Il est injectif car

si g1, go € L*(X3,59,)) tel que 0 g; = 0 g, alors

0(z)(91(x) = g2(2)) =0 Vo € X,
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or 0(x) # 0 done g1(x) = g(x)
i)l est surjectif par construction.
Il reste & montrer que I'inverse de M, est borné sur L?*(X5,S55,)).
Comme (My)~! = My, (Vo € X5 0(x) #0 ) et  est borné alors 3 € L. On conclut que My
est inversible sur L?(X5,55,\) = (N(Mp))*+
3emmeétape : Finalement on montre que R(My) = (N (My))* = R(Mjy)
On utilise la formule connue pour un opérateur A borné ou fermé de domaine D(A), & savoir
N(AY) = R(A)7
N(A) = R(A")”
Donc N(A*)t = R(A) et aussi N(A)t = R(A*). Dans notre cas N(My) = N(Mg) =
N(M;) = {0}. Ainsi R(A) est dense dans L?(X5,S5,)).
D’autre part, si # est bornée loin de de son ensemble d’annulation, on a

[MofIl = clIfIl, Vf € L*(X2,82,))

ce qui assure que R(Mjy) est fermé dans L%(X5,5,)\). En fait, il s’agit d’un résultat assez
général trés connu qui dit que si A est semi-borné inférieurement, ||Az| > ¢ ||z||, Vo € D(A),
alors il est & image fermé [2] Par conséquent, R(My) = L*(X3,52,A) = (N (Mp)=.

2) On suppose que I'image de 'opérateur My est fermé et on montre que 6 est bornée loin
de son ensemble d’annulation sur Z°. B

Comme X est o—fini nous pouvons écrire X = U Y, ot A(Y;) < oo, pour tout i € N .

i=1
On suppose # non bornée loin de son ensemble d’annulation sur Z% = X5 i.e,

Ve > 0,32 € Z% tel que |0(z)] < c
on définit ’ensemble des éléments pour lequel 6 n’est pas bornée, par
1
E;={z:zxeXset |0(z)| < -}
J

soit F;, = Y; N E;. Maintenant on définit g; par

6 = S0,
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on a
l, SiIEYnmEj

(o, @ = {5

or |0(z)| < %, Vr € Xy, donc

sinon

[Mpg;(x)| = [0(x)g;(x)], x € YnN E;

1
< o)l

en passant & la norme sur L?, on obtient

| Mogs 2 = / | Mog,(a) 2 du
X

1\ 2
2
< (5) [P
J
X
1\?
< (5) it
ce qui implique que
Mogills _ 1
lgilleJ
Donc M, n’est pas borné inférieurement sur (N (Mp)*, et par le lemme ([2.2.1]), My n’est pas

a image fermée.

On donne un résultat conséquence du théoréme ([2.2.1]).

Théoréme 2.2.2 Soit A € B(H) et normal. Alors A est a image fermé si, et seulement si,

A" est a image fermé, pour un certain n € N.

Preuve

Considérons A € B(H) un opérateur normal, par le théoréme spectral A est unitairement
équivalent a 'opérateur de multiplication My donc A™ est unitairement équivalent a 1’opéra-
teur de multiplication My~ aussi.

<=) On suppose que pour certains n € N, 'opérateur A" est & image fermé alors My~ est a
image fermé, d’ott d’aprés le théoréme ), 0™ est bornée loin de son ensemble d’annulation

n . .
sur Z%" i.e, pour un certain n € N

3¢ > 0 tel que [09"(x)| > ¢ pour tout z € Z”" (2.2.2)
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avec Z%" ={xr e X | 0"(x) # 0}
On va montrer maintenant que My est & image fermé, a cet effet on montre que 6 est borné
loin de son ensemble d’annulation sur Z°.

Prenons x € Z% alors
0(z) # 0= 0"(x) # 0 pour un certain n € N
dou Z% C Z9" et ainsi d’aprés
0" ()| > ¢,Va € Z°

or

10" (2)] = 10(2)[" = c = |0(x)| = Ve

Ainsi 3 k = {/c > 0 tel que
0(x)| > k Vo € Z°

on déduit alors que 6 est bornée loin de son ensemble d’annulation et par le théoréme( [2.2.1))
My est & image fermé et donc A est a image fermé.
=) On suppose que A est a image fermé alors My est & image fermé, d’ou € est borné loin

de son ensemble d’annulation sur Z? i.e,
3¢ >0 tel que |f(x)| > ¢ pour tout x € Z° (2.2.3)

On va montrer maintenant que My~ est a image fermé, a cet effet on montre que 6" est borné
)

. . n . L, L, .

loin de son ensemble d’annulation sur Z%" et ceci en démontrant par récurrence sur n qu’il

existe k > 0 telle que
10" ()| > k, pour tout = € Z%" et pour tout n € N
On pose pour tout = € Z%", la propriété P, suivante
10" (z)| > ¢, Vn € N (P,)

on a pour n = 1, |#(z)| > c est d’apres (2.2.3] ) donc Py est vérifiée avec k = ¢
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supposons que P, est vérifiée et on montre que P, est vérifiée aussi. On a
0" )| = 1(0"0) ()]

= [0"(z)6(2)]
= |0"(2)][6(x)]

v

ke

3k = ke tel que
‘0n+1(x>‘ Z kl

donc (P,1) est vérifice
Donc 6"(z) est borné loin de son ensemble d’annulation sur Z%" alors d’aprés le théoréme

(2.2.1)) My est a image fermé on conclut alors que A" est a image fermé.

Exemple 2.2.1 Soit [>(N) l’espace de Hilbert des suites de nombres complexes & carré som-

mable

on considére 'opérateur de multiplication My sur [2(N) induit par la fonction 6 définie par :

0 sin=letn=2
9<”)_{ 1 sin=34..

o0

alors I'image de Mj est composée de toutes les suites (01,02,02,... ) vérifiant Z n? lén\2 < 00
n=3

et il est dense dans [?(Ny) o

P(Np) = {{za}/ 21 =22 =0et Y |z,* <00}

11

,5,7>) alors il n’est pas fermé.

étant donné que R(My) ne contient pas la suite { 0,0



CONCLUSION

L’étude des opérateurs de multiplication a une longue histoire. On peut apprendre des livres
d’analyse fonctionnelle, plusieurs propriétés de ces opérateurs sur différents espaces fonction-
nels incluant les espaces I” 1< p < oo notamment la propriété de la fermeture de I'image.

On s’est intéressé & cette propriété pour ce type d’opérateurs sur I’espace L?, plus précisément

a caractériser ces opérateurs a image fermé par une des méthodes employées a cet effet.
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