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RESUME

On s’intéresse dans ce mémoire & démontrer quelques propriétés des opérateurs positifs not-
tament que tout operateur borné positif posséde un opérateur racine et que tout opérateur
borné a une décomposition dite "polaire" analogue a la décomposition polaire des nombres

complexes.




INTRODUCTION

On sait qu’en dimension finie, une matrice positive réelle symétrique ou complexe hermitienne
est toujours diagonalisable par une matrice orthogonale dans le premier cas ou unitaire dans
le second, et elle posséde des valeurs propres positives dont les vecteurs propres associés sont
deux & deux orthogonaux. Ceci permet de montrer entre autre que pour une telle matrice A,
il existe une unique matrice symétrique positive dont le carré soit justement A. Ces derniéres
sont associées & des applications linéaires dites "positive". Il est naturel s’essayer d’étendre
ce concept aux opérateurs bornés agissants dans un espace de Hilbert de dimension infinie et
méme au cas des opérateurs non bornés

C’est pourquoi, on s’intéresse dans ce mémoire & définir puis & donner quelques propriétés des
opérateurs positifs bornés dont, I'existance de la racine carrée d’un opérateur positif ainsi que
la décomposition polaire d'un opérateur qui n’est possible que grace a ce type d’opérateurs.
Ce travail est divisé en deux chapitres;

Le premier chapitre est consacré I'introduction des différentes notions et définitions de bases
sur les opérateurs dans un espace de Hilbert, nous nous intéresserons en particulier & définir
les opérateurs adjoints et autoadjoints.

Dans le second chapitre, on commence par donner quelques définitions et exemples surs les
opérateurs positifs, ainsi on démontre que le produit de deux opérateurs qui sont commutant
est un opérateur positif. et on montre que le spectre d'un opérateur positif est non néga-
tif c’est-a-dire pour tout opérateur A € B (H) positif : 0 (A) C [0, +o0], puis on montre
I’existence de la racine carrée d’un opérateur positif.

Finalement on démontre que tout opérateur positif borné possede une décomposition dite
"polaire", cette décomposition affirme que pour un opérateur A € B (H), qu’il existe une
isométrie partielle U pour laquelle A s’écrit sous la forme A = U |A| ou |A| est 'opérateur

racine carrée de 'opérateur positif A*A .




Chapitre 1

Rappel

1.1 Espace de Hilbert
1.1.1 Produit Scalaire

Définition 1.1.1 Soit E un espace vectoriel complexe. On appelle produit scalaire sur E

toute application sesquilinéaire hermitienne, définie positive de £ X E dans C que l’on note

par (., .).
De méme pour un espace vectoriel réel, on appelle produit scalaire sur E toute application

bilinéaire symétriquee, définie positive de E X E dans R que l’on note aussi par (., .).
— Tout produit scalaire induit une norme sur £ par la relation
|lullg = V/{u,u)g, Yu € E. (1.1.1)

1.1.2 Suite de Cauchy

Définition 1.1.2 Soient E un C ou R-espace vectoriel muni d’une norme ||u||g et (Xp)nen

une suite de vecteurs dans E. La suite (X, )nen est dite de Cauchy si et seulement si :

Ve > 0,3 Ny € N tel que ¥ n, m > Ny : || X, — Xnllg <e. (1.1.2)

1.1.3 Suite convergente

Définition 1.1.3 On dit que la suite (X,),en est convergente vers X € E si,

Ve >0, 3 NyeNtelqueVneNn>Ny: | X, —X|p<e. (1.1.3)
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1.1.4 Espace complet

Définition 1.1.4 Soit E un espace vectoriel normé; on dit que E est complet si pour toute

suite de Cauchy (z,)nen C E est convergente dans E.

1.1.5 Espace préhilbertien

Définition 1.1.5 On appelle espace préhilbertien un espace vectoriel muni d’un produit sca-

laire.

Définition 1.1.6 Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet pour la norme

duite par le produit scalaire.

1.1.6 Orthogonalité

Définition 1.1.7 Soit H un espace de Hilbert, on dit que deux éléments x et y de H sont

orthogonouz, et on écrit x Ly, si

(,y) =0. (1.1.4)

Plus géneralement, on dit que deux sous espace Hy et Hy de H sont orthogonouzx, et on écrit
H1 J_HQ, st
Vo € Hl,Vy S HQ <CC',y> =0. (115)

1.2 Opérateurs dans un espace de Hilbert

Définition 1.2.1 Soit H et H' deux espaces de Hilbert. Un opérateur A de H dans H' est

une application linéaire A : D(A) C H — H' telle que :

— D(A) est 'ensemble des vecteurs = € H pour lesquels il existe une image y € H'.

— On appelle G(A) graphe de 'opérateur A le sous -espace de H x H' défini par :
G(A) = {(z, Az) tel que x € D(A)}. (1.2.1)
— On appelle ker(A) noyau de l'opérateur A le sous-espace de H défini par :

ker(A) = {z € D(A) tel que Az = 0}. (1.2.2)
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— On appelle Im(A) image de 'opérateur A le sous-espace de H' défini par :
Im(A)={ye H :y= Az, x € D(A)}. (1.2.3)

— On note par L(H, H') 'espace vectoriel des opérateurs de H dans H'. Si H = H’, on pose
L(H) = L(H, H).
1.2.1 Inverse d’un opérateur

Soient H, H' deux espaces de Hilbert et A € L(H, H').
Définition 1.2.2 On dit que A est inversible s’il existe B € L(H', H) tel que
AB = Idy et BA = Idyg

ou Idy (respectivement Idy: ) est 'opérateur identité de H (respectivement H').

Un tel opérateur B (lorsqu’il existe) est unique, on l’appelle opérateur inverse de A ou sim-
plement inverse de A et on le note B = A7L.

1.2.2 Spectre d’un opérateur

Soient E un C-espace vectoriel et A € L(E).

Définition 1.2.3 (Spectre d’un opérateur) Le spectre d’un opérateur A est le sous-ensemble

défini par
op(A) :={A € C: (A — Ald) n’est pas inversible} . (1.2.4)

L’ensemble complémentaire est appelé [’ensemble résolvante.

Définition 1.2.4 (valeur propre d’un opérateur) On appelle valeur propre de A tout

scalaire \ € k tel que (A — A1 d) n’est pas injectif.

1.3 Les opérateurs bornés

Définition 1.3.1 Soient H et H' deux espaces de Hilbert, un opérateur A de H dans H' est
dit borné si et seulement si

sup ||Az||g < +o0. (1.3.1)
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L’ensemble des opérateurs bornés de H dans H’ est noté B(H,H'’). Si H = H’, on pose
B(H) = B(H, H).

Théoréme 1.3.1 Si H est un C-espace de Hilbert, A € B (H) et
(Az,x) =0,V € H. (1.3.2)

Alors
A=0. (1.3.3)

Preuve. Ona

alors
(Alx+y),z+y) = (Az,z)+ (Az,y) + (Ay,z) + (Ay,y)
= (A(z),y) +(A(y), =) = 0.
De méme
(A(z +1y),x +iy) = —i(A(z),y) +i({A(y),z) =0.
Dot
(A(@),y) +(A(y), ) +i(—i(A(z),y) +i(A(y),z)) = 2(Az,y)=0

— (Az,y) =0Vz,y € H.
En particulier pour y = Ax

(A, Az) = [Az|* =0

= Axr=0,Vx € H.

Donc

U

Remarque 1.3.1 Si H est un Hilbert sur R, alors le théoréme précédent n’est pas toujours

vérifié.
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Ezxemple 1.3.1 Soit

On a; (Az,x) =0 mais :A # 0.
Théoréme 1.3.2 Si A est auto-adjoint sur R-Hilbert, alors :

(Az,z) =0 ,YVxre H=—= A=0. (1.3.4)
En effet,

(A(z+vy),x+y) = (Ax,y) + (Ay,z) = (Az,y) + (x, Ay) symétrie  (1.3.5)

= (Az,y) + (Az,y) = 2 (Az,y) = 0 A auto-adjoint

pour y = Ax, on conclut de la méme maniére que ce théoréme est aussi vrai si H est R-

hilbertien.

Corollaire 1.3.1 Si A, B€ B(H) etVx € H : (Ax,x) = (Bz,z). Alors A= B.
Preuve. On Applique le théoréme précédent a 'opérateur A — B. O
Lemme 1.3.1 Soient E, F' deuz C -espaces vectoriels normés et p : EEx F' — C une forme

sesquilinéaire. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) ¢ est continue.
ii) ¢ est continue en (0,0).
iii) sup {[¢ (z,9)|: (z,y) € E x F\ ||| < 1L;[jy[| <1} < +oo0.

iv) Il existe une constante ¢ > 0 telle que

o ()] < cllell Iyll V(z,y) € E x F. (1.3.6)

Preuve. i)==ii) évident.
ii)==iii) On suppose que (ii) est vérifiée alors que (iii) ne '’est pas pour aboutir a une

contradiction . Supposons donc qu'il existe (zy,),,cy C E; (Yn),eny C F' vérifiants

[znll < 1, llynll < 1;9n €N,
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avec

|0 (0, Yn)| — 00

n—-mmo
On peut alors dire que

0 (20, ya)| > n? lorsque 1 —» oo,

1 1 )
On pose v, = -2, et w, = y,. On a;

1 1
< =zl <
n n

fonll = H—
n

Et de méme

1
[wnll < —,

N

d’ou

1
lim [[(vp, wy,)] < lim — =0,

n—oon,
c’est a dire;

lim ||(vn, wy)|| = 0.

n—--uo0o
Et

lim (v,,w,)=0.

D’aprés (ii)
lim ¢ (v, w,) = 0.

n—:aoo

D’autre part,

1

1
ny Wn)| = | 5 nyYn)| — 5 ns Yn >—2>]_.
o ()] = [ )| = 5 ¢ ()] =

2

Contradiction.

iii)==1v) On suppose que (iii) est vérifiée et on pose
M = sup {[p (z,y)] : (z,y) € Ex F;Jz]| < L [ly[ < 1} < +o0

On montre que

o (2, )| < M|l lyll, ¥ (z,y) € Ex F

Soient (z,y) € E x F. Si x = 0g alors

o (@, y)| = e (0,y)] = M.O.|lyl| = M ||| . [[y|| verifice
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De méme pour y = Op.

On suppose que (x,y) # (0g,0F) et 'on considere

1 1
V=T, W= —7Y
] 1yl

on a alors,
o (@, 9) = le (=l v, Iyl w)] = [zl [yl - | (v, w)]
mais comme
ol = [Jw]] = 1,
alors d’apres (iii) ;

sup [ (v, w)| = M < +o0

d’ou
lo (v, w)| < M < 400
et
o (x| = [zl [yl l¢ (v, w)]
< M|yl

iv)=1) On suppose que (iv) est vérifiée et on montre que @ est continue, c’est a dire ,
lim ¢ (z,y) = ¢ (v0,y0) ;¥ (T0,90) € £ X F
(z,y)—(z0,y0)

pour cela on utilise la propriété suivante ,

YV ((Tns Yn))pey C £ X F
lim (2, yn) = (0,90) == lm ¢ (2, 4n) = @ (0, 40)

n—-+o00

[ est continue en (xq,yo)] <

Soient donc, (2,),cn C E, (Yn) ey C F telles que lim z,, = x, et limy,, = y,. On a,

n—-+oo n—-+o0
0 (Tn,yn) — 0 (20, 90)| = [0 (Tn,yn) — € (Tnsy0) + ¢ (Tny y0) — © (0, Yo)|
< e (@nyn) = @ (@0, %0)| + |© (20, Y0) — ¥ (o, Y0)]
< @ (o, Yn — Yo)| + o (20 — 20, v0)|
< cllzall lyn = voll + cllzn — zol| lyoll -
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Commel|y, — yo|| — 0 et||z, — z¢|| — 0 pour n — +o00, alors;

d’ou,

lim 2 (xn7 yn) =@ (x07 yO) .

n—-+o0o

g

Théoréme 1.3.3 (de la représentation de Riez) [6] Si A : H — C est une forme li-

néaire bornée (ou continue). Alors il existe un unique g € H tel que Vf € H on a,

A(f)=(f.9), (1.3.7)

de plus,
IAl = llgll g - (1.3.8)

Théoréme 1.3.4 Soient H et H' deux C-espaces de Hilbert et ¢ : H x H — C une forme
sesquilinéaire. On a ’équivalence des deux propriétés suivantes :

(i) : ¢ est continue.

(i) : Il existe S € B (H',H) tel que
0 (21, 29) = (21, Sa) ;¥ (1, m5) € Hx H . (1.3.9)

L’opérateur S est unique et vérifie

151l = llell - (1.3.10)
Preuve. i) = 7i) On suppose que ¢ est continu. D’apres le lemme ((1.3.1])
o (e, 9)l < llell =yl (e = llel) ¥ (2,y) € H x H'.
Pour y € H', on considére la forme linéaire suivante,
0, + H-—C
r — p,(r)=ely)

(¢, est clairement linéaire)

Vo € H: |p,(2)| = lo(z,9)| < el 2]l ly] -
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D’ou, ¢, est continue et
[oy]] < lleell N1yl -

D’apres le théoreme (1.3.3)), il existe un unique élément y € H tel que

gpy(l') - <:L‘, ,ZDH

et on a,
151 = [l -
On déduit alors que

151 = lley Il < llell Nyl

On définit a présent I'opérateur suivant

S . H —H

y — Sy =y

S est bien défini par la représentation de Riez ( pour y € H' : 7§ existe et est unique) de plus
pour yi,%s € H' -
Sy +y2) = 112 et S(y1) + 5 (y2) = §1 + G-

Mais,
Ty +v)y, = (@ U)y +(T,02) 5 = ¢, @) + 0, ()
= p(x,n) + e(x,y2) = (@, 11 + y2)
(,Oy1+y2($)
= <x7ym2> ,Vl’ S H17
d’ou

Ji+Ga=yi+ye et Sy +y2) = Sy)+ S(ye),
de méme pour y € Hy et a € C:

S(ay) =ayet aS(y) = ay
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mais,

<x7043/ H — a<$,y H :a(py(l‘) :ago(l‘,y)
= SO(I,Oéy) = gan([L') = <$76‘\@>H
Alors
ay = ay et S(ay) = aS(y)

S est linéaire et
1S Wl = 9l = lleyllg < el 1yl

on déduit que

151 < lleell,

et que S est borné et donc continu.

Enfin, S est unique par la définition de y. De plus,

o (@9 = [, S @) ul < 2l 115 @)l < ISIHz ] 1yl (dapres le lemme (1.3.1))

lell < 1151l

Conclusion
[l = [1S]] -

ii)=1).0On suppose que ¢ vérifie(ii) et on montre qu’elle est continue. On a ,
@ (x1,22) = (21, 8%2) 5y V(21,22) € H X H'

Alors;;

| (21, 22) = [(@1, S22) | < IS 2l 7 122 ]]

On déduit alors la continuité du lemme ({1.3.1]) .

Remarque 1.3.2 On définit la forme suivante

v  HxH-—C

(z2,21) = ¢ (22,71) = ¢ (71, 72).
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Remarquons que
191l = llll (1.3.11)

et que ¢ est clairement continue. On peut alors appliquer le théoréme (|1.3.4) et il existe

AeB (H, H/)tel que
Y (T2, 1) = (T2, Axy) 3V (22, 21) € H x H. (1.3.12)

D’o,

© (1, 2) = Y (29, 21) = (X2, Ax1) 5 = (AT, 22) 5 - (1.3.13)
On peut affirmer que (ii) est équivalente & la propriété suivante :

1. iit) Il existe A € B (H, H') tel que

@ (71, 72) = (Axy, T9) 4 (1.3.14)
Avec,
IA]l = Il = [l (1.3.15)
Enfin, on peut conclure que
(Aw1, 22) g = (21, S2) y (1.3.16)

Avee || S| = [ A]l-

1.3.1 Adjoint d’un opérateur linéaire continu

Définition 1.3.2 Soit H un espace de Hilbert et A € L(H), l'unique opérateur A* € L(H)

tel que pour tout x,y € H
(A(2),y) = (z,A"(y)) (1.3.17)

est appelé adjoint de A.
Corollaire 1.3.2 Soit A € B(H). Alors,
Al = 1A - (1.3.18)

Preuve. On considére la forme sesquilinéaire suivante ;

p:HxH— C
(21, 22) ¥ @ (21, 22) = <A$hx2>H

Il découle immédiatement de la remarque et de 'unicité de I’adjoint que S = A*. D’ou

la conclusion. O
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Propriétés des opérateurs adjoint :

Proposition 1.3.1 Soit H un espace de Hilbert. Alors
1. VA€ B(H) : (A*)* = A. Si A est inversible alors A* Pest aussi et (A*)~! = (A~1)".
2. (AS)* = S*A*~.
3. (A+9)" = A* + 5~

Proposition 1.3.2 Pour tout A € L(H),on a les relations

Ker(A)* =Im(A*) et Ker(A*)* =Im(A). (1.3.19)
Preuve. Soit
y € Im(A*)t < (y,A*z) =0,Vo € H
— (Ay,z)=0,Ve € H
— Ay=0
S y € Ker(A)

Soit Donc

Im(A)* = Ker(A

~—

— Ker(A)*: = (Im(A*)L)L = Im(A*).

La deuxiéme relation s’obtient de la premiére en remplacant A par A* et en remarquant que

A=A g
Exemple 1.3.2 Dans L*(R) on définit I'opérateur A par

A . L2— 7

f — Af =of ou ¢ est une fonction bornée sur R.

Soint f,g € L? alors :

(Af.g) = / (Af)(@)g(@)dz = / o(2) [(2)g(@)dz
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d’ot :
A L2 LR
g — Ag=7gyg.
1.3.2 Opérateur auto-adjoint

Définition 1.3.3 un opérateur lineaire borné A dans H (A € B(H)) est dit autoadjoint si

et seulement si A = A*. Autrement dit
V(z,y) € H? : (Az,y) = (x, Ay). (1.3.20)
— On note B (H),, 'ensemble des opérateur bornée autoadjoint c’est-a-dire
B(H),,={AeB(H): A=A"}. (1.3.21)

1.3.3 Propriétés des opérateurs auto-adjoint

On vas citer quelques propriétés sans preuve
— A auto-adjoint et inversible = A~! auto-adjoint.
— Si A, B sont auto-adjoint alors pour tous a, 8 € R: («A + 5B) et AB sont auto-adjoint.

— A auto-adjoint = A" auto-adjoint por tous n € N*.

Exemple 1.3.3 (i) Idy = Id est un opérateur auto-adjoint.

(17) si @ est une fonction réelle alors ¢ est auto-adjoint.



Chapitre 2

Opérateurs positifs

2.1 Définitions

Définition 2.1.1 Soit A un opérateur linéaire défini sur un espace de Hilbert H dans lui

méme, on dit que A est positif et l’on note A > 0, si A est auto-adjoint et pour tout p € H,
(Ap, @) > 0. (2.1.1)

Remarque 2.1.1 Si A est un opérateur est défini sur un C-espace de Hilbert, alors la condi-
tion (Ap, @) > 0 implique automatiquement que A est auto-adjoint puisque dans ce cas, A

est auto-adjoint si, et seulement si (Ap, ) € R.

Exemple 2.1.1 Soit A un opérateur définit sur ’espace de Hilbert de dimension finie ( ou

espace FEuclidien) R™ par :

A R™ — R™

T = (T1, T2, cceenn. X)) Ar = 2z, 19,223, ..., Ty,)

Il est claire que A est linéaire et auto-Adjoint.

A est positif car pour tout z € R™ :

(Az,z) = ((271,22,2%3, eooe; Tpo1, Tpn),s (T1, Ty e y Tp1,Tp))
= (2w, m1) + (w2, 22) + (223, 23) + ... + (2xp_1,Tn1) + (Tp, Tp)

2 2 2 2 2
= 2@l 4 [lz2ll” + 2 fzs]]” 4 oo A 2| 4 [l [T = 0.
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Exemple 2.1.2 Soit 'opérateur A définit sur ’espace de Hilbert L* [0, 1]

A . L?[0,1] — L*0,1]

;e Af
(Af) (z) = =f () ,Vz € [0,1] (2.1.2)

On a )
(Af, f) = / (Af) (2) f(2)dx = (f, Af). (2.1.3)

0
D’ou A est auto-adjoint.

Enfin,

1

(Af, f) = / (Af) (z) f (x) dz = / of (1) f (x) dz = / £f? (x)dz > 0. (2.1.4)

0

2.2 Propriétés des opérateurs positifs

Proposition 2.2.1 Soient A; et Ay deux opérateurs linéaires positifs définis sur un espace
de Hilbert H dans lui méme alors, toute combinaison linéaire ai; A1 + aaAs o coefficient réels

positifs aq, g > 0 est un opérateur positif.
Preuve. En effet, pour tout ¢ € H, on a
(a1 A1 + a2 As)p, @) = ar{Aip, ) + ax(Aap, ) 2 0.
O
Théoréme 2.2.1 Si A est un opérateur positif inversible, alors son inverse A~1est positif.
Preuve. Siy € D (A™Y), alors y = Az pour tous € H. Et alors

<A’1y, y> = <A’1Ax, £U> = (z, Az) = (A*z, x) = (Ax, z) > 0.
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Théoréme 2.2.2 (Téoréme de Cauchy Schwartz généralisé) Soit A un opérateur li-

néaire positif défini sur un espace de Hilbert H dans lui méme alors, pour tout v, € H, on

a la relation suivante

(Ap, 9)° < (Ap, @) (AP, 1) .
Preuve. En effet, pour tout ¢,v € H et pour tout A € C, on a
(Al = M), 0 = Agp) = 0.
de plus, il vient
(A(p = M), 0 = M) = (Ap, ) — MAp, ¥) — MAY, ) + A4y, ).
D’ou, sachant que A est auto-adjoint, on écrit
(A(p = M), 0 = M) = (A, ) — MAp, ¥) — My, Ap) + AN(A, ),

ou encore

(Al = M), 0 — M) = (A, 0) — MAp, ) — MAp, ) + A (A, ).

(Ap, )

prenons A = (A On obtient
(A, ) (A, )|* | [(Ap, ¥
A — — A
W d) = "0 0y T ad,w) Tt (A, 20
ou encore ,
(A, )]
A - .
(Ap, ) A0.0) >0

D’ou, le résultat voulu

[(Ap, V)|* < (Ap, ) (A, ).

2.2.1 Comparaison des opérateurs

(2.2.1)

(2.2.2)

(2.2.3)

(2.2.4)

(2.2.5)

(2.2.6)

(2.2.7)

(2.2.8)

Définition 2.2.1 Soient Aet B deux opérateurs linéaires définis sur un espace de Hilbert H

dans lui méme, on dit que A > B si la différence A — B est un opérateur positif. Autrement

dit, pour tout p € H, on a
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(A= B)p,p) = 0. (2.2.9)

Proposition 2.2.2 Soit B (H),, unR-espace vectoriel ; pour tous A, B € B (H),,, on définit

la relation suivant
A>B<—= A—-B>0<«= (Az,z) > (Bzx, ). (2.2.10)

Alors la relation (>) est une relation d’ordre partiel sur B (H)

aa

Preuve. On a (>)est une relation d’ordre partiel si et seulement si elle est reflixive, tran-
sitive et anti symétrique.
1: (>) est réflixive car A > A.

2 : (>) est transitive : pour tous A, Bet C' € B(H),, on a, si
A>BetB>C == A>C.
On a
A> B <= (Az, z) > (Bz, z) <= (A— B)z, z) >0, (2.2.11)

et
B>(C<«= (Bzx, ) > (Cz, z) <= ((B—C)x, z) >0 (2.2.12)

De l'addition de (2.2.11)et (2.2.12)), on trouve :

(A=B)z,z)+{((B—-C)z,z) > 0
— (A-C)z,x) >0
— (Az,z) > (Czx,z).
Donc
A>C.

3 : (>) est antisémetrique, il faut montrer que pour tous A, B € B (H)

aa’

[A>Bet B> A = A=B.



2.2 Propriétés des opérateurs positifs 19

Soient A, B € B(H),telsque A> Bet B> A;
Vee H: (A—B)xz,x) >0et (B—A)z,z) >0

on a

<(B—A)I,CL‘> >0

c’est-a-dire,

(A—B)z,z) <0

On déduit que
(A= B)z,z) =0.

Donc

0

Lemme 2.2.1 Soit A un opérateur linéaire défini sur un espace de Hilbert H dans lui méme

alors, les opérateurs AA*et A*A sont des opérateurs positifs.

Preuve. En effet, il suffit de voir que pour tout ¢ € H, on a;

(A*A)p, ¢) = (Ap, Ap) = ||Ap|®> > 0.

de méme;

(AA%)p, @) = (A*p, A*p) = ||A%p|?> > 0.

g

Corollaire 2.2.1 Soit A un opérateur linéaire auto-adjoint défini sur un espace de Hilbert

H dans lui méme alors, lopérateur carré A? est un opérateur positif.

Théoréme 2.2.3 Soit A un opérateur linéaire positif défini sur un espace de Hilbert H dans

lui méme alors, l'opérateur puissance A" est un opérateur positif pour tout entier n € N.
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Preuve. En effet, il est connu que si A est auto-adjoint alors A™ est auto-adjoint avec

n € N. D’ot pour tout ¢ € H et pour tout exposant pair n = 2m, on a
(A"p, @) = (A"ATp, @) = (ATp, (A")"p) = (A"p, AT¢) =||A"¢|* > 0.
En outre, si 'exposant est impaire n = 2m + 1, on a
(A%p, @) = (A" AA™ @, @) = (A(A™p), A™¢) = (A, 1) = 0, avec Y = A™p.
O

Proposition 2.2.3 Soit A un opérateur linéaire positif défini sur un espace de Hilbert H

dans lut méme alors, toute combinaison linéaire
P(A) = apA™ + a; A" + a,Id, (2.2.13)
des puissances A™a coefficients réels positives ag, ay, Qg ...... o, > 0 est un opérateur positif.

Preuve. En effet, en vertu du théoreme (2.2.3) et de la proposition ([2.2.3), on a P(A) est

un opérateur positif. O

2.2.2 Produit de deux opérateurs positifs

Le produit de deux opérateurs positifs n’est pas nécessairement positif. En effet

On considére dans R? muni du produit scalaire canonique les opérateurs dans les matrices

10 11
AZ(O o)etB:<1 1)

A et B sont positives, mais AB ne l'est pas. En effet

= (34 () )5 ()t

il suffit de prendre 21 = 1 et z9 = —2.

associées

Et on peut vérifier que BA n’est pas positif.
Théoréme 2.2.4 Le produit de deux opérateurs positifs commutants est un opérateur positif.

Pour démontrer ce théoréme on aura besoin des lemmes suivant :
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Lemme 2.2.2 Soit A un opérateur linéaire positif défini sur un espace de Hilbert H dans
lui méme de norme ||A|| < 1 alors, Uopérateur B = Id — A est un opérateur positif de norme

|B]| < 1.
Preuve. En effet, pour tout ¢, ¢ € H, on a

(Bo,p) = ((I—A)p,¢)
= (p, ) — (Ap, p)
el — 1 Ag|l [l

> lel* = lAlllel?

= (1= [ADll¢l* > 0.

v

De plus, en vertu du théoréme([2.2.2), on écrit

[(Be,)[* < (Bp,o)(By,v)
= ((ps0) — (A, 0)) (¥, 1) — (AP, )
< ({p0) (0, 9)
= |lellllel®

Prenons le cas particulier ou vy = By, on obtient

2
[(Bo, )| = 1 Bell* < llel?l Bell?,
ce qui donne aprés simplification
I1Bell < llel,

ou encore

|B| < 1.

g

Lemme 2.2.3 Soit A un opérateur positif définit sur un espace de Hilbert H dans lui méme.

pour touts suite des opérateurs définier par
A *
Alzm, A=A — A2 ..., Ay =A,— A% neN

alors on a

0< A, <Id. (2.2.15)
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Preuve. On définit la suite d’opérateurs suivant :

A
Al:m’ A2:A1_A%7 """ ) ATLJrl:An_A?l;nGN*

Les opérateurs A;, 1 = 1,2, ...sont auto-adjoint et commutant car tous sont de forme polyno-
miale en A. On montre par récurrence que 0 < A,, < Id.
Pour n =1

Ay >0 et || Ay =

1 AH 4] _

pum— _A —_— = —
1Al 1Al 1Al

Alors, d’apres le lemme ([2.2.2)), /d — A; est un opérateur positif (avec ||[Id — A;|| < 1). Donc

On suppose a présent que pour tous k € N*, k£ <n

et on montre que
0< A, <Id.
On a
Apyr = A, — Ai =A,(Id— A,) A, + (Id— A,)]
= A2(Id—A,)+ A, (Id— A,)*.
Or
(A2 (Id— A, z,x) = (A, (Id — A,) z, Apx) = (Id — A,) Ay, Apx) >0
(A, (Id — A,)? z,x) = ((Id— A,) A, (Id — Ay) ,x) = (A, (Id — Ay) z, (Id — A,) ) > 0

— A2 (Id— A,) > 0et A, (Id— A,)> >0

On suite,

Id— Ay =Id— (4, — A2) = (Id — A,) + A2 > 0.

Donc

0 S An+1 S Id.
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Preuve. [Théoréeme (2.2.3)] Soient A, B deux opérateurs positifs vérifiants
AB = BA.

On veut montrer qu” AB est positif. Il est évident que AB est auto-adjoint comme produit

de deux opérateurs auto-adjoints. Il reste & montrer que pour tous x € H :

(ABz,x) > 0.
Maintenant, on a
A = A2-A24 A
= A+ A =A]+ A — AL+ A= A7+ Aj+ A;
= =) A4 A
k=1

= Y A=A A <A
k=1

Car
Ay — (A —Appy) = A 2 0.
D’on,
(Apx, Agz) = (Ajz, )
k=1 k=1
= < Aix, x> < (Ayz, z)
k=1
= |Apz||® < (A, x) convergent,
k=1
d’ou
|Anz|| — 0.
Alors
(Z Ai) x=Ax— A, - Az
el n—oo
ou bien,

<§: Ai) r = Ax.
k=1
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D’autre part, Puisque B commute avec A alors on montre (facilement) par récurrence que B
commute avec A,, (n =1,2,....).
Pour n =1

A 1

BA)=B—=—-BA=AB
UlAL 14l o

On suppose que

Vk e N k<n : A,B = BA,;

et on montre que

An-‘,—lB = BAn—i—l

On a,
BA,.1 = B (An — Ai) = BA, — BA?
— AB - A= (4,—A2)B
= An—HB
D’ou, Vx € H
A
(ABzx,z) = <HAH ( )Ba: :U>
[A]
= Al (A1 Bz, z)
= ||A||(BAjz, x)

().

= ||A||<ZBA2x x>
n=1

= HAHZ<BA3:U,:E>
n=1

= (|4 (ABAuz, ) = A Y (BA,z, Ayx) > 0.

n=1 n=1

2.2.3 Spectre d’un opérateur positif

On commence par démontrer le lemme suivant :
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Lemme 2.2.4 Soient Hy et Hy deux espaces de Hilbert et A € B (Hy, Hy). Les deux pro-

priétés suivantes sont équivalentes.

i) A est inversible.
ii) da > 0: A*A > aldy, et AA* > aldy,.
Preuve. i)==ii)Supposons que A soit inversible, alors A* I'est aussi et (A*)™" = (A~1)".

On pose

— — 5.
A=
Alors, d’apres le corollaire(|1.3.2)

™ = fla

ceci implique que
1

a= [ = e
e
Soit & présent x € H;. Alors
]l = ([ (A7) (Ax) | < [[A7H] [l A

[A inversible et borné => A~! borné¢]

1
= [ Azly, > AT 1], -

Alors,
. 1
(A*Az, x)p, = (Az, Az)y = ||Az|® > A lz|* = allz|F, ,
c’est-a-dire

(A"Azx, )y — (2, )y, 20

ou
((A*A - Idp,), x)y >0,Vr € H.
Donc
A*A > aldy,
et

(A*A — aldy,) est positif.
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On montre que (AA* — aldpy,) est positif de la méme manieére.
ii)=-1) On supose que Ja > 0 telle que A*A > aldy, et AA* > aldy, et on montre que A
est bijectif (inversible).

Comme AA* > aldy,, Alors :
HA:CHE,2 = (Az, A37>H2 = (A% Az, x}Hl
> (ax, )y Vo€ H

> allz,.

Alors

Azl 7, > Ve[, -
D’ou :
Injectivité : Soit x € ker A
= Az = OH2
= | Az[ly, = 0> Vallz|),
= lzlly, =0
=

xr = OH1
ker A = {0p,} et donc A est injectif.

Surjectivité : On montre que

ImA= H2

Pour cela on commence par montrer que Im A = Im A.

Soit y € Im A. I (Axy,), .y CImA : lim Az, = y.

n—-->0

La suite (Ax,), .y est donc une suite de Cauchy et,
Vn,m € N,3dng € N: [n,m > ny = ||Azx,, — A:Cn||H2 = |A(zy — ZCH)HH2 < g

et alors

g
Va g =l < 14 @n =0l < 2= lan =zl < =

«
(%) ey st une suite de Cauchy dans Hy, elle est donc convergente,

limz, =x; x € Hy

n—auoo



2.2 Propriétés des opérateurs positifs 27

et alors
y=lim Az, = A (limxn> = Ax € Im A.
D’ou,
ImA=TmA = (ker A*)"
De méme,

AA* > aldy, = | A2l > Va |||, , Vo € Hy

d’ou A* est aussi injectif et

ker A* = {0p, }.

On trouve alors

ImA = (ker A")" = ({0, )" = Hs.

Enfin, A est surjectif et donc bijectif aussi. O
Remarque 2.2.1 Ona
(A est inversible) <= (A*A € B (H,) et AA* € B(Hs) sont inversibles) (2.2.16)

Preuve. (=)Si A est inversible, alors A*l’est aussi, d’ou A*A et AA* le sont
(<=)Si A*A et AA* sont invertibles, alors on posant X = (A*A) ' et Y = (AA*)"". On voit

que
(XA*)A =X (A*A) = Idy, ) )
{ A(AY) = (AAY) = Idy, = A est inversible.
D’ou linversibilité de A*. 0

Théoréme 2.2.5 (i)Le spectre d’un opérateur A € B (H) auto-adjoint est réel c’est-a-dire
o(A) CR. (2.2.17)
(17) Le spectre d’un opérateur A € B (H) positif est non négatif c’est-a-dire

o (A) C [0, +o0[ . (2.2.18)



2.2 Propriétés des opérateurs positifs 28

Preuve. i) :1l suffit de montrer que A € C\R. (A — A dp) est un opérateur inversible.
Soit A € C: A =a+1b, (a, b) € RxR*. On pose

X =A-)\dy
Alors

XX = (A= Ndy)" (A= Mdy) = (A* = Xdy) (A= Mdy) = (A= Xdy) (A— Mdg)
= AA—XA—MA+ \\dy
= A2 —2(ReN A+ A\ Idy = b 1dy + (A—aldy)®.

De méme

XX*=A2—2ReN) A+ |\ Idy = b*1dy + (A — aldy)?

On déduit que
X*X —VIdy = (A —aldy)® >0
XX*—b0ldy = (A—aldy)* >0

(A—aldy)? = (A—aldy)" (A—aldy)

est toujours positif.

Enfin |

X*X > aldyget XX*>aldy
— X =A-)\ldy
est inversible.
ii) : On suppose a présent que A est positif, il suffit de montrer dans la démonstration

précédente que

X=A—-MNdy=A—aldyg avec A =a < 0.

est inversible. On suppose que a < 0. Alors, de ce qui préceéde (A = a). on a
XX*=X*X = A% — 2aA + a*Idy,

et donc

X*X —a’ldy = X*X — a*Idy = A* — 2aA > 0.
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Alors
XX*>a?Idy et X*X > a®Idy avec a # 0.

D’ou d’aprés le lemme([2.2.4)
XX =X"X

sont inversibles et

X =A—-aldy

avec a < 0 ’est aussi. O

2.3 Opérateur racine carrée

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer que tout comme les nombres réels non négatifs,
chaque opérateur positif A posséde un opérateur (positif) R vérifiant A = R?, puis que tout
opérateur borné a une décomposition dite "polaire" analogue a la décomposition polaire des

nombres complexes. Dans tout ce qui suit, H est un C-espace de Hilbert

Théoréme 2.3.1 Soit A, une suite croissante d’opérateurs linéaires auto-adjoints définis
sur un espace de Hilbert H dans lui méme, si les normes || A, | sont bornées pour tout n € N

alors, il existe un opérateur linéaire continu A tel que pour tout p € H, on a
Jim A = A

Autrement dit, si pour tout n € N, il existe un entier M tel que A,, < M. Alors, on a
Jim Ave = 4.

De plus
[All < M.

Preuve. Soient ¢ € H et n,m € N:n > m. Alors (A,), oy est croissante dans le sens ol

Vopérateur(A,, — A,,) est positif, c’est a dire

(An = An)p, ) = (Anp — Amp, ) = (Anp, 0) — (Amp, ) 20 (2.3.1)
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D’autre part

(Aup, )| < [[Anglllll
< [lAalllel?
< Melf® (2.3.2)

car

[Anll < M,Yn €N
La suite (A, ¢, p) est une suite numérique croissante d’aprés(2.3.1)) et bornée d’aprés(2.3.2)
donc elle est convergente donc de Cauchy. D ’ou
Ve > 0,3IN, € N: |[(Anp, @) — (Amp, )| < e.

D’autre part, d’aprés le théoréme (2.2.2)), on a

(A — Ane, 0)? = [{(An — An)e, ¥)[
< <(An - Am)% 80>A<(An - Am>wa ¢>

(positif) (positif)

< (A = Am)e, @) [ [(An = Am), )|

[((An = An)¥, )] < [[(An = A )0l IY]
[Anth = Amtp[[[[20]

ARl + [ Am|]) 1]
A1 + [ Am Al 1D T[]

(
(Al + [[Am )
(M + M) [[¢* = 2M ][y ]*

R VAN VAN |

IN

Alors, on a
Ve > 0,3N. € N: ((An — An)o, ) = [(Anp, @) — (Amp, )| < €
D’ou

|<An@ - AmSD, 1/}> |2

IN

[((An = Am)p, 0} [((An — Am) b, )|
< 2M|y|%
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Prenons la cas particulier ou ¢ = A, — A,,, on obtient
[{Anp — Amp, V)" = [ Anp = Amepll* < 2M || Anp — Ang|%e,
ce qui donne aprés simplification
lAngp — Ampll* < 2Me = ¢

la suite (A,), est alors de Cauchy dans 'espace de Hilbert H. Elle est convergent vers un
opérateur A. C’est a dire
lim A, = Ap.

On montre que 'opérateur A est linéaire continu. VA, v € k,Vp, ¢ € H

Adp+vy) = lim A, (Ag, +v,)
= MimA,p, +vlim A,
n—-+00 n—-+oo
= Mo+ vAyY
et
VA e N: [[Anpll < [[Anllllell < Mell,

par passage a la limite des deux membres, il vient

lim || App|| = [[ im A, pl| = |Ap]| < Tim Mllpl] = Mllpl],

ou encore

1Al < M.

g

Lemme 2.3.1 Soit A un opérateur linéaire positif défini sur un espace de Hilbert H dans lui

méme de norme || Al < 1 alors, la suite récurrente d’éléments U,, définie par

1
Uy =0, Upq = 5([0[ — A+ U})==(B+U), pour tout n €N, (2.3.3)

DN | —

converge vers un opérateur linéaire continu U de norme ||U|| < 1, ou encore

lim U,p = Uy tel que |U]| < 1. (2.3.4)
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Preuve. On montre que la suitel,, vérifie les conditions du théoreme(2.3.1),

1) :U, est bornées par récurrence pour n = 1
1 9 1 1
Alors

{ [Uh] =0 <1
10l =I5Bl =3lBll <3<1"
on suppose ||Uy|| <1, pour k € N* : k < n et on montre que||Ux;1]] < 1. on a

[Vniall = 5B +U2)
< 2 (IBI+1021)
< 5 (18I +10.07)
< %(1+1):1

2) :U, est croissante : on montre que U, — U, est un opérateur positif pour tout n € N*

par récurrence, pour n = 1
1 1 .
Uy—U = §B —-0= §B positif (lemme ([2.2.2)).

On supose pour k € N*: k£ <n —1on a Uy, — U positif et on montre que U, ; — U, lest

aussi

U1 —Up = (B + Unz) - (B + szl)

N | =

(U’r% - Us—l) )

N~ DN~

comme la suite de polyndémes d’opérateurs positifs en B a coefficients positifs U,, = P(B).
D’ot1, on démontre par récurrence que la suite U, est croissante, ou encore l'opérateur U, 1 —

U, pour tout n € N. Autrement dit, supposons que 'on a U,, — U,_; > 0 alors, on a

(B+U?))

N | =

Un—l—l - Un = (B + Ug) -

N =N =

(U2 = Uny).-
D’autre part,

Up = Up 1)Uy +Up 1) =02~ U, U, + U, U,y — U2,
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on montre que U,,_1U, = U,U,_; on a

UnUn—l = (B + Ug_l) Un—l

N =N =

(BU,—1 + U2_))
or
]‘ 2
3 (B+UZ,)
1 1 2
- ! (B+§ (B+U2,) >
1 1, 1., 1_ .,
(B (ZB +Uns+ 5BUng,)

1 1 1
= (B+ ZBQ + ZU;*_?, + §BU,3_3)

= P(B) positif
ou P est un polynome & coéficients positifs. Alors

BU,_, = BP(B) = P(B)B = U,_1B

D’ou

1 3 1 3 1 2

UnlUn-1 = 3 (BUp1 +UZ_)) = 3 (UpaB+US_)) = Un13 (B+U?_y) = Up1Up,.
Enfin
(Un = Up-1) (U + Up1) = U2 = U2,
On déduit que
1 1
Unir = Un = 5 (Us = Up) = 5(Un 4 Una) (Un = Una) 2 0.

Finalement U, est convergent d’apres le le théoréme ([2.3.1]) ; il existe un opérateur linéaire
U (positif) tel que

lim U,p = Ugp avec |U]| < 1.

n
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Lemme 2.3.2 Soit A un opérateur linéaire positif défini sur un espace de Hilbert H dans lui
méme de norme | Al| < 1 alors, tout opérateur linéaire borné D qui commute avec A commute

avec la suite des opérateurs
Ups1 = %(Id —A+U?), Uy =0, (2.3.5)
et il commute avec l'opérateur U limite de la suite
lim U, = Ugp. (2.3.6)
Autrement dit
AD = DA implique U,D = DU, et UD = DU avec Up =lim U, p.

Preuve. Soit D un opérateur linéaire borné, commutant avec A alors cet opérateur com-

mute aussi avec
B=1d- A,
c’est a dire
AD = DA implique BD = DB.

de plus , il est aisé de vérifier par recurrence que 'opérateur D commute avec les opérateurs
1
Un+1 = §(B + Un2)>
supposons que l'on a DU, = U,, D alors, on écrit
1

DUpy = 5D(B+U,3)

1 1
= 5(DB + DU?) = 5(BD + DU, U,)

1 1
= 5(BD + U, DU,) = 5(BD + U2D)

= SB+UAD
= U,nD
D’ot, pou tout ¢ € H, on a
DUy = D(limU,yp)
= lim DU, p =1lim U, Dy

= UDaep.
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2.3.1 Racine carrée d’un opérateur positif

Définition 2.3.1 Soit A un opérateur linéaire positif défini sur un espace de Hilbert H dans

lui méme alors, l'opérateur positif R est dit racine carrée de l'opérateur A si, on a la relation
A = R? ou encore R = VA. (2.3.7)

Théoréme 2.3.2 Soit A un opérateur linéaire positif défini sur un espace de Hilbert H dans
lui méme alors, lopérateur A admet une racine carrée positive unique R = v/A. De plus,
Uopérateur R commute avec tout opérateur commutant avec l'opérateur A. Autrement dit,

pour tout opérateur linéaire borné D tel que AD = DA, on a
RD = DR ou encore VAD = DV/A. (2.3.8)

Preuve. 1)Existence :
En effet, on peut admettre que la norme| A|| < 1. Il est claire que l'opérateur A commute

avec les éléments de la suite U, telle que
1 2
Un+l = é(Id —A + Un)7 Ul =0.

Prenons D = U, compte tenu du lemme (2.3.2)), 'opérateur U,, commute avec l'opérateur
limite Uy = lim U, pour tout ¢ € H, c’est a dire U,,U = UU,, avec ||U,|| < 1 et ||U|| < 1.

D’ou, il vient
U = Ul = (U +U)(U, — V)|

< U+ Ull|Ung = Ue

< 2Unp —Upl| <e.

Autrement dit, la suite U2 converge vers U?p, c’est a dire lim U2p = U?¢ et par conséquent,
il est aisé de trouver la limite de la suite récurrente U, ;. D’ot1, pour tout ¢ € H,on a

1
lim U, = lim 5(fd — A+ U2,

n n—=ao

Dong, il vient

1
Up = 5([d—A+U2)<p,
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Ou encore

(Id —2U 4+ U*)p = (Id — U)* = Agp.

Prenons 'opérateur R = Id — U ce dernier est un opérateur linéaire positif racine carrée de
l'opérateur A, car on a;

R*>=(Id-U)*= A,
ou encore

R=(Id—-U) = VA.
D’o, Pexistence de opérateur racine carrée v/ A.
2) Unicité
Soient Ry, Ry > 0 tels que

R: =R} = A.
Alors
RlA = R? = ARl et R2A = R% = AR2

D’ou

RI—R; = 0= (R} — R}) (R1 — R2) = (R1 — R2) R1 (R1 — Ry)+(R1 — Ra) Ry (R1 — R») =0

> <(PL1 — RQ) R1 (Rl — RQ) Z, LU> = <R1 (Rl — Rg) x, (Rl — RQ) $> Z 0.
{ <(R1 — RQ) RQ (Rl — RQ) Z, l’> = <R2 (Rl — RQ) Z, (Rl — RQ) I> Z 0.
Alors
(Ri— Ry) Ry (R — Ry) = (Ri—Ry)Re(Ri—Ry)=0

— (Rl — Rz) R1 (Rl — RQ) — (Rl — Rz) RQ (Rl — Rg) =0

— (R —Ry)*=0
En particulier,
[(By = Ra) (R — Ra)®|| = [|(By = Ro)*|| = [|[(Ba = RBo)’[|” = (B2 — Ra)|l*

(car si A est auto-adjoint, alors ||A%]| = ||A?)
Enfin
I(B1 — Ro)|| =0,
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et donc
R1 - Rg.
O
Corollaire 2.3.1 Soit A > 0 et inversible, alors :R = /A est inversible.
Preuve. Soit A un opérateur positif et inversible alors
(A'R)R=AT"R*=A"A=1d
et
R(AT'R) = (RAT")R= (RAT") ARA™' = R?A7' =1d
car
AR = RA
c’est-a-dire
R=ARA™
donc R est inversible d’inverse A~!R. O

Exemple 2.3.1 Soit A lopérateur défini par :

Af ¢ L2[0,1] — £2100,1]
v = Af(2)=af (2)

On a A est positif d’aprés(2.1.2)). Donc il existe R tels que :R* = A. On remarque que

R : I2[0,1] — L*[0,1]
[ = Rf(x)=Vaf(z)

et que

R* = A.
Mais puisque la racine carrée unique, alors

VA =R.
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2.3.2 Isométrie et isométrie partielle

Définition 2.3.2 Un opérateur U € L (H) est appelé isométrie si pour tout
x € H:||Ux| = |z .
Remarque 2.3.1 I est évident qu’une isométrie est injective.

Définition 2.3.3 Un opérateur U € L(H) est dite Unitaire si U est une isométrie dont
ImU=H.

Définition 2.3.4 Un opérateur U € L (H) est appelé "isométrie partielle" si
|Uz|| = ||z ,Vz € ker (U)*.
Dans ce cas, H = ker (U) & ker (U)™".
Définition 2.3.5 Pour tout A € B(H), on note
|A] = VA*A.

On a alors

|A* = A*A.
2.3.3 Décomposition polaire
Théoréme 2.3.3 Pour tout A € B (H) il existe une isométrie partielle U telle que
A=U]|A|.
En autre ;U est unique st on impose la condition
ker (U) = ker (A) .
Preuve. 1)Existence : On a pour tout x € H :
1Al 2]* = (|Alz, |A]2) = {|A 2, 2) = (A" Az, z) = (Az, Az) = || Ax||”

= |||A|z|| = |Az||Vz e H (2.3.9)
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Do,
xz € ker (|A]) <= |[A|z =0 <= |||A| z|| = ||Az|| = 0 <= Az = 0 <=z € ker (A4)
Alors
ker (|A]) = ker (A).

On définit a présent I’application suivante,

Vi Im(A) —  Im(4)
|Alx +— V (JA|z) = Az

Vérifions que V est bien défini. Soient z1, x5 € H; alors |A| 21, |A| 25 € Im (|A]) et
|Alzy = |Alzy = |A] (21 —23) =0
— (a1 — x2) € ker (JA|) = ker (A)
— A(x1—22)=0
= Axy = Ax,
— V(|A]21) =V (|4 2)

De plus HV(]AM)H — || Az|| = |||A| z||,Vz € H (Im (JA])). Donc, V est une isométrie. On

prolonge par continuité V' a

V . Im(A) — Im(A)

Pour cela, et sachant que pour tout y € Im (|A]); il existe une suite (| 4| x,,),, de Im (] A]) telle
que y = lim |A|z,. On pose,
Vy=limV (|A| z,)
Alors;;
Vy=V ( lim |A] xn) = lim V (|A] z,) = lim Az,
Il est évident grace a (2.3.9) que comme (|A|w,), .y est convergente dans H alors (Ax,),

I'est aussi et que Vy € Im A. De plus, V' est aussi une isométrie. En effet, soit y € Im (|A]).

En gardant les mémes notations ci-dessus, on a

Vyl = lim Az, || = lim ||Az,| = lim |||A|z,||
= ||t 4y 2| = 110
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De plus, comme |A| est auto-adjoint, il découle que Im (|A]) = ker (|A|)L.On définit I'appli-

cation,

z) = V(z) sizeIm(JA]) = ker (JA])"
U(z) { 0 sixeker(|A|

Comme

ker (|A|) = ker (A) = ker (U).
Alors U est définie sur H = ker (U) @ ker (U)" par,

[ V(z) sizecker(U)"
Ulz) = { 0 six€ker(U)

et

UlAl(z) = V]|A|(x)=Az,Vx e H
= U|A|=A.

Enfin, U est une isométrie partielle définie sur H par construction.
2)Unicité :Si U; = U, sont deux isométries partielles vérifiant la propriété énoncée, c’est a
dire

Ur|Al = U | Al

alors Uy |A|xz = Uy |A| x permet de conclure que U; = Us sur Im (| A])
Il est évident que l'on a aussi U; = U, en passant a Im (|A]) et ker (| A]).
On déduit que

U1 - UQ.



CONCLUSION

La classe d’opérateurs introduite dans ce mémoire permet entre autres d’étudier une autre
classe d’opérateurs appelés "opérateurs normaux", on peut tout aussi bien définir les opéra-
teurs symétriques positifs ou enfin les semi-groupes d’opérateurs positifs puis effectuer I’étude

spéctrale pour ce type de semi-groupes
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