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Index des notations

Notation Signification

R Ensemble des nombres réels.

R* Ensemble des nombres réels positifs.

C Ensemble des nombres complexes.

N Ensemble des nombres entiers naturels.

L?([a, b)) Espace des fonctions p-intégrables sur [a, b].

C(la, b],R) Espace des fonctions continues de [a, b] a valeurs dans R.
-1l Norme sur I'espace vectoriel E.

|+ Valeur absolue (pour les réels) ou module (pour les complexes).

[] Partie entiére d’'un nombre réel.

1) Fonction Gamma d’Euler.

B(,") Fonction Béta d’Euler.

" Opérateur d’intégration d’ordre entier 7.

D" Opérateur de dérivation d’ordre entier n.

I* Opérateur d’intégration fractionnaire d’ordre o > 0.

Hya Intégrale fractionnaire de Hadamard d’ordre o > 0.

D¢ Opérateur de dérivation fractionnaire d’ordre o > 0.

EID"‘ Dérivée fractionnaire de Caputo-Hadamard d’ordre «.

g Opérateur associé au probléme intégral fractionnaire étudié.

Ls,Lg Constantes de Lipschitz des fonctions f et g, respectivement.

Br Boule fermée convexe de rayon R dans I’espace X.

Q Constante liée a la condition de contraction dans le théoréme du
point fixe.

” Solution unique (point fixe) de 'équation intégrale ou différentielle
fractionnaire.
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Introduction

« La science est la tentative de rendre le chaos de notre perception en une
correspondance avec un systeme uniforme de pensée. »

(Pensées - Albert Einstein)

Durant le vingtieme siécle, ’analyse mathématique a connu un développement consi-
dérable, s’étendant bien au-dela des cadres classiques de la dérivation et de l'intégration.

Dans les années 1940, la question de la stabilité des solutions aux équations fonction-
nelles a été posée par le mathématicien S.M. Ulam, et résolue en partie par D.H. Hyers.
Ces travaux ont donné naissance au concept de stabilité au sens de Ulam-Hyers, qui est
aujourd’hui un pilier de I’analyse fonctionnelle.

Actuellement, ce champ de recherche s’étend aux équations différentielles fraction-
naires, qui ont gagné en importance pour leur capacité a modéliser des systemes avec
des effets de mémoire et des comportements complexes, notamment dans des domaines
variés tels que la physique, I'ingénierie et la finance.

Alors que la théorie classique est bien établie, I'étude des propriétés qualitatives de ces
équations fractionnaires reste un défi. La stabilité, en particulier, est un aspect essentiel
qui garantit la robustesse et la fiabilité des solutions obtenues.

A travers ce mémoire, nous nous proposons d’étudier une équation différentielle frac-
tionnaire qui était adressée par Lachouri A. et Gouri N dans [14], qui posséde la forme :

SD%u(p) = f(t, u(®) + NP g(r, u(n), 1)

avec une condition aux limites non locale. Notre objectif est de démontrer que la solution
de ce probleme existe, est peut-étre unique, et est stable au sens d’'Ulam-Hyers (classique
et généralisée) sous certaines conditions.

Ce mémoire se compose de trois chapitres, structurés de la maniere suivante :

1. Chapitre 1 : Préliminaires Mathématiques et Outils d’Analyse Fonctionnelle. Ce
chapitre a pour objectif de poser les bases théoriques nécessaires a la suite del’étude.
Nous yrappellerons les définitions fondamentales de I’analyse fonctionnelle (normes,
suites de Cauchy, ...) et présenterons des résultats clés tels que le principe de contrac-
tion de Banach et le théoreme d’Arzela-Ascoli.

2. Chapitre 2 : Etude de I'Existence de Solutions Dans ce chapitre, nous aborderons
la question de I'existence et de I'unicité de la solution pour le probleme (1). Nous
utiliserons des théorémes de point fixe, tels que le principe de contraction de Ba-
nach pour l'existence et I'unicité, et le théoreme de Krasnoselskii pour !'existence
d’au moins une solution.

3. Chapitre 3 : Etude de Stabilité au sens d’Ulam-Hyers . Nous introduirons formel-
lement la notion de stabilité au sens de Ulam-Hyers. Nous y démontrerons la stabi-
lité de la solution du probleme (1) en fournissant les conditions suffisantes et une
preuve détaillée, puis nous étendrons le résultat a la stabilité généralisée.



Introduction

Nous conclurons ce mémoire par un résumé général des résultats obtenus.



Chapitre 1

Préliminaires

1 Introduction

Ce chapitre présente les concepts fondamentaux de I’analyse fonctionnelle et du cal-
cul fractionnaire nécessaires a ce mémoire. Il est structuré en quatre sections :
- La premiere section introduit les notions et définitions de base en analyse fonction-
nelle.

— La deuxiéme section examine les opérateurs et leurs principales propriétés.
— Latroisiéme section traite de plusieurs théorémes classiques du point fixe.

— Laquatriéme section explore les fonctions spéciales utilisées dans la dérivation confor-
mable fractionnaire.

2  QOutils d’Analyse Fonctionnelle
D’abord, On rappelle les définitions des outils de base de ’analyse fonctionnelle. On
propose au lecteur de revenir aux sources originales comme [4, 7, 8, 13, 18, 26].

Définition 1.1 On note par AC([a, b)) I'espace des fonctions absolument continues sur[a, b],
constitué des fonctions f qui sont des primitives de fonctions Lebesgue sommables, c’est-a-
dire:

feAC(la, b)) = Fpecll(la,b)), telleque

X

fx) = c+f @(n)dt.
a

Définition 1.2 Pour n € N, on note par AC"([a, b]) l'espace des fonctions a valeurs com-
plexes f(x) ayant des dérivées jusqu’'a l'ordre (n—1) continues sur[a, b] telle que f(”_l) (x) €
AC([a, b)), cest-a-dire :

AC"[a,b]={f:la,b] — C| f"Y(x) € AC[a, b]}.
En particulier, on a AC'[a, bl = AC[a, b].
Définition 1.3 Lespace noté AC{a, b] est défini par :
d
AClla,b)={f:[a,b] - C| 8" f(x) € ACla, D), 8:xa},

cet espace est appelé espace des fonctions absolument continues.

3



2. OUTILS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

Définition 1.4 (Espace vectoriel) Un espace vectoriel sur un corps K est un ensemble E
muni de deux opérations :

- . Une addition + : E x E — E qui associe a tout couple (x, y) un élément x + y € E.

— . Une multiplication par un scalaire - : K x E — E qui associe a (A, x) un élément

Ax €E.

Ces opérations satisfont les huit axiomes classiques : associativité, commutativité de l'ad-
dition, existence d’'un élément neutre et d'un opposé, distributivité et compatibilité avec la
multiplication scalaire.

Exemple 1.1 LespaceR" : Lensemble des vecteurs (x1, X,...,X,) avec x; € R est un espace
vectoriel muni de l'addition et de la multiplication scalaire classiques.

Exemple 1.2 Lespace des fonctions continues : Lensemble des fonctions continues C([a, b],R)
est un espace vectoriel ot l'addition et la multiplication par un scalaire sont définies point
par point.

Définition 1.5 (Norme) SoitE un espace vectoriel sur K. Une norme sur E est une applica-
tion N : E — Ry, vérifiant les conditions suivantes, pour tout x,y € E :

¢ Nx)=0 < x=0, VxeE.

¢ N(x+y) <N(x) +N(©).

¢ VAek, N(Ax)=|AIN(x), VxeE.
Si seules les deux dernieres propriétés sont satisfaites, on dit que N est une semi-norme.

Définition 1.6 (Espace vectoriel normé) Soient E un espace vectoriel et N une norme sur
E. Le couple (E,N) est appelé un espace vectoriel normé.

Définition 1.7 (Suite de Cauchy) On dit qu'une suite {x,},en de réels ou de complexes est
une suite de Cauchy si elle vérifie la propriété suivante, appelée critere de Cauchy :

Ve>0, INgeN, Vp,geN, p,g=No=|x,—x4|<e.

Définition 1.8 (Limite d'une suite) On dit qu'une suite réelle {x,},en a pour limite | € R,
si et seulement si :
Ve>0,ANeN,Vn=N,|x, - 1| <e.

Si c’est le cas, on dit que la suite est convergente.

Définition 1.9 (Continuité) Soient f une fonction définie sur un intervalle] c R et a un
pointdel. La fonction f est dite continue en a si, pour tout€ > 0, il existe un autreréel 8 > 0
tel que:

lx—al<d=|f(x)-fla)l <e.

Définition 1.10 (Famille équicontinue) SoientX c R, & une famille de fonctions définies
surX. On dit que & est équicontinue en x si pour toute > 0, il existe 8 > 0 tel que :

[x—yl<d=>|fx)-f(yl<e, VfeZF.

Définition 1.11 (Espace complet) Un espace vectoriel normé (E,| - ||) est dit complet, si
toute suite de Cauchy {x,},en converge dansE.

Exemple 1.3 LadroiteréelleR est complete, car toute suite numérique de Cauchy converge.



3. LES OPERATEURS

Définition 1.12 (Espace de Banach) Tout espace vectoriel normé complet est appelé es-
pace de Banach.

Définition 1.13 (Ensemble relativement compact) Un ensemble G c E est relativement
compact, si pour toute suite {x,} de G, il existe une sous-suite {x,,} qui converge dansE.

Définition 1.14 (Ensemble uniformément borné) On dit que M est un ensemble unifor-
mément borné, s'il existe une constante positive C > 0 telle que :

Ifll=C, VfeM.

Définition 1.15 (Application Lipschitzienne) Soient (E, || - |g) et (E || - |r) deux espaces vec-
toriels normés. Une application f : E — F est dite k-Lipschitzienne si :

dk>0,Vx,y€E, [f(x)=fWIlr=<klx-ylE.

Définition 1.16 (Application Contractante) Une application f : E — F est dite contrac-
tante, si elle est Lipschitzienne de rapport0 < k < 1.

3 les Opérateurs

Tout au long de cette section, on entend par (E, || - [[g) et (E || - ||r) des espaces vectoriels
normeés [13].

Définition 1.17 (Opérateur Continu) Soit'T un opérateur linéaire défini sur un sous-ensemble
G c E dans F. 1l est dit continu au point xy € G si pour toute suite (x,) de G qui converge
vers Xy, la suite (T (x,)) converge vers T (xy), c'est-a-dire :

Jim T =T Jim ).

Remarque 1.1 LopérateurT est dit continu sur G, s'il est continu en chaque point de l'en-
semble G.

Définition 1.18 (Opérateur Compact) SoitT : E — F un opérateur. On dit que T est com-
pact s'il est continu et l'image de toute borne de E est relativement compacte (c’est-a-dire
son adhérence est compacte) dansF.

Définition 1.19 Définition 1.15 (Opérateur Borné) Un opérateur linéaire T défini sur E
dansF est dit borné s'il existe une constante positive C > 0, telle que :

ITG) e <Clixlle, VxeE.

Définition 1.20 (Opérateur Compleétement Continu) On dit que l'opérateur T : E — F est
completement continu s'il est un opérateur compact.

Le théoreme suivant est connu pour son nombre considérable d’applications, entre autres
la compacité de certains opérateurs. Il caractérise les parties relativement compactes de
I’espace des fonctions continues d'un espace compact dans un espace quelconque.

Théoreme 1.1 (Ascoli-Arzela) SoientE un compact et A un sous-ensemble de C(E). Si A est
borné et équicontinu, alors A est relativement compact.



4. THEOREMES DE POINT FIXE

4 Théoremes de Point Fixe

Les théoremes de point fixe sont des outils tres utiles en mathématiques, essentielle-
ment dans la résolution des équations différentielles[5, 10, 27]. Dans cette section, nous
présentons les théoremes de point fixe utilisés dans ce travail.

Définition 1.21 (Point fixe) Soit f : 1 — R une fonction continue surl. On dit que x €1 est
un point fixe de f lorsque :

fx)=x.

Théoreme 1.2 (Principe de contraction de Banach) Soient X un espace de Banach et f :
X — X. Si la fonction f est contractante, alors f admet un point fixe unique.

Les théoremes du point fixe suivants déterminent seulement !'existence d'un point
fixe.

Théoréme 1.3 (Théoreme de Krasnoselskii) Soient (X, ||.|) un espace de Banach, A une
partie non vide, convexe et fermée de X. On suppose que T1,T» : A — X sont deux applica-
tions satisfaisant les trois conditions suivantes :

- Tix+ToyeA Vx,y€eA.

— T, est un opérateur compact.

— T, est une contraction.
Alorsilexiste x* € A tel que T1x™ + Tox™ = x*.

Remarque 1.2 SiT; =0, alors ce théoreme coincide avec le principe de l'application contrac-
tante de Banach.

5 Eléments de Calcul Fractionnaire

Dans cette section, nous définissons les fonctions élémentaires ainsi que les princi-
paux opérateurs fractionnaires. Nous présentons les notions fondamentales et les pro-
priétés essentielles de I'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, avant d’'in-
troduire les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo. Le calcul fraction-
naire, en tant que généralisation du calcul classique, conserve de nombreuses propriétés
fondamentales tout en élargissant son champ d’application.

En mathématiques, de nombreux concepts complexes se sont développés a partir de
concepts simples. Par exemple, I'’extension du factoriel des nombres naturels aux nombres
réels joue un role fondamental dans certaines formules mathématiques.[1, 2, 3, 16, 25, 17,
19, 20]

Définition 1.22 (la fonction Gamma)[15] Soit x € C tel que R(x) > 0, la fonction Gamma
est donnée par :

+00o
F(x):f e 't dt, (1.1)
0
cette intégrale est convergente pour tout x complexe tel que R(x) > 0.

Remarque 1.3 - I'M)=1etI(0")=+oo0.
1 _ ——1. -2 —
F(n)_Oi.aourn_ 1,-2,-3,.... . .
— La fonction 1(x) est monotone et strictement décroissante pour 0 < x < 1, et mono-
tone et strictement croissante pour x = 2.



5. ELEMENTS DE CALCUL FRACTIONNAIRE

Proposition 1.1 [15] Pour tout x € C tel queR(x) >0,0na:
I'x+1)=xI(x). (1.2)

Preuve. [15] En effectuant une intégration par parties de I'intégrale définissant la fonction
Gamma, on obtient :

+00
INx+ 1):[ e tt¥dt
0
N +00
= [—e‘ttx]ooo+xf e 't ldr
0
=xI(x).

Corollaire 1.1 Cas particulier des entiers Pour x = n € N, la relation précédente donne :

I'n+1)=n. (1.3)
Preuve.
I'(n+1)=nl(n)
=nn-1)I1n-1)
=nn-1)n-2)---111)
=n!
[

Définition 1.23 (La Fonction Béta d’Euler) La fonction Béta est définie pour des nombres
complexes u et v a parties réelles strictement positives par :

1
ﬁ(u,v):f t“l1-0vtde, Rw) >0,R(v)>0. (1.4)
0

Proposition 1.2 — La fonction Béta est symétrique : p(u, v) =p(v, u).
— Elle est liée a la fonction Gamma par :

B(u, U):u— (1.5)

5.1 Intégrales Fractionnaires

Soient f une fonction réelle, a appartient au domaine de définition de f et a un
nombre réel strictement positif.

Définition 1.24 (Intégrale Fractionnaire de Riemann-Liouville) Lopérateur d’intégration
fractionnaire de Riemann-Liouville est défini surL![a, b] par :

1

P0=rg

X
f (x—-9)*1f(s9)ds, a>0,x>a. (1.6)
a



5. ELEMENTS DE CALCUL FRACTIONNAIRE

Exemple 1.4 Soit h: [a, b] — R définie par h(x) = (x — a)®. Lapplication de l'intégrale frac-
tionnaire d’ordre a > 0 de Riemann-Liouville donne :

I'p+1) (x— )P

L= Feros ’

B>-1, x> a. (1.7)

Preuve. Par définition de l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre a > 0, on

a:
104 _L‘[x o=l \P
I“h(x)_F(a) ’ x-" " (t—-a)ldr.
Effectuons le changement de variable :
t=a+u(x—a), doncdt=x-a)du, ucl0,1].
Alors:
x—t=(1-u)(x—a), t—a=ulx—a),
d’ ol .
Igh(X)=Lf [(1-w)(x- @) [ux- )P (x- a)du.
I'a) Jo
(x_a)(x+[5 1 Y
- 1- a ﬁ .
T fo( w)* " uPdu
Or, .
_ o) I p+1)
_ =1 p _ — M—
fo(l w u du_B(a’ﬁ+1)_F(0(+ﬁ+1)'
Donc: o
. x-—a)*P MoIBe+1) IHE+1) s
I = . = —_ .
N = T TwasprD  Tarprn® @
| |

Proposition 1.3 Pour f,g € C([a; b)) et a,p € R*, l'intégration fractionnaire de Riemann-
Liouville possede les propriétés suivantes :

1. Linéarité: Pour A,y €R,
A f(x) +yg(x) =AI*f(x) + YI®g(x), x> a. (1.8)
2. Propriété de semi-groupe et commutativité :
%P fx)=Pol®fx)=1""Pf(x), x>a. (1.9)

3. Cas particulier :
1°f(x) = f(x). (1.10)

Définition 1.25 (Intégration fractionnaire au sens de Hadamard) Soit f une fonction
continue sur |a,b) a valeurs dans R, avec0 < a < b <1 et a > 0. Lintégrale fractionnaire
d’ordre o au sens de Hadamard de | est définie par :

N 0
Iaf(x)—F(a)fa (lnt) " dt, a<x<bhb,

ou I'est la fonction Gamma d’Euler.



5. ELEMENTS DE CALCUL FRACTIONNAIRE

Quelques propriétés

Proposition 1.4 Soient f et g deux fonctions continues sur[a, b] avaleursréelles, et A1, A2 €
R. Pour touto>0,0na:

JaA1 f(0) + A28 () = MiJg f(2) + A2Jz g (x).

Proposition 1.5 Soit f : [a, b] — R une fonction continue appartenant a LP([a, b]). Pour

tousa,p>0,0na:
0( 1 f(s) ds
af 9= g )F(ﬁ)ff ( 3) Y

Proposition 1.6 Pour toute fonction continue f € LP([a, b]) et pour tousa,f >0, ona:
o f () =15 £ (0 =15 ().

— Exemple: Soienta >0, 3 >0 et

AL
f(t) = (ln 5) .

Alors, I'intégrale fractionnaire de Hadamard d’ordre o de f(#) avec point initial a est
donnée par:

a

Hya ppy - _L®) ( r)“*ﬁ'l
]“f(t)‘F(mﬁ) 1 '

Remarque 1.4 En particulier, sip=1eta >0, alors:

J%1 = L (lni)a
“C M+ al

5.2 Dérivées fractionnaires

Il existe plusieurs définitions de la dérivée fractionnaire, et elles sont toutes mathé-
matiquement correctes. Cependant, d'un point de vue physique, chaque définition a sa
propre application et interprétation. Nous introduisons ici deux approches majeures.

Définition 1.26 (Dérivée au Sens de Riemann-Liouville) Soit f une fonction intégrable
surla,bl, et n—1 < a < n. La dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Riemann-Liouville
est définie par :

RLp® £ (x) = d 1” % F(x), (1.11)

avecn=|al +1.

Exemple 1.5 Soit h : [a,b] — R définie par h(x) = (x — a)® avec p > —1. Alors la dérivée
fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est donnée par :

1
RLpap(x) = nff—Jr)( —a)P, (1.12)
Proposition 1.7 1. Linéarité :
REDAO £ (x) + yg(x) = ARED £ (x) + yRED* g (). (1.13)



5. ELEMENTS DE CALCUL FRACTIONNAIRE

2. Lien avec l'intégrale fractionnaire :
MDA f () = f ().

3. Non-commutativité :

RLDa(RLDBf(x)) ;:’RL D[S (RLDO(f(x)) #RL D°‘+ﬁf(x).

Définition 1.27 (Dérivée Fractionnaire de Caputo)

(1.14)

(1.15)

Soit f une fonction suffisamment réguliére, la dérivée fractionnaire au sens de Caputo

d’ordre a > 0 est définie par :

Cna _Tn—0\I _ 1 fx _ a1 ¢(n)
DYf(x)=1"""D f(x)——F(n_(x) ’ (x—39) frs)ds,

(1.16)

Exemple 1.6 Soit f(x) = (x — a)® avec p > —1. Alors, la dérivée fractionnaire de Caputo

d’ordre o> 0 de f(x) est donnée par :

ﬂ( _ )ﬁ o
I'p-a

D2 f(x) =
En particulier, si f(x) = c est une constante, alors “D% f(x) = 0.
Proposition 1.8 1. Linéarité :
CDYAf + png) =A°DY f + u“D%.
2. Inversion avec l'intégrale fractionnaire :
‘DI f(x) = f ),
et plus généralement, sia <p :
CDUP F(x) =P~ F ().

3. Noyau de l'opérateur “D* :

n—-1

D% (x)=0 o f)=) cix-a', ceR.

i=0

4. Relation avec l'opérateur d'intégration :
n—1 .
““DYf(0) = f(x0) + Y. cilx—a)'.
i=0

Lien entre Caputo et Riemann-Liouville :

Théoréme 1.4 SoientneN*, n—1<a<n,et fe€C"(la,b]). Alors:

-1
CD"‘f(x) _RL pa Flx) - Z (x

i=0

f(l)( )

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)
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5. ELEMENTS DE CALCUL FRACTIONNAIRE

Cette relation montre que la dérivation au sens de Caputo est une dérivation fraction-
naire appliquée au reste du développement de Taylor de f.
Démonstration. On considere le développement en série de Taylor de la fonction f au
pointx=a:

n—1 ¢(i) .
f=>) f i'(a) (x—a)' +1"D" f(x). (1.24)

i=0

Puis on applique R'D sur les deux membres de I'égalité :

RL D@ g i\ . RL(1nM0
Df(x)=)_ — D((x—a)') + “D(I"D" f(x))
i=0 :

=l D (a) RL

- -— D a)') + Df(x). (1.25)
i=0 :
D’ou ,
c RL @ g, i
Df(x)="Df ()= ) —— "D(x-a)’). (1.26)
i=0 b
|

Remarque 1.5 La formule (1.23) signifie que

n=1 £ ,
I"D"f(x)=f(x)— ) ! i'(a) (x—a)'.

i=0

Définition 1.28 (Dérivation fractionnaire au sens d’Hadamard) La dérivée fractionnaire
au sens d’'Hadamard d’une fonction f est définie par :

He~a B X ar fx f n—-a-1 ﬂ
DW= = |, (1og t) fo=, (1.27)

oun—-l<a<netn=|o]+1.
Proposition 1.9 Poura>0et f€Cla,bl,ona:
DA f(0) = f(0), (1.28)

mais

JUHDY F(1) # F (D). (1.29)

Exemple 1.7 Soit f une fonction définie par :

r\P!
f)= (log 2) , Pp>0. (1.30)
Alors,ona: 5
Hpa o LB ( g) ot
D“f(t)_F(ﬁ—a) loga , a>0, Pp>a. (1.31)

Remarque 1.6 En particulier, sif3 =1 et a > 0, alors la dérivée fractionnaire d’Hadamard
d’une fonction constante n'est en général pas nulle, c’est-a-dire :

Hpae - L (lo 1)-0‘ (1.32)
a7 Ml - ga ' '

11



5. ELEMENTS DE CALCUL FRACTIONNAIRE

Lien entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et celle au sens de Hadamard

Pour toute fonction y € AC{([a, b]), nous avons la relation suivante entre la dérivée
fractionnaire de Caputo et celle de Hadamard :

(i) .
P y(x) = 0P [ y(x) - Z y (a) gg)’ , (1.33)
i=0
oun=|[p]+1.
5.3 Lemmes auxiliaires
Lemme 1.1 Soit f € AC{(la, b;R) etp >0, alorsona:
n—1
IPDPF(x0) = F(0) - Y crllogx)®. (1.34)
k=1

OucireRpourk=1,2,....n—-letn—-1<P<n,avecn=|p|+1.

Définition 1.29 La dérivée fractionnaire de Caputo-Hadamard d’ordre o« > 0 pour une
fonction u: [1,00) — R est définie par :[12]

Comr ~ 1 ft( E)n—a—l . @
D u(t)_—F(n—a) : logs 0" u(s) S (1.35)

n
oan—1<a<net6”:(t%) ,neN.

Lemme Soitn—1<a<n,neNetue C"(]). Alors U'équation différentielle fractionnaire
de Caputo-Hadamard

SDu() =0 (1.36)
admet une solution sous la forme :
n-1
u(t)= Y crllogn¥, (1.37)
k=0
et la formule suivante est valable :
n-1
H (€D u(n) = u® - Y crllog ), (1.38)
k=0

oucreR, k=0,1,..,n—-1.

Exemple 1.8 1. Soienta>0,p>—1et f(t) = (logé)ﬁ, alorsona:

p t —a
C o t) 1 ( t) s\Pds
D% log—| = log—| O(log—| —.
H (Oga I'l-o Ja ogs (oga) s

Pourf = %, a:% etn=1, alors:

1 t ANE s\3 ds
il 1(3) Ja %8 0 (oga) s

12



6. CONCLUSION

En faisant le changement de variable

u:logg’
log<
on obtient : .
CDa(l )E %fll 2ur( -3 d
=2 2421 -u) 3
;D% log 2 Jo (logL)2u u u,
%Gog%% 11 1
2“ fuZ(l—u) 3du,
ns) Jo
BN o) 3vE
= 13 al” = :
%) 4

2. En particulier, sia>0etp=0, alorsona:
C
DY) =0.

Remarque 1.7 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo-Hadamard d’'une constante est
nulle.

Proposition 1.10 ([12]) Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires au
sens de Caputo-Hadamard existent, pour o, >0, 0ona:

G (b f (o) =215 ().
En particulier, sia =, alorsona:

SDY(XISF (D) = F(D.

6 Conclusion

Dans ce chapitre préliminaire, nous avons introduit les concepts fondamentaux né-
cessaires a I'étude des équations différentielles fractionnaires avec conditions non lo-
cales. Nous avons rappelé les définitions et propriétés essentielles du calcul fractionnaire,
notamment les dérivées et intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo.

Par ailleurs, nous avons présenté des résultats clés de 'analyse fonctionnelle, en par-
ticulier les théoremes du point fixe de Banach et de Krasnoselskii, qui joueront un réle
central dans la démonstration de I'existence des solutions dans les chapitres suivants.

Ce cadre théorique constitue une base solide pour aborder les développements ulté-
rieurs du mémoire, en fournissant les outils mathématiques nécessaires a I’étude rigou-
reuse du probléme posé. Dans le chapitre suivant, nous appliquerons ces résultats a l’ana-
lyse de I'existence des solutions d'un probleme différentiel fractionnaire avec conditions
non locales.

13



Chapitre 2

Létude de I'existence de solutions

1 Introduction

La théorie des équations différentielles fractionnaires a émergé comme un domaine
intéressant a explorer ces dernieres années. Cette théorie a de nombreuses applications
dans la description de plusieurs événements dans le monde réel. Les équations différen-
tielles fractionnaires sont souvent applicables dans I'ingénierie, la physique, la chimie
...etc.

Le présent travail [14] s’'inscrit dans cette dynamique et s’intéresse a I’étude de I'exis-
tence et de I'existence et I'unicité de solution positive pour le probléme suivant :

CD%u() = f(t, u(®) +"Pg(t, u(r), rell,T]
T 2.1)
u(l):)\[ K(s)u(s)ds+d, A=0, d>0
1

sous les conditions suivantes :
0<a<1,0<p<1:ordres fractionnaires,
f,g:[1,T] x [0,00[— [0,00) continues,

- K:[1,T] — [0,00[ continue,

g(t, u) est croissante par rapport a u.

avec EIDO‘ la dérivée fractionnaire au sens de Caputo-Hadamard, et Hyp I'intégrale frac-
tionnaire de Hadamard.

Ce chapitre se consacre a I'étude fondamentale de I'existence et de I'unicité des so-
lutions pour une classe d’équations intégrales non linéaires, potentiellement issues de
problemes différentiels fractionnaires avec des conditions non locales. L'établissement de
telles propriétés est crucial dans I'’analyse qualitative de ces équations, permettant d’as-
surer la validité et la pertinence des modeles mathématiques qu’elles représentent.

Dans un premier temps, nous aborderons la question de 'unicité de la solution en
nous appuyant sur le puissant outil du théoréme de contraction de Banach. Pour ce faire,
nous introduirons un espace fonctionnel approprié, muni d'une norme adéquate, et défi-
nirons un opérateur dont les points fixes correspondent aux solutions de notre probleme.
L'unicité sera alors démontrée en prouvant que cet opérateur est une contraction sur ’es-
pace fonctionnel considéré, sous certaines conditions sur les fonctions et les parametres
impliqués.

Par la suite, nous nous tournerons vers 'existence d’au moins une solution. Face a
la complexité potentielle du probleme, nous emploierons le théoreme de Krasnoselskii,
un résultat clé de I'analyse non linéaire. Ce théoreme permet de prouver 'existence d'un
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2. REPRESENTATION INTEGRALE

point fixe pour une somme d’opérateurs, ou l'un est une contraction et 'autre est comple-
tement continu. Nous décomposerons ainsi I’'opérateur associé a notre équation en deux
parties distinctes et vérifierons les hypotheses du théoréeme de Krasnoselskii, notamment
la contractivité de I'une des parties et la compacité de I'autre.

A travers ces deux approches complémentaires, ce chapitre vise a fournir un cadre
rigoureux pour 'analyse de l'existence et de l'unicité des solutions, contribuant ainsi a
une compréhension approfondie des propriétés fondamentales des équations intégrales
étudiées.

2 Représentation intégrale

Lemme: [14] La représentation intégrale du probléeme (2.1) est donnée par :

(t)—Lft(lo Z)(Hf(s (S))@+ ! ft(lo E)(Hﬁ_l (s u(S))@
U= T )y 1985 TS Ia+p) 85 &L s 2.2)

T
+)\f K(s)u(s)ds+d, te[l,T]
1
Preuve:On a
EIDO‘u(t) = ft,u) +"Pg(t, u(p), te(1,T] (1)
On applique HJ% sur( 1), on trouve :
Hy € p%u(e) =119 £ (6, ue)) + 1P g (1, u(e))

Alors,
u(t) — co =" (1, u(®) + P g (1, u(r))

D’ou,

1 [T AN ds 1 T AR ds
u(t):mf1 (log;) f(s,u(s))T+F(O(_i_ﬁ)f1 (log;) g(s,u(s))T+co 2)

On passe maintenant a déterminer la constante ¢y en utilisant la condition initiale du
probléme (2.1). On trouve :

(D—Lfl( O AN fl(lo E)Mﬁ_l s us) g
T Tw 1fs,us s Ia+p) N &5 g s

T
u(l):coz)\f K(S)u(s)ds+d 3
1

Enfin, en remplacant la quantité (3) dans (2), on obtient (2.2), d’ou le résultat.

3 Existence et unicité de solution

En général, pour résoudre un probleme de point fixe, on doit identifier trois éléments
fondamentaux, a savoir :

1. Un ensemble convenable E apte a contenir les solutions du probléeme.

2. Une application T : E — E ayant la particularité qu'un point fixe est solution du
probleme.

3. Un théoreme de point fixe qui assure I'existence d’un tel point fixe de T sur E.
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3. EXISTENCE ET UNICITE DE SOLUTION

3.1 Existence et unicité de la solution par le théoréme du point fixe de
Banach

Espace fonctionnel
Considérons I'éspace de Banach suivant :
X:={u,ueC(1,T],R")}
muni de la norme

lull ;= sup |u(£)l.
te[1,T]

Opérateur associé

On présente 'opérateur I définit par :

tel que pour tout £ € [1,T],ona:

1 t ¢ a-1 a+p-1 ds T
(T u)(r) .:mfl (log;) f(s,u(s))— ( ) g(s,u(s))T—i-)\f1 K(s)u(s)ds+d,

F((x+ﬁ)

ouq,p >0, et f, g satisfont des hypotheses.
Théoreme 2.1 [14] Supposons que les hypotheses suivantes sont valides :
(P1) il existe des constantes Ly, Lg > 0 tels que, pour tout t € [1,T] et pour tout uy, u; €
R,
|f(t,u1) = f(t, u2)l < Lylus — ul,

|8 (¢, u1) — g(t, up)| < Lgluy — ual.

(P2) il existe une constante My > 0 tel que :
K(t) =My, Vte[l,T]
(P3) OnaQ<1ou

_Lr(logT)* Lg(logT)**P
T Ta+D IMa+p+1)

+AMi(T - 1)

D’apres le théoreme de contraction de Banach, le probleme (2.1) admet une solution
unique sur [1,T].

Preuve.
Soient u, v € X. Alors, pour tout t € [1,T],ona:

o 1 t AR ds 1 £ a+p-1 ds T
g u(t):mfl (log;) f(s,u(s))T+F(O‘+ﬁ) : (log;) g(s,u(s))TH\fl K(s)u(s)ds+d,

1 t ¢ a—1 a+p-1 ds T
g v(t):ﬁo()f1 (log;) fs, v(s)) F((x+[3)f ( ) g(s,v(s))TH\fl K(s)v(s)ds+d.

16



3. EXISTENCE ET UNICITE DE SOLUTION

Donc,ona:
T u(t) — T (D)) = 'Lf(lo f)a_lf(s u(sn
A 8% ’ s

1 ¢ AR ds
+F(o<+[3)f1 (log;) g(s,u(s))T

T
+)\f K(s)u(s)ds+d
1

t

A ds
“Twh (1"%;) FsvisN==

1 t AR ds
_F((x+ﬁ)f1 (log;) g(s,v(s))T

T
—)\f K(s)v(s)ds—d'.
1

Ce qui donne:
1 t AT ds
T u(f)— g ) L _ htd
T u(t) -9 v(t)l—’na) 1 (logs) (f(s,u(s) = f(s,v(s)) S

ds

1 t ¢ a+p-1
+ Ta+p) fl (logg) (g(s, u(s)) —g(s, y(s)))T

T
+)\f K(s)(u(s) - v(s))ds
1

Par !’ hypothese (P1), on obtient :

_ < - — _ -
T u(t) -9 v(t)| < T ), (ogs) lu(s) — v(s)| .

Lg t | ¢ a+p-1 ds
+F(a+ﬁ)f1 (og;) Iu(S)—v(S)IT

T
+)\f IK(8)||u(s) —v(s)|ds.
1

En utilisant I'hypothese (P2) et la norme || - ||, on obtient :

Lf tl t(x—l
Tul)-Tv(t)| < —— - =lu-
| T u(t) v( )|<F((x) ! (ogs) S lu—vl

Lg ! t a+p-1 ds T
log - —u-vI+AMy | dsllu-
+F((x+ﬁ)f1 (ogs) S lu—v|+ kfl sllu—vll

D’ou

||€Tu—€7v||<( Mot M )Ilu—vll
"N Ma+p) > 5 ’
avec
t 1\ lds
I; ;= su (lo —) —_,
te[l,P[] 1 gS N
£ £\P-1 g
I := sup[ (log—) -
te[1,T]J1 N N

T
I3 ::f ds.
1
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4. EXISTENCE DE LA SOLUTION PAR LE THEOREME DE KRASNOSELSKII

Calcul explicite des intégrales
Posons T=logl = s=te™", donc
ds=—te "dt=-sdr,
d’ou
ds
o -
Quand s variede 1 a t, T varie de logt a 0.

Ainsi . 1 . lon i
" d 08 log )Y
f (log—) —S :f TY_I(—dT) :f TY_ldT — ( Og ) ’
1 N N logt 0 Y

pour tout y > 0.
Dongc,

—dr.

logH)® (logT)“ logH)®P  (logT)**P
Ilzsup(og) :(0g ) , b= sup(og) :(og ) , I3=(T-1).
el 1]« a e, 1) a+P a+p

Par conséquent, on obtient :

Lr(logT)® L,(logT)**P
1T u-Jv|=< f(g)+g(g)
Ia+1) [Ma+p+1)

+AMi(T-1D) [ lu—vI
Ce qui implique :

1T u—-TF vl =Qllu-vl

Comme 'hypothése (P3) assure que Q < 1, alors 9 est une contraction sur X.

Donc, d’apres le théoréme de contraction de Banach, 9~ admet un unique point fixe
u* €X, solution unique du probleme (2.1).

]

4 Existence delasolution par le théoréme de Krasnoselskii

Objectif

Nous cherchons a prouver I'existence d'une solution a une équation différentielle frac-
tionnaire avec conditions non locales, a I'aide du théoreme de Krasnoselskii [5].
L'équation est convertie en une équation intégrale de la forme :

u(t) =A(w) (1) +B(w) (1)

N

ou:
¢ A est un opérateur contractant.
» B est un opérateur complétement continu (relativement compact).

Théoreme 2.2 Sous les hypotheses suivantes
(H1) les fonctions f,et g sont continues sur X pour tout t € [1,T] et la fonction K est
continue sur[1,T].
(H2) il existe une constantes Ly > 0 tels que, pour tout t € [1,T] et pour tout uy, up € R,

|f(t,u1) = f(t, uz)l < Lylus — ual,
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4. EXISTENCE DE LA SOLUTION PAR LE THEOREME DE KRASNOSELSKII

(H3) il existe des constantes My >0, Mg >0, etM¢ > 0, telles queVt € [1,T], ona:

(H4) OnaQ, <1 ou

Lr(logh)*
Ila+1)

le probléme (2.1) admet au moins une solution dansX.

1:

Preuve. Soit Bg = {u € X, |[u|| < R} un sous-ensemble fermé de X, ou R est donné par :

N;
R=
1-N,
tels que :
M;(logT)* Mg(logT)**P
YT e ) Taepen
ot Lr(logT)“
08
gzm—AMk(T—l)}/l

On introduit les opérateurs A : By — X et B: B — X, tels que pour tout £ € [1,T], A et
B sont donnés par :

Al )(t)_Lft(IO E)O(_l (s (S))@
“ AGI gs Fls,u s’

B(w) (1) =

t AR ds T
log— s,us—+)\stusds+d.
F((x+ﬁ)1(gs) 8( ())s . (s)u(s)
Alors, on précede comme suit :
Etape 1 : On montre que pour tout u, v € By, on a Au+ Bv € Bg.
Soient u, v € Bg. Alors,pour tout £ € [1,T],ona:

oa-1 ds
Aut+ Bl = ‘r ( 0g~ ) fs,u(s)—
(a ) s
arp-l ds T (2.3)
+F(a+ﬁ) : (logg) g(s,v(s))TH\fl K(s)v(s)ds+d
Alors,
Au(r) +Bu()| < Lft(lo f)“‘llf( S
= Tl gs S, u(s S
t ¢ a+p-1 ds T
+F((x+ﬁ) 1 (logg) Ig(s,v(s))lTH\f1 IK)Ilv(s)lds+d
(2.4)
Donc,

A

|[Au(t) +Buv(1)] Lft(lo E)(H If(s,u(s)— f(s,0)+1f(s O)IQ
“ BEACY gs ’ ’ s

t a+p-1 ds T
(log;) |g(S,V(S))IT+)\f1 IK($)||v(s)|ds+d
(2.5)

+
Io+P) N1
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4. EXISTENCE DE LA SOLUTION PAR LE THEOREME DE KRASNOSELSKII

En utilisant les hypothéses (H2) et (H3), on obtient :

Ly [t 1

(lo z)O(_llu(s)lé+— t(lo E)O‘_llf(s 0)|§
o) S 8% s Tl 8% s
M

g t t at+p-1 ds T
log - — +AM
+F(a+ﬁ)f1 (ogls) S +A kfl lv(s)|ds+d

Ly T(l t)"“ ds ()] + 1 T(l t)"“l ds 6.0
— og - — sup |u(s)|+ —— og - — su s,
o) 1 85 s se[lg] I'lo) 1 &y s seu%]

[Au(t) +Bv(8)]

IA

IA

+ Me fT(lo E)O‘Jrﬁ_1£+)\M Tds sup |v(s)|+d
IMa+P) Ji & s “Ji seu,%]
(2.6)
Calculons les intégrales et on passe a la norme |||, on trouve que :
Lr(logT)® Mr(logT)*P Mg (logT)®
JAu+Bo| = —L087 g 20087 7, V08
Ia+1) IMa+1) INMa+1)

+ AM(T-Dllvl+d

2.7)
Comme u, v € Bg, alors, cela implique que :

lAu+Buv|

IA

1-Np (2.8)
< R
Ou:
_ MyglogD*  Mg(logT)*P
S T Taepen

et
Ly(logT)®

2T Mo+ 1)
D’ou, Vu, v € Bg, on Au+ Bv € Bg.

—AM,(T-1)

Etape 2 : On montre que 'opérateur A est contractant :
Soient u, v € Bg. Pour tout £t € [1,T],on a

1 t

1 [t Fo-1 ds et s
'mfl (IOgE) Flou—=-5 | (108;) f(s,V(s))T'

! t 0 ds
mfl (log;) |f(S, u(s)) —f(S, V(S))IT

|Au(t) — Av(2)]

(2.9)
En utilisant I'hypothese (H2) , on trouve :

Lr t(lo f)(x_1|u(s)—z»(s))|ﬁ
I 1 & S s
Lf T(

o) 1

|Au(t) — Av()]

IA

(2.10)

IA

a—1 d
log—) sup |u(s)—v(s)|—
N s€[1,T] S

D’ou,

[Au(t) — Av(9)ll

IA

Lf(logT)"‘|| |

— || U — U

I(a+1) (2.1
Qillu—vl

Selon I'’hypothese (H4), on a Q; < 1. Par conséquence, 'opérateur A est contractant.

IA
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4. EXISTENCE DE LA SOLUTION PAR LE THEOREME DE KRASNOSELSKII

Etape 3 :On montre que B est relativement compact, en prouvant successivement

que:
(i) B est continu.
(ii) B estborné.
(iii) B est équicontinu.
(i) Montrons que B est continu :
Soit (1), < Br une suite telle que u, — u quand n — +oo dans Bg.
Montrons que B(u,) — B(u) quand n — +oo, . Par définition de B, on a:

1
I{a+P)

T
+)\f K(s)(u,(s) —u(s))ds
1

IB(u,)(£) —B(w) (1)

t t a+p-1 ds
fl (10g§) (g(s,un(s) —gs, u(S)))T

IA

1 t | ¢ a+p-1 ds
p(a+5)fl (Og;) 18 (s, un(s))—g(s,u(s))|T

T
A fl IK ()] (2t (5) = 1e(s)) s

Alors,ona:

IB(un) (1) -B(w) (D) =11 + 1o,

avec

1 t t a+p-1 ds
Iy := F((x+[3)f1 (log;) lg(s, un(S))—g(s,u(S))IT,

I ::?\flT IK()un(s) — u(s)lds.
Selon I'hypothese (H1), g est continue. Donc
lg(s, un(s)) —g(s,u(s))|— 0 quand n—0,
d'ou:
[} -0 quand n— +oo.
De méme,

T T
szl)\lf1 IK(S)Ilun(S)—u(S)IdsfI?\Illun—ullfl IK($)lds,

etdoncI, — 0.
On conclut que
IB(un) =B || — 0,

donc B est continu.
(ii) Montrons que B est borné.
Soit u € Bg. Alors, pour tout £ € [1,T],ona:

1 t l. (X+ﬁ—1
IB(u)(0)| = F(a+[3)f1 (log;)

Par hypotheses (H3), on a:

M, t log ! a1 s T
IB(u)(1)| < F((x+[3)f1 (og;) T+|)\|Mkf1 lu(s)lds+d

ds T
g5, uNI =+ N fl K ()| u(s)| s +

(2.12)
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4. EXISTENCE DE LA SOLUTION PAR LE THEOREME DE KRASNOSELSKII

D’o11, on obtient :
Mg (logT)**P
ITa+p+1)
= M

IB(2)(2)] +AMi(T-1R+d

Comme M est une constante positive, alors, pour tout £ € [1,T],ona:

IBull =M

D’ oy, B transforme tout ensemble borné en un ensemble borné de X.
(iii) Montrons que B est équicontinu
Soit u € Bg. Soient £, £, € [1,T] avec t; < t». Alors,on a:

L ftz (lo 2)MB_I (s u(s))é
INa+p) & g s

1 h 1 h a+p-1 ds
o ™ s

Comme f; < fp, on peut 'écrire comme :
1 sl 1 l'g a+p-1 ds
e et s

1 153 l 9 (X+ﬁ—1 dS
Ta+rp) s (og?) g(s,u(S))T

1 al 1 h a+p-1 ds
_—F(a+ﬁ)f1 (og?) g(s,u(S))T

IBu(tz) -Bu(t)l =

IBu(t) —Bu(t)| =

—+

D’o11, on obtient :

1 f | I a+p-1 | n a+p-1 ds
IBu(t,) —Bu(t;)| < F((x+f))f1 (og?) —(og?) g(s,u(s))T
1 f2 1 b a+p-1 ds
" Term J, (Og?) 8(s uls)->
1 f | B a+p-1 | n a+p—-1 ds
< - — —_ _
S N P
1 2] 1 5 (X+B—1 ds
+F((x+f>) . (og?) Ig(s,u(S))IT

En utilisant I'hypothese (H3), et le fait que 1 < f; < £, on obtient :

Mg # ) *HP! 0\ 1] ds
IBu(z) —Bu(n)| < Ta+p ; (log?) —(log?) -~
N M, > (1 2)0(+[5—1§
Ia+P) Jn s N
qui implique :
t a+f-1 t a+p-1
IBu(ty) —Bu(t)| < F(idfﬁ)fll(logt—j) " %—F(:Ifﬁ)fll(log%) " %

+

M ) tOH-ﬁ—ld
L

Ta+p) Jyy s s



5. EXEMPLE APPLICATIF D’EXISTENCE ET D’UNICITE

Calculons les intégrales, on trouve que

Bu(t) —Bu(f)| < MT—E_'_D ((ZOgtz)‘“f’ - (logt1)a+ﬁ)

Alors, quand t; — 1, alors |Bu(t;) — Bu(t;)| — 0. Ainsi, B(Bgr) est un ensemble équi-
continu dans X.

On a prouvé que B(Bgr) est borné et équicontinu. Donc, par le théoreme d’Arzela-
Ascoli, B(Bg) est relativement compact et Lopérateur B est completement continu.

D’apres les étapes 1,2, et 3, on a montré que :

e A(u) +B(v) € Bg pour tous u, v € Bg.

e A est une contraction sur Bg,

» B est complétement continu (continu, borné, équicontinu),
Alors, et d’apres le théoreme de Krasnoselskii, il existe au moins un point fixe u** € By tel
que:

u** :A(u**) + B(u**)

Par conséquent, le probléme (2.1) admet au moins une solution dans X. =

5 Exemple applicatif d’existence et d’unicité

Dans cette section, nous illustrons 'application concrete des résultats d’existence et
d’unicité des solutions obtenus dans les sections précédentes, a travers un exemple ma-
thématique rigoureux. Nous considérons un probleme d’équation intégrale fractionnaire
avec conditions non locales, formulé en fonction de la dérivée fractionnaire de Caputo-
Hadamard.

Exemple 2.1 On considere le probléme suivant :

2 +5u(t) +1H 15 u(t)
sin(t)+4t 31 7 5¢+1’

EIDllzu(t) tell,e]

(2.13)

(1) lfe ! ()ds+ !
u - ——=us)as+ —,
34 t2/5 7

Dans ce probleme, ona:a= %, B= %, A= %, d==,et

1

7
2 N 5u(t)

sin(t)+4t 31

ft,ur) =

u(t)

g(t,u(t)):m

1
K(t):%

Il est claire que les fonctions f, g etK sont continues.
De plus, pour tout te[l,e], x,yeR,ona:

5
If(t,x)—f(t,y)lsalx—yl
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6. CONCLUSION

1
t,x)—g(t,y)|<—|x—
lg(t,x)—g( y)|<42Ix b4

et
IK(5)|=1,Vte(l,e]

Donc, calculons Q, on trouve :

_LyUlogD* Lg(logT)**P

AM{(T—1)~0.78 <1
Ta+D)  Taaprn -1 =

Comme les hypothese de "Théoreme 2.1" sont toutes vérifiées, alors, ce probleme admet
une solution unique dansX.

6 Conclusion

Ce chapitre a présenté une analyse de I'’existence et de l'unicité des solutions pour une
classe de problemes d’équations différentielles fractionnaires avec des conditions aux li-
mites non locales. La méthode de I'opérateur intégral a permis d’appliquer avec succes le
principe de contraction de Banach pour garantir 'unicité sous des conditions explicites.
Lexistence d’au moins une solution a été établie par le théoreme de Krasnoselskii, en
décomposant I'opérateur en une partie contractante et une autre compacte, dont la com-
pacité a été démontrée a 'aide du théoréme d’Arzela-Ascoli. Ces résultats confirment la
pertinence des théorémes de point fixe dans I’étude des propriétés qualitatives des équa-
tions différentielles fractionnaires, et servent de fondement pour des analyses futures,
comme I’étude de la stabilité ou du comportement asymptotique des solutions.
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Chapitre 3

Etude de stabilité au sens de Ulam-Hyers

1 Introduction

L'analyse qualitative des équations différentielles, et en particulier des équations frac-
tionnaires, ne se limite pas a la seule existence ou unicité des solutions. L'un des aspects
fondamentaux dans ce domaine est la stabilité des solutions. Celle-ci permet de com-
prendre comment une solution réagit face a de petites perturbations, qu’elles soient dues
a des erreurs de mesure, des approximations numériques ou encore a des incertitudes sur
les données du probleme[22]. Dans les années 1940, le mathématicien S.M. Ulam|[24] for-
mula un probléme ouvert concernant la stabilité des homomorphismes entre groupes.
Ce probléme fut résolu partiellement en 1941 par D.H. Hyers[9], qui établit un résultat
fondamental donnant naissance a ce que I'on appelle aujourd’hui la stabilité au sens
de Ulam-Hyers. Ce concept a depuis été généralisé a plusieurs cadres fonctionnels[23],
y compris les équations différentielles classiques, puis étendu aux équations différen-
tielles fractionnaires, grace a la souplesse qu’offrent les outils du calcul fractionnaire.
Lintérét de cette notion est double. D'une part, elle garantit qu'une solution approchée
(obtenue par exemple via une méthode numérique) est proche d'une solution exacte du
probleme; d’autre part, elle offre une mesure quantitative de cette proximité, générale-
ment proportionnelle a I'erreur initiale. Dans le contexte des équations fractionnaires,
et notamment pour les équations faisant intervenir des opérateurs comme la dérivée
de Caputo-Hadamard et I'intégrale fractionnaire d’'Hadamard, la stabilité devient encore
plus délicate a établir. Ces opérateurs introduisent un effet de mémoire qui rend les solu-
tions dépendantes de I'historique de I'évolution du systeme, rendant ainsi toute pertur-
bation potentiellement plus influente. Dans ce chapitre, nous nous intéressons a I’étude
de la stabilité au sens de Ulam-Hyers (classique et généralisée) de la solution d'un pro-
bleme intégral fractionnaire comportant :

— une dérivée fractionnaire au sens de Caputo-Hadamard;;

- une intégrale fractionnaire au sens d’'Hadamard ;

— une condition non locale exprimée sous forme d’intégrale.

Notre objectif est de démontrer que, sous certaines hypothéses raisonnables, la solution
exacte du probleme est stable au sens de Ulam-Hyers. Nous fournirons une démonstra-
tion complete et détaillée du théoréme de stabilité, en précisant toutes les étapes de calcul
et les estimations nécessaires. Nous montrerons également que cette stabilité peut étre
étendue a une version généralisée, via une fonction de controle ¥. Cette étude vient com-
pléter 'analyse théorique amorcée dans les chapitres précédents|1, 6, 11], en garantissant
la robustesse des solutions obtenues dans un cadre applicatif.
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2. FORMULATION DU PROBLEME

2 Formulation du probleme

Nous considérons dans ce chapitre le probleme intégral fractionnaire suivant :

{ﬁD“u(t) = f(t,u@) +"Pg(r,u®), rell,T], o

T
u(l) = )\f K(9u(s)ds+d,
1

ol I%D“ désigne la dérivée fractionnaire de Caputo-Hadamard d’ordre o € (0,1), HJP est
I'intégrale fractionnaire d' Hadamard d’ordre p € (0,1), f,g:[1,TI xRy — R; et K: [1,T] —
R, sont des fonctions continues. Les constantes A € R, et d € R, sont données.

3 Définitions de stabilité

Afin d’analyser rigoureusement la stabilité du probleme (3.1), nous introduisons les
notions classiques de stabilité au sens de Ulam-Hyers ainsi que sa version généralisée[9].
Ces définitions sont formulées dans le cadre des espaces de Banach des fonctions conti-
nues sur [1,T], muni de la norme de type sup :

x|l := sup [|x(£)]
te[1,T]

Définition 3.1 (Stabilité au sens de Ulam-Hyers) Le probleme (3.1) est dit stable au sens
de Ulam-Hyers s'il existe une constante C > 0 telle que, pour toute fonction v € X satisfai-
sant l'inégalité suivante :

\ﬁD“v(t)—f(r,v(t))—HJﬁg(t,v(t)) <e, Vie[l,T], (3.2)

il existe une solution exacte u de (3.1) qui vérifie :

ED%(t) = f(t,u(0) + TP g(t, u(r), rell,T]
T (3.3)
u(l):)\f K(s)u(s)ds+d, A=0, d>0
1

telle que :
lv—u| <Ce.

Définition 3.2 (Stabilité au sens de Ulam-Hyers généralisée) Le probleme (3.1) est dit stable
au sens de Ulam-Hyers généralisée s'il existe une fonction continue et croissanteV: R, —
R, avec ¥(0) = 0, telle que pour toute fonction v € C([1,T]) vérifiant :

)ﬁD"‘vm ~ ft,v) -"Pg(t, v()| <e, Vren,T,
il existe une solution exacte u de (3.1) qui vérifie :

CDu(r) = f(t, u(®) +"P gt u(), re(l,T]
T (3.4)
u(l):)\f K(s)u(s)ds+d, A=0, d>0
1

telle que :
lv—ull <¥le).
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4. ETUDE DE LA STABILITE

Remarque 3.1 « Une fonction v € X est une solution de l'inégalité (3.2) si il existe une fonc-
tionK € C([1, T];R) telle que :

- |K(®)|=e, Vte[1,T],

- ED%u(D) = (8, v() + WP g, (1) +K(D)

» il est claire que si un probleme est stable au sens de Ulam-Hyers alors il est aussi stable
au sens de Ulam-Hyers généralisé.

4 Etude de la stabilité

Théoreme 3.1 Supposons que les hypothéses suivantes sont valides :

(P1) il existe des constantes Ly, Lg > 0 tels que, pour tout t € [1,T] et pour tout uy, u; €

R,
|f(t,u1) = f(t, u2)l < Lylus — ul,
|8 (¢, 1) — g(t, up)| < Lgluy — ual.

(P2) OnaQ.<1ou
_LylogD* | Lg(logT)**P
7 Na+1)  Ta+p+1)

Alors le probleme (3.1) est stable au sens de Ulam-Hyers.

Preuve. Soient € > 0, et v € X une fonction qui vérifie (3.2)
]ﬁD“v(t) —ft,v(0)-"Pgt,v(r)|<e, Vee[l,T], (3.5)

D’une part, on a u € X est la solution unique du probleme (3.1) et elle est aussi la
solution unique du probléme de Cauchy suivant :

{ CDwu() = £ (1, u() +"Pg(t,u(®), te,T] 56

u(l)=wo(1)

D’apres (2.2),ona:

(t)—ift(l E)Hf( ())§+;ft(l E)Mﬁ_l( %
U= T L 985 SIS Ioa+p) 1 8 ELSUSDS (3.7)

+u(l), tell,T]

Puisque u(1) = v(1), alors,ona:

(t)—Lft(l z)(H( O A ft(l f)a+ﬁ_l( %
u “ Tk ogs f(s,u(s s TTeep s ogs g(s,u(s .

3.8
+v(), tell,T]
D’autre part, on intégre I’équation (3.5) et on trouve :
(0-v() - — t(l t)a_lf( (n%
v(t)-v(l) - =— og-— s, v(8)—
T i %5 s | < losT” (3.9)

_EF((x+1)

1 t ) ARLES ds
+F((x+ﬁ)f1 (ogg) g(s,v(S))T
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5. COROLLAIRE SUR LA STABILITE GENERALISEE

Dong, pour tout ¢ € [1,T], on obtient :

WO -u®l = |v(D)-v1) - —— t(logf)a_lf(s,u(s))ﬁ
I'a) J1 s s
1 ft(logf)o(+ _lg(s,u(S))ﬁ
ITa+p) N1 S S
< |v(®)-vd)- L t(logf)a_lf(s, v(s))@ (3.10)
I 1 s s :

1 t | AR ds
S (o

! t AN ds
+m[1 (log;) If (s, v(s) = fs, u(S))IT

1 t | ¢ a+p-1 ds
+F(a+ﬁ)f1 (Ogg) 18(s, v(8)) — g (s, u(N—

En utilisant I'hypothese (P1) et (3.9), et apres les calculs nécéssaires, on trouve :

(logT)% Ly(logT)® Lg(logT)"‘+ﬁ
t)—ul(tr < f)—ul(t 3.11
lv(t) —u(®)| = 8F(O(+1) o) +F((x+[3+1) tzﬁ%lv() u(r)| (3.11)
D’ot1, on obtient
lv—u|l = Ce (3.12)
ou c
C=—21
1_Qc
avec
logT)® Lr(logT)® L,(logT)*P
1:(og) et Qp = r(log +g(g) -
Ia+1) Ia+1) [Ma+p+1)

Comme en a (P2), alors C > 0. Par conséquent, on peut conclure que le system (3.1)
est stable au sens de Ulam-Hyers.
]

5 Corollaire sur la stabilité généralisée

Corollaire 3.1 Sous les mémes hypotheses que le théoreme 3.1, le probleme (3.1) est égale-
ment stable au sens de Ulam-Hyers généralisée. [21]

Preuve. La démonstration est directe en posant ¥(e) =Ce. =

6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié en détail la stabilité de la solution du probleme
intégral fractionnaire (3.1). En supposant des conditions de Lipschitz et une condition de
contraction sur la quantité Q, nous avons démontré que le probleme est stable au sens de
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6. CONCLUSION

Ulam-Hyers, avec une borne proportionnelle a I’erreur. Nous avons également établi que
le probleme est stable au sens de Ulam-Hyers généralisée. Cette propriété de stabilité est
essentielle, car elle garantit la robustesse des solutions obtenues face a de petites pertur-
bations. Elle compléte ainsi I'étude théorique en assurant la fiabilité du modele étudié.
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Conclusion

Ce travail de mémoire s’est inscrit dans une démarche théorique visant a approfondir
notre compréhension des équations différentielles fractionnaires, un domaine en pleine
expansion dont les applications s’étendent de la physique a la biologie, en passant par
I'ingénierie et '’économie. Contrairement aux modeles classiques, le calcul fractionnaire
offre la possibilité de décrire des systemes avec des propriétés de mémoire et des effets
non locaux, ce qui en fait un outil de modélisation particulierement pertinent pour les
phénomenes complexes. Notre principale ambition a été d’analyser en profondeur une
classe spécifique d’équations et formulée dans le cadre du calcul fractionnaire de Hada-
mard. Le probléme étudié est de la forme :

SD%u(n) = f(t, u(®) +"Pg(t, u(r), re@,T]
T (3.13)
u(l):)\f K(s)u(s)ds+d, A=0, d>0
1

ol ED“ est la dérivée fractionnaire de Caputo-Hadamard et HJP est I'intégrale fraction-
naire de Hadamard, ce qui confére une spécificité a la fois en termes de régularité et de
propriétés fonctionnelles. Pour parvenir a nos fins, la premiere partie de ce mémoire a
été consacrée a I'établissement des fondations théoriques. Nous avons rappelé les no-
tions fondamentales d’analyse fonctionnelle, en particulier les espaces de Banach et les
théoremes de point fixe, qui constituent la boite a outils essentielle pour ce type d’étude.
Parallélement, nous avons introduit les opérateurs d’intégration et de dérivation fraction-
naire de Hadamard, soulignant leurs propriétés et les liens qui les unissent. Le coeur de
notre travail a résidé dans I’étude de I'existence et de 'unicité des solutions pour le pro-
bléme posé. En transformant I’équation différentielle en une équation intégrale équiva-
lente, nous avons pu appliquer des théoremes de point fixe. Le principe de contraction de
Banach a permis d’établir des conditions suffisantes pour I'unicité de la solution. De plus,
le théoreme de Krasnoselskii a été un outil précieux pour garantir |'existence d’au moins
une solution, en décomposant I'opérateur intégral en une somme d’opérateurs, dont la
compacité de I'un a été rigoureusement démontrée grace au théoreme d’Arzela-Ascoli.
Enfin, une dimension essentielle de notre analyse a été ’étude de la stabilité de ces so-
lutions au sens d’Ulam-Hyers et de sa version généralisée. Cette stabilité, qui assure que
de petites perturbations dans le probléme n’engendrent pas de grandes variations dans
la solution, est un critere crucial pour la robustesse des modeles mathématiques. Nous
avons établi des conditions de Lipschitz et de bornitude sur les fonctions du probleme
qui garantissent cette stabilité. En conclusion, ce mémoire a non seulement fourni un
cadre théorique rigoureux pour I’analyse d'une classe d’équations différentielles fraction-
naires, mais a également démontré la puissance et la pertinence des outils de I'analyse
fonctionnelle pour ce domaine. Les résultats obtenus ouvrent la voie a des perspectives
de recherche futures, comme le développement de schémas numériques pour la résolu-
tion effective de ces équations ou I'application de ces modeles a des problémes physiques
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Conclusion

concrets, renfor¢cant ainsi le pont entre la théorie mathématique et le monde réel.

Ce travail constitue une extension du travail de Lachouri A., tout en s’en distinguant par la
méthodologie et les objectifs. Alors que Lachouri a utilisé le théoréme de Schauder pour
établir 'existence des solutions, nous avons appliqué dans ce mémoire le théoreme de
Krasnoselskii, offrant ainsi une approche plus générale et flexible. De plus, nous avons
introduit une étude de la stabilité au sens d’'Ulam-Hyers, classique et généralisée, aspect
qui n'a pas été abordé dans le travail de Lachouri. Ainsi, notre contribution réside dans
l'originalité de 'approche théorique, en élargissant le cadre de I'existence et de I'unicité
vers l'analyse de la stabilité des équations différentielles fractionnaires avec conditions
non locales.
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Etude de ’Existence de Solution d’'un Probléme avec Conditions
Non-Locales

Résumé: Dans ce mémoire, nous avons étudié un probleme d’équations différentielles
fractionnaires avec conditions non locales, en nous concentrant sur I’analyse de 1'exis-
tence, de I'unicité et de la stabilité des solutions. La méthode adoptée repose sur la trans-
formation de I'’équation différentielle considérée en une équation intégrale équivalente,
ce qui nous a permis d’appliquer plusieurs résultats issus de la théorie des points fixes,
notamment les théoremes de Banach et de Krasnoselskii.

Ces outils nous ont permis d’établir que le probléme étudié admet une solution unique
et stable. Par ailleurs, I’étude de la stabilité d’'Ulam-Hyers a montré que les solutions de-
meurent proches de la solution exacte méme en présence de petites perturbations, ce qui
confirme la rigueur et la solidité des résultats obtenus.

Ainsi, ce mémoire constitue une contribution a 'approfondissement théorique de
I’étude des équations différentielles fractionnaires avec conditions non locales, et confirme
leur pertinence en tant que modeles mathématiques capables de décrire avec précision
des systémes complexes. Il ouvre également des perspectives de recherche future, telles
que '’examen de problémes fractionnaires avec conditions impulsives, ’analyse d’autres
formes de stabilité, ainsi que le développement de méthodes numériques adaptées a ce
type de problémes.

Mots-Clés. Equations différentielles fractionnaires, conditions non locales, stabilité d'Ulam-
Hyers, existence et unicité.

Study of the Existence of Solution for a Problem with Non-Local
Conditions

Abstract: In this dissertation, we studied a problem of fractional differential equations
with nonlocal conditions, focusing on the analysis of existence, uniqueness, and stabi-
lity of solutions. The adopted approach was based on transforming the considered diffe-
rential equation into an equivalent integral equation, which enabled us to apply several
results from fixed point theory, particularly the theorems of Banach and Krasnoselskii.

These tools allowed us to establish that the studied problem admits a unique, and
stable solution. Moreover, the investigation of Ulam-Hyers stability demonstrated that the
solutions remain close to the exact solution even in the presence of small perturbations,
thereby confirming the rigor and robustness of the obtained results.

Thus, this dissertation represents a contribution to the theoretical advancement of
the study of fractional differential equations with nonlocal conditions and confirms their
relevance as mathematical models capable of accurately describing complex systems. It
also opens perspectives for future research, such as the examination of fractional pro-
blems with impulsive conditions, the analysis of other types of stability, as well as the
development of numerical methods adapted to this class of problems.

KeyWords. Fractional differential equations, nonlocal conditions, Ulam-Hyers stability,
existence and uniqueness.
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