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Notation Signification

R Ensemble des nombres réels.
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C Ensemble des nombres complexes.
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Q
Constante liée à la condition de contraction dans le théorème du
point fixe.

u∗ Solution unique (point fixe) de l’équation intégrale ou différentielle
fractionnaire.
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Introduction

« La science est la tentative de rendre le chaos de notre perception en une
correspondance avec un système uniforme de pensée. »

(Pensées - Albert Einstein)

Durant le vingtième siècle, l’analyse mathématique a connu un développement consi-
dérable, s’étendant bien au-delà des cadres classiques de la dérivation et de l’intégration.

Dans les années 1940, la question de la stabilité des solutions aux équations fonction-
nelles a été posée par le mathématicien S.M. Ulam, et résolue en partie par D.H. Hyers.
Ces travaux ont donné naissance au concept de stabilité au sens de Ulam-Hyers, qui est
aujourd’hui un pilier de l’analyse fonctionnelle.

Actuellement, ce champ de recherche s’étend aux équations différentielles fraction-
naires, qui ont gagné en importance pour leur capacité à modéliser des systèmes avec
des effets de mémoire et des comportements complexes, notamment dans des domaines
variés tels que la physique, l’ingénierie et la finance.

Alors que la théorie classique est bien établie, l’étude des propriétés qualitatives de ces
équations fractionnaires reste un défi. La stabilité, en particulier, est un aspect essentiel
qui garantit la robustesse et la fiabilité des solutions obtenues.

À travers ce mémoire, nous nous proposons d’étudier une équation différentielle frac-
tionnaire qui était adressée par Lachouri A. et Gouri N dans [14], qui possède la forme :

C
HDαu(t ) = f (t ,u(t ))+HJβg (t ,u(t )), (1)

avec une condition aux limites non locale. Notre objectif est de démontrer que la solution
de ce problème existe, est peut-être unique, et est stable au sens d’Ulam-Hyers (classique
et généralisée) sous certaines conditions.

Ce mémoire se compose de trois chapitres, structurés de la manière suivante :

1. Chapitre 1 : Préliminaires Mathématiques et Outils d’Analyse Fonctionnelle. Ce
chapitre a pour objectif de poser les bases théoriques nécessaires à la suite de l’étude.
Nous y rappellerons les définitions fondamentales de l’analyse fonctionnelle (normes,
suites de Cauchy, ...) et présenterons des résultats clés tels que le principe de contrac-
tion de Banach et le théorème d’Arzelà-Ascoli.

2. Chapitre 2 : Etude de l’Existence de Solutions Dans ce chapitre, nous aborderons
la question de l’existence et de l’unicité de la solution pour le problème (1). Nous
utiliserons des théorèmes de point fixe, tels que le principe de contraction de Ba-
nach pour l’existence et l’unicité, et le théorème de Krasnoselskii pour l’existence
d’au moins une solution.

3. Chapitre 3 : Etude de Stabilité au sens d’Ulam-Hyers . Nous introduirons formel-
lement la notion de stabilité au sens de Ulam-Hyers. Nous y démontrerons la stabi-
lité de la solution du problème (1) en fournissant les conditions suffisantes et une
preuve détaillée, puis nous étendrons le résultat à la stabilité généralisée.
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Introduction

Nous conclurons ce mémoire par un résumé général des résultats obtenus.
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Chapitre 1

Préliminaires

1 Introduction

Ce chapitre présente les concepts fondamentaux de l’analyse fonctionnelle et du cal-
cul fractionnaire nécessaires à ce mémoire. Il est structuré en quatre sections :

– La première section introduit les notions et définitions de base en analyse fonction-
nelle.

– La deuxième section examine les opérateurs et leurs principales propriétés.

– La troisième section traite de plusieurs théorèmes classiques du point fixe.

– La quatrième section explore les fonctions spéciales utilisées dans la dérivation confor-
mable fractionnaire.

2 Outils d’Analyse Fonctionnelle

D’abord, On rappelle les définitions des outils de base de l’analyse fonctionnelle. On
propose au lecteur de revenir aux sources originales comme [4, 7, 8, 13, 18, 26].

Définition 1.1 On note par AC([a,b]) l’espace des fonctions absolument continues sur [a,b],
constitué des fonctions f qui sont des primitives de fonctions Lebesgue sommables, c’est-à-
dire :

f ∈ AC([a,b]) ⇐⇒ ∃ϕ ∈ L1([a,b]), telle que

f (x) = c +
∫ x

a
ϕ(t )d t .

Définition 1.2 Pour n ∈ N, on note par ACn([a,b]) l’espace des fonctions à valeurs com-
plexes f (x) ayant des dérivées jusqu’à l’ordre (n−1) continues sur [a,b] telle que f (n−1)(x) ∈
AC([a,b]), c’est-à-dire :

ACn[a,b] = { f : [a,b] →C | f (n−1)(x) ∈ AC[a,b]}.

En particulier, on a AC1[a,b] = AC[a,b].

Définition 1.3 L’espace noté ACn
δ

[a,b] est défini par :

ACn
δ [a,b] = { f : [a,b] →C | δn−1 f (x) ∈ AC[a,b], δ = x

d

d x
},

cet espace est appelé espace des fonctions absolument continues.
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2. OUTILS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

Définition 1.4 (Espace vectoriel) Un espace vectoriel sur un corps K est un ensemble E
muni de deux opérations :

– . Une addition + : E×E → E qui associe à tout couple (x, y) un élément x + y ∈ E.
– . Une multiplication par un scalaire · : K×E → E qui associe à (λ, x) un élément
λx ∈ E.

Ces opérations satisfont les huit axiomes classiques : associativité, commutativité de l’ad-
dition, existence d’un élément neutre et d’un opposé, distributivité et compatibilité avec la
multiplication scalaire.

Exemple 1.1 L’espace Rn : L’ensemble des vecteurs (x1, x2, . . . , xn) avec xi ∈R est un espace
vectoriel muni de l’addition et de la multiplication scalaire classiques.

Exemple 1.2 L’espace des fonctions continues : L’ensemble des fonctions continues C([a,b],R)
est un espace vectoriel où l’addition et la multiplication par un scalaire sont définies point
par point.

Définition 1.5 (Norme) Soit E un espace vectoriel surK. Une norme sur E est une applica-
tion N : E →R+, vérifiant les conditions suivantes, pour tout x, y ∈ E :

� N(x) = 0 ⇐⇒ x = 0, ∀x ∈ E.
� N(x + y) ≤ N(x)+N(y).
� ∀λ ∈K, N(λx) = |λ|N(x), ∀x ∈ E.

Si seules les deux dernières propriétés sont satisfaites, on dit que N est une semi-norme.

Définition 1.6 (Espace vectoriel normé) Soient E un espace vectoriel et N une norme sur
E. Le couple (E,N) est appelé un espace vectoriel normé.

Définition 1.7 (Suite de Cauchy) On dit qu’une suite {xn}n∈N de réels ou de complexes est
une suite de Cauchy si elle vérifie la propriété suivante, appelée critère de Cauchy :

∀ε> 0, ∃N0 ∈N, ∀p, q ∈N, p, q ≥ N0 ⇒|xp −xq | < ε.

Définition 1.8 (Limite d’une suite) On dit qu’une suite réelle {xn}n∈N a pour limite l ∈ R,
si et seulement si :

∀ε> 0,∃N ∈N,∀n ≥ N, |xn − l | < ε.

Si c’est le cas, on dit que la suite est convergente.

Définition 1.9 (Continuité) Soient f une fonction définie sur un intervalle I ⊂ R et a un
point de I. La fonction f est dite continue en a si, pour tout ε> 0, il existe un autre réel δ> 0
tel que :

|x −a| < δ⇒| f (x)− f (a)| < ε.

Définition 1.10 (Famille équicontinue) Soient X ⊂R, F une famille de fonctions définies
sur X. On dit que F est équicontinue en x si pour tout ε> 0, il existe δ> 0 tel que :

|x − y | < δ⇒| f (x)− f (y)| < ε, ∀ f ∈F .

Définition 1.11 (Espace complet) Un espace vectoriel normé (E,‖ · ‖) est dit complet, si
toute suite de Cauchy {xn}n∈N converge dans E.

Exemple 1.3 La droite réelleR est complète, car toute suite numérique de Cauchy converge.
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3. LES OPÉRATEURS

Définition 1.12 (Espace de Banach) Tout espace vectoriel normé complet est appelé es-
pace de Banach.

Définition 1.13 (Ensemble relativement compact) Un ensemble G ⊂ E est relativement
compact, si pour toute suite {xn} de G, il existe une sous-suite {xnk } qui converge dans E.

Définition 1.14 (Ensemble uniformément borné) On dit que M est un ensemble unifor-
mément borné, s’il existe une constante positive C > 0 telle que :

‖ f ‖ ≤ C, ∀ f ∈ M.

Définition 1.15 (Application Lipschitzienne) Soient (E,‖ · ‖E) et (F,‖ · ‖F) deux espaces vec-
toriels normés. Une application f : E → F est dite k-Lipschitzienne si :

∃k > 0,∀x, y ∈ E, ‖ f (x)− f (y)‖F ≤ k‖x − y‖E.

Définition 1.16 (Application Contractante) Une application f : E → F est dite contrac-
tante, si elle est Lipschitzienne de rapport 0 < k < 1.

3 les Opérateurs

Tout au long de cette section, on entend par (E,‖·‖E) et (F,‖·‖F) des espaces vectoriels
normés [13].

Définition 1.17 (Opérateur Continu) Soit T un opérateur linéaire défini sur un sous-ensemble
G ⊂ E dans F. Il est dit continu au point x0 ∈ G si pour toute suite (xn) de G qui converge
vers x0, la suite (T(xn)) converge vers T(x0), c’est-à-dire :

lim
n→∞T(xn) = T

(
lim

n→∞xn

)
.

Remarque 1.1 L’opérateur T est dit continu sur G, s’il est continu en chaque point de l’en-
semble G.

Définition 1.18 (Opérateur Compact) Soit T : E → F un opérateur. On dit que T est com-
pact s’il est continu et l’image de toute borne de E est relativement compacte (c’est-à-dire
son adhérence est compacte) dans F.

Définition 1.19 Définition 1.15 (Opérateur Borné) Un opérateur linéaire T défini sur E
dans F est dit borné s’il existe une constante positive C > 0, telle que :

‖T(x)‖F ≤ C‖x‖E, ∀x ∈ E.

Définition 1.20 (Opérateur Complètement Continu) On dit que l’opérateur T : E → F est
complètement continu s’il est un opérateur compact.

Le théorème suivant est connu pour son nombre considérable d’applications, entre autres
la compacité de certains opérateurs. Il caractérise les parties relativement compactes de
l’espace des fonctions continues d’un espace compact dans un espace quelconque.

Théorème 1.1 (Ascoli-Arzelà) Soient E un compact et A un sous-ensemble de C(E). Si A est
borné et équicontinu, alors A est relativement compact.
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4. THÉORÈMES DE POINT FIXE

4 Théorèmes de Point Fixe

Les théorèmes de point fixe sont des outils très utiles en mathématiques, essentielle-
ment dans la résolution des équations différentielles[5, 10, 27]. Dans cette section, nous
présentons les théorèmes de point fixe utilisés dans ce travail.

Définition 1.21 (Point fixe) Soit f : I → R une fonction continue sur I. On dit que x ∈ I est
un point fixe de f lorsque :

f (x) = x.

Théorème 1.2 (Principe de contraction de Banach) Soient X un espace de Banach et f :
X → X. Si la fonction f est contractante, alors f admet un point fixe unique.

Les théorèmes du point fixe suivants déterminent seulement l’existence d’un point
fixe.

Théorème 1.3 (Théorème de Krasnoselskii) Soient (X,‖.‖) un espace de Banach, A une
partie non vide, convexe et fermée de X. On suppose que T1,T2 : A → X sont deux applica-
tions satisfaisant les trois conditions suivantes :

– T1x +T2 y ∈ A, ∀x, y ∈ A.
– T1 est un opérateur compact.
– T2 est une contraction.

Alors il existe x∗ ∈ A tel que T1x∗+T2x∗ = x∗.

Remarque 1.2 Si T1 = 0, alors ce théorème coïncide avec le principe de l’application contrac-
tante de Banach.

5 Éléments de Calcul Fractionnaire

Dans cette section, nous définissons les fonctions élémentaires ainsi que les princi-
paux opérateurs fractionnaires. Nous présentons les notions fondamentales et les pro-
priétés essentielles de l’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, avant d’in-
troduire les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo. Le calcul fraction-
naire, en tant que généralisation du calcul classique, conserve de nombreuses propriétés
fondamentales tout en élargissant son champ d’application.

En mathématiques, de nombreux concepts complexes se sont développés à partir de
concepts simples. Par exemple, l’extension du factoriel des nombres naturels aux nombres
réels joue un rôle fondamental dans certaines formules mathématiques.[1, 2, 3, 16, 25, 17,
19, 20]

Définition 1.22 (la fonction Gamma)[15] Soit x ∈ C tel que ℜ(x) > 0, la fonction Gamma
est donnée par :

Γ(x) =
∫ +∞

0
e−t t x−1d t , (1.1)

cette intégrale est convergente pour tout x complexe tel que ℜ(x) > 0.

Remarque 1.3 – Γ(1) = 1 et Γ(0+) = +∞.
– 1

Γ(n)
= 0 pour n = −1,−2,−3, . . . .

– La fonction Γ(x) est monotone et strictement décroissante pour 0 < x ≤ 1, et mono-
tone et strictement croissante pour x ≥ 2.
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5. ÉLÉMENTS DE CALCUL FRACTIONNAIRE

Proposition 1.1 [15] Pour tout x ∈C tel que ℜ(x) > 0, on a :

Γ(x +1) = xΓ(x). (1.2)

Preuve. [15] En effectuant une intégration par parties de l’intégrale définissant la fonction
Gamma, on obtient :

Γ(x +1) =
∫ +∞

0
e−t t xd t

=
[−e−t t x]+∞

0 +x
∫ +∞

0
e−t t x−1d t

= xΓ(x).

Corollaire 1.1 Cas particulier des entiers Pour x = n ∈N, la relation précédente donne :

Γ(n +1) = n!. (1.3)

Preuve.

Γ(n +1) = nΓ(n)

= n(n −1)Γ(n −1)

= · · ·
= n(n −1)(n −2) · · ·Γ(1)

= n!

Définition 1.23 (La Fonction Bêta d’Euler) La fonction Bêta est définie pour des nombres
complexes u et v à parties réelles strictement positives par :

β(u, v) =
∫ 1

0
t u−1(1− t )v−1d t , ℜ(u) > 0,ℜ(v) > 0. (1.4)

Proposition 1.2 – La fonction Bêta est symétrique : β(u, v) = β(v,u).
– Elle est liée à la fonction Gamma par :

β(u, v) =
Γ(u)Γ(v)

Γ(u + v)
. (1.5)

5.1 Intégrales Fractionnaires

Soient f une fonction réelle, a appartient au domaine de définition de f et α un
nombre réel strictement positif.

Définition 1.24 (Intégrale Fractionnaire de Riemann-Liouville) L’opérateur d’intégration
fractionnaire de Riemann-Liouville est défini sur L1[a,b] par :

Iα f (x) =
1

Γ(α)

∫ x

a
(x − s)α−1 f (s)d s, α> 0, x > a. (1.6)

7



5. ÉLÉMENTS DE CALCUL FRACTIONNAIRE

Exemple 1.4 Soit h : [a,b] →R définie par h(x) = (x −a)β. L’application de l’intégrale frac-
tionnaire d’ordre α> 0 de Riemann–Liouville donne :

Iαah(x) =
Γ(β+1)

Γ(β+α+1)
(x −a)α+β, β>−1, x > a. (1.7)

Preuve. Par définition de l’intégrale fractionnaire de Riemann–Liouville d’ordre α> 0, on
a :

Iαah(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a
(x − t )α−1(t −a)βd t .

Effectuons le changement de variable :

t = a +u(x −a), donc d t = (x −a)du, u ∈ [0,1].

Alors :
x − t = (1−u)(x −a), t −a = u(x −a),

d’où :

Iαah(x) =
1

Γ(α)

∫ 1

0
[(1−u)(x −a)]α−1 [u(x −a)]β (x −a)du.

=
(x −a)α+β

Γ(α)

∫ 1

0
(1−u)α−1uβdu.

Or, ∫ 1

0
(1−u)α−1uβdu = B(α,β+1) =

Γ(α)Γ(β+1)

Γ(α+β+1)
.

Donc :

Iαah(x) =
(x −a)α+β

Γ(α)
· Γ(α)Γ(β+1)

Γ(α+β+1)
=

Γ(β+1)

Γ(α+β+1)
(x −a)α+β.

Proposition 1.3 Pour f , g ∈ C([a;b]) et α,β ∈ R+, l’intégration fractionnaire de Riemann-
Liouville possède les propriétés suivantes :

1. Linéarité : Pour λ,γ ∈R,

Iα(λ f (x)+γg (x)) = λIα f (x)+γIαg (x), x > a. (1.8)

2. Propriété de semi-groupe et commutativité :

Iα ◦ Iβ f (x) = Iβ ◦ Iα f (x) = Iα+β f (x), x > a. (1.9)

3. Cas particulier :
I0 f (x) = f (x). (1.10)

Définition 1.25 (Intégration fractionnaire au sens de Hadamard) Soit f une fonction
continue sur [a,b] à valeurs dans R, avec 0 < a < b ≤ 1 et α > 0. L’intégrale fractionnaire
d’ordre α au sens de Hadamard de f est définie par :

Jαa f (x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(
ln

x

t

)α−1 f (t )

t
d t , a < x < b,

où Γ est la fonction Gamma d’Euler.
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5. ÉLÉMENTS DE CALCUL FRACTIONNAIRE

Quelques propriétés

Proposition 1.4 Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b] à valeurs réelles, etλ1,λ2 ∈
R. Pour tout α> 0, on a :

Jαa(λ1 f (x)+λ2g (x)) = λ1Jαa f (x)+λ2Jαa g (x).

Proposition 1.5 Soit f : [a,b] → R une fonction continue appartenant à Lp ([a,b]). Pour
tous α,β> 0, on a :

JαaJβa f (x) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

∫ t

a

(
ln

x

t

)α−1
(
ln

t

s

)β−1 f (s)

s

d s

t
d t .

Proposition 1.6 Pour toute fonction continue f ∈ Lp ([a,b]) et pour tous α,β> 0, on a :

JαaJβa f (x) = Jα+βa f (x) = JβaJαa f (x).

– Exemple : Soient α> 0, β> 0 et

f (t ) =

(
ln

t

a

)β−1

.

Alors, l’intégrale fractionnaire de Hadamard d’ordre α de f (t ) avec point initial a est
donnée par :

HJαa f (t ) =
Γ(β)

Γ(α+β)

(
ln

t

a

)α+β−1

.

Remarque 1.4 En particulier, si β = 1 et α> 0, alors :

Jαa1 =
1

Γ(1+α)

(
ln

t

a

)α
.

5.2 Dérivées fractionnaires

Il existe plusieurs définitions de la dérivée fractionnaire, et elles sont toutes mathé-
matiquement correctes. Cependant, d’un point de vue physique, chaque définition a sa
propre application et interprétation. Nous introduisons ici deux approches majeures.

Définition 1.26 (Dérivée au Sens de Riemann-Liouville) Soit f une fonction intégrable
sur [a,b], et n −1 < α< n. La dérivée fractionnaire d’ordre α au sens de Riemann-Liouville
est définie par :

RLDα f (x) =
d n

d xn
In−α f (x), (1.11)

avec n = bαc+1.

Exemple 1.5 Soit h : [a,b] → R définie par h(x) = (x − a)β avec β > −1. Alors la dérivée
fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est donnée par :

RLDαh(x) =
Γ(β+1)

Γ(β−α+1)
(x −a)β−α. (1.12)

Proposition 1.7 1. Linéarité :

RLDα(λ f (x)+γg (x)) = λRLDα f (x)+γRLDαg (x). (1.13)

9



5. ÉLÉMENTS DE CALCUL FRACTIONNAIRE

2. Lien avec l’intégrale fractionnaire :

RLDα(Iα f (x)) = f (x). (1.14)

3. Non-commutativité :

RLDα(RLDβ f (x)) 6=RL Dβ(RLDα f (x)) 6=RL Dα+β f (x). (1.15)

Définition 1.27 (Dérivée Fractionnaire de Caputo)
Soit f une fonction suffisamment régulière, la dérivée fractionnaire au sens de Caputo

d’ordre α> 0 est définie par :

CDα f (x) = In−αDn f (x) =
1

Γ(n −α)

∫ x

a
(x − s)n−α−1 f (n)(s)d s, n = dαe. (1.16)

Exemple 1.6 Soit f (x) = (x − a)β avec β > −1. Alors, la dérivée fractionnaire de Caputo
d’ordre α> 0 de f (x) est donnée par :

CDα
a f (x) =

Γ(β+1)

Γ(β−α+1)
(x −a)β−α. (1.17)

En particulier, si f (x) = c est une constante, alors CDα
a f (x) = 0.

Proposition 1.8 1. Linéarité :

CDα(λ f +µg ) = λCDα f +µCDαg . (1.18)

2. Inversion avec l’intégrale fractionnaire :

CDα(Iα f (x)) = f (x), (1.19)

et plus généralement, si α< β :

CDαIβ f (x) = Iβ−α f (x). (1.20)

3. Noyau de l’opérateur CDα :

CDα f (x) = 0 ⇔ f (x) =
n−1∑
i =0

ci (x −a)i , ci ∈R. (1.21)

4. Relation avec l’opérateur d’intégration :

IαCDα f (x) = f (x)+
n−1∑
i =0

ci (x −a)i . (1.22)

Lien entre Caputo et Riemann-Liouville :

Théorème 1.4 Soient n ∈N∗, n −1 < α< n, et f ∈ Cn([a,b]). Alors :

CDα f (x) =RL Dα

[
f (x)−

n−1∑
i =0

(x −a)i

i !
f (i )(a)

]
. (1.23)
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5. ÉLÉMENTS DE CALCUL FRACTIONNAIRE

Cette relation montre que la dérivation au sens de Caputo est une dérivation fraction-
naire appliquée au reste du développement de Taylor de f .
Démonstration. On considère le développement en série de Taylor de la fonction f au
point x = a :

f (x) =
n−1∑
i =0

f (i )(a)

i !
(x −a)i + InDn f (x). (1.24)

Puis on applique RLD sur les deux membres de l’égalité :

RLD f (x) =
n−1∑
i =0

f (i )(a)

i !
RLD

(
(x −a)i ) + RLD

(
InDn f (x)

)
=

n−1∑
i =0

f (i )(a)

i !
RLD

(
(x −a)i ) + CD f (x). (1.25)

D’où
CD f (x) = RLD f (x)−

n−1∑
i =0

f (i )(a)

i !
RLD

(
(x −a)i ). (1.26)

Remarque 1.5 La formule (1.23) signifie que

InDn f (x) = f (x)−
n−1∑
i =0

f (i )(a)

i !
(x −a)i .

Définition 1.28 (Dérivation fractionnaire au sens d’Hadamard) La dérivée fractionnaire
au sens d’Hadamard d’une fonction f est définie par :

HDα
a f (x) =

x

Γ(n −α)

d n

d xn

∫ x

a

(
log

x

t

)n−α−1
f (t )

d t

t
, (1.27)

où n −1 < α< n et n = bαc+1.

Proposition 1.9 Pour α> 0 et f ∈ C[a,b], on a :

HDα
aJα f (t ) = f (t ), (1.28)

mais
JαHDα

a f (t ) 6= f (t ). (1.29)

Exemple 1.7 Soit f une fonction définie par :

f (t ) =

(
log

t

a

)β−1

, β> 0. (1.30)

Alors, on a :

HDα
a f (t ) =

Γ(β)

Γ(β−α)

(
log

t

a

)β−α−1

, α> 0, β> α. (1.31)

Remarque 1.6 En particulier, si β = 1 et α > 0, alors la dérivée fractionnaire d’Hadamard
d’une fonction constante n’est en général pas nulle, c’est-à-dire :

HDα
ac =

1

Γ(1−α)

(
log

t

a

)−α
. (1.32)
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5. ÉLÉMENTS DE CALCUL FRACTIONNAIRE

Lien entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et celle au sens de Hadamard

Pour toute fonction y ∈ ACn
γ ([a,b]), nous avons la relation suivante entre la dérivée

fractionnaire de Caputo et celle de Hadamard :

CDβ
a y(x) = HDβ

a

(
y(x)−

n−1∑
i =0

y (i )(a)

i !
(log

x

a
)i

)
, (1.33)

où n = bβc+1.

5.3 Lemmes auxiliaires

Lemme 1.1 Soit f ∈ ACn
γ ([a,b];R) et β> 0, alors on a :

JβDβ f (x) = f (x)−
n−1∑
k=1

ck (log x)k . (1.34)

Où ck ∈R pour k = 1,2, . . . ,n −1 et n −1 < β< n, avec n = bβc+1.

Définition 1.29 La dérivée fractionnaire de Caputo-Hadamard d’ordre α > 0 pour une
fonction u : [1,∞) →R est définie par :[12]

C
HDαu(t ) =

1

Γ(n −α)

∫ t

1

(
log

t

s

)n−α−1

δnu(s)
d s

s
, (1.35)

où n −1 < α< n et δn =
(
t d

d t

)n
, n ∈N.

Lemme Soit n−1 < α≤ n, n ∈N et u ∈ Cn(J). Alors l’équation différentielle fractionnaire
de Caputo-Hadamard

C
HDαu(t ) = 0 (1.36)

admet une solution sous la forme :

u(t ) =
n−1∑
k=0

ck (log t )k , (1.37)

et la formule suivante est valable :

HIα
(C

HDαu(t )
)

= u(t )−
n−1∑
k=0

ck (log t )k , (1.38)

où ck ∈R, k = 0,1, ...,n −1.

Exemple 1.8 1. Soient a > 0, β>−1 et f (t ) =
(
log t

a

)β
, alors on a :

C
HDα

(
log

t

a

)β
=

1

Γ(1−α)

∫ t

a

(
log

t

s

)−α
δ

(
log

s

a

)β d s

s
.

Pour β = 3
2 , a = 1

2 et n = 1, alors :

C
HDα

(
log

t

a

)3
2

=
1

Γ
(2

3

) ∫ t

a

(
log

t

s

)−1
3
δ1

(
log

s

a

)3
2 d s

s
.
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6. CONCLUSION

En faisant le changement de variable

u =
log s

a

log t
a

,

on obtient :

C
HDα

(
log

t

a

)3
2

=
3
2

Γ
(2

3

) ∫ 1

0

(
log t

a

)1
2 u

1
2 (1−u)−

1
3 du,

=
3
2 (log t

a )
1
2

Γ
(2

3

) ∫ 1

0
u

1
2 (1−u)−

1
3 du,

=
3
2 Γ

(3
2

)
Γ
(2

3

)
Γ
(13

6

) (
log t

a

)1
2 =

3
p
π

4
.

2. En particulier, si a > 0 et β = 0, alors on a :

C
HDα(1) = 0.

Remarque 1.7 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo-Hadamard d’une constante est
nulle.

Proposition 1.10 ([12]) Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires au
sens de Caputo-Hadamard existent, pour α,β> 0, on a :

C
HDα

(
xIβa f (t )

)
= xIβ−αa ( f (t )).

En particulier, si α = β, alors on a :

C
HDα

(
xIαa f (t )

)
= f (t ).

6 Conclusion

Dans ce chapitre préliminaire, nous avons introduit les concepts fondamentaux né-
cessaires à l’étude des équations différentielles fractionnaires avec conditions non lo-
cales. Nous avons rappelé les définitions et propriétés essentielles du calcul fractionnaire,
notamment les dérivées et intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo.

Par ailleurs, nous avons présenté des résultats clés de l’analyse fonctionnelle, en par-
ticulier les théorèmes du point fixe de Banach et de Krasnoselskii, qui joueront un rôle
central dans la démonstration de l’existence des solutions dans les chapitres suivants.

Ce cadre théorique constitue une base solide pour aborder les développements ulté-
rieurs du mémoire, en fournissant les outils mathématiques nécessaires à l’étude rigou-
reuse du problème posé. Dans le chapitre suivant, nous appliquerons ces résultats à l’ana-
lyse de l’existence des solutions d’un problème différentiel fractionnaire avec conditions
non locales.
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Chapitre 2

L’étude de l’existence de solutions

1 Introduction

La théorie des équations différentielles fractionnaires a émergé comme un domaine
intéressant à explorer ces dernières années. Cette théorie a de nombreuses applications
dans la description de plusieurs événements dans le monde réel. Les équations différen-
tielles fractionnaires sont souvent applicables dans l’ingénierie, la physique, la chimie
...etc.

Le présent travail [14] s’inscrit dans cette dynamique et s’intéresse à l’étude de l’exis-
tence et de l’existence et l’unicité de solution positive pour le problème suivant :

C
HDαu(t ) = f (t ,u(t ))+HJβg (t ,u(t )), t ∈ [1,T]

u(1) = λ
∫ T

1
K(s)u(s)d s +d , λ≥ 0, d > 0

(2.1)

sous les conditions suivantes :
– 0 < α< 1, 0 < β< 1 : ordres fractionnaires,
– f , g : [1,T]× [0,∞[→ [0,∞) continues,
– K : [1,T] → [0,∞[ continue,
– g (t ,u) est croissante par rapport à u.
avec C

HDα la dérivée fractionnaire au sens de Caputo-Hadamard, et HJβ l’intégrale frac-
tionnaire de Hadamard.

Ce chapitre se consacre à l’étude fondamentale de l’existence et de l’unicité des so-
lutions pour une classe d’équations intégrales non linéaires, potentiellement issues de
problèmes différentiels fractionnaires avec des conditions non locales. L’établissement de
telles propriétés est crucial dans l’analyse qualitative de ces équations, permettant d’as-
surer la validité et la pertinence des modèles mathématiques qu’elles représentent.

Dans un premier temps, nous aborderons la question de l’unicité de la solution en
nous appuyant sur le puissant outil du théorème de contraction de Banach. Pour ce faire,
nous introduirons un espace fonctionnel approprié, muni d’une norme adéquate, et défi-
nirons un opérateur dont les points fixes correspondent aux solutions de notre problème.
L’unicité sera alors démontrée en prouvant que cet opérateur est une contraction sur l’es-
pace fonctionnel considéré, sous certaines conditions sur les fonctions et les paramètres
impliqués.

Par la suite, nous nous tournerons vers l’existence d’au moins une solution. Face à
la complexité potentielle du problème, nous emploierons le théorème de Krasnoselskii,
un résultat clé de l’analyse non linéaire. Ce théorème permet de prouver l’existence d’un
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2. REPRÉSENTATION INTÉGRALE

point fixe pour une somme d’opérateurs, où l’un est une contraction et l’autre est complè-
tement continu. Nous décomposerons ainsi l’opérateur associé à notre équation en deux
parties distinctes et vérifierons les hypothèses du théorème de Krasnoselskii, notamment
la contractivité de l’une des parties et la compacité de l’autre.

À travers ces deux approches complémentaires, ce chapitre vise à fournir un cadre
rigoureux pour l’analyse de l’existence et de l’unicité des solutions, contribuant ainsi à
une compréhension approfondie des propriétés fondamentales des équations intégrales
étudiées.

2 Représentation intégrale

Lemme : [14] La représentation intégrale du problème (2.1) est donnée par :

u(t ) =
1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

f (s,u(s))
d s

s
+ 1

Γ(α+β)

∫ t

1

(
log

t

s

)α+β−1

g (s,u(s))
d s

s

+λ
∫ T

1
K(s)u(s)d s +d , t ∈ [1,T]

(2.2)

Preuve : On a
C
HDαu(t ) = f (t ,u(t ))+HJβg (t ,u(t )), t ∈ [1,T] (1)

On applique HJα sur( 1), on trouve :

HJα(C
HDαu(t )) = HJα f (t ,u(t ))+HJα(HJβg (t ,u(t )))

Alors,
u(t )− c0 = HJα f (t ,u(t ))+HJα+βg (t ,u(t ))

D’où,

u(t ) =
1

Γ(α)

∫ T

1

(
log

t

s

)α−1

f (s,u(s))
d s

s
+ 1

Γ(α+β)

∫ T

1

(
log

t

s

)α+β−1

g (s,u(s))
d s

s
+ c0 (2)

On passe maintenant à déterminer la constante c0 en utilisant la condition initiale du
problème (2.1). On trouve :

u(1) =
1

Γ(α)

∫ 1

1
f (s,u(s))

d s

s
+ 1

Γ(α+β)

∫ 1

1

(
log

t

s

)α+β−1

g (s,u(s))
d s

s
+ c0

u(1) = c0 = λ
∫ T

1
K(s)u(s)d s +d (3)

Enfin, en remplaçant la quantité (3) dans (2), on obtient (2.2), d’où le résultat.

3 Existence et unicité de solution

En général, pour résoudre un problème de point fixe, on doit identifier trois éléments
fondamentaux, à savoir :

1. Un ensemble convenable E apte à contenir les solutions du problème.

2. Une application T : E → E ayant la particularité qu’un point fixe est solution du
problème.

3. Un théorème de point fixe qui assure l’existence d’un tel point fixe de T sur E.
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3. EXISTENCE ET UNICITÉ DE SOLUTION

3.1 Existence et unicité de la solution par le théorème du point fixe de
Banach

Espace fonctionnel

Considérons l’éspace de Banach suivant :

X := {u,u ∈ C([1,T],R+)}

muni de la norme
‖u‖ := sup

t∈[1,T]
|u(t )|.

Opérateur associé

On présente l’opérateur T définit par :

T : X −→ X

u −→T u

tel que pour tout t ∈ [1,T], on a :

(T u)(t ) :=
1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

f (s,u(s))
d s

s
+ 1

Γ(α+β)

∫ t

1

(
log

t

s

)α+β−1

g (s,u(s))
d s

s
+λ

∫ T

1
K(s)u(s)d s+d ,

où α,β> 0, et f , g satisfont des hypothèses.

Théorème 2.1 [14] Supposons que les hypothèses suivantes sont valides :
(P1) il existe des constantes L f ,Lg > 0 tels que, pour tout t ∈ [1,T] et pour tout u1,u2 ∈
R,

| f (t ,u1)− f (t ,u2)| ≤ L f |u1 −u2|,
|g (t ,u1)− g (t ,u2)| ≤ Lg |u1 −u2|.

(P2) il existe une constante Mk > 0 tel que :

K(t ) ≤ Mk , ∀t ∈ [1,T]

(P3) On a Q < 1 où

Q =
L f (log T)α

Γ(α+1)
+ Lg (log T)α+β

Γ(α+β+1)
+λMk (T−1)

D’après le théorème de contraction de Banach, le problème (2.1) admet une solution
unique sur [1,T].

Preuve.
Soient u, v ∈ X. Alors, pour tout t ∈ [1,T], on a :

T u(t ) =
1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

f (s,u(s))
d s

s
+ 1

Γ(α+β)

∫ t

1

(
log

t

s

)α+β−1

g (s,u(s))
d s

s
+λ

∫ T

1
K(s)u(s)d s+d ,

T v(t ) =
1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

f (s, v(s))
d s

s
+ 1

Γ(α+β)

∫ t

1

(
log

t

s

)α+β−1

g (s, v(s))
d s

s
+λ

∫ T

1
K(s)v(s)d s+d .
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3. EXISTENCE ET UNICITÉ DE SOLUTION

Donc, on a :

|T u(t )−T v(t )| =

∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

f (s,u(s))
d s

s

+ 1

Γ(α+β)

∫ t

1

(
log

t

s

)α+β−1

g (s,u(s))
d s

s

+λ
∫ T

1
K(s)u(s)d s +d

− 1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

f (s, v(s))
d s

s

− 1

Γ(α+β)

∫ t

1

(
log

t

s

)α+β−1

g (s, v(s))
d s

s

−λ
∫ T

1
K(s)v(s)d s −d

∣∣∣∣ .

Ce qui donne :

|T u(t )−T v(t )| =

∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1 (
f (s,u(s))− f (s, v(s))

)d s

s

+ 1

Γ(α+β)

∫ t

1

(
log

t

s

)α+β−1 (
g (s,u(s))− g (s, v(s))

)d s

s

+λ
∫ T

1
K(s)

(
u(s)− v(s)

)
d s

∣∣∣∣ .

Par l’ hypothèse ( P1), on obtient :

|T u(t )−T v(t )| ≤ L f

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

|u(s)− v(s)|d s

s

+ Lg

Γ(α+β)

∫ t

1

(
log

t

s

)α+β−1

|u(s)− v(s)|d s

s

+λ
∫ T

1
|K(s)||u(s)− v(s)|d s.

En utilisant l’hypothèse ( P2) et la norme ‖ ·‖, on obtient :

|T u(t )−T v(t )| ≤ L f

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1 d s

s
· ‖u − v‖

+ Lg

Γ(α+β)

∫ t

1

(
log

t

s

)α+β−1 d s

s
· ‖u − v‖+λMk

∫ T

1
d s‖u − v‖

D’où

‖T u −T v‖ ≤
(

L f

Γ(α)
I1 +

Lg

Γ(α+β)
I2 +λMk I3

)
‖u − v‖,

avec

I1 := sup
t∈[1,T]

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1 d s

s
,

I2 := sup
t∈[1,T]

∫ t

1

(
log

t

s

)α+β−1 d s

s
,

I3 :=
∫ T

1
d s.
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4. EXISTENCE DE LA SOLUTION PAR LE THÉORÈME DE KRASNOSELSKII

Calcul explicite des intégrales

Posons τ = log t
s =⇒ s = te−τ, donc

d s = −te−τdτ = −sdτ,

d’où
d s

s
= −dτ.

Quand s varie de 1 à t , τ varie de log t à 0.
Ainsi ∫ t

1

(
log

t

s

)γ−1 d s

s
=

∫ 0

log t
τγ−1(−dτ) =

∫ log t

0
τγ−1dτ =

(log t )γ

γ
,

pour tout γ> 0.
Donc,

I1 = sup
t∈[1,T]

(log t )α

α
=

(logT)α

α
, I2 = sup

t∈[1,T]

(log t )α+β

α+β =
(logT)α+β

α+β , I3 = (T−1).

Par conséquent, on obtient :

‖T u −T v‖ ≤
(

L f (log T)α

Γ(α+1)
+ Lg (l og T)α+β

Γ(α+β+1)
+λMk (T−1)

)
‖u − v‖

Ce qui implique :

‖T u −T v‖ ≤ Q‖u − v‖
Comme l’hypothèse ( P3) assure que Q < 1, alors T est une contraction sur X.
Donc, d’après le théorème de contraction de Banach, T admet un unique point fixe

u∗ ∈ X, solution unique du problème (2.1).

4 Existence de la solution par le théorème de Krasnoselskii

Objectif

Nous cherchons à prouver l’existence d’une solution à une équation différentielle frac-
tionnaire avec conditions non locales, à l’aide du théorème de Krasnoselskii [5].

L’équation est convertie en une équation intégrale de la forme :

u(t ) = A(u)(t )+B(u)(t )

où :
• A est un opérateur contractant.
• B est un opérateur complètement continu (relativement compact).

Théorème 2.2 Sous les hypothèses suivantes
(H1) les fonctions f ,et g sont continues sur X pour tout t ∈ [1,T] et la fonction K est

continue sur [1,T].
(H2) il existe une constantes L f > 0 tels que, pour tout t ∈ [1,T] et pour tout u1,u2 ∈R,

| f (t ,u1)− f (t ,u2)| ≤ L f |u1 −u2|,
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4. EXISTENCE DE LA SOLUTION PAR LE THÉORÈME DE KRASNOSELSKII

(H3) il existe des constantes Mk > 0, Mg > 0, et M f > 0, telles que ∀t ∈ [1,T], on a :

|K(t )| ≤ Mk , |g (t ,u(t ))| ≤ Mg , et | f (t ,u(t ))| ≤ M f ,

(H4) On a Q1 < 1 où

Q1 =
L f (l og T)α

Γ(α+1)

le problème (2.1) admet au moins une solution dans X.

Preuve. Soit BR = {u ∈ X,‖u‖ ≤ R} un sous-ensemble fermé de X, où R est donné par :

R ≥ N1

1−N2

tels que :

N1 :=
M f (log T)α

Γ(α+1)
+ Mg (log T)α+β

Γ(α+β+1)
+d

et

N2 :=
L f (log T)α

Γ(α+1)
−λMk (T−1) 6= 1.

On introduit les opérateurs A : BR −→ X et B : BR −→ X, tels que pour tout t ∈ [1,T], A et
B sont donnés par :

A(u)(t ) =
1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

f (s,u(s))
d s

s
,

B(u)(t ) =
1

Γ(α+β)

∫ t

1

(
log

t

s

)α+β−1

g (s,u(s))
d s

s
+λ

∫ T

1
K(s)u(s)d s +d .

Alors, on précède comme suit :
Etape 1 : On montre que pour tout u, v ∈ BR, on a Au +Bv ∈ BR.
Soient u, v ∈ BR. Alors,pour tout t ∈ [1,T], on a :

|Au(t )+Bv(t )| =

∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

f (s,u(s))
d s

s

+ 1

Γ(α+β)

∫ t

1

(
log

t

s

)α+β−1

g (s, v(s))
d s

s
+λ

∫ T

1
K(s)v(s)d s +d

∣∣∣∣∣
(2.3)

Alors,

|Au(t )+Bv(t )| ≤ 1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

| f (s,u(s))|d s

s

+ 1

Γ(α+β)

∫ t

1

(
log

t

s

)α+β−1

|g (s, v(s))|d s

s
+λ

∫ T

1
|K(s)||v(s)|d s +d

(2.4)
Donc,

|Au(t )+Bv(t )| ≤ 1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

| f (s,u(s))− f (s,0)|+ | f (s,0)|d s

s

+ 1

Γ(α+β)

∫ t

1

(
log

t

s

)α+β−1

|g (s, v(s))|d s

s
+λ

∫ T

1
|K(s)||v(s)|d s +d

(2.5)
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4. EXISTENCE DE LA SOLUTION PAR LE THÉORÈME DE KRASNOSELSKII

En utilisant les hypothèses (H2) et (H3), on obtient :

|Au(t )+Bv(t )| ≤ L f

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

|u(s)|d s

s
+ 1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

| f (s,0)|d s

s

+ Mg

Γ(α+β)

∫ t

1

(
log

t

s

)α+β−1 d s

s
+λMk

∫ T

1
|v(s)|d s +d

≤ L f

Γ(α)

∫ T

1

(
log

t

s

)α−1 d s

s
sup

s∈[1,T]
|u(s)|+ 1

Γ(α)

∫ T

1

(
log

t

s

)α−1 d s

s
sup

s∈[1,T]
| f (s,0)|

+ Mg

Γ(α+β)

∫ T

1

(
log

t

s

)α+β−1 d s

s
+λMk

∫ T

1
d s sup

s∈[1,T]
|v(s)|+d

(2.6)
Calculons les intégrales et on passe à la norme ‖‖, on trouve que :

‖Au +Bv‖ ≤ L f (l og T)α

Γ(α+1)
‖u‖+ M f (l og T)α+β

Γ(α+1)
+ Mg (log T)α

Γ(α+1)
+λMk (T−1)‖v‖+d

(2.7)
Comme u, v ∈ BR, alors, cela implique que :

‖Au +Bv‖ ≤ N1

1−N2

≤ R
(2.8)

Où :

N1 :=
M f (log T)α

Γ(α+1)
+ Mg (log T)α+β

Γ(α+β+1)
+d

et

N2 :=
L f (l og T)α

Γ(α+1)
−λMk (T−1)

D’où, ∀u, v ∈ BR, on Au +Bv ∈ BR.

Etape 2 : On montre que l’opérateur A est contractant :
Soient u, v ∈ BR. Pour tout t ∈ [1,T], on a

|Au(t )−Av(t )| =

∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

f (s,u(s))
d s

s
− 1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

f (s, v(s))
d s

s

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

| f (s,u(s))− f (s, v(s))|d s

s
(2.9)

En utilisant l’hypothèse (H2) , on trouve :

|Au(t )−Av(t )| ≤ L f

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

|u(s)− v(s))|d s

s

≤ L f

Γ(α)

∫ T

1

(
log

T

s

)α−1

sup
s∈[1,T]

|u(s)− v(s))|d s

s

(2.10)

D’où,

‖Au(t )−Av(t )‖ ≤ L f (log T)α

Γ(α+1)
‖u − v‖

≤ Q1‖u − v‖
(2.11)

Selon l’hypothèse (H4), on a Q1 < 1. Par conséquence, l’opérateur A est contractant.
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4. EXISTENCE DE LA SOLUTION PAR LE THÉORÈME DE KRASNOSELSKII

Etape 3 :On montre que B est relativement compact, en prouvant successivement
que :

(i) B est continu.
(ii) B est borné.
(iii) B est équicontinu.
(i) Montrons que B est continu :
Soit (un)n ⊂ BR une suite telle que un → u quand n −→+∞ dans BR.
Montrons que B(un) → B(u) quand n −→+∞, . Par définition de B, on a :

|B(un)(t )−B(u)(t )| =

∣∣∣∣∣ 1

Γ(α+β)

∫ t

1

(
log

t

s

)α+β−1

(g (s,un(s))− g (s,u(s)))
d s

s

+λ
∫ T

1
K(s)(un(s)−u(s))d s

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α+β)

∫ t

1

(
log

t

s

)α+β−1

|g (s,un(s))− g (s,u(s))|d s

s

+λ
∫ T

1
|K(s)||(un(s)−u(s))|d s

(2.12)

Alors, on a :

|B(un)(t )−B(u)(t )| ≤ I1 + I2,

avec

I1 :=
1

Γ(α+β)

∫ t

1

(
log

t

s

)α+β−1 ∣∣g (s,un(s))− g (s,u(s))
∣∣d s

s
,

I2 := λ
∫ T

1
|K(s)||un(s)−u(s)|d s.

Selon l’hypothèse (H1), g est continue. Donc

|g (s,un(s))− g (s,u(s))| −→ 0 quand n −→ 0,

d’où :
I1 → 0 quand n →+∞.

De même,

I2 ≤ |λ|
∫ T

1
|K(s)||un(s)−u(s)|d s ≤ |λ|‖un −u‖

∫ T

1
|K(s)|d s,

et donc I2 → 0.
On conclut que

‖B(un)−B(u)‖→ 0,

donc B est continu.
(ii) Montrons que B est borné.
Soit u ∈ BR. Alors, pour tout t ∈ [1,T], on a :

|B(u)(t )| ≤ 1

Γ(α+β)

∫ t

1

(
log

t

s

)α+β−1

|g (s,u(s))|d s

s
+|λ|

∫ T

1
|K(s)||u(s)|d s +d

Par hypothèses (H3), on a :

|B(u)(t )| ≤ Mg

Γ(α+β)

∫ t

1

(
log

t

s

)α+β−1 d s

s
+|λ|Mk

∫ T

1
|u(s)|d s +d
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4. EXISTENCE DE LA SOLUTION PAR LE THÉORÈME DE KRASNOSELSKII

D’où, on obtient :

|B(u)(t )| ≤ Mg (log T)α+β

Γ(α+β+1)
+λMk (T−1)R+d

:= M

Comme M est une constante positive, alors, pour tout t ∈ [1,T], on a :

‖Bu‖ ≤ M

D’ où, B transforme tout ensemble borné en un ensemble borné de X.
(iii) Montrons que B est équicontinu
Soit u ∈ BR. Soient t1, t2 ∈ [1,T] avec t1 < t2. Alors, on a :

|Bu(t2)−Bu(t1)| =

∣∣∣∣∣ 1

Γ(α+β)

∫ t2

1

(
log

t2

s

)α+β−1

g (s,u(s))
d s

s

− 1

Γ(α+β)

∫ t1

1

(
log

t1

s

)α+β−1

g (s,u(s))
d s

s

∣∣∣∣∣
Comme t1 < t2, on peut l’écrire comme :

|Bu(t2)−Bu(t1)| =

∣∣∣∣∣ 1

Γ(α+β)

∫ t1

1

(
log

t2

s

)α+β−1

g (s,u(s))
d s

s

+ 1

Γ(α+β)

∫ t2

t1

(
log

t2

s

)α+β−1

g (s,u(s))
d s

s

− 1

Γ(α+β)

∫ t1

1

(
log

t1

s

)α+β−1

g (s,u(s))
d s

s

∣∣∣∣∣
D’où, on obtient :

|Bu(t2)−Bu(t1)| ≤
∣∣∣∣∣ 1

Γ(α+β)

∫ t1

1

[(
log

t2

s

)α+β−1

−
(
log

t1

s

)α+β−1
]

g (s,u(s))
d s

s

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣ 1

Γ(α+β)

∫ t2

t1

(
log

t2

s

)α+β−1

g (s,u(s))
d s

s

∣∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α+β)

∫ t1

1

∣∣∣∣∣
(
log

t2

s

)α+β−1

−
(
log

t1

s

)α+β−1
∣∣∣∣∣ |g (s,u(s))|d s

s

+ 1

Γ(α+β)

∫ t2

t1

(
log

t2

s

)α+β−1

|g (s,u(s))|d s

s

En utilisant l’hypothèse (H3), et le fait que 1 ≤ t1 < t2, on obtient :

|Bu(t2)−Bu(t1)| ≤ Mg

Γ(α+β)

∫ t1

1

[(
log

t2

s

)α+β−1

−
(
log

t1

s

)α+β−1
]

d s

s

+ Mg

Γ(α+β)

∫ t2

t1

(
log

t2

s

)α+β−1 d s

s

qui implique :

|Bu(t2)−Bu(t1)| ≤ Mg

Γ(α+β)

∫ t1

1

(
log

t2

s

)α+β−1 d s

s
− Mg

Γ(α+β)

∫ t1

1

(
log

t1

s

)α+β−1 d s

s

+ Mg

Γ(α+β)

∫ t2

t1

(
log

t2

s

)α+β−1 d s

s
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Calculons les intégrales, on trouve que

|Bu(t2)−Bu(t1)| ≤ Mg

Γ(α+β+1)

(
(log t2)α+β− (log t1)α+β

)
Alors, quand t1 −→ t2 alors |Bu(t2)−Bu(t1)| −→ 0. Ainsi, B(BR) est un ensemble équi-

continu dans X.
On a prouvé que B(BR) est borné et équicontinu. Donc, par le théorème d’Arzelà-

Ascoli, B(BR) est relativement compact et L’opérateur B est complètement continu.
D’après les étapes 1,2, et 3, on a montré que :
• A(u)+B(v) ∈ BR pour tous u, v ∈ BR.
• A est une contraction sur BR,
• B est complètement continu (continu, borné, équicontinu),

Alors, et d’après le théorème de Krasnoselskii, il existe au moins un point fixe u∗∗ ∈ BR tel
que :

u∗∗ = A(u∗∗)+B(u∗∗)

Par conséquent, le problème (2.1) admet au moins une solution dans X.

5 Exemple applicatif d’existence et d’unicité

Dans cette section, nous illustrons l’application concrète des résultats d’existence et
d’unicité des solutions obtenus dans les sections précédentes, à travers un exemple ma-
thématique rigoureux. Nous considérons un problème d’équation intégrale fractionnaire
avec conditions non locales, formulé en fonction de la dérivée fractionnaire de Caputo-
Hadamard.

Exemple 2.1 On considère le problème suivant :
C
HD1/2u(t ) =

2

si n(t )+4t
+ 5u(t )

31
+ 1

7
HJ1/5 u(t )

5t +1
, t ∈ [1,e]

u(1) =
1

3

∫ e

1

1

t 2/5
u(s)d s + 1

7
,

(2.13)

Dans ce problème, on a : α = 1
2 , β = 1

5 , λ = 1
3 , d = 1

7 , et

f (t ,u(t ) =
2

si n(t )+4t
+ 5u(t )

31

,

g (t ,u(t )) =
u(t )

7(5t +1)
,

K(t ) =
1

t 2/5

Il est claire que les fonctions f , g et K sont continues.
De plus, pour tout t ∈ [1,e], x, y ∈R, on a :

| f (t , x)− f (t , y)| ≤ 5

31
|x − y |
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6. CONCLUSION

|g (t , x)− g (t , y)| ≤ 1

42
|x − y |

et
|K(t )| ≤ 1,∀t ∈ [1,e]

Donc, calculons Q, on trouve :

Q =
L f (log T)α

Γ(α+1)
+ Lg (log T)α+β

Γ(α+β+1)
+λMk (T−1) ≈ 0.78 < 1

Comme les hypothèse de "Théorème 2.1" sont toutes vérifiées, alors, ce problème admet
une solution unique dans X.

6 Conclusion

Ce chapitre a présenté une analyse de l’existence et de l’unicité des solutions pour une
classe de problèmes d’équations différentielles fractionnaires avec des conditions aux li-
mites non locales. La méthode de l’opérateur intégral a permis d’appliquer avec succès le
principe de contraction de Banach pour garantir l’unicité sous des conditions explicites.
L’existence d’au moins une solution a été établie par le théorème de Krasnoselskii, en
décomposant l’opérateur en une partie contractante et une autre compacte, dont la com-
pacité a été démontrée à l’aide du théorème d’Arzelà-Ascoli. Ces résultats confirment la
pertinence des théorèmes de point fixe dans l’étude des propriétés qualitatives des équa-
tions différentielles fractionnaires, et servent de fondement pour des analyses futures,
comme l’étude de la stabilité ou du comportement asymptotique des solutions.
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Chapitre 3

Etude de stabilité au sens de Ulam-Hyers

1 Introduction

L’analyse qualitative des équations différentielles, et en particulier des équations frac-
tionnaires, ne se limite pas à la seule existence ou unicité des solutions. L’un des aspects
fondamentaux dans ce domaine est la stabilité des solutions. Celle-ci permet de com-
prendre comment une solution réagit face à de petites perturbations, qu’elles soient dues
à des erreurs de mesure, des approximations numériques ou encore à des incertitudes sur
les données du problème[22]. Dans les années 1940, le mathématicien S.M. Ulam[24] for-
mula un problème ouvert concernant la stabilité des homomorphismes entre groupes.
Ce problème fut résolu partiellement en 1941 par D.H. Hyers[9], qui établit un résultat
fondamental donnant naissance à ce que l’on appelle aujourd’hui la stabilité au sens
de Ulam-Hyers. Ce concept a depuis été généralisé à plusieurs cadres fonctionnels[23],
y compris les équations différentielles classiques, puis étendu aux équations différen-
tielles fractionnaires, grâce à la souplesse qu’offrent les outils du calcul fractionnaire.
L’intérêt de cette notion est double. D’une part, elle garantit qu’une solution approchée
(obtenue par exemple via une méthode numérique) est proche d’une solution exacte du
problème ; d’autre part, elle offre une mesure quantitative de cette proximité, générale-
ment proportionnelle à l’erreur initiale. Dans le contexte des équations fractionnaires,
et notamment pour les équations faisant intervenir des opérateurs comme la dérivée
de Caputo-Hadamard et l’intégrale fractionnaire d’Hadamard, la stabilité devient encore
plus délicate à établir. Ces opérateurs introduisent un effet de mémoire qui rend les solu-
tions dépendantes de l’historique de l’évolution du système, rendant ainsi toute pertur-
bation potentiellement plus influente. Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’étude
de la stabilité au sens de Ulam-Hyers (classique et généralisée) de la solution d’un pro-
blème intégral fractionnaire comportant :

– une dérivée fractionnaire au sens de Caputo-Hadamard ;
– une intégrale fractionnaire au sens d’Hadamard ;
– une condition non locale exprimée sous forme d’intégrale.

Notre objectif est de démontrer que, sous certaines hypothèses raisonnables, la solution
exacte du problème est stable au sens de Ulam-Hyers. Nous fournirons une démonstra-
tion complète et détaillée du théorème de stabilité, en précisant toutes les étapes de calcul
et les estimations nécessaires. Nous montrerons également que cette stabilité peut être
étendue à une version généralisée, via une fonction de contrôle Ψ. Cette étude vient com-
pléter l’analyse théorique amorcée dans les chapitres précédents[1, 6, 11], en garantissant
la robustesse des solutions obtenues dans un cadre applicatif.
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2. FORMULATION DU PROBLÈME

2 Formulation du problème

Nous considérons dans ce chapitre le problème intégral fractionnaire suivant :
C
HDαu(t ) = f (t ,u(t ))+HJβg (t ,u(t )), t ∈ [1,T],

u(1) = λ
∫ T

1
K(s)u(s)d s +d ,

(3.1)

où C
HDα désigne la dérivée fractionnaire de Caputo-Hadamard d’ordre α ∈ (0,1), HJβ est

l’intégrale fractionnaire d’Hadamard d’ordre β ∈ (0,1), f , g : [1,T]×R+ →R+ et K : [1,T] →
R+ sont des fonctions continues. Les constantes λ ∈R+ et d ∈R+ sont données.

3 Définitions de stabilité

Afin d’analyser rigoureusement la stabilité du problème (3.1), nous introduisons les
notions classiques de stabilité au sens de Ulam-Hyers ainsi que sa version généralisée[9].
Ces définitions sont formulées dans le cadre des espaces de Banach des fonctions conti-
nues sur [1,T], muni de la norme de type sup :

‖x‖ := sup
t∈[1,T]

|x(t )|

Définition 3.1 (Stabilité au sens de Ulam-Hyers) Le problème (3.1) est dit stable au sens
de Ulam-Hyers s’il existe une constante C > 0 telle que, pour toute fonction v ∈ X satisfai-
sant l’inégalité suivante :∣∣∣C

HDαv(t )− f (t , v(t ))−HJβg (t , v(t ))
∣∣∣≤ ε, ∀t ∈ [1,T], (3.2)

il existe une solution exacte u de (3.1) qui vérifie :

C
HDαu(t ) = f (t ,u(t ))+HJβg (t ,u(t )), t ∈ [1,T]

u(1) = λ
∫ T

1
K(s)u(s)d s +d , λ≥ 0, d > 0

(3.3)

telle que :
‖v −u‖ ≤ Cε.

Définition 3.2 (Stabilité au sens de Ulam-Hyers généralisée) Le problème (3.1) est dit stable
au sens de Ulam-Hyers généralisée s’il existe une fonction continue et croissante Ψ : R+ →
R+, avec Ψ(0) = 0, telle que pour toute fonction v ∈ C([1,T]) vérifiant :∣∣∣C

HDαv(t )− f (t , v(t ))−HJβg (t , v(t ))
∣∣∣≤ ε, ∀t ∈ [1,T],

il existe une solution exacte u de (3.1) qui vérifie :

C
HDαu(t ) = f (t ,u(t ))+HJβg (t ,u(t )), t ∈ [1,T]

u(1) = λ
∫ T

1
K(s)u(s)d s +d , λ≥ 0, d > 0

(3.4)

telle que :
‖v −u‖ ≤Ψ(ε).
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Remarque 3.1 • Une fonction v ∈ X est une solution de l’inégalité (3.2) si il existe une fonc-
tion K ∈ C([1,T];R) telle que :

– |K(t )| ≤ ε, ∀t ∈ [1,T],
– C

HDαv(t ) = f (t , v(t ))+HJβg (t , v(t ))+K(t )
• il est claire que si un problème est stable au sens de Ulam-Hyers alors il est aussi stable

au sens de Ulam-Hyers généralisé.

4 Étude de la stabilité

Théorème 3.1 Supposons que les hypothèses suivantes sont valides :
(P1) il existe des constantes L f ,Lg > 0 tels que, pour tout t ∈ [1,T] et pour tout u1,u2 ∈
R,

| f (t ,u1)− f (t ,u2)| ≤ L f |u1 −u2|,
|g (t ,u1)− g (t ,u2)| ≤ Lg |u1 −u2|.

(P2) On a Qc < 1 où

Qc =
L f (log T)α

Γ(α+1)
+ Lg (log T)α+β

Γ(α+β+1)

Alors le problème (3.1) est stable au sens de Ulam-Hyers.

Preuve. Soient ε> 0, et v ∈ X une fonction qui vérifie (3.2)∣∣∣C
HDαv(t )− f (t , v(t ))−HJβg (t , v(t ))

∣∣∣≤ ε, ∀t ∈ [1,T], (3.5)

D’une part, on a u ∈ X est la solution unique du problème (3.1) et elle est aussi la
solution unique du problème de Cauchy suivant :

C
HDαu(t ) = f (t ,u(t ))+HJβg (t ,u(t )), t ∈ [1,T]

u(1) = v(1)
(3.6)

D’après (2.2), on a :

u(t ) =
1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

f (s,u(s))
d s

s
+ 1

Γ(α+β)

∫ t

1

(
log

t

s

)α+β−1

g (s,u(s))
d s

s

+u(1), t ∈ [1,T]

(3.7)

Puisque u(1) = v(1), alors, on a :

u(t ) =
1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

f (s,u(s))
d s

s
+ 1

Γ(α+β)

∫ t

1

(
log

t

s

)α+β−1

g (s,u(s))
d s

s

+ v(1), t ∈ [1,T]

(3.8)

D’autre part, on intègre l’équation (3.5) et on trouve :∣∣∣∣∣∣∣∣∣
v(t )− v(1)− 1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

f (s, v(s))
d s

s

+ 1

Γ(α+β)

∫ t

1

(
log

t

s

)α+β−1

g (s, v(s))
d s

s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣≤ ε
(logT)α

Γ(α+1)
(3.9)
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Donc, pour tout t ∈ [1,T], on obtient :

|v(t )−u(t )| ≤
∣∣∣∣v(t )− v(1)− 1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

f (s,u(s))
d s

s

− 1

Γ(α+β)

∫ t

1

(
log

t

s

)α+β−1

g (s,u(s))
d s

s

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣v(t )− v(1)− 1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

f (s, v(s))
d s

s

− 1

Γ(α+β)

∫ t

1

(
log

t

s

)α+β−1

g (s, v(s))
d s

s

∣∣∣∣∣
+ 1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

| f (s, v(s))− f (s,u(s))|d s

s

+ 1

Γ(α+β)

∫ t

1

(
log

t

s

)α+β−1

|g (s, v(s))− g (s,u(s))|d s

s

(3.10)

En utilisant l’hypothèse (P1) et (3.9), et après les calculs nécéssaires, on trouve :

|v(t )−u(t )| ≤ ε
(logT)α

Γ(α+1)
+

[
L f (logT)α

Γ(α+1)
+ Lg (logT)α+β

Γ(α+β+1)

]
sup

t∈[1,T]
|v(t )−u(t )| (3.11)

D’où, on obtient

‖v −u‖ ≤ Cε (3.12)

où

C =
C1

1−Qc

avec

C1 =
(logT)α

Γ(α+1)
et Qc =

[
L f (logT)α

Γ(α+1)
+ Lg (logT)α+β

Γ(α+β+1)

]
≤ 1

Comme en a (P2), alors C > 0. Par conséquent, on peut conclure que le system (3.1)
est stable au sens de Ulam-Hyers.

5 Corollaire sur la stabilité généralisée

Corollaire 3.1 Sous les mêmes hypothèses que le théorème 3.1 , le problème (3.1) est égale-
ment stable au sens de Ulam-Hyers généralisée. [21]

Preuve. La démonstration est directe en posant Ψ(ε) = Cε.

6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié en détail la stabilité de la solution du problème
intégral fractionnaire (3.1). En supposant des conditions de Lipschitz et une condition de
contraction sur la quantité Q, nous avons démontré que le problème est stable au sens de
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Ulam-Hyers, avec une borne proportionnelle à l’erreur. Nous avons également établi que
le problème est stable au sens de Ulam-Hyers généralisée. Cette propriété de stabilité est
essentielle, car elle garantit la robustesse des solutions obtenues face à de petites pertur-
bations. Elle complète ainsi l’étude théorique en assurant la fiabilité du modèle étudié.
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Ce travail de mémoire s’est inscrit dans une démarche théorique visant à approfondir
notre compréhension des équations différentielles fractionnaires, un domaine en pleine
expansion dont les applications s’étendent de la physique à la biologie, en passant par
l’ingénierie et l’économie. Contrairement aux modèles classiques, le calcul fractionnaire
offre la possibilité de décrire des systèmes avec des propriétés de mémoire et des effets
non locaux, ce qui en fait un outil de modélisation particulièrement pertinent pour les
phénomènes complexes. Notre principale ambition a été d’analyser en profondeur une
classe spécifique d’équations et formulée dans le cadre du calcul fractionnaire de Hada-
mard. Le problème étudié est de la forme :

C
HDαu(t ) = f (t ,u(t ))+HJβg (t ,u(t )), t ∈ (1,T]

u(1) = λ
∫ T

1
K(s)u(s)d s +d , λ≥ 0, d > 0

(3.13)

où C
HDα est la dérivée fractionnaire de Caputo-Hadamard et HJβ est l’intégrale fraction-

naire de Hadamard, ce qui confère une spécificité à la fois en termes de régularité et de
propriétés fonctionnelles. Pour parvenir à nos fins, la première partie de ce mémoire a
été consacrée à l’établissement des fondations théoriques. Nous avons rappelé les no-
tions fondamentales d’analyse fonctionnelle, en particulier les espaces de Banach et les
théorèmes de point fixe, qui constituent la boîte à outils essentielle pour ce type d’étude.
Parallèlement, nous avons introduit les opérateurs d’intégration et de dérivation fraction-
naire de Hadamard, soulignant leurs propriétés et les liens qui les unissent. Le cœur de
notre travail a résidé dans l’étude de l’existence et de l’unicité des solutions pour le pro-
blème posé. En transformant l’équation différentielle en une équation intégrale équiva-
lente, nous avons pu appliquer des théorèmes de point fixe. Le principe de contraction de
Banach a permis d’établir des conditions suffisantes pour l’unicité de la solution. De plus,
le théorème de Krasnoselskii a été un outil précieux pour garantir l’existence d’au moins
une solution, en décomposant l’opérateur intégral en une somme d’opérateurs, dont la
compacité de l’un a été rigoureusement démontrée grâce au théorème d’Arzelà-Ascoli.
Enfin, une dimension essentielle de notre analyse a été l’étude de la stabilité de ces so-
lutions au sens d’Ulam-Hyers et de sa version généralisée. Cette stabilité, qui assure que
de petites perturbations dans le problème n’engendrent pas de grandes variations dans
la solution, est un critère crucial pour la robustesse des modèles mathématiques. Nous
avons établi des conditions de Lipschitz et de bornitude sur les fonctions du problème
qui garantissent cette stabilité. En conclusion, ce mémoire a non seulement fourni un
cadre théorique rigoureux pour l’analyse d’une classe d’équations différentielles fraction-
naires, mais a également démontré la puissance et la pertinence des outils de l’analyse
fonctionnelle pour ce domaine. Les résultats obtenus ouvrent la voie à des perspectives
de recherche futures, comme le développement de schémas numériques pour la résolu-
tion effective de ces équations ou l’application de ces modèles à des problèmes physiques
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concrets, renforçant ainsi le pont entre la théorie mathématique et le monde réel.
Ce travail constitue une extension du travail de Lachouri A., tout en s’en distinguant par la
méthodologie et les objectifs. Alors que Lachouri a utilisé le théorème de Schauder pour
établir l’existence des solutions, nous avons appliqué dans ce mémoire le théorème de
Krasnoselskii, offrant ainsi une approche plus générale et flexible. De plus, nous avons
introduit une étude de la stabilité au sens d’Ulam–Hyers, classique et généralisée, aspect
qui n’a pas été abordé dans le travail de Lachouri. Ainsi, notre contribution réside dans
l’originalité de l’approche théorique, en élargissant le cadre de l’existence et de l’unicité
vers l’analyse de la stabilité des équations différentielles fractionnaires avec conditions
non locales.
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Etude de l’Existence de Solution d’un Problème avec Conditions
Non-Locales

Résumé : Dans ce mémoire, nous avons étudié un problème d’équations différentielles
fractionnaires avec conditions non locales, en nous concentrant sur l’analyse de l’exis-
tence, de l’unicité et de la stabilité des solutions. La méthode adoptée repose sur la trans-
formation de l’équation différentielle considérée en une équation intégrale équivalente,
ce qui nous a permis d’appliquer plusieurs résultats issus de la théorie des points fixes,
notamment les théorèmes de Banach et de Krasnoselskii.

Ces outils nous ont permis d’établir que le problème étudié admet une solution unique
et stable. Par ailleurs, l’étude de la stabilité d’Ulam-Hyers a montré que les solutions de-
meurent proches de la solution exacte même en présence de petites perturbations, ce qui
confirme la rigueur et la solidité des résultats obtenus.

Ainsi, ce mémoire constitue une contribution à l’approfondissement théorique de
l’étude des équations différentielles fractionnaires avec conditions non locales, et confirme
leur pertinence en tant que modèles mathématiques capables de décrire avec précision
des systèmes complexes. Il ouvre également des perspectives de recherche future, telles
que l’examen de problèmes fractionnaires avec conditions impulsives, l’analyse d’autres
formes de stabilité, ainsi que le développement de méthodes numériques adaptées à ce
type de problèmes.

Mots-Clés. Équations différentielles fractionnaires, conditions non locales, stabilité d’Ulam-
Hyers, existence et unicité.

Study of the Existence of Solution for a Problem with Non-Local
Conditions

Abstract : In this dissertation, we studied a problem of fractional differential equations
with nonlocal conditions, focusing on the analysis of existence, uniqueness, and stabi-
lity of solutions. The adopted approach was based on transforming the considered diffe-
rential equation into an equivalent integral equation, which enabled us to apply several
results from fixed point theory, particularly the theorems of Banach and Krasnoselskii.

These tools allowed us to establish that the studied problem admits a unique, and
stable solution. Moreover, the investigation of Ulam-Hyers stability demonstrated that the
solutions remain close to the exact solution even in the presence of small perturbations,
thereby confirming the rigor and robustness of the obtained results.

Thus, this dissertation represents a contribution to the theoretical advancement of
the study of fractional differential equations with nonlocal conditions and confirms their
relevance as mathematical models capable of accurately describing complex systems. It
also opens perspectives for future research, such as the examination of fractional pro-
blems with impulsive conditions, the analysis of other types of stability, as well as the
development of numerical methods adapted to this class of problems.

Key Words. Fractional differential equations, nonlocal conditions, Ulam-Hyers stability,
existence and uniqueness.
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