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Résumé :  Dans les années trente fut établie une inégalité dite inégalité de Hardy [voir {45}, {48} ] :  

pour  et  mesurable (arbitraire) on a 

 , (IH) 

sous la condition . La constante  est optimale (i.e. la plus petite possible). 

On s’interesse à l’inégalité (IH) dans le cas .qui n’est pas vérifiée pour  arbitraire 

positive et mesurable. Néanmoins elle l’est avec la condition supplémentaire de monotonie  

[pour ]. La constante  est optimale.[Voir{23}].  

On se basant sur le travail de {87} où (IH) est établie dans une classe de fonctions positives où la 

condition de monotonie a été remplacée par une autre plus faible  :. 

1) On reprend le travail de {87} en abordant le problème avec un changement relatif aux 

hypothèses qui permet de trouver une nouvelle constante et on montre qu’elle est optimale. 

2) On établit un résutat analogue au précédent pour un opérateur de Hardy généralisé. Une 

constante optimale est précisée ainsi que la fonction qui permet d’aboutir à une égalité dans (IH) . 

3) On étend le résultat à une inégalité de type (IH) où les poids  sont remplacés par des 

fonctions poids qui vérifient certaines conditions. La constante optimale est précisée ainsi que la fonction 

qui transforme l’inégalité en une égalité. 

Dans une deuxième partie on considère deux exemples d’applicatons des inégalités de Hardy. 

Ensuite on établit deux inégalités-type de Hardy qu’on applique pour montrer l’équivalence des normes 

( ) et quasi-normes ( ) des espaces de Besov ,  défini via le module de continuité et 

 défini via les différences, avec  , ,  et deux paramètres de régularité [le 

paramètre classique l et une fonction  à variation lente]. 

_____________________________________________________________ 
Abstract : About the year thirty, an inequality called Hardy’s inequality was proved  [See {45}, {48} ] :  

for  and an arbitrary measurable positive function  we have 

. (IH) 

with condition .  is an optimal constant (the less possible). 

If   then (IH) is not true for arbitrary measurable positives functions  , but it is for 

non-negative non-increasing functions  with optimal constant  [See{23}]. 

In {87} inequality of type (IH) was proved under weaker assumptions on f but still of 

monotonicity type. The aim of this thesis is : 

1) To establish the result of {87} differently which enable us to get a new constant which is 

optimal. 

2) We prove an analogue result for a generalized Hardy operator. An optimal constant is 

obtained and we specify the function for which we get equality in (IH).  

3) We obtain conditions ensuring the validity of an analogue of inequality (IH) for the 

weighted Lebesgue spaces  and . 

In a second part of this thesis we give some examples of applications of Hardy’s type inequalities. 

Then we establish two Hardy’s type inequalities which we use to prove the equivalence of norms  

( ) and quasi-norms ( ) of Besov spaces  defined via modulus of continuity and 

 defined via  differences, with  , ,  and two parameters of regularities 

[the classical parameter l  and a slowly varying function ]. 
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Introduction 

L’inégalité suivante : 

 

où  est connue sous le nom de « inégalité de Hilbert ». C’est elle 

qui fut à l'origine de la découverte par Godfrey-Harold Hardy de l'inégalité (I) 

ci-dessous qui porte son nom. Dans [{49} (G. Hardy 1915)] a remarqué que la 

convergence de chacune des séries  

,      et      ; 

implique celles des deux autres ; puis il montre dans [{46} (G. H. Hardy 1919)] 

pour  et dans [{44} (G. H. Hardy 1920)] pour  que  : 

  (I) 

où . La constante  est optimale i.e. la plus petite 

possible vérifiant l’inégalité. 

La version continue (intégrale) apparait pour la première fois dans [{45} 

(G. H. Hardy 1925)] sous la forme : 

 (II)

 

pour  et  mesurable sur  arbitraire. La constante  est 

optimale. 

La première inégalité type de Hardy avec poids pour  apparait 

dans [{48} (G. Hardy 1927)] sous la forme :  

. (III) 

Sous la condition  , il existe  telle que l’inégalité (III) 

soit vérifiée pour toute fonction  mesurable sur , où  

est une constante optimale (la plus petite possible). 
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Pour  l’inégalité (III) n’est pas vérifiée pour  arbitraire 

positive mesurable sur . Néanmoins elle l’est avec la condition 

supplémentaire de monotonie. Ceci a été montré dans [{22}  (Burenkov 1989)]. 

Plus précisément pour  et  il existe  telle que 

l’inégalité (III) soit valable dans la classe des fonctions positives décroissantes 

sur  et si de plus   alors la constante optimale est égale à 

 [voir {23}  (V. Burenkov 1992)] . 

Cette condition de monotonie a été remplacée par une autre plus faible 

[voir {89} (Senouci et Tararykova 2008)] , à savoir  

 . 

Ceci a été établi dans  pour l'opérateur de Hardy  suivant, défini 

sur  par 

 .  (IV) 

Dans la présente thèse d’abord on présente certaines notions et 

notations nécessaires pour ce travail. 

Dans le chapitre-I sont signalés certains faits historiques liés à 

l’inégalité de Hardy ; puis on présente avec preuves quelques résultats 

principaux relatifs à cette inégalité dans l’espace de Lebesgue . 

Le chapitre-II constitue le travail essentiel de cette thèse où l’on établit 

différents prolongement de l’inégalité (III) dans  : 

Au §1 on trouve un préliminaire montrant la non validité de l’inégalité 

de Hardy pour   . 

Dans le §2 on présente avec preuve l’inégalité de Hardy, avec le poids 

, établie pour la classe des fonctions décroissantes [dans {23}]. 

Le §3 est consacré à l’inégalité-type de Hardy (III) où la condition de 

monotonie est remplacée par une autre plus faible [voir {86}] qu'on abordera 

avec un changement relatif aux hypothèses, ce qui nous permettra de préciser 

la constante optimale. On donnera en outre des exemples de classes de 

fonctions qui vérifient cette condition de monotonie affaiblie. 
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Dans le §4 on étend le résultat précédent à un opérateur de Hardy 

généralisé , où  est une fonction poids, définie sur  (espace de 

Lebesgue pondéré) par : 

 

avec   pour tout . Pour  on retrouvera 

l'opérateur usuel de Hardy. Ce travail a fait l’objet d’une publication [voir  

{4}]. 

Dans le §5 on étend le résultat du §3 à une inégalité type de Hardy avec 

poids, où l’opérateur de Hardy  défini dans (IV) agit de  vers 

,  et  étant des fonctions poids sur  et  respectivement, 

soumises à certaines conditions. On montrera que la constante est optimale. 

Ce travail a fait l’objet d’une publication [voir  {6}]. 

Dans le 3ème chapitre on s’intéresse à certaines applications des 

inégalités-types de Hardy qui sont présentées : 

a) Trace d’un espace de Sobolev , 

b) résolution d’une équation aux dérivées partielles , 

c) équivalence des normes (quasi-norme) pour les fonctions à 

variation lente dans les espaces de Nikolsky-Besov. 

On commence par définir les espaces de Besov avec deux paramètres de 

régularité [un paramètre de régularité classique  et une fonction à variation 

lente  comme deuxième paramètre de régularité] :  

 via le module of continuité et  via les différences, où  , 

 et .  

On établira ensuite deux inégalités-type de Hardy (pour respectivement 

 et ). 

On montrera finalement l’équivalence des normes ( ) et quasi-

normes ( ) établissant ainsi l’identification  [travail 

en voie de finalisation pour publication {5}]. 

A la fin on trouve un appendice où l’on reprend les résultats de la thèse 

en reécrivant les différentes inégalités de Hardy (ou type de Hardy) avec les 

normes (quasi-normes) au lieu des intégrales suivi d’une bibliographie assez 

détaillée.  
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Préliminaires et notations  

1. Espaces de Lebesgue  

Soit  une fonction poids (une fonction positive mesurable) sur   

( ou ). Pour  , l’espace de Lebesgue pondéré  

est l’espace des fonctions mesurables sur  telles que 

   ( ) 

  . 

 désignera l’espace des opérateurs linéaires continus de 

  vers   ,  et   étant  ou  . 

 est borné si et seulement si, il existe  telle que 

  

, 

et dans ce cas la valeur optimale (la plus petite possible) de  est la norme 

de  dans   i.e.  

 . 

En particulier dans cette thèse on s’intéressera à : 

1) L’opérateur usuel de Hardy  défini sur  par 

 . 

2) L’opérateur de Hardy généralisé noté  défini sur l’espace de Lebesgue 

pondéré  par  

 

où  pour tout . Notons que  . 
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3) L’opérateur de Hardy dans  , noté  , défini sur  par 

 

où  désigne la boule de centre zéro et de rayon  dans  et   sa 

mesure.  

Rappelons que  où   est le volume de la boule 

unité ;  étant la fonction d’Euler définie pour  par 

 ; on a    et .
 

En introduisant les coordonnées sphériques   dans , où   

et    (  désignant la sphère unité dans ), on a 

  et pour  

 . 

On note par  l’espace des suites de nombres complexes 

telles que :   

   ( ) 

  . 

On a les inégalités suivantes :  

Inégalité de Hölder :  si ,  et  alors   

a) cas discret :  si   et  alors  et on a 

   

b) cas continu :  si   et  alors  et on a 

 . 
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Inégalité de Minkowski :  ,  

a) cas discrèt : si   et  alors  et on a 

  . 

b)    si   alors  et on a  

    (*)  

c) inégalité intégrale :    

Plus généralement si pour   mesurable sur  et 

 alors  et on a 

   (**) 

2. Espaces de Sobolev  

Définition 1 (cas l=1):  Etant donné  et  réel, l’espace de 

Sobolev  [voir { 20}] est constitué des fonctions  telles 

qu’ils existent  (uniques) vérifiant  

  ;  

où  désignent les dérivées faibles (au sens de Sobolev) et  est 

l'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables à support compact. On note  

   et   . 

L’espace  est muni de la norme  

 , 

ou parfois de la norme équivalente ( lorsque ) 

 . 
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L’espace  est un espace de Hilbert dont le produit 

scalaire est 

 , 

L’espace  ( ) est la fermeture de  dans  

. Si  alors  . 

Définition 2 :  Pour tout entier  on  

 

où  est un multi indice avec  ,  et  

. 

On posera alors . Sa norme est définie par  

. 

3. Espaces de Besov  

On aura besoin des notions suivantes  

Définitions :  Soient ,  définie sur  . 

1. On appelle différence de pas h ; la fonction notée  

définie par  

 .
 

2. La différence d’ordre supérieur  est :  

 , 

on a  

  

3. on appelle p-module de continuité d’’odre   

. 
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Les espaces de Besov avec un paramètre de régularité classique  , 

sont définis à l'aide de différentes normes [voir { 102}] dont : 

Définitions :    soient  , ,  et  : 

1) Espace de Besov  via le p-module de continuité :  

   

où    ,
 

et  
 

avec la norme   . 

2) Espace de Besov  via les différences :  

    
 

où    , 

et  
 

avec la norme    . 

NB :  les normes  sont indépendantes de . Dans [{24}] on a 

montré que les quasi-nomes  et  sont équivalentes. 

4. fonctions à variation lente  

Nous aurons besoin ultérieurement de cette classe de fonctions qui 

contient les fonctions puissances,  où  et ,  

 avec  , etc …[voir par exemples {13} , {83} et {88} ].  

Une fonction positive mesurable  est dite à variation lente (à l’infini) si 

elle est définie sur un certain intervalle  et pour  

tout  [voir  {61}] : 
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 . 

Cette limite est uniforme pour  et pour  assez 

grand  est localement bornée.  

Cette notion de fonction  à variation lente peut être définie au 

voisinage d’un point quelconque  en exigeant à  d’être à 

variation lente à l’infini. 

Comme exemple typique de telles fonctions on a les fonctions 

logarithmes et leurs itérations qui sont souvent utilisées comme poids dans 

les espaces de Lorentz et ceux de Besov.  

Notation :  Pour  on note  (resp. ) s’il existe   

telle que  (resp. ). On note  si   . 

Cette classe de fonctions possède un grand nombre de propriétés 

intéressantes dont :  

Pour toute fonction  à variation lente on a    il existe 

 tel que : 

i)   sur   pour  , 

ii) 
 

  , 

iii)   ; 

Notons que la propriété i) justifie l’appelation “variation lente à 

l’infini”. Plus particulièrement une propriété caractéristique qui est souvent 

utilisée comme définition des fonctions à variation lente est la suivante [voir  

{27} et {34}].  

iv) , il existe deux fonctions monotones  croissante 

et  décroissante telles que sur   on a : 

   et  . 

Alors en s’inspirant du travail de (Neves 2002) [voir  {75}] sur les 

espaces Lorentz-Karamata avec poids (fonctions à variation lente) ainsi que 

celui de (Eryilmaz 2012) [voir {32}] sur la composition pondérée d’opérateurs 
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sur les espaces Lorentz-Karamata avec poids (fonctions à variation 

lente), considérons  assez grand et posons pour  : 

 

Propriétés :  si  est à variation lente , alors  est à 

variation lente et  

1)   on a sur    :    , 

2)     , 

3)  on a sur   : 

    et    

où  et  sont deux fonctions respectivement croissante (on 

notera ) et décroissante ( ).

 

 

4) pour tout   on  a : 

a)  

 b)   

voir Appendice 2 pour la preuve. 
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chap. I  :   Inégalités classiques et 

« modernes » de Hardy dans l’espace  

Lp  (p ≥ 1)  

Le développement de l’inégalité de Hardy s’est fait en deux périodes :  

1) La période (1906-1928) où l'on constate la contribution de plusieurs 

mathématiciens dont G.H.Hardy, E.Landau ,G.Polya , I.Schur et M. Ries. [voir 

{68}] , ce qui a donné naissance aux inégalités de Hardy discrètes (voir §1.1), 

continues (voir §1.2), et avec poids  (voir §2). 

2) À partir des années soixante grâce aux travaux de  

(P. Beesack 1961) [voir {8}], qui a fait le lien entre la validité de l'inégalité de 

Hardy avec des fonctions de poids plus générales  et l'existence de 

solutions (positives) de l'équation ordinaire  

 . 

D’autres approches ont été développées pendant cette même période, 

dont celles de (Portnov 1964) [voir {81}] et (Sysoeva 1965) [voir {98}] qui 

consiste à déterminer le poids  connaissant , ou inversement, de sorte à ce 

que l’inégalité de Hardy soit vérifiée ; et l’approche de (Kufner et Triebel 1978) 

[voir {63}] qui expriment les poids  en fonction d’une fonction auxiliaire . 

Mais la caractérisation des poids telle qu’elle est connue actuellement 

apparait avec (Talenti 1969) [voir {99}] et (Tomaselli 1969)[voir {101}]   

(voir §4 pour plus de détails). 

1. Inégalité classique de Hardy 

1.1. Inégalité de Hardy : cas discret 

Théorème  I.1.1 :  soient   ,  et  alors  

  (I) 

de plus la constante   est optimale. 
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Preuve  [{47} (Hardy, Littlewood et Polya, INEQUALITIES 1934) p 240 ] :  

Soit   et posons   et  alors pour 

tout  on a pour   : 

 

or la moyenne (pondérée) géométrique étant inférieur à celle arithmétique i.e. 

 on obtient (pour  et  alors ) 

 

On déduit 

 

d’où

  
 

En sommant (et en remarquant que les termes successifs à droite 
s’éliminent deux à deux) on déduit 

 

d’où  
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On déduit de l’inégalité de Holder que 

 

d’où  

 

et par suite 

 

le résultat s’obtient par passage à la limite ( ) . 

 

Constante optimale [{64} (Kufner, Maligranda et Persson 2006)]   

Notons  la constante optimale. On a déjà d'après l'inégalité (I) 

. Montrons que  ce qui entrainera . 

Remarque :   la suite étant prise sur l'ensemble des 

suites numériques à termes positives. 

Considérons la suite numérique à terme général   . 

La fonction  est décroissante dans  et par suite pour 

tout  on a  ; on déduit  
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d’où  

, 

on déduit  

 
, 

d’où 

  

et par suite 

  

Lorsque , la série  converge et  

d’où : 

 

ce qui confirme que la constante  est optimale. 

 

1.2. Inégalité de Hardy : cas continu (intégral) 

Théorème  I.1.2 :  soient  et soit  mesurable sur 

 ; alors  on a  

 . 

La constante   est optimale.  
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Preuve [{68} (Kufner, Maligranda et Persson 2006) ] :  Posons pour tout   

 , 

et notons que pour presque tout     

 . 

Pour   arbitraires on a  

 , 

alors en intégrant par partie on obtient 

 (I,1) 

D'autre part en vertu de l'inégalité de Hölder on a 

 (I,2) 

Considérons maintenant  telque  et appliquons les 

inégalités (I,1)  et (I,2)  à    au lieu de  : 

 

d’où 

; 

et à par suite  

 . 
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Dans cette dernière inégalité faisons d'abord tendre  vers zero ( ) 

et remarquons que ; ensuite on fait tendre  vers l’infini  

( )  et  . 

  

Constante optimale : [{47} (Hardy, Littlewood et Polya, INEQUALITIES 1934) 

Soit une constante arbitraire  telle que  

. 

Pour que  soit optimale (la plus petite possible) 

montrons que . Si f est non identiquement nulle on a 

. 

Choisissons  telle que  (alors ) et 

considérons dans l’inégalité précédente la fonction  

 

On a d’une part 

  

et d’autre part 
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d’où  

, 

en faisant  on obtient 

 ; 

ce qui implique que  est la plus petite possible (optimale) 

vérifiant l’inégalité. 

 

Remarque :  

on ne peut passer sans présenter une élégante preuve du théorème 

précédent due à Ingham [voir {47} p243]. 

Preuve 2 [Ingham] :  On a pour  par un simple changement de variable 

. 

d'où en utilisant l'inégalité intégrale de Minkowski (**) en notant 

 

 
par un changement de variable « inverse » on aura 
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2. Inégalité de Hardy avec poids (fonction puissance) 

On a le résultat suivant de (G. Hardy 1927) [voir {43}] 

Théorème  I.2 :  Soient   et  . Pour toute 

fonction  positive et mesurable sur  on a : 

 

et si   alors la constante  est 

optimale. 

Preuve : [{67} (Kufner, Maligranda et Persson 2007)  p 24 ] 

Dans le même esprit de la preuve de Ingham, procédons au changement 

de variable  ( ) puis utilisons l'inégalité intégrale de Minkowski 

en notant  : 

 

encore une fois le changement de variable   (  et )  en 

tenant compte du fait que  (car ) : 
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d’où  

 

Constante optimale  : [{67} (Kufner, Maligranda et Persson 2007)  p 24 ] 

Soit  telle que  

 , 

montrons que . Notons que si  on a 

 . 

Rappelons que  donc   et  ; on 

choisi alors  telle que  (alors ) et 

considérons la fonction  

 

On a  
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d’où  

, 

en faisant  on obtient 

 ; 

ce qui implique que  est la plus petite possible (optimale) 

vérifiant l’inégalité. 

 

 Corollaire  I.2.1  ( ) :  Soit  ,  alors pour toute 

fonction  positive mesurable sur  on a : 

 

et la constante   est optimale. 

NB : on retrouve ainsi l’inégalité classique de Hardy (théorème  I.1.2). 

avec la constante optimale  . 

3. Une inégalité de Hardy dans R
n
 

On s’interesse à l’opérateur de Hardy  défini pour toute fonction 

 mesurable sur  par  

. 

Théorème  I.3  :  Soient   et   ; alors pour 

toute fonction  positive mesurable sur  on a : 
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et si  alors la constante  est optimale. 

Preuve :  

En introduisant les coordonnées sphériques  dans  on a : 

 .
 

En posant  on aura  

 

Rappelons l’inégalité de Hardy du théorème  I.2  : 

Si  ; pour tout   mesurable sur  : 

 

Pour , ayant , on déduit que  et par suite 

pour  on a  

 

d’où  

 

D’autre part, si  alors on a en vertu de l’inégalité de Holder  
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et on déduit  

 
 

Constante optimale : 

Soit  telle que  

 , 

montrons que  . Si  on a 

 . 

Etant donné que  , choisissons  et considérons 

dans l’inégalité précédente la fonction  

  

On a 

 



23 
 

On utilise les coordonnées sphériques  

 

or   on déduit   et par suite  

  

Pour   on aura 

 

D’autre part 
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d’où  

 

en faisant  on obtient   

 ;  

ce qui implique que  est optimale.  

  

Remarquons que pour  et  définie sur  on obtient 

l’opérateur usuel de Hardy i.e.  

. 

Corollaire  I.3.1 (n=1) :  Soient   et   ; alors pour 

toute fonction  positive mesurable sur  on a : 

 
 

et si  alors la constante  est 

optimale. 

NB : on retrouve ainsi l’inégalité de Hardy pondérée (théorème I.2). 

avec la constante optimale  . 

4. Inégalité « moderne » de Hardy 

Une nouvelle approche est abordée dans les années soixante dix ; celle 

d’une inégalité plus générale dite « type de Hardy » où l'on se pose la question 

suivante : 

Quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes sur   où , 

  désignent respectivement un paramètre et des fonctions poids  sur 

 tels que : 

Il existe   telle que pour toute fonction    mesurable  

on ait 
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La réponse pour  apparait dans les travaux distincts de (Talenti 

1969), (Tomaselli 1969) et (B. Muckenhoupt 1972) [voir {99} , {101} et {74} 

respectivement] : 

Théorème   I.4   :  Soit . Il existe   telle que 

l'inégalité  

   (I,3) 

ait lieu    mesurable , si et seulement si : 

 ;
 

si   est optimale alors  . 

Preuve : [{67} (Kufner, Maligranda et Persson 2007)  p 39 ] 

1) Nécessité :  supposons l’inégalité (I,3) vraie, pour tout  mesurable non 

identiquement nulle et pour tout  posons  : 

 

on déduit d’après (I,3) 

 

On a donc pour tout  mesurable 
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d’où  

 

Sachant que le dual de  est  on obtient  

 

et cela  ; on déduit alors 

. 

2) Suffisance : supposons 

   

Posons  

 

et notons que 

, 

alors en intégrant on aura  

. (I,4) 

Par application de l’inégalité de Hôlder on a : 
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d’où 

 

En appliquant le théorème de Fubini : 

 

On utilise  (I,4)  

 .  (I,5) 

D’autre part on a 

 

d’où 

 . 

Ceci donne  

 ;  (I,6) 

et   

 ; (I,7) 

alors  (I,6) appliquée dans  (I,5) donne 

.   (I,8) 
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En Notant que  

 

(I,8) devient  

. 

et en appliquant (I,7) on obtient 
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chap. II  :  Inégalité de Hardy dans 

l'espace Lp (0<p<1) 

1. Préliminaire  

Théorème  II.1   :   Considérons l’inégalité de Hardy :     

 (III)1 

 
1) Si   et  alors il existe  telle que 

l’inégalité (III) soit vérifiée  mesurable sur  où 

la constante optimale est
  

. 

 
2) Si   et  alors  l’inégalité (III) ne 

peut avoir lieu. 

 
3) Si   et  (arbitraire) alors  l’inégalité 

(III) ne peut avoir lieu. 

NB :  la partie 1) n’est autre que l’inégalité de Hardy pondérée avec la 

constante optimale   (chp I  §2). 

Preuve : [{67} (Kufner, Maligranda et Persson 2007) p 23 ] 

1)  Pour  et  voir (théorème  I.2). 

                                           
1 Il s’agit de l’inégalité (III) dans l’introduction. 
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2)  Si  et , considérons  et posons   

 

on a  

 

et  

 

L’inégalité  (III)  ne peut donc avoir lieu pour tout  mesurable. 

3)  Si . Fixons  et posons 
 
; on a :  

a) Si  on a pour le premier membre de l’inégalité (III)   

 

alors que pour le second 

 ; 

on déduit que l’inégalité  (III)  ne peut avoir lieu pour tout  mesurable. 

b) Si , supposons qu’il existe  pour laquelle l’inégalité 

(III)  est vraie  mesurable.  
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Alors on a pour   (  arbitraire) 

 

lorsque  et par suite l’inégalité (III)  ne peut avoir lieu pour tout  

mesurable. 

 

2. Inégalité de Hardy pour les fonctions décroissantes  

On a vu au paragraphe précédent que pour  l’inégalité  de 

Hardy avec poids    n’a pas lieu pour toute fonction mesurable 

sur . 

Par contre elle est vérifiée avec l'hypothèse supplémentaire de 

monotonie. Ce résultat a été démontré par (V. Burenkov 1989) [voir {22}] 

utilisant une technique de discrétisation basée sur le lemme suivant 

Lemme:  pour tout  il existent  telles que pour 

toute fonction  positive monotone on a 

 

mais pas avec une constante optimale. Plus tard  il a donné une autre preuve 

où il précise la constante optimale [voir {23}  (V. Burenkov 1992)]. 

Théorème  II.2 :  Soient   et  , alors pour 

toute fonction  positive décroissante sur  on a : 

. 

Si  alors la constante   est optimale. 

Si  l'inégalité n'est pas vérifiée. 
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Pour la preuve on aura besoin des lemmes suivants : 

Lemme 1. Soit ,  si   alors 

. 

Preuve [{23} (Burenkov 1992)] :  

Soit , considérons sur  la fonction   

 ,    ; 

alors 

 

donc pour  on a    i.e.  

 

d’où   

 

On déduit que si   

  . (II,1) 

Maintenant on montre par récurrence que  on a: 

 . 

L’inégalité est évidente pour . Supposons qu'elle est vraie pour 

un certains , alors étant donné que  est décroissante on a 

 d’où pour  

 , 
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et d'après (II,1)  puis l'hypothèse de récurrence : 

 

donc  

 

en passant à la limite ( ) on obtient  

  

 

Lemme 2. Soient ,  . Si la fonction 

 est décroissante sur (a, b), alors 

 

Preuve [{23} (Burenkov 1992) ] :  Nous supposerons que  (le cas 

 est obtenu par un passage à la limite). 

Etant donnée une fonction  et décroissante sur  ; fixons  

et [en divisant  en sous intervalle de longueur ]  on pose pour 

tout  avec  :  

 

(pour  on pose ). 

Pour tout  on a  

   (II,2), 

et, sauf peut être sur un ensemble dénombrable dans , on a : 

. 
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D’après le lemme 1 on a  

 

or pour tout  ,   d’où 

 

et d’après (II,2) 

 

En passant à la limite ( ) nous obtenons le résultat 

 . 

 

Preuve. du théorème : [{23} (Burenkov 1992)] 

Soit  une fonction décroissante sur , alors d’après le lemme 2  puis 

le théorème de Fubini on aura  

 



35 
 

et comme  on obtient 

 

 

Constante optimale : [{23} (Burenkov 1992)] 

Soit , pour    on pose  

 

alors d’une part on a 

 

et d’autre part on a 

 

ce qui confirme l’optimalité de la constante . 

 

Remarques :  (à propos de la condition on a   ) 

1)   si  alors le second membre de l’inégalité est toujours infini. En 

effet  étant positive et décroissante, considérons  tel que  , on 

a alors : 

 

L’inégalité est donc triviale. 
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2)   si  alors 

 

est positive décroissante sur  et on a :  

a)    

b)  

et donc l'inégalité n’est pas vérifiée pour .  

3. Inégalité de Hardy avec une condition plus faible que la 

monotonie 

Dans leur article (Burenkov, Senouci et Tararykova 2010) [voir {25] 

avaient besoin d’une inégalité type de Hardy avec  pour une 

fonction  définie pour  par : 

 

où  désigne la différence d’ordre 1 avec le pas . 

Or  n’est pas une fonction radialement décroissante, c'est-à-dire 

qu’elle n’est pas de la forme  avec  décroissante, ce qui ne 

permet pas d’utiliser l’inégalité de Hardy pour les fonctions décroissante 

du §2 (précédent) . 

Par contre  cette fonction vérifie l’inégalité suivante [voir {25}  p10 ] 

 . 

Soit une fonction  radialement décroissante, alors on a  
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donc l’inégalité du genre  

 

est une condition plus faible que la monotonie. 

On présente ci-dessous les résultats de {89} mais d'une autre manière 

qui permet une amélioration de la constante :  

Théorème  II.3   :  Soient   ,  et  .  

Si une fonction  mesurable sur  vérifie ,  

 ( ) et  pour presque tout : 

 (II,3) 

alors il existe  telle que :  

  

où   est une constante optimale. 

Pour la preuve on a besoin du lemme suivant : 

Lemme : Soit   , sous les hypothèses du théorème,  

si  vérifie pour presque tout  : 

  (II,3)  

alors on a :  

  (II,4).  

Preuve du lemme :  Soient   et  vérifiant presque partout  dans  

 l’inégalité (II,3) , alors on a l’identité 

 ; 

on applique (II,3) (en notant que ) 
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et en intégrant sur  on obtient   

 . 

On passe aux coordonnées sphériques dans le second membre 

 . 

On pose  

 

alors  

  

d’où 

 

On déduit alors l’inégalité  (II,4) 

 . 

 

Preuve du théorème :   étant une fonction  mesurable sur  vérifiant 

l’inégalité (II,3) presque partout dans  , alors d’après l’inégalité (II,4) du 

lemme précédent on a (rappelons que ) 
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en vertu du théorème de Fubini on a 

 d’où le résultat désiré 

 . 

Constante optimale : considérons pour   

  , 

On a 

 

Passons aux coordonnées sphériques dans le second membre  

 

d’où 

 

et donc  

  . (II,3 bis) 
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En reprenant les calculs de la preuve du lemme  on a 

 ; 

en appliquant (II,3 bis)  on obtient  

 

On intégre sur  et on passe aux coordonnées sphériques dans le 

second membre  

 

On déduit  

  . (II,4 bis) 

On reprend les calculs de la preuve du théorème on trouve en 

appliquant (II,4 bis)  
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d’où   

 

, 

ce qui confirme l’optimalité de la constante 
.
 En outre 

l’égalité est atteinte par  . 

  

Remarque :   

  Les arguments de la remarque du paragraphe précédent restent 

valables pour la dimension . La condition  dans le 

théorème est nécessaire. 

Si  alors: 

 

est positive radialement décroissante sur , donc vérifie l’hypothèse du 

théorème II.3 .   

D’un coté on a  

  
De l’autre coté on a 
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or pour  on aura  d’où 

 

donc le théorème n’est pas valide pour . 

3.1. Cas  n=1  

En prenant dans le théorème précédent  on aura : 

Corollaire  II.3.1 ( ) : Soient ,  et .  

Si une fonction  mesurable sur  vérifie pour tout 

,   et pour presque tout  :: 

 

alors on a :  

 

et la constante  est optimale.  

3.2. Cas de fonction à variation lente (n=1) :  

Si une fonction  est à variation lente alors  est aussi à variation lente 

et on a [voir Préliminaires et notations § 2]  

, 

et donc il existe  telle que  

. 

L’inégalité (hypothèse) du corollaire II.3.1 (précédent) est vérifiée, d’où 

Corollaire  II.3.2  :  Soient   et   .  

Si une fonction  définie sur  est à variation lente , 

alors il existe  telle que :  

 . 

et la constante  est optimale. 
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NB :  ceci montre que la classe des fonctions vérifiant la condition de 

« monotonie affaiblie » contient , en plus de l’opérateur de différence  de 

pas  , la classe des fonctions à variations lentes (dont ,  où 

 et ,   avec  , etc … [voir par exemple  

{13} , {83} et {88} ]) . 

3.3. Cas de fonction décroissante (n=1) :  

Si une fonction  est décroissante alors 

. 

et donc l’hypothèse du corollaire II.3.1 est vérifiée avec  d’où :  

Corollaire  II.3.3   :   Soient    et  .  

Si une fonction  est décroissante sur  alors on a : 

 

et la constante  est optimale. 

NB :  on retrouve ainsi l’inégalité de Hardy pour les fonctions 

monotones (théorème  II.2) . 

4. Une Inégalité pour l'opérateur de Hardy généralisé 

Le but de ce paragraphe est d'étendre l’inégalité de Hardy dans le 

théorème  II.3 à l'opérateur de Hardy généralisé. Ce travail a fait l’objet d’une 

publication [voir {4}]. 

Soit  une fonction poids définie sur . L’opérateur de Hardy 

généralisé est défini comme suit : 

 

où    pour tout . 

Notons que si  alors l’opérateur précédent n’est autre que 

l’opérateur usuel de Hardy  

   .  
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Théorème   II.4  : Soient  ,  ,  ,   et 

 une fonction poids sur  telle que : 

. 

Si une fonction  mesurable sur  vérifie pour 

presque tout    

 
 (II,6), 

alors   on a :  

 

où   . 

Pour la preuve nous aurons besoin de quelques propositions auxiliaires. 

Lemme 1 : Soient  ,   et  une fonction poids sur 

  telle que : 

 , 

alors pour tout  on a :  

 (II,5) 

où   . 

Preuve :  par hypothèse on a pour   

 ; 

En intégrant par rapport à  on obtient 
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et comme  on déduit que 

 

D’autre part pour  on a  et par intégration par rapport 

à , on a 

 

d’où 

 

 

Lemme 2 : Soient ,  ,   et  une fonction 

poids sur  telle que : 

. 

Si une fonction  mesurable sur  vérifie pour 

presque tout   on a  

 
 (II,6), 

alors   on a :  

 

où   . 

Preuve : Soit  mesurable sur  vérifiant  l’inégalité (II,6) , 

alors  

, 
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d’où  

 

en appliquant le Lemme 1 on obtient  

 

On déduit par intégration par rapport à  

 

d’où (sachant que ) 

 

 

Preuve du théorème :  Soit  mesurable sur  vérifiant  

l’hypothèse (II,6) ,  alors en appliquant le lemme 2 :  

 

et en vertu du théorème de Fubini on aura  

 . 
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Comme  on obtient  

 

Rappelons que    d’où  

 

 

Constante optimale : Soient   et  une fonction poids sur    

telle que : 

 

et supposons que pour  on a 

    

alors (en suivant les mêmes étapes que celle de la preuve du lemme 1) on 

aura pour tout   

  (II,5 bis) 

où .  

Fixons  et  et considérons pour   

  . 

Alors on a 
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On multiplie par  

 

et en intégrant 

 

donc l’hypothèse (II,6)  du théorème II.4 est vérifiée et on a en fait égalité. 

On déduit  

 

d’où  

 

et d’après (II,5 bis) on obtient  

 

On déduit par intégration par rapport à  
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d’où (sachant que )  

 . 

On pose , alors en intégrant on aura :  

 

Le théorème de Fubini donne  

 

Comme , alors  

 

d’où on conclu que si  est optimale dans l’inégalité 

 

alors  est optimale dans l’inégalité 

  

où  est arbitraire positive et  mesurable sur  vérifie (II,6) . 

 

4.1. Cas sans poids i.e.   

Si  alors  et (II,6) devient 

 , 
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donc  

 
On pose  alors  d’où  

. 

Corollaire  II.4.1  :   Soient  , ,  . 

Si une fonction  mesurable sur  est telle que pour 

presque tout   on a : 

, 

alors on a :  

 

où   . 

NB :  on retrouve le résultat du corollaire  II.3.1 au §3 avec la constante 

optimale   où  . 

4.2. Cas de fonction monotone et  

Si . alors  . Si  est décroissante sur  alors 

 pour tout  et (II,6) avec   devient 

 

donc (II,6)  est vérifié pour  . 

De même l’hypothèse du Corollaire II.4.1 est vérifiée avec 

 et dans ce cas on a  car  d’où 
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Corollaire II.4.2  : Soient  ,  , . Si 

une fonction  sur  est décroissante  alors on a :  

 

où   . 

NB :  on obtient le Théorème  II.2  du § 2 ainsi que le Corollaire  II.3.3  du § 

3 avec constante optimale  . 

5. Une Inégalité type de Hardy avec poids 

Rappelons que dans le théorème  II.3  l’inégalité type de Hardy 

concernait l’opérateur  entre les espaces  et  avec 

, à savoir  : 

 

Le but de ce paragraphe est d'étendre le résultat aux espaces de 

Lebesgue avec poids plus généraux  et . Ce travail a fait 

l’objet d’une publication [voir {6}]. 

On adoptera les notations suivantes : pour une fonctions  

mesurable sur  on pose  

. 

En coordonnées sphériques on a (pour  par exemple) 

 ; 

notons que si  est radiale i.e.  alors  

 . 
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Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant : 

Théorème   II.5  : Soient  ,   et des fonctions 

poids  et  définis respectivement sur  et . 

 Supposons que  

a) Il existe   tel que   , (II,7)  

et 

b)     . (II,8)  

 Si une fonction  mesurable sur  vérifie pour 

presque tout    

 

 (II,9)  

alors on a :  

 
 (II,10)  

où    et    

 Si de plus on a  

 

 (II,11) 

alors   est une constante optimale. et il existe  

non nulle vérifiant la condition (II,9) pour laquelle (II,10) 

devient une égalité. 

La preuve du théorème est basée sur plusieurs résultats préliminaires. 

Notons  l’ensemble des fonctions positives mesurables pour 

lesquelles il existe  tel que (II,9) soit vérifiée. 

Lemme 1 : Soient   et  une fonction poids sur . 

Supposons en outre la condition (II,9)  vérifiée avec  

pour presque tout . 
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1) Si   alors  alors  l’ensemble  est 

réduit à un seul élément (la fonction nulle). 

2) Si    pour un certain   et   

   ; 

alors    on a   pour presque tout  . 

Preuve :  

1) cas 1 :  Soit  alors pour  fixé, en appliquant l’inégalité de 

Holder (notons que le conjugué de  est ) puis (II,9) on a : 

 

d’où pour tout  on a 

 

Soit pour  arbitraire 

 

alors on a pour tout  

 

et en notant que  
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on déduit par passage à la limite  

 

i.e. que pour tout  on a 

  

Ceci n’est possible que si  pour tout , en 

particulier  

 (II,12)  

où . 

Si  le résultat est établi sinon on montre que 

 

On a par définition de    

 

Supposons que   

 , 

alors la fonction  est continue et par suite il existe 

 tel que  

 

et d’après la définition de  on doit avoir   ce qui est 

impossible. Donc  

 

De (II,12) et (II,9) on déduit que pour presque tout : 

 (II,9 bis) 

En reprenant les arguments établis précédemment on a pour   

[inégalité de Holder puis (II,9 bis) ] :  
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On pose  

 

et on montre que 

 

et par suite  

 . 

Si  le résultat est établi sinon on montre que 

 

On répète ainsi la procédure … à un certains moment   et donc 

, sinon on aura une suite de boules  

 où    

avec  

 

et  

 . 

Montrons que . Si ce n’est pas le cas on doit avoir d’après 

l’hypothèse 

. 

On a    

 

et par suite  

 , 

contradiction, donc  et  

 . 
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2) cas 2 :  On Suppose    pour un certain  et   

. Alors en remarquant que la fonction 

 est croissante on a 

. 

On obtient ainsi une condition similaire au cas 1  sur l’intervalle   

au lieu de  et avec la même procédure, mais avec la restriction , 

on montrera que  

 . 

En effet, étant donnée , on montre [ en vertu de l’inégalité de 

Holder puis (II,9) ] que pour tout  :  

 

On définit pour   

 

alors pour tout  on a 

 ; 

ce qui n’est possible que si  pour tout , en 

particulier pour . Donc 

 . 

Si   le résultat est établi. Sinon on montre, grâce à la continuité de la 

fonction  , que 

 , 

et pour presque tout : 

 . 
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On reprend ainsi la procédure pour montrer que en posant  

  

On a  

 . 

Forcément il existe  pour lequel on a  et  

 ; 

sinon on aura une suite de boules   

  où   

avec   

  

et  

 . 

Alors   

 

et par suite  

 

Donc    et   . 

Remarques :   

1)  Ce lemme met en évidence la nécessité de la condition (II,7)  sur le poids 

 dans le théorème. Sans cette condition la classe des fonctions vérifiant 

l’inégalité (II,9)  se réduit à un seul élément : la fonction nulle presque 

partout. 

2)  Dans le Théorème II.3  qui correspond à un cas particulier du  

Théorème II.5  (précédent) on a , et dans ce cas  on a 

. 
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Lemme 2 : Soient  ,  ,  une fonction poids sur 

 vérifiant. 

a) Il existe  tel que   (II,7)  

b) Pour tout    (II,11)  

1) S’il existe  telle que 

 

   ,     (II,13)  

 alors   et on a égalité dans  (II,9) i.e. : 

 ,       (II,14)  

2) Si de plus   est radiale alors : 

 si on a égalité dans (II,9)  (i.e. (II,14)  est vérifiée) pour 

 et radiale  alors inversement  est de la 

forme (II,13) . 

Preuve :  étant donné un poids  sur  vérifiant (II,7) et (II,11)  

1)  supposons qu’il existe  telle que [voir notations dans introduction] 

 . (II,13)  

Soit , intégrons sur   

 , (II,13 bis) 

on pose  

 

alors       et (II,13 bis)   peut écrire 

 ;

 



59 
 

d’où 

 d’où 

  , 

et en vertu de (II,13)  on obtient (II,14) à savoir 

  . 

2)  On suppose  et radiale et soit  et radiale vérifiant 

l’égalité dans (II,9), i.e. 

  ,    (II,14)  

Si  alors  est trivialement de la forme (II,13). On 

supposera désormais  non équivalente à la fonction nulle sur . 

En passant aux coordonnées sphériques dans (II,14) on obtient  

 

et on déduit que 

 (II,15)
 

On pose  
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alors (II,15) s’écrit 

 ; (II,15 bis)
 

on pose aussi  

 
alors  

    . 

et en multipliant (II,15 bis)  par  on obtient  

  . (II,16)  

Soit 

  ; 

on a  (  est non équivalente à la fonction nulle sur ) et la 

fonction  étant croissante  

 

On note que  ; on montre que  . En effet si , 

alors : 

1)  D’une part on a  , à cause de la continuité de la fonction . En 

effet si   alors, par continuité de  par rapport à , il existe  tel 

que  sur  ce qui contredirait la définition de . 

2)  D’autre part de (II,16) on déduit que pour tout   

 

en intégrant sur  

 

et de là  

  (II,17)  

On passe à la limite  

 ; 
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d’où la contradiction. Donc forcément  et (II,17)  devient  

  .  (II,17 bis) 

De (II,15) et (II,16) et (II,17 bis)  on obtient   

 

donc   

 

Puisque  et  sont des fonctions radiales on a  et  doù 

  

Comme  on obtient 

  

avec     

 

Exemples :  

1) si  avec  alors l’égalité dans (II,9) est atteinte pour  

 , 

2) si  alors l’égalité dans (II,9) est atteinte pour  

. 
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3) si  est radialement décroissante alors l’égalité dans (II,9) est réalisée avec 

 et est atteinte pour . 

Lemme 3 : Soient  ,  une fonction poids sur  vérifiant. 

Il existe   tel que   . (II,7)  

1) Si une fonction  mesurable sur  vérifie pour  

    (II,9)  

alors on a   :  

   (II,18)  

2) Si en plus on a  

 (II,11)  

alors  la constante  est optimale dans (II,18) où l’’on obtient 

égalité pour toute fonction définie par  

 

   ,    (II,13)  

3) D’autre part Si  est radiale et vérifiant (II,7) et (II,11) 

alors si  on a égalité dans (II,18) pour  et radiale  

alors inversement  est de la forme (II,13) . 

Preuve :  

1)  Soit une fonction  mesurable sur  vérifiant pour   

l’inégalité (II,9) ; en notant que  on a   

 

d’où  

 . 
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On intègre sur  en utilisant les coordonnées sphériques  

 

On pose  

 

alors  

. 

d’où 

 . 

2) On suppose en plus que  vérifie la condition (II,11)  et considérons 

une fonction  définie sur   par  

   ;      

d’après le lemme 2 on a  et vérifie (II,14) i.e.  

. 

En reprenant les calculs précédents ( partie 1) ) on obtient 

 

d’où  

., 
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et par intégration sur  en utilisant les coordonnées sphériques on 

obtient 

. 

3) On suppose que  est radiale vérifiant (II,7) et (II,11). Considérons 

 et radiale vérifiant l’égalité dans (II,18)  i.e.  

   ;  

en utilisant les coordonnées sphériques on a : 

, 

d’où  

. 

On dérive par rapport à  

 , 

d’où  

. 

En élevant à la puissance  et multipliant par  

 ; 

en posant   on obtient  

  . (II,19) 

On suit la même procédure que dans la preuve du lemme 2 pour 

déduire que pour presque tout  : 

  

De là (II,19) devient  
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et comme  et   

 , 

d’où
 

 

avec  

 

 

Preuve du théorème  II.5  :  sous les hypothèses du théorème, en utilisant le 

lemme 3  [ partie n° 1) ]  on obtient  

 

En vertu du théorème de Fubini on a 

 

d’où l’inégalité  (II,10)  

  

avec   , et  . 
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Constante optimale : on suppose en plus que (II,11) est vérifiée et on considère 

pour  

 , 

alors d’après le lemme 2  [ partie n° 1) ]  on a  

 

et donc l’hypothèse (II,9) du théorème est vérifiée, alors d’après le lemme 3  

[partie n° 2) ]  on a pour  

. (II,20)  

En reprenant le calcul dans la preuve du théorème II.5 pour la fonction 

 en tenant compte de (II,20) on aura 

 
le théorème de Fubini donne 

 

d’où le résultat   

 

avec  , la constante  est donc optimale  

dans  (II,10) .  
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5.1. Cas de poids spéciaux  

En posant dans le Théorème II.5  précédent  

  et    

on a : 

a) Pour    , 

b)  ,  pour 

 .   

Dans ce cas  

 , 

c)  , 

d) pour  tout   on a 

 , 

e) on a

 
 

d’où l’on déduit  

Corollaire II.5.1 : Soient  ,   et  .  

 Si une fonction  mesurable sur  vérifie pour 

presque tout    

   (II,9)’ 2  

                                           
2 l’inégalité (II,9)’ est l’inégalité (II,9) dans le Théorème II.5 pour  et   
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alors on a :  

 
 (II,10)’ 3  

où   est une constante optimale. De plus 

pour  qui vérifie la condition (II,9)’ , 

l’inégalité (II,10)’ devient une égalité. 

NB :  on retrouve le résultat du théorème  II.3  avec la constante optimale 

 

5.2.  Cas n=1  

Corollaire  II.5.2  : Soient  ,  , des fonctions 
poids  et  sur .   Supposons que  

a) Il existe    tel que   ,(II,7)  

et 

b)      . (II,8)  

 Si une fonction  mesurable vérifie pour presque tout  
  

 (II,9)  

alors on a :  

 (II,10)  

où    et    

 Si de plus on a  

 (II,11)  

alors   est une constante optimale. 

                                           
3 l’inégalité (II,10)’ est l’inégalité (II,10) dans le Théorème II.5 pour  et 

. 
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5.3. Cas de poids spéciaux avec n=1  

Si on prend  et  sur  alors on obtient  : 

Corollaire II.5.3 : Soient  ,   et  .  

 Si une fonction  mesurable sur  vérifie pour 

presque tout    

 (II,9)’’ 4  

alors on a :  

 
 (II,10)’’ 5  

où   est une constante optimale. 

NB :  on retrouve le résultat. du Corollaire II.3.1 avec la constante optimale 

 . 

5.4. Cas de fonction décroissante avec poids spéciaux et n=1 :  

Si en plus de   et  définis sur , on a  qui est une 

fonction décroissante alors (II,9)’’ est vérifiée avec  d’où :  

Corollaire II.5.4 : Soient   et  .  

 Si une fonction  est décroissante alors on a :  

 
 (II,10)’’  

où   est une constante optimale. 

NB :  on retrouve ainsi l’inégalité de Hardy pour les fonctions monotones 

(théorème II.2)  et celui du Corollaire II.3.3 avec constante optimale 

 . 

                                           
4 l’inégalité (II,9)’’ est l’inégalité (II,9) dans le Théorème II.5 pour  et .  

5 l’inégalité (II,10)’’ est l’inégalité (II,10) dans le Théorème II.5 pour  et .  
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chap. III  :   Applications 

La forme différentielle de l'inégalité type de Hardy est mieux adaptée 

pour les applications, plus particulièrement pour les équations différentielles. 

Rappelons l’inégalité « moderne » de Hardy (I,4) [voir chp I §4]  

 ; 

en posant  celle-ci s’écrit 

 ;  (III,1) 

Le cas multidimensionnel sans poids de l’inégalité (III,1) s’écrit  

 (III,2) 

où  et  . 

Remarque : 

L'inégalité de Hardy dans  : 

 

est l’équivalent du principe d'incertitude de Heisenberg de la physique moderne qui 

énonce que : «Il est impossible de connaître à la fois la position et la quantité 

de mouvement d’un objet de manière précise»  et qui s'écrit 

 

En effet, en utilisant l'inégalite de Cauchy_Schwartz on a 
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et de l'inégalite de Hardy (précédente) on déduit 

 . 

 

1. trace d’un espace de sobolev particulier 

Définition : soient , ,  et 

. On dit que la fonction  est une trace 

de la fonction  sur  si pour toute suite 

 telle que  dans  on a  

  dans . 

On note   . 

 

Théorème  1 : soient  et .  il existe 

une suite   telle que  dans 

; 

i.e.    est dense dans . 

On se pose la question : est ce que  et  il existe 

une trace  de  ?  

La réponse est fournie par le théorème suivant. 

Théorème  2  : (existence de trace)  soient ,  et 

. 

Pour que tout  admet une trace sur  il faut et 

il suffit que : 

      si     

   et   si   . 
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Théorème  3  :  soit  et . On a 

 

NB :  si  et  alors   

et en particulier si  alors . 

On s’intéresse en particulier à la partie  

 

pour  et  . Dans ce cas on a  

 

où    est l’espace 

de Besov muni de la norme : 

 . 

Théorème  4  :  soit  . On a 

 

Preuve  : on montre que  

   . 

où  est une constante indépendante de . 

a) supposons  :  alors  

.  (1) 

D’une part du théorème 2 on a  

  ; (2) 

et d’autre part 
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d’où 

 

En notant  on déduit 

 

où  sont respectivement la première , deuxième et troisième 

intégrale dans le dernier membre de l’inégalité ci-dessus. On a 

 (3) 

On va estimer les valeurs  . En vertu de l’invariance par rapport à 

la translation de la norme  puis  du théorème de Fubini on a 

 
où . 

On applique maintenant l’inégalité de Hardy à l’intérieur des crochets 

 ;

 
On évalue   : 
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D’après l’inégalité de Holder puis le théorème de Fubini puis  

l’invariance de la norme  on a 

 

donc 

 

 . (5) 

De (1)-(5) on déduit que  

 

i.e.   

  (**) 
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b) si  : en vertu du théorème1 considérons une suite 

 telle que  dans . 

On montre que  est une suite de Cauchy dans .  

En remarquant que , On a d'après (**), il existe 

une constante  telle que  

 

On en déduit qu'il existe une fonction  telle que  

  dans    

donc dans  et par suite dans  car . 

Alors d'après la définition , et d'après (**) on a pour tout 

 fixé  

 

et par continuité de la norme, en faisant  on obtient  

; 

donc  

. 

2. Equations aux dérivées partielles 

Les inégalités de type Hardy sont importantes en analyse fonctionnelle 

et dans la théorie des EDP. Elles sont très utilisées pour l’étude de l’existence, 

l’estimation et la régularité des solutions ainsi que leurs comportements 

asymptotiques [voir par exemples : {7} , {19} , {41} , {103} ]. 

Dans ce qui suit, on va présenter un exemple d’équations aux dérivées 

partielles où on utilise une inégalité de Hardy pour établir l’existence de 

solutions . 

Le théorème suivant est un des outils importants dans la résolution des 

équations aux dérivées partielles, qui permet dans des espaces de Hilbert de 

représenter certaines formes bilinéaires à l’aide du produit scalaire (une 

extension du théorème de représentation de Riesz) [voir. {20} p140] . 
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Théorème de Lax-Milgram : Soient   un espace de Hilbert de 

produit scalaire  et de norme  ;   

une forme bilinéaire continue et coécrive  i.e.  qu’ils existent 

deux constantes  et  telles que  

 

 

alors  il existe  unique tel que  

. 

Un autre outil utilisé est une inégalité de type Hardy, dite aussi de 

Poincaré. Rappelons que pour un domaine  on a 

 .  

Lemme (inégalité de Poincaré ) :  soit  ouvert et borné 

dans une direction. il existe  telle que  

. 

Preuve  [{55}  (Hunter 2014) p 98 ] :  

 étant dense dans , il suffit alors de montrer que l’inégalité 

est vérifiée . Supposons que le domaine Ω est borné suivant la 

direction  ( ) et posons  avec . 

On a :   

 . 

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on a 

  

donc 

 , 

en intégrant par rapport à  puis par rapport à  on obtient :  

 



77 
 

Comme , en prenant  on déduit le résultat du lemme. 

 

Considérons maintenant l’équation différentielle suivante [{20}  p295] : 

 (III,4) 

où  est un domaine borné, ,   et 

 une matrice symétrique et strictement elliptique, i.e. il 

existe  telle que : 

 ,    ,  . 

En multipliant l’équation (III,4) par  et en intégrant sur le 

domaine  on obtient :  

 

Définition :   est dite solution faible de (III,4) si :  

. 

Par densité on aura :  

.  

Supposons que le domaine Ω est assez régulier (au moins de classe  

par morceaux [voir {20} p272]), ,  

et  tels que : 

. 

Théorème :  pour tout ,  le problème (III,4) admet une 

solution faible . 
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Preuve du théorème.  

En définissant la forme bilinéaire  sur   par :  

 , (III,5)
 

On voit que  est une solution faible de (III,4) si :  

  (III,6) 

et pour résoudre (III,6) , on va appliquer le Théorème de Lax-Milgram . 

Pour cela on va montrer le lemme suivant : 

Lemme : La forme bilinéaire  est continue et coercive sur 

 . 

Preuve du lemme. 

i) Continuité : Pour tout , de l’inégalité de Cauchy-Schwartz on 

obtient : 

 

Comme   on obtient : 

 

d’où la continuité de  sur  . 

ii) Coercivité : pour tout  on a  
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et d’après l’ellipticité de ,  , et la condition  

 presque partout, on obtient  

 

et de l’inégalité de Poincaré, on déduit : 

 

d’où la coercivité de . 

Ce qui termine la preuve du lemme.  

 
Fin de la preuve du théorème : 

En appliquant le Théorème de Lax-Milgram,  pour tout  le 

problème admet une unique solution  du prolème (III,6) , qui elle-

même est l’unique solution faible de (III,3) dans  . 

3. Equivalence de  quasi-normes  (normes) dans les espaces de Besov 

liées à une fonction à variation lente 

(Gurka et Opic 2005) [voir {43}] dans leur article ont considéré des 

espaces de Besov avec le paramètre de régularité classique  et un 

deuxième paramètre de régularité (itération logarithmique)  

 

où  est une itération de la fonction logarithme qui est une fonction à 

variation lente. 

(Caetano, Gogatishvili et Opic 2011) [voir {27}] ont traité des espaces 

de Besov avec le paramètre de régularité classique  et une fonction à 

variation lente comme deuxième paramètre de régularité. 

On va d’abord définir les espaces de bessov (à deux paramètres de 

régularité) via les différences qu’on notera  et via le module de 

continuité qu’on notera . 
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On établira ensuite deux inégalités-type de Hardy pour  et pour 

 qu’on utilisera par la suite pour montrer l’équivalence de normes 

(quasi-normes) de ces deux espaces et par conséquent  . 

On donne ici la définition de l’espace de Besov via le module de 

continuité, avec deux paramètres de régularité : le paramètre classique  

et une fonction à variation lente  comme deuxième paramètre de régularité : 

Définition  III.3.(a)  : Soient   , ,  , 

 et une fonction à variation lente  sur . 

L’espace de Besov  est constitué des fonctions  

telles que : 

  

avec   , (III,7)  

où    , 

et     (III,8)  

On donne maintenant la définition de l’espace de  via les 

différences, avec toujours les deux paramètres de régularité : 

Définition  III.3.(b)  :  Soient   , ,  , 

 et  une fonction à variation lente sur . On 

dit que  si  et : 

  

avec   ,  (III,9) 

où   , 

et       (III,10)  

 

Remarque :  En fait on a aussi montré l’équivalence, indépendemment de 

l’ordre , entre les normes (quasi-normes) dans  [voir {5}]. Comme 
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conséquence on obtiendra l'équivalence entre les normes (quasi-normes) dans 

l’espace de Besov  indépendemment de l’ordre  . 

3.1. Inégalités type de hardy  

Nous aurons besoin des inégalités-type de Hardy suivantes : 

Lemme  III.3.1.(a)  :  Soient   et  et  une fonction à 

variation lente alors pour toute fonction  mesurable il 

existe  telle que : 

. (III,11) 

Preuve :  en utilisant les coordonnées sphériques (III,11) s’écrit : 

.

 

Posons   alors 

  

et on obtient l’inégalité suivante : 

 (III.12)  

D’après un résultat de [ (Okpoti, Persson et Sinnamon 2008), voir {76} , 

Théorème 2.1]  (III.12) est équivalente à 

 (III.13) 

où   est le conjugué de  ( ). 

Une caractérisation (condition nécessaire et suffisante) due à  

[ (Okpoti, Persson et Sinnamon 2007), voir {77} , Proposition 1] affirme que 

la validité de (III.13)  mesurable est équivalente à :  

. 

D'aprés la propriété 2 [voir Préliminaires et notations §2]  et  sont à 

variations lentes, puis en vertu de la propriété 4  
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 a)  

 b)   ;

 

d’où l’existence de  telles que  

 

et par consequent 

 
 

Lemme  III.3.1.(b)  :  soient  et  et  une 

fonction à variation lente. Si une fonction mesurable  

vérife  : 

 

alors il existe  telle que  

(III,14)  

Preuve :   pour tout   on a l'identité suivante : 

 

et d’après l’hypothèse on obtient  :  
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en intégrant par rapport à  (  arbitraire) 

 . 

On utilise les coordonnées sphériques à droite 

 

On pose    alors  

 

d’où   

 . 

En appliquant cette dernière inégalité puis le théorème de Fubini on obtient  
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D'après la propriété 4 [voir Préliminaires et notations §2] il existe  

telle que 

 , 

d'où 

 

 

3.2. Equivalence des normes (quasi-normes) liées aux différences 
et au module de continuité 

Maintenant on montre pour  fixé l'équivalence entre les normes 

définies via les différences et celles qui sont définies à l'aide du module de 

continuité pour successivement  ,  et  . 

Theoreme  III.3.2  : Soient   , ,  , 

 et  une fonction à variation lente  . On a  

si   :  les normes (III,7)  et  (III,9)   sont équivalentes   

si     :   les normes (III,8)  et  (III,10)   sont équivalentes.  

On déduit que  . 

3.2.1. Cas   

On a  

 , 
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on  déduit 

  

d’où  

 
 (1) 

Dans l’autre sens on a besoin de l’inégalité suivante [voir {24}] : ,  

, alors   il existe    telle que : 

  
 (E)

 
d’où :  

 

et par suite 

 
donc  

  

En posant    on aura : 

. 
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Appliquons l’inégalité-type de Hardy (III,11) du Lemme  III.3.1.(a)  

 d’où  

 
 .
 
 (2)

 

De (1) et (2) on déduit alors que pour  

 . 

 

3.2.2. Cas   

D'une manière analogue au cas précédent ( ) on montre que  

  (3)
 

Pour l'inégalité inverse on utilse  (E) [voir {24}] d’où :  

 . 

En posant    on aura : 

. 

D’autre part d'après [{25} Corollary2 p9 ] on a 

 , 

alors pour  : 

 . 
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Si   alors 

 

i.e.  

 

L’hypothèse du Lemme  III.3.1.(b) est donc vérifiée . On applique l’inégalité-

type de Hardy (III,14)  

 

par conséquent  

 

donc  

  (3) 

de (2) et (3) on déduit que pour  on a  

 . 

  

3.2.3. Cas   

Il est clair que  

  

d’où 

 

donc 

  (4) 
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Inversement , on a  

  

et en vertu de la propriété 4 ii)  [voir Préliminaires et notations §2] il 

existe  telle que  

 ; 

d’où 

  

i.e. 

 . (5) 

On déduit de (4) et (5) que  

 . 
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Appendice 1 : Résumé « inégalités en normes (quasi-normes) » 

On rappelle que pour une fonction mesurable donnée  définie sur 

 égal à  ou  on a pour  

 ; 

mais dans beaucoup d’ouvrages (articles ou autres) on trouve la notation 

suivante ( ) : 

. 

Dans cet appendice on va reformuler les résultats énoncés dans la thèse 

en utilisant ce mode de notation. Il suffit de poser  dans les énoncés 

des théorèmes et corollaires. Rappelons que son conjugué  est définie par la 

relation . 

Dans tout ce qui suit on désigne par  

1/  l’opérateur usuel de Hardy défini sur  par  

 . 

2/  l’opérateur de Hardy généralisé défini de l’espace de Lebesgue 

pondéré  vers  par  

 

 où  pour tout . Notons que  . 

3/  l’opérateur de Hardy version dimension  noté défini de 

 vers lui-même par  

 

où  désigne la boule de centre o et de rayon  dans  et   désigne 

sa mesure. Notons que 
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chp I : Inégalités de Hardy dans l’espace Lp  ( p >= 1 ) 

1. Inégalité de Hardy classique 

1.1. Inégalité de Hardy : cas discret 

Théorème  I.1.1 [{47} (Hardy, Littlewood et Polya, INEQUALITIES 

1934) p 240 ] :   

soient   ,  et . Notons  

et  alors  

   

de plus la constante  est optimale. 

1.2. Inégalité de Hardy : cas continu (intégral) 

Théorème  I.1.2 [{68} (Kufner, Maligranda et Persson 2006) ]:   

soient  et soit  mesurable sur  ; on pose 

, alors  on a  

  

La constante   est optimale.  

NB : on déduit de cette inégalité que l’opérateur  dit de 

Hardy est borné et que . 

2. Inégalité de Hardy avec poids (fonction puissance) 

Théorème  I.2  [{67} (Kufner, Maligranda et Persson 2007)  p 24 ] :   

Soient   et  . Pour toute fonction  positive 

mesurable sur  on a : 

 . 

Si de plus on a    alors la constante  

est optimale. 
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NB :  on déduit de cette inégalité que l’opérateur  est 

borné et que . 

 Corollaire  I.2.1 ( ) :  Soit  ,  alors pour toute 

fonction  positive mesurable sur  on a : 

, 

et la constante   est optimale. 

NB :  on retrouve ainsi l’inégalité classique de Hardy avec la constante 

optimale 
 
 (chp I  §1.2). 

3. Une inégalité de Hardy dans Rn  

Théorème  I.3  :   

Soient   et   . Pour toute fonction  positive 

mesurable sur , alors il existe  telle que : 

 

et si    alors la constante  est 

optimale. 

NB :  on déduit de cette inégalité que l’opérateur 

 est borné et que . 

En remarquant que pour  et  définie sur  on obtient 

l’opérateur usuel de Hardy  , alors on a le corollaire suivant 

Corollaire  I.3.1  (n=1) :   

Soient   et   . Pour toute fonction  positive 

mesurable sur , alors il existe  telle que : 

 

et si    alors la constante  est 

optimale. 

NB :  on retrouve ainsi l’inégalité de Hardy pondérée (théorème  I.2). 

avec la constante optimale  . 
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4. Inégalité « moderne » de Hardy 

Théorème I.4  [{67} (Kufner, Maligranda et Persson 2007)  p 39 ] :   

Soit  , on pose  . Il existe   

telle que l'inégalité  

  

ait lieu    mesurable , si et seulement si : 

 ;
 

et si   est optimale alors  .  

NB :  cela signifie que l’opérateur  est borné et que 

. 

 

chp II : Inégalité de Hardy pour les quasi-normes (0<p<1) 

1. Préliminaire  

Théorème  II.1  [{67} (Kufner, Maligranda et Persson 2007) p 23 ] :    

Considérons l’inégalité de Hardy :   

  (III) 6.
 

 

1) Si   et  alors il existe  telle que  

mesurable sur  l’inégalité (III) est vérifiée , en outre la 

constante  est optimale . 

 

2) Si   et  alors  l’inégalité (III)  ne 

peut avoir lieu. 

 

3) Si   et  alors  l’inégalité (III) n’a 

jamais lieu. 

                                           
6 Il s’agit de l’inégalité (III) dans l’introduction. 
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NB :  la partie 1) n’est autre que l’inégalité de Hardy pondérée avec la 

constante optimale 
 
  (chp I  §2). 

2. Inégalités de Hardy pour les fonctions monotones  

Théorème  II.2  [{21} (V. Burenkov 1992) ] :   

Soient   et  ; alors pour toute fonction  

positive décroissante sur  on a : 

. 

Si en plus   alors la constante 

 est optimale. 

3. type d’inégalité de hardy avec une condition plus faible que la 

monotonie 

Si une fonction  est radialement décroissante, alors on a 

 

qui est donc une condition plus faible que la monotonie. 

On présente ci-dessous les résultats de {89} abordés avec une nouvelle 

approche qui permet une amélioration de la constante :  

Théorème  II.3   :  Soient   ,  et  . Si 

une fonction  mesurable sur  vérifie ,  

  et  pour presque tout : 

 (II,3) 

alors il existe  telle que : 

 

où   est une constante optimale. 



94 
 

3.1. Cas  n=1  

Corollaire  II.3.1 ( ) :  

Soient ,  et . Si une fonction  

mesurable sur  vérifie pour tout ,  

 et pour presque tout  :: 

 
 

alors il existe  telle que : 

 

où   est une constante optimale. 

NB :  ceci montre que la classe des fonctions vérifiant la condition de 

« monotonie affaibli » contient en plus de l’opérateur de différence  de pas 

 la classe des fonctions à variations lentes (dont ,  où 

 et ,   avec  , etc … [voir par exemple  

{13} , {83} et {88} ]) . 

3.2. Cas de fonction à variation lente  (n=1) :  

Si  est à variation lente alors  

, 

et donc il existe  telle que  

. 

Corollaire  II.3.2  :  Soient   et    .  

Si une fonction  définie sur  est à variation lente 

alors il existe  telle que :  

 

où  . 
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3.3. Cas de fonction décroissante (n=1) :  

Si une fonction  est décroissante alors elle vérifie pour tout  : 

 ; 

l’hypothèse du corollaire II.3.1 est donc vérifiée avec  d’où :  

Corollaire  II.3.3   :   Soient    et  .  

Si une fonction  est décroissante sur  alors on a : 

 

où la constante  est optimale. 

NB : on retrouve l’inégalité de Hardy pour fonctions décroissantes avec la 

constante optimale  (chp I §2). 

4. Une Inégalité pour l'opérateur de Hardy généralisé 

On étend l’inégalité de Hardy dans le théorème II.3  à l’opérateur 

généralisé  .  

Ce travail a fait l’objet d’une publication [voir {4} ]. 

 Théorème   II.4  : Soient  , , ,    

et  une fonction poids sur  telle que : 

. 

Si une fonction  mesurable sur  est telle que : 

pour presque tout   on a  

 
 (II,4),  

alors   

 

où   est optimale .
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4.1. Cas sans poids i.e.   

Si  alors  et (II,4)  devient  

 , 

en posant  on a . 

Corollaire  II.4.1  :   Soient  , ,   . 

Si une fonction  mesurable sur  est telle que pour 

presque tout   on a : 

 , 

alors on a :  

  

où   est optimale .
 
 

NB :  on retrouve ainsi le corollaire  II.3.1  avec la constante optimale 

  où  (chp II  §3.1). 

4.2. Cas de fonction décroissante et  

Si . alors  . Si  est décroissante sur  alors 

 pour tout  et avec  (II,4) devient 

 

d'où (II,4)  est vérifiée pour  . 

De même l’hypothèse du Corollaire II.4.1 est vérifiée avec 

 ; on obtient alors le corollaire suivant 
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Corollaire II.4.2  :   Soient  ,  .  

Si une fonction  mesurable sur  est décroissante 

alors on a :  

  

où    est optimale . 

NB : on retrouve ainsi le Théorème II.2 avec la constante optimale 

 (chp II §2) ainsi que le Corollaire  II.3.3 avec la 

constante optimale  (chp II §3.3).  

5. Une Inégalité type de Hardy avec poids 

Dans le théorème  II.3  l’inégalité type de Hardy est vérifiée pour  

de  vers  avec  . 

On étend le résultat pour des espaces de Lebesgue pondérés  et 

. 

Le travail a fait l’objet d’une publication [voir {6}]. 

Théorème   II.5  : Soient  ,  , des fonctions poids 

 et  sur  et  respectivement. 

 Supposons que  

a) Il existe    tel que   , (II,7)  

et 

b)     . (II,8)  

 Si une fonction  mesurable sur  vérifie pour 

presque tout    

  (II,9)  

alors on a :  

  (II,10)   

où    et    
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 Si de plus on a  

  (II,11) 

alors  est une constante optimale et il existe  non 

nulle vérifiant la condition (II,9) pour laquelle (II,10) devient 

une égalité. 

 

NB :  dans le lemme 1 est mise en évidence la nécessité de la condition 

(II,7)  sur le poids  dans les hypothèses du théorème. En effet sans cette 

condition la classe des fonctions vérifiant l’inégalité (hypothèse) (II,9) se 

réduit à un seul élément :  presque partout.  Dans le Théorème II.3 

qui correspond à un cas particulier du théorème précédent on a 

, et dans ce cas pour  on a 

. 

NB :  Le lemme 2 montre que sous les condition (II,7)  et (II,11) les 

fonctions définies sur  par  : 

 ,      (II,13) 

sont extrémales pour la condition (II,9)  i.e. qu’on a égalité dans  (II,9) . En 

plus dans le cas où  est radiales alors toute fonction radiale extrémale  

est de la forme (II,13). 

Exemple :  , si  alors l’égalité dans (II,9) est atteinte 

pour  

. 

5.1. Cas de poids spéciaux  

Pour   et   on va vérifier que les hypothèses du  

théorème  II.5  sont satisfaites : 

a) Pour    

[la condition (II,7) est vérifiée] , 
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b)  ,   

[la condition (II,8) est vérifiée si ] ;  et dans ce cas  

 , 

c)   et l’inégalité (hypothèse) (II,9)  s’écrit   

    , 

d) pour tout   on a   

[la condition (II,11) est vérifiée] . 

D’où le corollaire suivant : 

Corollaire II.5.1 : Soient  ,   et  .  

 Si une fonction  mesurable sur  vérifie pour 

presque tout    

  (II,9)’ 7 

alors on a :  

  (II,10)’ 8 

où   est une constante optimale.  

NB :  on retrouve le résultat du théorème  II.3 avec la constante optimale 

 où   (chp II  §3). 

                                           
7 l’inégalité (II,9)’ est l’inégalité (II,9) dans le Théorème II.5 pour  et 

  

8 l’inégalité (II,10)’ est l’inégalité (II,10) dans le Théorème II.5 pour  et 

. 
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5.2.  Cas n=1  

Corollaire  II.5.2  : Soient  ,  , des fonctions 
poids  et  sur . 
 Supposons que  

a) Il existe    tel que   ,(II,7)’’   

et 

b)      . (II,8)’’  

 Si une fonction  mesurable vérifie pour presque tout  
 

  (II,9)’’  

alors on a :  

 (II,10)’’  

où    et    

 Si de plus on a  

  (II,11)’’  

alors   est une constante optimale. 

5.3. Cas de poids spéciaux avec n=1  

Si on prend  et  sur  alors on obtient  : 

Corollaire II.5.3 : Soient  ,   et  .  

 Si une fonction  mesurable sur  vérifie pour 
presque tout    

 (II,9)’’’  

alors on a :  

  (II,10)’’’  

où   est une constante optimale. 

NB :  on retrouve le résultat du Corollaire II.3.1 avec la constante optimale 

 (chp II  §3.1). 
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5.4. Cas de fonction décroissante avec poids spéciaux et n=1 :  

Si on a  et  sur  et si en plus  est une 

fonction décroissante alors (II,9)  est vérifiée avec  d’où  :  

Corollaire II.5.4 : Soient   et  .  

 Si une fonction  est décroissante alors on a :  

  (II,10)’’’’   

où   est une constante optimale. 

NB :  on retrouve l’inégalité de Hardy pour les fonctions monotones du 

théorème II.2 avec la constante optimale  (chp II §2). 

 

chp III : Applications 

… 

3. Equivalence de  quasi-normes  (normes) dans les espaces de Besov 

liées à une fonction à variation lente 

On donne la définition de l’espace de Besov avec deux paramètres 

de régularités (classique  et  une fonction à variation lente) : 

Définitions : soient  , ,  ,  et  une 

fonction à variation lente sur  : 

1) Espace de Besov  via le p-module de continuité :  

si   :   

et   
 

avec la norme    . 

2) Espace de Besov  via les différences :  

si   :   

et   
 

avec la norme    . 
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Notre travail consiste à : 

1. établir des inégalités type de Hardy pour  et pour , 

2. pour un ordre fixé ,  on montrera que . 

Remarque :  On a montré l’équivalence entre les normes (quasi-normes) 

dans  indépendemment de l’ordre  [ {5} ]. Comme conséquence 

de la partie (2) on obtiendra l'équivalence entre les normes (quasi-normes) 

dans l’espace de Besov  indépendemment de l’ordre   

3.1. Inégalités type de hardy  

Lemme  III.3.1.(a)  :  soient   ,   et  une fonction à 

variation lente alors pour toute fonction  mesurable il 

existe  telle que 

  (III,11)  

 

Lemme  III.3.1.(b)  :  soient   ,   et  une 

fonction à variation lente. Si une fonction mesurable  

vérife  pour  : 

 

alors il existe  telle que  

  (III,14) 

3.2. Equivalence des normes (quasi-normes) liées aux différences 
et au module de continuité 

Theorem  III.3.2  : Soient  ,  ,  , 

 et  une fonction à variation lente  . On a  

 

avec des normes équivalentes i.e. qu’il existe  et   

lelles que  
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Appendice 2 :  fonctions à variation lente 

Une fonction positive mesurable  est dite à variation lente (à l’infini) si 

elle est définie sur un certain intervalle  et pour  

tout  [voir  {61}] : 

 . 

Exemple : les fonctions logarithmes et leurs itérations sont des fonctions à 

variation lente souvent utilisées comme poids dans les espaces de Lorentz et 

ceux de Besov.  

Une propriété caractéristique de cette classe de fonctions qui est 

souvent utilisée comme définition des fonctions à variation lente est la 

suivante [voir  {27} et {34}] :  

, il existe deux fonctions monotones  croissante et 

 décroissante telles que sur   on a : 

   et  . 

Considérons  assez grand et posons pour  : 

 

Propriétés :  si  est à variation lente , alors  est à 

variation lente et  

1)   on a sur    :    , 

2)     , 
3)  on a sur   : 

    et    

où  et  sont deux fonctions respectevement croissante (on 

notera ) et décroissante ( ).

 

 

4) pour tout   on  a : 

a)  

 b)   
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Preuve :  soit  est à variation lente, alors  est à variation lente. En effet pour 

tout  on a 

 . 

En particulier  vérifie les propriétés i) , ii) , iii) et iv) citées ci-dessus. 

1) Soit   et    :   

  

 donc   i.e.  . 

2)   

3) Soit , il existe alors deux fonctions monotones telles que : 

  et    sur  . 

Posons: 

  et  ; 

visiblement     et     sur   et on a : 

 
d’où    . 

De même  

. 

d’où    . 
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4) Soit   , alors pour   , en utilisant les notations de la question 

3) précédente on a 
a) 

 , 

 , 

donc    . 

D’autre part:    , 

donc     . 

b) 

  

. 

donc    . 

D’autre part:       

donc     
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