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Résumé : Dans les années trente fut établie une inégalité dite inégalité de Hardy [voir {45}, {48}] :
pour p > let f > ( mesurable (arbitraire) on a

fo(f“ - df) 1 dr <c/ f(z) 2® de, (IH)

p

—1-a

sous la condition v << p — 1. La constante (p ) est optimale (i.e. la plus petite possible).

On s'interesse a I'inégalité (J7H) dans le cas 0 < p < Lqui n’est pas vérifiée pour [ arbitraire
positive et mesurable. Néanmoins elle Pest avec la condition supplémentaire de monotonie
- est optimale.[Voir{23/].

[pour o < p—1]. La constante

On se basant sur le travall de (871 out (IH) est établie dans une classe de fonctions positives ou la
condition de monotonie a été remplacée par une autre plus faible :.

1) On reprend le travail de {87/ en abordant le probleme avec un changement relatif aux
hypotheses qui permet de trouver une nouvelle constante et on montre qu’elle est optimale.

2) On établit un résutat analogue au précédent pour un opérateur de Hardy généralisé. Une
constante optimale est précisée ainsi que la fonction qui permet d’aboutir 2 une égalité¢ dans (JH) .

3) On étend le résultat 2 une inégalité de type (JFH) ot les poids 2 sont remplacés par des
fonctions poids qui vérifient certaines conditions. La constante optimale est précisée ainsi que la fonction
qui transforme I'inégalité en une égalité.

Dans une deuxieme partie on considere deux exemples d’applicatons des mégalités de Hardy.
Ensuite on établit deux mégalités-type de Hardy qu’on applique pour montrer ’équivalence des normes

(1 <8< x0) et quasi-normes (0 < 8 < 1) des espaces de Besov , B]'" o(R™) défini via le module de continuité et

Bp 5(R") défini via les différences, avec 1 <p <00, 0 < < oo, 0 € N* et deux parametres de régularité [le

parametre classique £ et une fonction v a variation lente].

Abstract : About the year thirty, an inequality called Hardy’s inequality was proved [See {45}, {48}] :
for p > 1 and an arbitrary measurable positive function f we have

ol f)ydine ©
fo (7) v d:cSC/O f(z) 2 dv.  (I9)

X

with condition @ < p — 1. ( ) 1s an optimal constant (the less possible).

p—1l—a

If 0<p<1then (JH)is not true for arbitrary measurable positives functions f, but it is for
[See{23/l.
In {87} inequality of type (JFH) was proved under weaker assumptions on £ but still of

non-negative non-increasing functions f with optimal constant p—f—a

monotonicity type. The aim of this thesis 1s :

1) To establish the result of {587/ differently which enable us to get a new constant which 1s
optimal.
2) We prove an analogue result for a generalized Hardy operator. An optimal constant 1s

obtained and we specify the function for which we get equality in (J7H).

3) We obtain conditions ensuring the validity of an analogue of inequality (IH) for the
weighted Lebesgue spaces L (R™) and L%(0, 00).

In a second part of this thesis we give some examples of applications of Hardy’s type inequalities.
Then we establish two Hardy’s type inequalities which we use to prove the equivalence of norms
(1<f#<x) and quasi-norms (0 < @ < 1) of Besov spaces B;"Z(R”) defined via modulus of continuity and
E}i"’;(R”) defined via differences, with 1 <p <00, 0 < f < o, 0 € N* and two parameters of regularities

[the classical parameter / and a slowly varying function v].
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Introduction

L’inégalité suivante :
o0 o0
by, % 2\3
Z m _|_ n S T Z f."l Z b
mn=1 m=1

ou a,,, b, € R, est connue sous le nom de « 1negahte de Hilbert ». C’est elle

qui fut a l'origine de la découverte par Godfrey-Harold Hardy de l'inégalité (I)
ci-dessous qui porte son nom. Dans [/49)} (G. Hardy 1915)] a remarqué que la
convergence de chacune des séries

= a, A = /A2 @

n n T T?’t ‘T
, — et ;

n=1 n=1 n=1m=1
implique celles des deux autres ; puis il montre dans ({46} (G. H. Hardy 1919))
pour p = 2 et dans [{44} (G. H. Hardy 1920)) pour p > 1 que :

S G Y o

n=1 n=

ou A, :=aj; + ... + a,. La constante (ﬁ)p est optimale i.e. la plus petite
possible vérifiant I'inégalité.

La version continue (intégrale) apparait pour la premiere fois dans [{45)
(G. H. Hardy 1925)] sous la forme :

[ s (1) [T e a

pour p > let f > 0 mesurable sur (0, o) arbitraire. La constante (Ll)p est
optimale.

La premiére inégalité type de Hardy avec poids pour p > 1 apparait
dans [/48]} (G. Hardy 1927)] sous la forme :

/ (fo dt) 2 dr <0/ 2(a) 2 de. (1ID)
0 x

Sous la condition &« << p — 1 , il existe C' > 0 telle que I'inégalité (III)

soit vérifiée pour toute fonction f > 0 mesurable sur (0, o), ou C = ( p_‘f_ a)p

est une constante optimale (la plus petite possible).




Pour 0 < p < 1 Tinégalité (7II) n’est pas vérifiée pour f arbitraire
positive mesurable sur (0,occ0). Néanmoins elle l'est avec la condition
supplémentaire de monotonie. Ceci a été montré dans ({22} (Burenkov 1989)).
Plus précisément pour 0 <p <1 et a<p-—1 il existe C >0 telle que
I'inégalité (III) soit valable dans la classe des fonctions positives décroissantes
sur (0 oo) et si de plus —1 < a < p—1 alors la constante optimale est égale a

p_ —, [voir {23] (V. Burenkov 1992)) .

Cette condition de monotonie a été remplacée par une autre plus faible
[voir /897 (Senouci et Tararykova 2008)] , a savoir

f()_M(/ ff’()fp‘ldt); . pp.ze(0,0),

I

Ceci a été établi dans R" pour l'opérateur de Hardy ﬁn suivant, défini
sur L!(R™) par

Dans la présente these d’abord on présente certaines notions et
notations nécessaires pour ce travail.

Dans le chapitre-I sont signalés certains faits historiques liés a
I'inégalité de Hardy; puis on présente avec preuves quelques résultats
principaux relatifs a cette inégalité dans ’espace de Lebesgue L7, p > 1.

Le chapitre-II constitue le travail essentiel de cette these ou I'on établit
différents prolongement de I'inégalité (JII) dans LP, 0 < p < 1:

Au §1 on trouve un préliminaire montrant la non validité de I'inégalité
de Hardy pour 0 <p < 1.

Dans le §2 on présente avec preuve I'inégalité de Hardy, avec le poids
%, o € R, établie pour la classe des fonctions décroissantes [dans £23]].

Le §3 est consacré a l'inégalité-type de Hardy (JII) ou la condition de
monotonie est remplacée par une autre plus faible [voir 86} qu'on abordera
avec un changement relatif aux hypotheses, ce qui nous permettra de préciser
la constante optimale. On donnera en outre des exemples de classes de
fonctions qui vérifient cette condition de monotonie affaiblie.




Dans le §4 on étend le résultat précédent a un opérateur de Hardy
généralisé H,, ou w est une fonction poids, définie sur L% (0, oc) (espace de

Lebesgue pondéré) par :

' S T'x w(x) dx
(Hef) )= g5 [ @) wia) d

avec 0 < W(r):= [Juw(t)dt <oo pour tout 7 > 0. Pour w(x) = 1 on retrouvera

I'opérateur usuel de Hardy. Ce travail a fait I'objet d’'une publication [voir
(4]

Dans le §5 on étend le résultat du §3 a une inégalité type de Hardy avec
poids, ou l'opérateur de Hardy H, défini dans (I'V) agit de Lﬂ(Rn) vers

L{j(o, OO), u et v étant des fonctions poids sur R" et (0, co) respectivement,
soumises a certaines conditions. On montrera que la constante est optimale.
Ce travail a fait 'objet d’'une publication [voir [f6}.

Dans le 3°™ chapitre on s’intéresse a certaines applications des
inégalités-types de Hardy qui sont présentées :
a)Trace d'un espace de Sobolev ,
b)résolution d’'une équation aux dérivées partielles ,
c) équivalence des normes (quasi-norme) pour les fonctions d

variation lente dans les espaces de Nikolsky-Besov.

On commence par définir les espaces de Besov avec deux parametres de
régularité [un parameétre de régularité classique | > () et une fonction a variation
lente v comme deuxieme parameétre de régularité] :

BL;(R”) via le module of continuité et E;‘:;(R”) via les différences, ou 1 <p< o0,

0<f<xeto e N

On établira ensuite deux inégalités-type de Hardy (pour respectivement
D<f<letl <0< x).

On montrera finalement 1’équivalence des normes (1 < § < o) et quasi-

normes (0 < # < 1) établissant ainsi I'identification BL’%(R”) = B;)"Z(R”) [travail

en voie de finalisation pour publication f57.

A la fin on trouve un appendice ou I'on reprend les résultats de la these
en reécrivant les différentes inégalités de Hardy (ou type de Hardy) avec les
normes (quasi-normes) au lieu des intégrales suivi d’'une bibliographie assez
détaillée.




Préliminaires et notations

1. ESPACES DE LEBESGUE

Soit w une fonction poids (une fonction positive mesurable) sur F
(F =R'ou E = (0,00)). Pour 0 < p < 0o, espace de Lebesgue pondéré L (E)
est ’espace des fonctions mesurables sur E telles que

1
1 fllzoe) = (/ |2 (z)]| w(x) d:r:) "<oo (0<p<o0)
E
1£l2 ) = sup £ (2} w(z) <oo.
S
L(LL(E), Lb(F)) désignera I'espace des opérateurs linéaires continus de

LP(E) vers L¥(F) , E et I étant R" ou (0, 00) .

L e L(LE(E),L1(F)) est borné si et seulement si, il existe C' > 0 telle que
Vfelb(E)

[@p@ @ a<c [ e ) o

et dans ce cas la valeur optimale (la plus petite possible) de C' > 0 est la norme
de L dans L(LL(E), L(F)) i.e.

WfELE)] -

E)=Ib(F) = inf {C >0 HLj |L§]'[F)) =

En particulier dans cette thése on s’intéressera a :
1) L’opérateur usuel de Hardy H défini sur Lp 0, oo) par

R

2) L'opérateur de Hardy généralisé noté [{,, défini sur I'espace de Lebesgue
pondéré LF (0, 00) par

(Hoof ) (r L/ e

ou < W(r):= f(;'w()dt < 00 pour tout r > (. Notons que H; = H .




3) L'opérateur de Hardy dans R" , noté I?In , défini sur L”(R") par

0= 57 [ 1

ou B3, désigne la boule de centre zéro et de rayon r > () dans R" et |B,| sa

mesure.
n

N 2
Rappelons que |B,| = " v, ou U, = ﬁ est le volume de la boule

unité ; ' étant la fonction d’Euler définie pour z > () par

[(z) = / trlem T g ona r(%) =r et Iz +1)=aT(x).
0

En introduisant les coordonnées sphériques (p, &) dans R", ou p = |z

et &= |3| € 5,-1 (9, ; désignant la sphére unité dans R"), on a

/ d¢ = nwv, etpour ) <7 < +00
Sn—l

/Brf(‘r) dz = /0 /51 F(p&) p" " dedp.

On note par [?:= [P(0,400) I'espace des suites de nombres complexes

telles que :

£l = (Y lal)" <50 0<p<o0)

k=0

| flliz = sup |ax| < oo
keN

On a les inégalités suivantes :

Inégalité de Holder : si1 < p < oo, a;, b, € C et % + é — 1 alors

a) cas discret : si o= (1) € 1" et b:= (b)>0 € 12 alors (a;. b0 €' et on a

o0
> lar-bi < llallw (1]
k=0

b) cas continu : si f € [P(E)et g€ L4(FE)alors f.g€ L'(E)etona

/ (@) 9(@)] do < {1l - o]

Li(E)




Inégalité de Minkowski : p > 1, a;.. b, € C
a) cas discrét : si o := (a;)r>) € [P et b:= (b)i>o € I alors (ax + by)r>0 € [P et on a

(3

b) si f,gELp Q)alorsf+g€Lp(Q)etona

1f + glleeey < N fllvey + Mgl eey (*)

c) inégalité intégrale :

(ar + by) ) <llallw + bl

OM8

Plus généralement sipour A C F f(.,.) mesurable sur £ x A et
pp.y €A ¢ fl.y) € LP(E)alors( [, f(.,y) dy) € L’(E)etona

H/f ) dy HLp /”f |LP(E dy (*¥)

2. ESPACES DE SOBOLEY

Définition 1 (cas I=1): FEtant donné €2 C R" et 1 < p < oo réel, 'espace de
Sobolev W1#(Q) [voir f£20)] est constitué des fonctions u € LP()) telles
qu'ils existent gy, ..., g, € LP(€)) (uniques) vérifiant

8 :
e —/g_z-gb , VoeCP(Q) i=1,...,n;
(9:1:2 0

ou g; désignent les dérivées faibles (au sens de Sobolev) et C§(€2) est
I'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables a support compact. On note

Ju (du()’ au( )

— o U= radu
axi gI et v g

L’espace W1#()) est muni de la norme

du
lllwraay = llu o) + ZH—HLP

b

ou parfois de la norme équivalente ( lorsque 1 < p < oc)

n 1

ou 5

vy = (Il + 3 15V
i=1 ' .




L’espace H':= W112(Q2) est un espace de Hilbert dont le produit
scalaire est

ol = o)+ 2 (5 ) = v f [ 2 5] o

L'espace W, ?(Q) (1 < p < oo) est la fermeture de C§°(€2) dans W7(€)
. Si 2 = R" alors Wul’p(]R”) = Whe(R").

Définition 2 : Pour tout entier [ € N* on

Whr(Q) = {u e LP(Q)

Vo , il existe g, € LP(Q2) telle que | }
JouD% = (=1 fo 900, ¥ € C5*(Q)

ou o = (o, .., ;) est un multi indice avec a; > 0, |a| = > 7" | «; et

8'0"99
a3 a3 Qpy *
Ox" Oxy? .. Oxy"”

D% =

On posera alors D“u = g,. Sa norme est définie par

wio@) = lull o) + Y 1Dl ooy

o] <!

I

3. ESPACES DE BESOV

On aura besoin des notions suivantes
Définitions : Soient z ;h € R", [ définie sur R" .

1. On appelle différence de pas h ; la fonction notée Ay f
définie par
Apf(z) = flx+h) = f(z), zeR".
2. La différence d’ovdre supérieur o € N est :
nf=ARATTH

ona

a

(@57)0) = 3017+ (7) e+ k1)

k=0

3. on appelle p-module de continuité d” odre o € N*

wo(fit)p = sup A fllL, @, t>0.
heR™,|h|<t




Les espaces de Besov avec un parameétre de régularité classique [ > (),
sont définis a I'aide de différentes normes [voir / 702}] dont :

Définitions :  soient1<p<0,0<f<o0,0 e N et <[ <o

1) Espace de Besov B ,(R") via le p-module de continuité :
L (pn ppny . | o) ® (o ft)p\ Pt 7
Bal®) = (S P®) - UG =( | () 5) <o)
on 0<f<o0 A

n i No
ot Bl = (f PR Il -

1715y = W e+ 171

wa(f: t)P
tl

<o}

avec la norme

2) Espace de Besov éﬁ,e(ﬁ”') via les différences :

5o N |7 ey by
Bk = (rer®) g - (| (S5 ) <)

ou 0<9<OO’

o 1AF £lz, (&
B R)={fel®Y) : |2, = <X
et o R ={ fe /(R") « ||f “b%.x(R) L T }

(20)  _ 2)(o)
U1y = Wl + 111

avec la norme

: les normes || f H sont indépendantes de ¢ € N*. Dans [f24]] on a

(R”)

montré que les quasi-nomes || f H sont équivalentes.

Bl R'n Et ”fHBI R'n)
4. FONCTIONS & VARIATION LENTE

Nous aurons besoin ultérieurement de cette classe de fonctions qui

contient les fonctions puissances, M-, (lnk t)ak ouln,t=1In (lnk_l t) et o € R,
exp (| Int|*) avec a € (0, 1), etc ...[voir par exemples {713}, {83] et {88] ].

Une fonction positive mesurable b est dite a variation lente (2 I'infini) si
elle est définie sur un certain intervalle [A,00) et pour
tout k > 0 [voir {61]]:




Cette limite est uniforme pour k € [a,b] C (0,00) et pour A > 0 assez
grand b est localement bornée.

Cette notion de fonction b a variation lente peut étre définie au
voisinage d'un point quelconque t{p; € R en exigeant a b(t, — }) d’étre a
variation lente a l'infini.

Comme exemple typique de telles fonctions on a les fonctions
logarithmes et leurs itérations qui sont souvent utilisées comme poids dans
les espaces de Lorentz et ceux de Besov.

Netation : Pour F''G > 0 on note F' 2 G (resp. F' < () s'il existe k > 0
telle que F' > kG (resp. FF < k(G).Onnote F =~ Gsi G S F <G .

Cette classe de fonctions posséde un grand nombre de propriétés
intéressantes dont :

Pour toute fonction b a variation lente ona Ve > (0 il existe
A >0 tel que :
) V>0 : (1-¢) <5 <(1+¢) sur [B,oo) pour B> A
#) Va € (A, +00) / () dt & 2 b(a)

0
iii) Vo € (A, +00) / t=7lb(t) dt = 27 b(x) ;5

Notons que la propriéte i) justifie I'appelation “variation lente a

I'infini”. Plus particuliérement une propriété caractéristique qui est souvent
utilisée comme définition des fonctions a variation lente est la suivante [voir
[27]) et {34]].

iv) Ve > 0, il existe deux fonctions monotones g.(t) croissante

et g_.(t) décroissante telles que sur [A,00) on a :

t°b(t) =~ g-(t) et () = g_.(t).

Alors en s’inspirant du travail de (Neves 2002) [voir f75)] sur les
espaces Lorentz-Karamata avec poids (fonctions a variation lente) ainsi que
celui de (Eryilmaz 2012) [voir £32}] sur la composition pondérée d’opérateurs




sur les espaces Lorentz-Karamata avec poids (fonctions a variation
lente), considérons A > () assez grand et posons pour t > () :

b(4) sit<1

A
v(t) == uy(t) := b(maX(At ’ ?)) - {b(At) sit>1

Propriétés: sib est d variation lente , alors v(t) := v,(t) est d

variation lente et

1)  Vk>0 onasur (0,0) : v(kt) = v(t),
2) WOER v (1) = vj (1),
3) Ve >0 ona sur (0,00):

tro(t) =~ G.(1) et t=u(t) ~ G_.(t)

ou G: et G_. sont deux fonctions respectivement croissante (on
notera G.(t) /') et décroissante (G_.(t) \,).
4) pour toute >0 on a:
€T
a) Ve>0: / tto(t)dt = sup t*u(t) = 2% v(z)
0

O<t<z

b) Var>0: / = o) dt ~ suptFo(t) = 2" v(z)

t>w

voir Appendice 2 pour la preuve.

10




chap. | : Inégalités classiques et
« modernes » de Hardy dans I’espace

Ip (p=1)

Le développement de I'inégalité de Hardy s’est fait en deux périodes :

1) La période (1906-1928) ou I'on constate la contribution de plusieurs
mathématiciens dont G.H.Hardy, E.Landau ,G.Polya , I.Schur et M. Ries. [voir
{68]] , ce qui a donné naissance aux inégalités de Hardy discretes (voir §1.1),
continues (voir §1.2), et avec poids ¢ ,« € R (voir §2).

2) A partir des années soixante grace aux travaux de
(P. Beesack 1961) [voir £8]], qui a fait le lien entre la validité de l'inégalité de
Hardy avec des fonctions de poids plus générales w,v et l'existence de
solutions (positives) de 1'équation ordinaire

%(’U(x) (Z—z)pl) +u(z)y?t=0.

D’autres approches ont été développées pendant cette méme période,
dont celles de (Portnov 1964) [voir [f87)] et (Sysoeva 1965) [voir 98] qui
consiste a déterminer le poids U connaissant U, ou inversement, de sorte a ce
que I'inégalité de Hardy soit vérifiée ; et 'approche de (Kufner et Triebel 1978)
[voir £63]] qui expriment les poids %, ¥ en fonction d’une fonction auxiliaire\.

Mais la caractérisation des poids telle qu’elle est connue actuellement
apparait avec (Talenti 1969) [voir f99)] et (Tomaselli 1969)[voir [f701}]
(voir §4 pour plus de détails).

1. INEGALITE CLASSIQUE DE HARDY
1.1.INEGALITE DE HARDY : CAS DISCRET

Théoréme Ii.1: soient P > 1,a;, > 0et A, =>"|_, ). alors

S G e o

n=

de plus la constante By = (%)p est optimale.
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Preuve [[47] (Hardy, Littlewood et Polya, INEQUALITIES 1934) p 240 :

Soit A,, = >_)_, ai et posons ¢, = % et Ag = ¢y = 0 alors pour
tout NV € N*onapour 0 < n < N:

A

or la moyenne (pondérée) géométrique étant inférieur a celle arithmétique i.e.

p—1

1
( m ag?)p1+p2 < pLait+p2az po1
P

y = " +p, Onobtient (pour p; = et py = % alors p1+p=1)

n; n-—1
@2‘L®ﬂ_laﬂ§d)ﬁ(l— np )+(” )P(
p—1 p—1

- _ _ -1, 1
p=1"p it
On déduit |
P np ., (n-1 ( p )
£ 2 <P (1- -1
, NP p  (n=1)
= - —+(n-1)¢
@}; '”p—l—l—(n ) n+ p—l n—1
C-nptnp-n (n—1)
:Gﬁﬁ p_]. p_]. (D}I)l—l’
d’ou

- Lo — (n-1eL,-nt).

En sommant (et en remarquant que les termes successifs a droite
s’éliminent deux a deux) on déduit

N N
p p—1 1 T D
@ﬁ—mzﬂﬁ (n _111\@;-“\’30?
n=1 n=1
d’ou
N p N
-1
Z@];l S E Z@fp Iy
n=1 n=1




On déduit de I'inégalité de Holder que

N N 1 N 1
) 4 VAT p\?
Z ng. S p— 1 ( Z @n Z a'n
n=1 n=1 n=1

d’ou
(2a) 7 <55 (Xa)
n=1 p_l n=1
et par suite ,
5 < G5 T
n = p _ n

n=1 n=

le résultat s’obtient par passage a la limite (N — o0) .

Constante optimale | { 64} (Kufner, Maligranda et Persson 2006)]

Notons Bl.l > () 1a constante optimale. On a déja d'apres l'inégalité (I )

AP P P
By < (1%) . Montrons que By > (ﬁ) ce qui entrainera By = (%) )

S ()

n=1\ n

Remarque : B11 =sup ZOO 7 la suite étant prise sur l'ensemble des
(an) n

suites numériques a termes positives.

n=1

Considérons la suite numérique a terme général bn =n r LN 2 1.
_1
La fonction & — X P est décroissante dans (0, OO) et par suite pour

_1 1
toutx € (k,k+1), k=1,..,nonak » > x »;on déduit

n—1 1 n—1  ak41
B, = k™r = / k™~ r dx

k=1 k=1 7k
n—1 k+1 . n

> / r e dr :/ r rdx
' Jk 1

= 11 (n_%H B 1)
—=4+1




p—1 n vt
d’ou B
p p 1 p
) = (o) ()
n p—1 n s !
> (55) 7 (1- =)
p— 1 n——+l >
= (5) ()
p_
on déduit
N N N
Bn)P P\ 1
—) > (—) ( by, —p )
; ( n p—1 ; o n(—%ﬁ?)
d’ou

et par suite

00 A, P N 1
B Sup anl (_) S ( 2 )p (1 p anl - )
1.1 — 0 ) - - N .
(an) Zn 1 a’%“" 1 Zr?:l %

- N
Lorsque N — +oc, la série Zn:l(_++2) converge et Y
n P

B> (L)p ;
p—1

D
ce qui confirme que la constante Bl‘l = (%) est optimale.

nlL—H-oo

d'ou:

1.2.INEGALITE DE HARDY : CAS CONTINU (INTEGRAL)

Théoréme 1.1.2: soient p > 1 et soit f(x) > 0 mesurable sur
(0,00) ; alors on a

/ /f dt d:ﬁ< /fpda:

La constante B3 1= Ll) est optlma[e
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Preuve | {68} (Kufner, Maligranda et Persson 2006) ] : Posons pour tout & > (

x
Flz) = / F(t)dt,
0
et notons que pour presque tout = € (0, co)

dF?
) i) o).
Pour 0 < a, A < oo arbitraires on a

[ " (Hayr g, - L P ) o,

alors en intégrant par partie on obtient
A | 1-p pp 1-p fp A p
/ (F(:c))ﬁ d:.z::—A F (A)_I_a F (a)+ 1 / o d F?(x) I
s N T p—1 p—1 1-p/, dzx
1-p p . A .
7P / (m)

p—1 p—1 T

) : flx) de . 1)

D'autre part en vertu de 1'inégalité de Holder on a

A By -1 A Lo (A F()ye NS
/a (%) flz) de < (/a [P (x) da:) (/a (#) d:(:) (12)

Considérons maintenant 3 telque 0 < a < 5 < A et appliquons les
inégalités (1,1) et (I,2) a F(z) — F(a) au lieu de F(z):

et a par suite

A F(x) = F(a)\? , \» 5
([ () ) < Lo ([ ) i)
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Dans cette derniére inégalité faisons d'abord tendre a vers zero (a — 0)
et remarquons que F'(a) — O; ensuite on fait tendre A vers linfini

(A — +o0) et J—=07.
[l
Constante optimale : {47} (Hardy, Littlewood et Polya, INEQUALITIES 1934)

Soit une constante arbitraire C' > 0 telle que

/ /f dt d:n<Cffp

Pour que B9 := ( - 1) soit optimale (la plus petite possible)
montrons que C' > ( = 1) . Si f est non identiquement nulle on a
L (A pwat) dr

> A
- [, fr(z) da Dr

Choisissons ¢ > (0 telle que £ <p—1 (alors —% +1>0) et

considérons dans I'inégalité précédente la fonction

f(2) = 1_ﬁ sixze(0,1)

r v size|l, )

On a d’une part

> 1 :{:_1+E p
N/ f1dt)d;c+f (—/tpdt)dx
1 L Jo
=1+ 14¢ P/ I_I_Ed‘r
(*T+1) !

=1+

et d’autre part

1 00
D:/1w+/(x“fm
0 1
=1 +f 7 da
1

1
g

16




d’ou

S S _
Y S0 R )
- 1+ e+1

en faisant £ — 0 on obtient

02(_1;“)19‘(%)1):

P
.o . L p \P . . .
ce qui implique que Bis := (m) est la plus petite possible (optimale)

vérifiant I'inégalité.
B

Remarque :
on ne peut passer sans présenter une élégante preuve du théoreme

précédent due a Ingham [voir {47} p243].
Preuve 2 [ Ingham] _: On a pour x > () par un simple changement de variable

i/:f(s)dszfolf(tx)dt.

d'ou en wutilisant l'inégalité intégrale de Minkowski (**) en notant

ftz) = f(t,x)
/ /f i) d;L _ / /ft:cdt ) o)
:‘/ it ) dt

LP]oo

_jﬂ /O f(tx)pdm Edt;

par un changement de variable « inverse » on aura

Lr(0,¢)
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/ /f ds " </O1 /Uxf(s)p%;dt
/Olt‘% it x (/Dwf(s)f)ds)’%

. fls) ds) %

= X
—%H 0
o (/* , )%
=——X fls)fids) .
1 (5)

2. INEGALITE DE HARDY AVEC POIDS (FONCTION PUISSANCE)
On a le résultat suivant de (G. Hardy 1927) [voir {43}

Théoréme 1.2: Soient p = leta < p — 1. Pour toute
fonction [ positive et mesurable sur (0,0) on a :

/OOC (% /Olf(t) dt)pa:“ dr < (Iﬁ)p /000 fP(z) 2% dx

et si —1 < a <p—1alors la constante By :— (p_f_a)p est

optimale.

Preuve : | {67] (Kufner, Maligranda et Persson 2007) p 24 ]

Dans le méme esprit de la preuve de Ingham, procédons au changement
de variable t = z s (dt = x ds) puis utilisons 1'inégalité intégrale de Minkowski

en notant f(x s) (x s)

1 1
/ / f(t) dt a dLE)p = H/U f(x,s)ds ‘L‘ZO{O:OO)
< /01 | f(z,s) HL;;Q(O,OC) ds
:/01 (/Uocfp(:z:,s) x da:);ds :

. . t dt
encore une fois le changement de variable { = x s (T = et dr = $) en

tenant compte du fait que —% — }% +1>0(ara<p—1):

18




= (/ 3757% dé / fp t!l dt
0

1 : Y
T ST%H / i) o )’
T p +1 {] 0

A a o dr) = - Dcfp(t)tadt%
0 Ty p—1l-a\J

Constante optimale : | {67} (Kufner, Maligranda et Persson 2007) p 24 ]

d’ou

Soit C' > 0 telle que

/Ooo (ifoxf(t)dt)pxo" de < C /Uoofp(x) 2° d |

montrons que C' > By 1= (pjl”fa)p. Notons que si f # O on a

(A swar) e ar

> =
- I fr(z) zo da D

Rappelons que —1 <a<p—1donc a+1>0et —a+p—-1>0; on
choisi alors € > 0 telle que —a+p — 1 > ¢ > 0 (alors —% — %—i—l > 0) et

considérons la fonction

o 14«

x v v size[l o).

{1 si z € (0,1)

On a

o9} 1 T o Ite
N = / /ldt ¢ d:c+/ (/ _F_%dt)pa:“ dx
1 T Jo
1

a+1 00
—1—¢
= x dx
oz-l—l‘ _Q_HE 11’/
» T p T )i

1 1

OJ+1+E(—%—%+1)F
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a+1lo
1 1
= + -
a+1 ¢
d’ou
1 1 £ 1
a+1 + ( o 1+g+])p a+1 + (_a ﬁ-’—l)
C > P P — S P 4 s
a—i—l + a+1 +1
en faisant € — 0 on obtient
1 P p
€=z (—9—1+1)p: ((11+p) ;
p P
ce qui implique que Bs := (pjffﬂ)p est la plus petite possible (optimale)

vérifiant I'inégalité.
L]

Corollaire I.2.1 (v =0): Soit p > 1, alors pour toute

fonction f positive mesurable sur (0,00) on a :

//fdtdm<_1/fp

et la constante B2 1 1= (m) est optimale.

NB : on retrouve ainsi I'inégalité classique de Hardy (théoréme I.1.2).

_ P
avec la constante optimale Bo 1 = B2 = ( p—f 1) :

3. UNE INEGALITE DE HARDY DANS R"

On s’interesse a I'opérateur de Hardy f[n_ défini pour toute fonction
f > 0 mesurable sur R" par

00 = 557, S0

Théoréme 1.3 : Soient p = let o« <np —1; alors pour

toute fonction f positive mesurable sur R" on a :

/ox (|§,-| /B_rf ) dy) 1" dr < (2" [ pr(a) o e

np R
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)p est optimale.

et si—1<a<np-1 alors la constante B3 = (npi‘?,a

Preuwve :

En introduisant les coordonnées sphériques (p, &) dans R" on a :

1
H,f)(r) : lde dp .
(Hof)(r |B/ fly = T/n Snlf(pﬁ)p ¢ dp

En posant ¢(p) := fS,H f(p&)d¢ on aura

/Om (u% /Br f(y) d'y)p?““ dr = /Ox (U.nlr” /Ulrg(p) g1 dp)pr“ i

L[>/ P
=7 (— / 9lp) " dp) P
0 0

Un r

Rappelons I'inégalité de Hardy du théoréme 1.2 :

Sif<p—1;pourtout h > 0 mesurable sur (0, o00) :

[Efwereesty oo

Pour 3 = o« — np + p, ayant o« << np — 1, on déduit que < p — 1 et par suite
pour h(p) = g(p) p" ' on a

X 1 ' 1 p P OG. n—_1); TR
- n- d) anp+pd <( ) / (] ljp‘aanrpd,
/n (r/{]g(p)p ' T ~a+np-1 e r
. )P /x )4 g
v [l LS
d’ou

. P4 1 i po* X
R q e .”<7 R D o .
A (B,./B’_f(y)dy) r®dr < uﬁ(—a-l—np—l) /{) ¢(r) r* dr

gl [ swoa) e

D’autre part, si Il) + % = 1 alors on a en vertu de I'inégalité de Holder

(fslf(pé)df)S( i pr(pé)df)% ([ vy

1
o

—1

o ([ o)
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et on déduit

/ = ; \ / fld) s < : e - :;p_ | /O x ( /S Pl

Constante optimale :

Soit C' > 0 telle que

/ \B | / fly dy "0 dr <C | fa) e dr,

]Rn

np P ..
nu, (np l—a) . Si f%Oona

00 . P
>f0 (BL|IB )T dr-_N

— f[gg fp a n+1 dr : D :

montrons que C > By =

—atnp-1
Etant donné que —a+np—1>0, choisissons ,np > ¢ > () et considérons

dans I'inégalité précédente la fonction

1 Sil'eBl
~\Tr) = o] ne
fe(=) {|:cp » osiz e R\ B

A':/{f(vn%/Brldy)pradr +/1x(11 / e andy) r dr

On a
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On utilise les coordonnées sphériques

1 r .
r I n-1 P i}
Mjpj//lpﬁwrw
0 Ml o Js,
x 1 ' o ne P
+t/L—//¢ffw%@wm
l IU”‘ Tﬂ' 0 Sn—l
1 nu ! ' a_ne p
:] (ﬂx/ " ldp) ™ dr +/ (m /pTTH“H dp) o
0\ g AT

fnp-1 :
- np > ¢ > () on déduit —% — ”’EH + n > 0 et par suite

(I_ﬂ:+1 +n

| Ny g X ; ; |
. nor\y n ) P
A':/ (—X—) ?"adr + / (—Xw) T'ad?"
o\t L
| X
. n P el o
:/ rtdr o+ (—a — ) / promteyo gy
) —eomtyy) )

P P

Pour o« > —1 on aura

D’autre part

D:/ ‘I‘a—nirl dCL“ 1 / ‘x‘—a—ns—l |x‘a—n+1 d:c
B, R\B,
1
:/ / a-ntl n ldXdT + / / —ne=1-n+l1 n ldXdT
0 JS,-
1
=N, / rdr + nvn/ e gy
0 1

nuy, Up

a+n £

!
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d’ou

p p
S S S (P e 41 n
a+TJ« ne —Q—M_I_n Oern n _g_?’l&‘-l—l_l_n

p_ P D

C> - : ,

niy Up nin
—n 4 o — 4
a+n + 5 € a+n + Un

en faisant £ — 0 on obtient

C> 1 ( | nl )P: 1 ( np )p‘
nu, —%—5+n nuo,\—a—1+np/

ce qui implique que B3 := - ( =

p .
non \Za—1+n p) est optimale.

[
Remarquons que pour 7 =1 et f définie sur (0,00) on obtient

I'opérateur usuel de Hardy i.e.
(N0 = HN0) =1 [ )

Corollaire 1.3.1 (n=1): Soient p > let o < p — 1; alors pour

toute fonction f positive mesurable sur (0,00) on a :

/000 (% /Drf(y) dy)%a dr < Bs, /UOC (2) 2 du

et si—1 < o < p — 1 alors la constante B3 1 = (p_jf_ )p est

optimale.

NB : on retrouve ainsi l'inégalité de Hardy pondérée (théoréme I.2).

: ' P
avec la constante optimale B3 1 = B2 = ( zﬁ) .

4, INEGALITE « MODERNE » DE HARDY

Une nouvelle approche est abordée dans les années soixante dix ; celle
d’une inégalité plus générale dite « type de Hardy » ou 1'on se pose la question
suivante :

Quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes sur (p s u, v) oup > 0,
u et v désignent respectivement un parameétre et des fonctions poids sur
(0, +00) tels que :

Ilexiste C > 0 telle que pour toute fonction [ >0 mesurable

on ait

24




1

([ 1) woyae)” < ([ oot aey

La réponse pour p > 1 apparait dans les travaux distincts de (Talenti

1969), (Tomaselli 1969) et (B. Muckenhoupt 1972) [voir {99}, {101} et {74]}
respectivement] :

Théoréeme 1.4 : Soit p > 1. I[existe B, > 0 telle que

l'inégaliteé
/000 (/OT f(t) dt)pu(x)d:r < By /OOQ fP(x)v(zr)de (1,3)

ait (ieu ¥V f > 0 mesurable, si et seulement si:

A= brliIU) (/:)C u(z) dm)% (/0?" v () dvzt)ﬁ < 00

si B, est optimale alors By < p (p/)P~1 AP,

Preuve : | {67] (Kufner, Maligranda et Persson 2007) p 39 ]
1) Nécessité : supposons 'inégalité (I,3) vraie, pour tout f > 0 mesurable non

identiquement nulle et pour tout 7 > 0 posons f; = f X(0,r):

([mu(x) da:)% (.[f(t) dt) = (f% ([f?.(t) at)” u(:r,)d:n)%

<([ (] sa uwar)
0 0
on déduit d’aprés (7,3)

(/xu(m)dm)% (/Olrf(t)dt) < C (/Oxff-)(iﬂ)v(x)dx)%

= C (/07 fP(z)v(x) d:r;)[l_)
< C (/OOO 2(x) o) dx)*l’.

On a donc pour tout f > 0 mesurable

([ twyary L TOD g

1Al zz0.00) —
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d’ou

C> (/roou(m)dgj); qp U F(B)dt)

||f||L£(0!OO) U)(U,’)O)
o0 1 [o0] t ) . dt
= (/ u(;z:)d:z:)p sup fU /( )X(U’) ) _
r 11l 2P 0,00) 11l 22(0,00)

Sachant que le dual de L2(0, co) est Lf,’l_p,(U, 00) on obtient

o> ([ woras) bwaly,
— (/roou(a:) dx)% (/UOCX%,T)(":) ,vl—p’ dz)?
_ (/roou(g;)dx)% (/OT ¥ gy

et cela Vr > 0 ; on déduit alors

sup(/ u(:r)d:l;); (/ fulfp’d:c)ﬁf < (C < oo,
r>0 r 0

2) Suffisance : SUPPOSONS

A= it)l}g(/rocu(:f)da:)% (/Urvl_pf(:z)dzf)# <00 .

h(z) = / V() dE )™
(z) ( . (t) )
et notons que

%(/1 ( )dt)f% - 1, prf(x) (/: Ulip’(f) dt)_% = l, U_%(I) h*p’(I)’

alors en intégrant on aura

/ o) () ds = ( / o) .
0 0

Par application de I'inégalité de Holder on a :

/U ' Ft)dt = / ' FOurORY() . v P (ORL(E) dt
/ FPO ()RR (t) di ]% [/Omv ﬂ,( V(1) dt]i’

Posons
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d’ou

//fdt dx<//fﬂ OR(t) dt [/vp()hp()dr()da:
[ frvwen [y

p-
7 (s) ds] ule) dtd
En appliquant le théoreme de Fubini :

/ux[ /Urf(t)dtru(i. " /x /xfp

t)h(t)
/ PR () / "
t
On utilise (7,4)
F

fo /Uff(t)dtru{@ o <y /U " vl [C( /0 i) )i & g

D’autre part on a

A= E:li}o) (/jcu(a) diﬁ)% (/: v (z) alur:)pl < 00
(/00 u(x) dx)% (/’ o' () d:c)ﬁ <A, V>0,
, 0

Ceci donne Vr > 0

| /U ) e dr
/U”” )hp()drl-(fﬂ)dsr dt .

d’ou

ro = =
(/0 W () dﬂ?) < (f:c - dm)%; 1.6)
et Vr >0 |
(/rmu(x)dx)p : , : 7 (L7)

(for o7 () dm)p

alors (7,6) appliquée dans (7,5) donne

1-p

/ﬂ x /0 Tf(t)dfr'“(fﬁ) de <A (! /0 xfp(f)'l’(t)hp(t) /t x( Z xu(s)ds)Tu(J:)d:E . (18
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En Notant que

(/f uls) ds) %pu(a;) - (/; u(S)dS)%_lu(I‘) =-p %(/j u(s)dg)%

(1,8) devient

[1[ saf serae<arr [ oy [ -2 [ s o o
o [ () @

et en appliquant (7,7) on obtient

/

/0 xf (t)dtru(a:) dy<p 4 () /000 PR ( /Utvlpf(x) dm)p_} i

—PW'WJ/‘P ) 170

=p &y / (1)
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chap. Il : Inégalité de Hardy dans

I'espace Lp (0<p<1)

1. PRELIMINAIRE

Théoréme I1.1 : Considérons linégalite de Hardy :

/UOO G f0$f(t) dt)pazo‘ dr < C ]UOO frla) e de

1) St p>leta <p—1alorsilexisteC >0 telle que
Cinégalité (III) soit verifice V[ > 0 mesurable sur (0, 00) ou

la constante optimale est C' 1= (p_f_a)p.

2) Sip>leta>p—1lalorsVC >0 Cinégaliteé (IIT) ne

peut avoir lieu.

3) St 0 < p < leta € R (arbitraire) alors VC > ( Cinégalité
(IT1) ne peut avoir lieu.

AB : la partie 1) n’est autre que l'inégalité de Hardy pondérée avec la

constante optimale C| = By = (p_if_a)p (chp I §2).

Preuve : | [67] (Kufner, Maligranda et Persson 2007)p 23 ]

1) Pour p > leta < p — 1 voir (théoréme I.2).

111 s’agit de I'inégalité (JII) dans l'introduction.
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2) Sip > leta > p — 1, considérons @ > 0 et posons

1 size(a,a+1)

( sinon

f(x) - X(a.,aJrl)(x) - {

on a
‘/O\ (E ; f(t) dt)pgga dr 2 / 1 (E[) X(a’a_i_l)(fﬁ) dt)p % dr
a+
o 1 a+1 P
:/ (—/ ldt) % dx
a+l M Jq
= P dx
a+1
= Q.
et

’ b atl
L fp(il?) $a d[lj = /0 X?a.,a.ﬂ)(lq) ZEQ dﬂf} :/a ma dm

= (a+1)"" ="M <00,

L’inégalité (III) ne peut donc avoir lieu pour tout f > 0 mesurable.

3) Si0 < p < 1.Fixons @ > 0 et posons f(x) = X(a,aﬂ)(a:) ‘ona:

a)Si « > p — 1 on a pour le premier membre de I'inégalité (J11)

/090 (% /Dwf(t) dt)pxa dz > /i (i /:H dt)p:co‘ da
= /DO A
a+1

= o0,
alors que pour le second

x 00 a+1
/ flz) 2" de = / X;E)a.a (@) 2 do = / " dx
0 0 " a .

=(a+1)" 0" <00
on déduit que I'inégalité (III) ne peut avoir lieu pour tout f > 0 mesurable.

b) Si a« < p — 1, supposons qu’il existe C' > 0 pour laquelle I'inégalité
(I1I) estvraie V f > 0 mesurable.
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Alors on a pour f(2) = X(aa+1)(%) (@ > 0 arbitraire)

oo £r P o o ¢ ! .
C > s (i Jy f(t) dt) o do S Jur1 (i fa-Hdt) o dr
T T Pwed S [ e

a
fa R dx

o fa(.IH dx
1 1a—pH
> (a+ ) — 00
—a+p-1 a®

lorsque @ — 0 et par suite I'inégalité (J7I) ne peut avoir lieu pour tout f > 0

mesurable.

]
2. INEGALITE DE HARDY POUR LES FONCTIONS DECROISSANTES

On a vu au paragraphe précédent que pour 0 < p < 1 l'inégalité de
Hardy avec poids %, & € R n’a pas lieu pour toute fonction mesurable
sur (0, c0).

Par contre elle est vérifiée avec 1'hypothese supplémentaire de
monotonie. Ce résultat a été démontré par (V. Burenkov 1989) [voir {22}
utilisant une technique de discrétisation basée sur le lemme suivant

Lemme: pour tout o € R il existent ki, ky > 0 telles que pour

toute fonction f positive monotone on a

Y 26 ff) < f e f(w) de<hy Y 2K g2
0

k=—0x k=—00

mais pas avec une constante optimale. Plus tard il a donné une autre preuve

ou il précise la constante optimale [voir £23} (V. Burenkov 1992)..

Théoréme I1.2: Soient 0 < p < leta <p — 1, alors pour

toute fonction f positive décroissante sur (0,00) on a :

/OOO G /Ol: f(t) dt)p z® dr < Cy /OOC fP(z) 2 de.

P
p—1—a«

Si—1<a<p-1alors (a constante Co := est optimale.

Sia > p — 1 ('inégalité n'est pas vérifiée.

31




Pour la preuve on aura besoin des lemmes suivants :

Lemme1. SoitO < p <1, si Vk>1:0a.>0 et apy <ay alors

(Sa) < Sa (b (- 1p)

Preuve [{23] (Burenkov 1992)] :
Soit A > 0, considérons sur (0, A] la fonction

het—=h(t):=t7(1+t)’-1), 0<p<1;
alors

B(t)=—pt 7 (L1 = 1)+t p(L+1)
=pt P = (L + (L)
=pt P L (1=t 1) (1417
=pt P = (140 > 0;

donc pour ¢t € (0, A)ona h(t) <h(A) ie.
EP(L+4) = 1) SAP((L+ AP -1) = (A + 1P - A7)
d’ou
(L+)" S 1+#((A7 41 - A7)
On déduit que si 0 <y < Ax
(v+9)" <a?+y (A 410 = A7)
Maintenant on montre par récurrence que Ym € N* on a:

(iak)p < Zm:aﬁ (kp_ (k — 1);0)‘

L'inégalité est évidente pour 7 = 1. Supposons qu'elle est vraie pour

un certains m € N* alors étant donné que {a;},>1 est décroissante on a
V1<k<m : a;> ap+ doupour A =1

m

m

1 m
A E ag Z —_ E Am+1 = Am+1,
m k=1

k=1
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et d'aprés (77,1) puis I'hypothése de récurrence :

m+1

() (S o)

donc
(Sa) <X a(1-m-1p)
=1 k=1

en passant a la limite (m — +00) on obtient

(Yaw) < Sa (- (- 1p)

k=1 k=1

Lemme 2. Soient ) < p <1, 0 <a < b < o0. Sila fonction
f > 0 est décroissante sur (a, b), alors

(/ab f(x) da;)p <p /&b (z — a)p_l fP(z) dw

Preuve [{23] (Burenkov 1992) ]: Nous supposerons que b < oo (le cas
b = oo est obtenu par un passage a la limite).

Etant donnée une fonction f et décroissante sur (a,b) ; fixons m € N*
et [en divisant (a, b) en sous intervalle de longueur A = b;—la] on pose pour
tout 7 € (a+ (k=1)A,a+kA) avec k=€ {1,...m} :

fm(x) == fla+kA)
(pour k = m on pose [, (x) := f(b) = lim, - f(2).
Pour tout = € (a, b— A) on a

fle+A) < fulz) < fr) @12),

et, sauf peut étre sur un ensemble dénombrable dans (a, b), on a:

lim fin(2) = f(x).

m—-+00
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D’apres le femme 1 on a

b a+k A p
( () de /ﬁ(k ) fla+kA) dx)
— AP (Z fla+ka))
k=1

< AP i fla+ kA (k?’ — (k- 1)P)
k=1

_ kZ;f(CH_ k AP %(kp (k- l)p)Ap

m a+k A

=p Zf(a,+kA)p / (t — a)P~tdt ;
k=1

at(k—1) A

or pour tout & € (a+ (k—1) A?aﬁ-kﬁ)  fm(x) = fla+ kEA) @ou

([ fowa) <o > [T guwra-apa
a k=1

a+(k—1) A
b
—p [ Sty - oy iat,
et d’apres (17,2)

(.Lb Fn(2) dl-)i” < | :f(t)p (t — a)~ldt .

En passant a la limite (m — +00) nous obtenons le résultat

(/;f(’r) d:c)p <p /: (2 — a)p_l fP(x) dx

Preuve. du théoréme : | {23) (Burenkov 1992)]

[]

Soit f > 0 une fonction décroissante sur (0, co), alors d’aprés le lemme 2 puis

le théoreme de Fubini on aura

[ G rwa)san= [“er ([ s
g/ﬂ 2! pﬂtplfp()dtdx
=p /U xtp‘lfp(t)( /t ) :c""f’dx) dt
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et comme v < p — 1 on obtient

p > a—p+1
< p=1 p P
/ /f dt J? dx _a+p_1/t ()t dt
= [ )t
L[ ro

Constante optimale : | {23] (Burenkov 1992)]
Soit —1 < a < p— 1,pour £ > 0 on pose

{1 site (0,6

= 0 site (£ 00)

alors d’'une part on a

o0 1 f D .
/ /fdtxdx—](/ldt)xdx+/§ (E/UIdt)J;dx
£ o0
= / " dr+ &P / P dr
0 ¢

goﬁ—l , ga—p-l—l
7a+1+£ —a+p-1
§a+1 €a+1

= +
a+l —-a+p-1
pfa'Jrl
C(a+1)(—at+p-1)"

et d’autre part on a

00 , £ a+l
p/ fp(:f:)x“d:c=p/:vadt= b ;
—a+p-1J —a+p-1 J (—a+p-1)(a+1)

P
—a+p—1°

ce qui confirme 'optimalité de la constante Cs :=

Remarques : (a propos de la conditionona —1 < a <p—1)

17) sia < —1alors le second membre de I'inégalité est toujours infini. En
effet f étant positive et décroissante, considérons & > 0 tel que f(£) # 0, on
a alors :

o 3 3
P(z) 2% da ) 2% d O dt =
(A a) 2 le:ﬂﬂx tzf@yﬂz t

L’inégalité est donc triviale.
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2) sia > p — 1lalors
]_ .
f:Hf(t)—{t Sosrsd

(0 sinon

est positive décroissante sur (0, cc) et on a :

[0 as [ ([l raen
0 g ;o\t

00 1
| _ 1
b) L/ fp(fﬂ)x“d:c:L/xa_pdx: 4 <00
p-1-ajy p-1-aj p-l-aa-p+l

et donc l'inégalité n’est pas vérifiée pour o« > p — 1.

3. INEGALITE DE HARDY AVEC UNE CONDITION PLUS FAIBLE QUE L&
MONOTONIE

Dans leur article (Burenkov, Senouci et Tararykova 2010) [voir {25]
avaient besoin d’'une inégalité type de Hardy avec 0 < p < 1 pour une
fonction f > 0 définie pour ¢ € LP(R") par :

fro= f(o)(h) =|A O pony » YR ER"

ou Aj désigne la différence d’ordre 1 avec le pas h.

Or f n’est pas une fonction radialement décroissante, c'est-a-dire
quelle n’est pas de la forme f(h) = g(|h|) avec g décroissante, ce qui ne
permet pas d’utiliser I'inégalité de Hardy pour les fonctions décroissante
du §2 (précédent) .

Par contre cette fonction vérifie I'inégalité suivante [voir 25} p10 ]

s A 100l
(0,[R)

(3 P
y|v'? dy) "

Soit une fonction f radialement décroissante, alors on a

( [B ) 1 / i)

rrf_)’pdy)p

/ ' / e p’”dﬁdp)%
= f(h) (m /0 h] p- 1dp)1

> ) (1)’
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donc l'inégalité du genre

e[ sl )

est une condition plus faible que la monotonie.
On présente ci-dessous les résultats de 897 mais d'une autre maniere
qui permet une ameélioration de la constante :

Théoréme I1.3 : Soient Mz >0,0<p<let aa<np— 1
Si une fonction f = 0 mesurable sur R" verifie Vr > 0,

(fB 7(y) |yl fpdy) < 00 ( ; =p — 1) et pour presque tout h € R":
My Y
< %( P )
IR

alors il existe C3 > 0 telle que :

/0 (|Bl / f(y)dy pi‘“(va dr < Cj (y) |y|a—n+1 dy

Rn
1 pj ﬂ/[p(l -p)
ou 03 = ol —np a—1_est une constante optimale.

Pour la preuve on a besoin du lemme suivant :

Lemme : Soit r > 0, sous les hypothéses du théoréme,
si f > 0 vérifie pour presque tout h € R":

1

17\/[3 n P
< 7 prP
118 < 2 / Pyl dy) 13
alors on a :

( f(h.)dh)pipf’iﬁ-lﬁ(l'p) 7(y) [yl
B(0,r)

7 dy (I5,4).
B(0,r)

Preuve du lemme : Soient r > 0 et f vérifiant presque partout dans
B, = B(0,r) 'inégalité (I1,3), alors on a I'identité

FRY = (F(h) [R[")F (F7(h) B0 D)

on applique (IZ,3) (en notant que 5 =p—1)

P dy)") " () 7

Fih) < (Ms(

By
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et en intégrant sur B, on obtient

( /Bf(’” ih) < b3 fB ( i f%yﬂyﬁffdy)%‘l £2(h) (B[ b

On passe aux coordonnées sphériques dans le second membre

( /B Tf(h) dh):M;-p /ﬂ ( /ﬂ” /51 et dgdt)%l ( /SM Plog) " da) b

On pose )
- /ﬂ ( /b Fo(Ee) P el dg) dt
alors
¢'(p) == (/5 FPp€) pr'? pn ! df)
d’ou -

/f ) dh) M”’/ );1 ) dp
w7 [ (o)

=p Mé_p (cb(r)

:'pMéfp (/ / fp(t;f)tl%pt”_l df) dt)%

0 Snfl

—p M ( /
B(0,r

On déduit alors I'inégalité (77,4)

( /B fi an) <y 2 /B Ply) " dy

]

S

~—

1

() [yl dy)P

~—

[]

Preuve du théoréme : [ > 0 étant une fonction mesurable sur R" vérifiant

I'inégalité (I7,3) presque partout dans B, , alors d’aprés l'inégalité (77,4) du

femme précédent on a (rappelons que @ —np+1 < ()

[t mleo-3 [ (o

U / pp UPI p) / fp )‘y‘npl dy) a=np d]"
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en vertu du théoréme de Fubini on a

/ 3 / fly dy r dr<—u*“p) / ( / ra-npdr)fp(y)lylwp—nd
‘ d oy

Pp (- / 1 . -
= — UP -p) Ty lamnptL gproy |, np-n &y .
) I re— " Pl [y dy

d’ou le résultat désiré

2 A IS
/ \B\/f dy rdr < 7 m/nf}(y)y My |

Constante optimale : considérons pour © € R"”

g(x) = |x|7 D

‘ L % (M—l)n- ‘ ( 71) Il)

(| sl a) - / il

B|h| B|h|

‘( / ly

Bjy)
‘ 1
nv, MY—n p

=(/ o dy)

By

Passons aux coordonnées spherlques dans le second membre

|h|
(/ ( |y|iﬂ’pdy / / mn"u' -n n ldo_ dp)
By, Sn-1
_ (Tll’n/ pmn M- Idp)
0

On a

1
oy My—np ‘y|n;n—n dy) P

d’ou
| ‘hmn.lig
Pl dy) =
/Bh M,
[h["
—q(h
I g(h)
et donc

M vy \a
' |kl
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En reprenant les calculs de la preuve du femme on a

g(h) = (g(h) ") (gP(R) ") ;

en appliquant (IZ,3 bis) on obtient
1-p

o) = (5 (| s
By

=M§p(/ 7 (y) IyI??’pdy) " (g"(h) |]7'7)
By,

On intégre sur B, et on passe aux coordonnées sphériques dans le

PPdy)” ") (g7 (h) [BOY)

second membre

n 1 .
( ] glh) dh)‘ﬂfsl_p f gp(y)y\?pdy)p / o (x) Al" dh
B, Bh\ B,

(
=M /U ( /Up /Sn_lgp(tg)t;’pt”'l d{dt);l ( /S"_lgﬂ(pg)piﬁp g do) dp

1

= /ﬂrpdip(/ﬂp(js gp(tf)tz%pt”-l ) dt)i )
[(] vugragemay

On déduit

SERRY (SN TR
( /B 40 dy) - ( /B S dy) . (mabis)

On reprend les calculs de la preuve du théoréme on trouve en

appliquant (IZ,4 bis)

/0% (ﬁ /B ) dy)pra r = @lp /0 ) ( /B T}Q(y) dy)p-r“‘”f” dr

l v L= n(p— a-n
=7 / p g /B F) ot dy) 1 do
0 :

Un

‘ = ¥ (=] n\p-
-2yt /R { / ) )l dy

U y
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d’ou

l pp AJPU*P) P a-n
/ \B/ dy Td?” —pm/ (I/)M ‘de,

1 pp ]\/Ié)(l -p)

ce qui confirme l'optimalité de la constante C3 = 7 mp-a—1 En outre

vn MP
I'égalité est atteinte par g(z) = |z|7 D7,

Remarque :
Les arguments de la remarque du paragraphe précedent restent

valables pour la dimension n > 1. La condition & < np — 1 dans le

théoreme est nécessaire.
Siaa = np—1alors:
1 .
— si0<|h| <1
fotos gy =qm 2O
0  sinon
est positive radialement décroissante sur (0, o0), donc vérifie 'hypothése du

théoreme I1.3.

D’un coté on a

dh d>— | dy) " d

| G, rmaf i [ (), 7o
:lp/ // ’”dadp‘ T dr
I IR T

=7 /1 (Tll-n/[)p dp) dr

n? x
= " dr
=3

=]

= +OO
De 'autre coté on a
A iy (1-p)
e ... Wiy QR AWy
v —a+np=1 Jp t —at+np-1 Jp lyp

1 A
pp // a -n+1 n 1 d(}'dp
"un -a+np-1 nlpp
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orpour n > lonauraa > p — 1 dou

yPU1=p) p(1-p)
P’ My bl gy = 1 P

1
i B —nb Py <0
—a+np—1 Jp —a+np-1 n./OP P '

1

_P

ﬂ

donc le théoréme n’est pas valide pour &« > np — 1.

3.1. CAS n=1
En prenant dans le théoréme précédent n = 1 on aura :

Corollaire 11.3.1 (n=1): Soient Mz; > 0,0<p<leta<p-—1.

Si une fonction f > 0 mesurable sur (0, +00) vérifie pour tout

1

r >0, (foT (t) |t\P‘1dt)p < o0 et pour presque tout x > (:

M ;
<2 £ ! dt) ”
alorsona:
x 1 [ D +oo
/ (— / f(t) dt) 1 dr <Oy | fx)a® do
0o o 0
) Mrp(l p)
et (a constante (31 = % est optimale.

38.2. CAS DE FONCTION & VARIATION LENTE (n=1) ;
Si une fonction f est a variation lente alors f? est aussi a variation lente

et on a [voir Préliminaires et notations § 2]

T

V>0 : / () dt ~ af fP(x),
0

et donc il existe M > () telle que

Va0 flz) < f(/u t“fp()dt)

L’inégalité (hypothése) du corollaire I1.3.1 (précédent) est vérifiée, d’ou

Corollaire 11.3.2 : Soient) <p <1 et a<p—1.

Si une fonction [ > 0 définie sur (0, +00) est d variation lente ,

alors il existe Cs 5 > 0 telle que :

x 1 T P +o0

/ (—/ f(t) dt) z dr < (s fPx) 2 dr

0 “Jo ) 0
MPETP

et (a constante (32 := pppT est optimale.
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NB: ceci montre que la classe des fonctions vérifiant la condition de
« monotonie affaiblie » contient , en plus de 'opérateur de différence A, de

i Ok ~
pas h > 0, la classe des fonctions a variations lentes (dont , [l (hlk ’f) ou
Injt=In(In;_1t) et oy € R, exp (] In¢|*) avec o € (0,1), etc ... [voir par exemple

{13}, (83} et {88]]) .

3.8. CAS DE FONCTION DECROISSANTE (n=1) :
Si une fonction f est décroissante alors

( /0 PEa) > ) /D i)’ = flo 5

1
et donc I'hypothese du corollaire I1.3.1 est vérifiée avec M = pr d’our :

Corollaire 11.3.3 : Soient 0 < p <1 et o <p— 1.

Si une fonction f > 0 est décroissante sur (0, 4+00) alors on a :
1 x P +00
/ (—/ f(t) dt) " dr < O3 fx)2” de
0o Jo 0

et (a constante C3.3 :=

p_i_l est optimale.

ANB: on retrouve ainsi l'inégalit¢ de Hardy pour les fonctions
monotones (théoréme I1.2).

4. UNE INEGALITE POUR L'OPERATEUR DE HARDY GENERALISE
Le but de ce paragraphe est d'étendre l'inégalité de Hardy dans le
théoréme I1.3 alopérateur de Hardy généralisé. Ce travail a fait I'objet d’une

publication [voir /4.
Soit w une fonction poids définie sur (0,oc0). L'opérateur de Hardy

généralisé est défini comme suit :
1 "
H,f)(r):= /fx w(x) dx
(Hof) (1) = g5 | (@) i)

ou 0 < W(r):= [jw(t)dt < oo pour toutr > 0.

Notons que si w(x) =1 alors I'opérateur précédent n’est autre que

I'opérateur usuel de Hardy

(Hf)(r) = %/Orf(sc) dx .
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Théoréme I1.4 :Soient 0 <p<1l, ¢>0, A>0, a <p—1let
w une fonction poids sur (0, 00) telle que :

0<a<b<oo = wb) <cwla)
Si une fonction f > 0 mesurable sur (0, 00) vérifie pour

presque tout T >0

< (/oxw(y) ypldy)_% ( /U Py wly) dy)i (11,6),
alors Nr >0 ona: .
/Ux (m—l(r) /Orf(x) w(z) dg;)p w(r)r® dr < Cy /Ux ) () 2 da

y — Ap(1-p) 2-p 1
ou Cy=A PP

Pour la preuve nous aurons besoin de quelques propositions auxiliaires.

Lemme 1: Soient 0 < p < 1, ¢ > 0 et w une fonction poids sur
(0,00) telle que :
I<y<z<oo = w(z)<cwly),

alors pour tout ) <x <r<oocona:

z 1-1 r
([orta) <o ——[won @
0 rwe(r) Jo

2 g 1.
ouw A =crtprh

Preuve : par hypothéseonapour) <y <z <r
cw(y) y' > w(z) ¥

En intégrant par rapport a ¥ € (0, z) on obtient

/ wly) ¢y > ¢! / w(z) y = dy
0 0
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et comme 1 — }lj < 0 on déduit que

(Axw@)ﬁk%@)liécﬁ2 w&)(ESL”

we(r) P
1
. p%_l P! — w(r)
wr(r)

D’autre part pour 0 < ¢ < 7 on a w(r) < ¢ w(t) et par intégration par rapport

ate (0,r),ona

d’ou

& 1—? . 1 1 T
( / w(y) y”‘ldy) <ol g / w(t) di
0 0

rw(r)

Lemme 2 : Soient 0 < p <1, ¢ >0, A > 0etw une fonction
poids sur (0, 00) telle que :

0<a<b<oo = wb) <cwla).
Si une fonction f > 0 mesurable sur (0, 00) vérifie pour

presque tout © >0 ona

flz) <A (/ Y ldy f (y) “dy)% (IL,6),

alors Yr >0 ona:
1

HA0) < —1 = ([ o vty

T"U,‘

ou A" = AP pv.

Preuve : Soit f > () mesurable sur (0, co) vérifiant p.p. x > 0 l'inégalité (11,6) ,

alors

g < ([ )™ ([ rora)”
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d’ou

f(r)w(r)sM([()“dy 'fp /f” oy wy ]

en appliquant le Lemme 1 on obtient Vz € (0, r)

fljule) <p A 4 1)(A%mﬁ)%KAU%mMMfw@ﬂ.

rwe(r

On déduit par intégration par rapporta x € (0,r)

/Urf(u"ﬁ)w(w) da?gpAlpAfﬁ;(r)W() /rd(i (/ ) uly) pldy);’] I

1

p A7 4 —— W) ([ 7))

ot

d’ou (sachant que A’ = cI lpfl h
[ 1p65_1 11 ) 1 1
o= | S <4 Twm(/fﬂ o))

[]

Preuve du_théoréme: Soit f > ( mesurable sur (0, 0c0) vérifiant p.p.z > 0

I'’hypothése (I1,6), alors en appliquant le femme 2 :
/ ) dr = / ((Huf)( ))pr“ dr
o] AU
p Y 1 a
/0 e / fly dy (r)r® dr
AH / ap /fp pldy dT‘

et en vertu du théoréeme de Fubini on aura

fo)ule) dz) "1 e < (AT / ) uly) ! / ) dy
[ G [ s ([ )
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Comme & — p + 1 < 0 on obtient

/0 W(r /f ”“dT<(A”)/ fly)w ().“%dy
=&Y —a-l-p—I/ Fly)uly)y” dy.

2
Rappelons que (A”) = Al-p cﬁ_lpp d’ou

/ /f r)w( d:r: rdr<4p1p2p /fp y)y" dy
—a+p-1
[

Constante optimale : Soient () <p <1 et w une fonction poids sur (0, o)

telle que :
I<y<z<oo = w(z) < cwy)
et SUPPOSONS que POUr ¢ = ¢, > 0 on a
O<y<a<oo = w(z)=cpywly)

alors (en suivant les mémes étapes que celle de la preuve du lemme 1) on
aura pour tout ) < r <7 < >

T ) 1_% . 1 r
( / wle) 1) = A0 — f QL
0 0

rwe(r)

ou A" = cr%*lpr%*l.
Fixons A > 0 et K > 0 et considérons pour = > 0

APl

o=k ([ vy ) = 1),

Alors on a

]

(¥ = o) App_ L ( /0 r-w('y) yp‘ldy)
I w(z) i
ole) p [ uly) yldy

= 1) [ ) dy= (-1l )

0
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On multiplie par g” 71( )
T

mzﬁpﬂwg%m/uw)ww W= 1) 1) ule) o7

0

([ oty a0 ([ ot ) = 90 o)

A )| =2 9l )

et en intégrant

(x) = ¢(x) /U Iw(y) Y= A /O igp(y) w(y) ¥~ dy

= o= ([ v a) " ([0 0

donc I'’hypothése (I1,6) du théoréme II.4 est vérifiée et on a en fait égalité.
On déduit
—1 T 1—

(o)) 7 = a4t ( /:w(y) Y dy)p? ( /D ¢'(y) wiy) yp‘ldy)Tp

d’ou

et d’apreés (I1,5 bis) on obtient Vx € (0,7)

dai=pa 0L ([ ua) 2] [ v af]

On déduit par intégration par rapporta x € (O, )

/0 rg(x) w(e) de=p 4™ A w;(r) W /0 I%K /0 x Al uly) dy)%] i

=D A7 A 11
we(r)




2 g 1.
d’ou (sachant que A’ = ¢» ' pr )

!

1 %FMMM”Mﬂ

(Hug)lr) = il /0 T glz)wlz) de = 47 ! p%

we(r

27 1 s
On pose (A”) = A7 ¢» ! py, alors en intégrant on aura :

/: (ﬁ /Urg(:z:) w(z) da:)pw(r) r dr:/(]: ((ng)(ag))p:ﬂ o
‘A ﬁ%(ﬂﬂme”@wmwr

o0 T
= (A") / P ( / ¢ ly) wly) v dy) dr.
0 0
Le théoréeme de Fubini donne

/DOC (”1(74) /Ulrg(ﬂs) w(z) d:g)pra dr = (A"Y /Umgp(y) wly) ! (/yx’ro‘pdr) &,

Comme o« — p + 1 < 0, alors

/%( 1 /T (‘I‘) ’U,’([L’) d:ﬂ)p?ﬂ d,r — (Ah’)p/oc p( )'w( ) o ﬂ d
o W) Sy ! P

= (A" S — / : 9" (y) wy) y* dy .

—a+p=1J

d’ou on conclu que si € > 0 est optimale dans I'inégalité
I<y<z<oo = w(z) < cwy)

alors Cy = AP0-P) ¢ fi — est optimale dans I'inégalité
/ /f d::; w()r dr<C4/ flz)w(z) o do
o \W(r
ou f est arbitraire positive et mesurable sur (0, co) vérifie (I17,6) .

4.1. CASSANSPOIDSLE w(z) =1
Si 'w(l‘-) = lalors ¢ = 1 et (I1,6) devient

([ va)” ([ roa) <aE) ([ o).
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donc

fle) < Ay é(/mfp(y) y“dy);

p(1-p

On pose M, = App alors Up = APy : = A1) @on p A1) ppﬂ-ﬁ(f_p)

Corollaire 11.4.1 : Soient 0 <p <1, A7 >0, a <p— 1.
Si une fonction f > 0 mesurable sur (0, 00) est telle que pour

presque tout >0 ona:

M, v - ;
f(z) < ;'1 ( / ) ldy) ,
' 0
alorson a :

[/

ol 04-1 _ J\Ji).(llfl?)pp

(t) dt)pxo‘ dr < Cy; / fP(x) 2% dx
0
1

p—a—1"

NB: on retrouve le résultat du corollaire I1I1.3.1 au §3 avec la constante

Optlmale 041 = CJ 1= A[_{)(l p)ppgﬁ ou 1\44_1 = Afg_l .

4.2.CAS DE FONCTION MONOTONE ET w(z) = 1

Si w(z)=1 alors c=1. Si f >0 est décroissante sur (0,00) alors
f(y) < f(0) pour tout y > 0 et (JI,6) avec A = 1 devient

flz) < (/D w(y) pldy / 1"y) wly pldy)
< ( fo w(y) yp*ldy E /0 f1(0) w(y) pldy)
10 ([ oty i) ([ wto) )

= f(0)

donc (I1,6) est vérifié pour A = 1.
De méme I'hypothése du Corollaive II.4.1 est vérifiée avec

1 1
M, = Apr = pretdans ce casona ¢ = 1 car w(z) = 1d’ou
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Corollaire I1.4.2 : Soient 0 <p <1, a<p—1, w(x) =1 si
une fonction f > 0 sur (0,00) est décroissante alors on a :

/0 ) G /0 ) dt)p:ﬁ“ dr < Cys /0 TP 2 da

ou 04.2 =

p—a—1°*

NB : on obtient le Théoréme II.2 du § 2 ainsi que le Corollaire 11.3.3 du §

Y4
p*()/*l'

3 avec constante optimale Cia=0Cr=0C33=

5. UNE INEGALITE TYPE DE HARDY AVEC POIDS

Rappelons que dans le théoréme II1.3 l'inégalité type de Hardy
concernait 'opérateur Efn entre les espaces Lfﬂa_nﬂ (Rn) et L‘:a (Uj OO) avec
o < np — 1, a savoir :

S ’
[ (5 [ twa)'smar<e [ e ay
o Bl Js, Rn

Le but de ce paragraphe est d'étendre le résultat aux espaces de
Lebesgue avec poids plus généraux L2 (R™) et L2(0, 00). Ce travail a fait
I'objet d’'une publication [voir {6]].

On adoptera les notations suivantes: pour une fonctions g >0
mesurable sur R” on pose

/ g(z) dz = sgn(r — ?"2)/ g(z) dz
Brl AB""Q B""l ABTZ
I \B glz)dr si0<r<r<oo -
= ™ r9
_fB,_\B. glz)dr si0<r <ry<oo;

En coordonnées sphériques on a (pour 0 < 7y < 11 < o¢ par exemple)

/ g(x) dz = / / glp.o) p" "t dodp .
BT'I ABTQ T2 S-n—l ’

notons que si ¢ est radiale i.e. g(r) = g(|z|) , * € R" alors
* T
- -1
/ g(z) dr =nwv, / glp) p" dp
B'T’l ABT-? ]
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Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant :

Théoréme 115 : Soient 0 <p <1, M5 > 0 et des fonctions

poids u et v définis respectivement sur R" et (0, c0).

Supposons que

1

a) Ilexiste | > 0 tel que / utr(z) dr = o0 (IL,7)
B

et

6) Yr>0 Vir):= / v(p)p™™dp< 0. (11,8)

Si une fonction f > 0 mesurable sur R" vérifie pour

presque tout v € R"
1

[ <M ([ Pou)d) e

B

alorson a :
/ (L/ f(z) d:::)pv(-r) dr<C; [ f(z)w(z) de (IL,10)
0 |Br| B, R~

oi w(x) = u(x) V(a|) et C5 =L pr M
Side plus on a

1
/ u=r(z) de <oo  pour tout 0 <ry <y < o0 (I1,11)
BrE\Brl

alors Cs est une constante optimale. et il existe f € LI (R")
non nulle vérifiant la condition (I1,9) pour laquelle (I1,10)

devient une égalite.

La preuve du théoreme est basée sur plusieurs résultats préliminaires.
Notons > l'ensemble des fonctions positives mesurables pour

lesquelles il existe My > 0 tel que (J7,9) soit vérifiée.

Lemme 1 : Soient 0 <p<1 et U une fonction poids sur R".
Supposons en outre la condition (IL,9) vérifiée avec M; > 0
pour presque tout r € R".
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1) 51/ 1L( Jdr < oo Vr>0 alors alors Censemble Y est
B,

réduit d un seul élément (la fonction nulle).

=
2) Si/ 1 ( )dff—OOJoouruncermmr >0 et
B,

—inf{r>0 : / ui(r) de =0} > 0 ;
B,

alors ¥V f € X ona f =0 pour presque toutr € B, .

Preuve :
1) cas 1: Soitf € X alors pour r > 0 fixé, en appliquant I'inégalité de

Holder (notons que le conjugué de est 7— ) puis (II,9)on a :

/fp y) dy < /(fp( ))*l’dy)p(/gr(u(y))ll” dy)l_p

< uf“ / (y) / U™ () dm)p( /B rulip(y) dy)lp;

d’ou pour tout 7 > O on a

[ ot av< e ([ pota) ([ i)

Soit pour 0 < v < 1 arbitraire
ro(y) =sup{ r >0 : / ulTlp(:r) dr < A" M}
B,

alors on a pour tout 7 < ro(y

/ Ply)uly) dy < / 1
et en notant que

/ uﬁ(:f) dr = lim / IL( )de < AP M
B B,

ro(7) Tﬁr& ((}}
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on déduit par passage a la limite

/fp dy</fp )

i.e. que pour tout 0 < v < lona
) <
i, <70l

Ceci n’est possible que si f =0 p.p.z € B, () pour tout 0 <y <1, en

particulier
=0 pp.xeb, (I1,12)

ou ry = ?“0(1)

Si 7p = +00 le résultat est établi sinon on montre que

/B ui(z) de = My?.

0

On a par définition de 7 (”})

Supposons que

/ ur (z) do < M?,
B

1
alors la fonction ¢ : 7 — g(r) := [, uT#(x) dz est continue et par suite il existe

r

0 > 0 tel que

1 .
/ wir(x) de < M7
BTO+5

et d’aprés la définition de 7y = ry(1) on doit avoir 79 > 79+ ce qui est

/ uli_p(ar) de = M;".
B

0

impossible. Donc

De (I1,12) et (I1,9) on déduit que pour presque tout |z| > r:

W@ ([ Ph) e

Bis\Bry
En reprenant les arguments établis précédemment on a pour 7 > T

[inégalité de Holder puis (IZ,9 bis) | :
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éjwmmmdygkg(ﬁjﬂwmm@)(é “()M)

T

On pose
ri=sup{r>rp : / um(z) do < M}
B,\B
et on montre que
f=0 ppxeB,\B,
et par suite
f=0 pprebB,.

Si 71 = 400 le résultat est établi sinon on montre que

/ uti(z) dr = M
B, \Byy

On répete ainsi la procédure ... a un certains moment 7, = oc et donc
f=0 pp.x€R" sinon on aura une suite de boules

B, CB,C..CB,C..B,=JByon 0<rg<r <..<rp<.. <00
avec Yk € N*

/ ullfp(r) de = M7,
By \Bry_,

f=0 ppxeb,

et

Montrons que BTU = R". Si ce n’est pas le cas on doit avoir d’apres

I’hypotheése
/ IL( ) dx < o0,
B

e

On a Yk € N*
] () dr = / (e de + / w(a) dot .+ / wile)de = (k+1))57
B B, B.\By, B, \B

"k 0 T k-1

/ UL()dx— 1m/ IL()dm-%—oo
B k=00 Brk

Te

et par suite

contradiction, donc B,, = R" et

f=0 pp.xeR",

55




2) cas 2: On Suppose fB Ul P dl‘ = 00 pour un certain r > 0 et

p=inf{r>0: [ B, uT 7(z) dr =00 } > 0. Alors en remarquant que la fonction

r—g(r) = fB, ‘Ul—’f)(ﬂf) dr est croissante on a

/ u%v(a:) dr < oo Vre(0,p)
B,

On obtient ainsi une condition similaire au cas 1 sur l'intervalle (0, p)
au lieu de (0, +00) et avec la méme procédure, mais avec la restriction r < p,
on montrera que

f=0 ppzxeB,.
En effet, étant donnée f € ¥, on montre [ en vertu de I'inégalité de

Holder puis (77,9) | que pour tout 0 < r < p:

/B Ply)uly) dy < Mg’( /B f‘”(y)u(y)dy) ( /B um (x) dm).

r

On définit pour 0 < v <1
() = sup{ r € (0.p) - /ﬁwmsww%
B,

alors pour tout 0 <y < 1lona

1]

) <
L?Bm(j’) <7 lf HL%TD(~,-)?

ce qui n’est possible que si f=0 pp.x€ B, ;) pour tout 0 <y <1, en
particulier pour 7y = r(1). Donc

f=0 ppzxreb,.
Si rg = p le résultat est établi Sinon on montre, grace a la continuité de la

fonction ¢ : 1 — ¢(r) fB i =i(z) dz , que

/Bul‘()d M

|
et pour presque tout p > |z| > ry:
1

fo <Mt (| gyt )’
Biay\Bry
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On reprend ainsi la procédure pour montrer que en posant

rp=sup{ moy <r<p: / u%—:?(:r) de < M}, kel
Br\Br,_,
On a

=0 ppreb,,.
Forcément il existe £ € N* pour lequel on a . = p et
f=0 ppzxeB,;
sinon on aura une suite de boules
B,y CB, C..CB,, C..By=Upey By ol 0<rg <y < <7 < o < p
avec Vk € N*

/ w-r(e) de = M:"
B, \B

Tk—1
et

=0 ppaxeb,, .
Alors Yk € N*

"k "0

0 (z) do + /

B,\B

() da .+ / (o) de = (k41

B, \B

) S|

et par suite

/ U%P(f) dr = lim/ uﬁ(:r) dr =400 .
Br‘g k= B'r'k

Donc B,, =B, et [ =0 ppaxebB,.

Remarques :

1) Ce lemme met en évidence la nécessité de la condition (I1,7) sur le poids
u dans le théoreme. Sans cette condition la classe des fonctions vérifiant
I'inégalité (J1,9) se réduit a un seul élément : la fonction nulle presque

partout.

2) Dans le Théoréme II.3 qui correspond a un cas particulier du

Théoréme II.5 (précédent) on a u(z) = |z|"!"P) et dans ce cas VI > Oon a

/ uﬁ(gj) du / \33|7n(17p)ﬁ dx / | ™" dr = o,
B B B
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Lemme 2 : Soient 0 < p < 1, M5 > 0, u une fonction poids sur
R"™ vérifiant.

L
a) Il existe [ > () tel que / = (x) de=+o0  (II,7)
By

b) Pour tout ) <r| <ry < oo / uﬁ(:r) dr < (II,11)
r’P\Brl

1) Silexistek > 0 telle que

o) = Ko e (2

alors wr>0 : feIL(B,) et on a égalité dans (ILg) i.e. :

fla) = M5 w7 ()

/ | "w‘%"(y) dy) , (x € R") (I513)
B, AB,

1

1!ly) uly) dy)p -, (x e R")  (IL14)

By
2) Side plus u > 0 est radiale alovs :
si on a égalité dans (IL,9) (i.e. (IL,14) est vérifice) pour
f e Lr(B,) et radiale ¥r > () alors inversement f est de la
forme (IL13) .

Preuave : étant donné un poids u sur R" vérifiant (77,7) et (I1,11)

1) supposons qu’il existe K > 0 telle que [Voir notations dans introduction]

flz) = Kure(z) exp( ’ /B . Ty )dy) (IL13)
|z]¢

p

Soit r > (), intégrons sur L?(B5,)

([ k([ [ e it [ 18] 57 0) g

B,AB,

[y /B :ABE i (y) dy]

alors  ¢/(p) := M{ [ ullTp(p &) pit dé et (IL13 bis) peut écrire
a )M expo(p)| o).
/f (/U( (p)) X .(p)} P),

58

on pose

o(p) :




un | exp

HDP

IL ~ lim exp{Cf / LP( )dy} )
BL\.B; 530t B.AB,

=KM! exp | U lim exp | - C} / Ul_lp(y) dy} )E
BAB e B\B,
=KM! e | uf’ ulﬁ )5<oc :

d’ou

ﬂﬁ] : 1
—0/ ) dy) =M / o
P JB.aB ’

et en vertu de (77,13) on obtient (I7,14) a savoir

fla)= Ms uri(a) /fp

2) On suppose © > () et radiale et soit f € LI(B,) , Vr > 0 et radiale vérifiant
I'égalité dans (I71,9), i.e.

o) =M u5a) (| POuY) ., @ e rr (1114)

B

Sif=0 pp.xe B, =R"alors f est trivialement de la forme (77,13). On
supposera désormais f non équivalente a la fonction nulle sur R".

En passant aux coordonnées sphériques dans (77,14) on obtient
,
P = wseo) ([ [ oty )
0 Sn—l
et on déduit que

/SM fflro)u(ra)do = M ([5

n-

uF(ro) dU) (/Ur(/g fp(ﬂf)u(ﬁﬁ)df)pnldp) (I1,15)

n-1

U(r):= (/5 uﬁ(’r'a) dcr) :

n—1

On pose




alors (I1,15) s’écrit

[ peiseaio=e v | { PO ")

on pose aussi

p(r) == ﬁr ([) ) fP(p&)u(pé) dé‘) p" " dp

alors
O'(r) = Pl / fPro)u(ro)do
Snfl

et en multipliant (IZ,15 bis) par r"~! on obtient

Jlr) = MU U)ol (11,16)

Soit
ro = inf{r>0:p(r)>0}.

on a 0 <7y < o0 (f est non équivalente a la fonction nulle sur R") et la

fonction ¢ étant croissante

Vr>ry @ @(r)>0.

On note que ¢(0) = 0; on montre que rp = 0 . En effet si 19 > 0,
alors :

1) D’une part on a ap(ro) = 0, a cause de la continuité de la fonction ¢. En
effet si ¢(ry) > 0 alors, par continuité de ¥ par rapport a r, il existe ¢ > 0 tel

que (1) > 0 sur (ryp — &,79) ce qui contredirait la définition de 7.

2)  D’autre part de (71,16) on déduit que pour tout 1 > 1
d o)
—In(p(r)) = = MYt ()

en intégrant sur (rg + [, r)

ln( olr) )=*‘1-f§ / T P ULp) dp,

(1‘9(740 T l) o+

etdelaVr >

el =¢ln+1) ey (1 |

o+l

77U p) dp) >0 (117)

On passe a la limite

plro) = lim @(r) = p(rg+1) exp (Mg f 0" U(p) dﬂ) >0 ;

+
= U.|.[

60




d’ou la contradiction. Donc forcément 7y = 0 et (I1,17) devient
T
Vr>0,ﬂ)=¢mem{“p/fﬂ*mmd@. (11,17 bis)
a
De (11,15) et (I1,16) et (11,17 bis) on obtient V1 > ()
Al
/ firo)u(ro) do = irl) = M U(r) olr)
S‘nfl TH_

1

:mefHWMﬂU“mwg
=M o(l) ( /5 u.llfp(ro) do) exp (Ug”

n—

TﬁWMM

#([ o

*

U (ro) da) e*cp(\[‘r / it )dsc)

B.AB

Z
[

donc Vr > 0

[ pooeyio=agtn |

Puisque u et f sont des fonctions radiales on a u(r ) = a(r) et f(ra) = f(r) dou

n-1

*

Pl ) nea =M ) 50 o, exp (18 [ )

B.ABy

Comme u > () on obtient

fm:Kfﬂ)mbﬁfmfwwﬂ

1

avec K = Mj gop( = (fBg fP(y) uly) dy ) =Ms || fllzzm)

1

L]

Exemples :
1)si u(x) = |z|* avec o > np — 1 alors I'égalité dans (I1,9) est atteinte pour

o n]\/fp / —1 o
1= 11 oo 2 1) |
p 1—p

2)si u(x) = |z|"P~Y alors I'égalité dans (IZ,9) est atteinte pour

Un ﬂ/fp

f(w) = K]0
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3)si f est radialement décroissante alors 1'égalité dans (I7,9) est réalisée avec

1
My = (5—’)?’ et est atteinte pour f(z) = K.

n

Lemme 3 : Soient 0 < p < 1, u une fonction poids sur R" vérifiant.

L
Il existe | > 0 tel que / () dr = (IL,7)
B

1) Si une fonctionf > 0 mesurable sur R" vérifie pour M; >0
flz) < Ms U%P(ili) (
alorsona Vr >0 :

/f )dz <pulp /fp ) (I1,18)

2) Sien plus on a

lgﬂ@ﬂ@ﬂﬂﬁ pp.x €R"  (ILg)
||

1
/ ut-r(x) dv < oo pour tout 0 <1y <1y <00 (I7,11)
TE\BTL

alors la constante p M;‘P est optimale dans (I1,18) ou ["on obtient

égalité pour toute fonction définie par

woro.
/ WWM,@EW) (I1,13)
B AB,

fla) = Kus(a) exp ;

3) D’autre part Siu > 0 est vadiale et vérifiant (IL7) et (IL,11)
alors si on a égalitée dans (IL18) pour f € L(B,) et radiale Vr > ()

alors inversement [ est de la forme (IL,13) .

Preuve :

1) Soit une fonction f > 0 mesurable sur R" vérifiant pour C; >0

I'inégalité (I1,9) ; en notant que 1 — p > O on a

1-p

P <M ) (| PG)ul)dy) "

By

d'ou p.p. x € R"

flz) < MY (

1_

PO dy) fle)ut).

By
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On intégre sur B, , (r > 0) en utilisant les coordonnées sphériques

(s sa [ ([ soomtoraa)” poso
:ﬂ’fsl_p /0] (]UP/S PEe)ufte) d{dt)lp_l (]S f'lpo)ulpo) p'”'ldo) dp.

On pose ,
5(p) = PEE) u(t&) ¢! dE dt)
- olo) = (| Snrlf(f) (1) £ de dt) ;
(| serie) < [ o o
=) /U ) d%(é(ﬂ)); i
([ [ gt r i)
d’ou

(/Brf(m) dx) LT ( /B fla) ufa) dx)% |

2) On suppose en plus que u vérifie la condition (I7,11) et considérons
une fonction f définie sur R" par

1P

M

flr) = Kuro(o) exp (? /B | Ny ue(y) dy) ; (K > 0)
2/ BB,

d’aprés le lemme 2onaVr >0 : f € L2(B,) et vérifie (IT,14) i.e. p.p. © € R"
1

fla) = Msum(a) (| flu)ule)ay)”

By

En reprenant les calculs précédents ( partie 1) ) on obtient

1-p

) = W7 ula) (| Pt dy)”
dou p.p. x € R" :

o) = 37 ([ i) o).
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et par intégration sur B,
obtient

, (r > 0) en utilisant les coordonnées sphériques on

([ o)==t (| Pl ) .

3) On suppose que 1 > () est radiale vérifiant (77,7) et (I1,11). Considérons

f € L’B,) , Vr>0 etradiale vérifiant 'égalité dans (IL,18) i.e.

(/B“f(:v) daz) —p M7 (/B‘fp(a:) u(z) d:c)%

en utilisant les coordonnées sphériques on a :

// orde o) =l ([ [ Ty o )’
([ F605= ) =p22 (ws [ T 7060 5" )’

On dérive par rapport a r

nu, T(T) Tn_l = ju51_JD (n Un)% fp(T) E(T) T'”'_] ([: fp(p) E(P) pn—l dp) P 1’

d’ou

()"

(f

(n=1)(1-p)
P

= M7 (nw,) 7 W-

1_

LT

1=p

,_.
=1

b /f ”‘ldp)lpp.

En élevant & la puissance 75 et multipliant par a(r)

?p(f') u(r) rl) = Mz (n Uﬂ) a(r) e / f P 1d.p);

p
en posant ¥ (r fo

p) p" ! dp on obtient

V() =nv, M Y i o(r) Y(r). (IL,19)

On suit la méme procédure que dans la preuve du flermune 2 pour

déduire que pour presque tout 7 > 0 :

U(r) = (1) exp (’l[f n, [ull( )t dp) U(l) exp (U‘U /*AB ut- P( ) da:)

De 1a (I7,19) devient

Tp(-r) u(r) pn=) — (nv,) Mf pn=1) ﬁ%(r) U(l) exp (Méj / n- 1—%( ) dp)
l
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etcomme u > (0etr >0

d’ou

1 ﬂl/.[r;'p " -1 -
J) =K wslr) exp(=2 [ gt as() dp)
avec
1

I
1 1 [—p !
K = (TH,?n)5 M5 wi([) = 17\/[5 (nvn /{] f (P) E(P) pn—l dp)

{ 1
—m(/ﬁ Plpo) ulpo) =" do dp )’
0 n—1

= Ms ||/l 2
o

Preuve du théoréme_JI.5 : sous les hypotheses du théoréeme, en utilisant le

lemme 3 [ partie n° 1) ] on obtient

AY@LWW%WM/Ln/f
<vl/0rnp U”’ /fi”

En vertu du théoréme de Fubini on a

/n ’ (\B% /B .rf ) d@!)p?“” dr < (plﬁp))p } fH(z)u(x) ( / x%dr) dr

I

(e ) | et Vi) o

Un

d’ou l'inégalité (IT,10)

/GOC (5%4 /Br /() dy)pr“ dr < C; 5 P(y)w(z) dr

avec w(x) :=u(x) V(|lz]), et Cs := % ppj\{g(l—p).
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Constante optimale : on suppose en plus que (I7,11) est vérifiée et on considére

pour x € R"

gla) =4 (a )exp(";p / \ u (y) dy),
B|J_,“Bf

alors d’apreés le femme 2 [ partie n°1)] on a

1
R ‘ P
o) =25ur5(a) (| #0)at )
Bye)
et donc I'hypothese (1'1',9) du théoréme est vérifiée, alors d’apreés le lemme 3

[partie n° 2) ] on a pour (’I’ e R”)

([ sors < () ([ 20118) . g

En reprenant le calcul dans la preuve du théoréme I1.5 pour la fonction

g en tenant compte de (77,20) on aura

le théoreme de Fubini donne

(o s = (P g ([ )
o \Bi J, ] !

_ (M)p f Pe)ula) Vi) do

]
fb’l‘l

d’ou le résultat

pp UPU D) |
/ B/ dy dr = ; /”gp(y)w(ﬂz) dr .

D ﬂ,ﬂ](l -p) .
avec w(x) = V(|x|) , 1a constante Cy="—%— est donc optimale

Un
dans (I1,10) .

[]
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5.1. CAS DE POIDS SPECIAUX

En posant dans le Théoréme I1.5 précédent

u(z) = [a| "0 et v(r) =r
ona:
a) Pour | =1 / UIITP(I) de= | |z|™"dr=+,
B By
6 V 0 00 . o0 oy rufn.erl
) YVr > ,V(-r).:‘/r v(p)p dp:./,- p dp:m<oopour
a—np+1<0.
Dans ce cas
L o |$|fn(lfp)><|$|afnp+l o ",rlo(fnJrl

o 10 <) ([ ) = i)

d) pour tout 0 <7 <71y <ooona

1 rl
f // ulﬂrg " dEd?—nvn/ e = o, 111—<oo

e) ona
o Lo
gle) = ull()exp( ” / () d-y) = —ekp(—nv / ! dp)
P JB,a8 o b !
l nup Mg L ."Ug _
—ep W) = b
i

d’ou 'on déduit

Corollaire IL.5.1 : Soient 0 < p <1, My;>0et a<np—1

Si une fonction f > 0 mesurable sur R" vérifie pour

presque tout x € R"
1

1 ‘ v
fo) <M= (| P d) are:

‘ |z

* inégalité (I1,9)’ est 'inégalité (II,9) dans le Théoréme II.5 pour u(x ) ‘I‘ n(1-p) ot U( ) = r®
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alorson a :

1 p | |
/ (_ / f(x) df‘»’) rdr<Csy | )| e (1310)°0
0 ‘ r‘ B, R
‘ L MY ,
ou Csq:= o W est une constante optimale. De plus

vp MP ’
pour f(z) = |z|" (—p>-1) qui vérifie la condition (I1,9) ",

Cinégalite (II,10)° devient une égalité.

NB: on retrouve le résultat du théoréme I1.3 avec la constante optimale

Corollaire I11.5.2 : Soient 0 < p <1, M55 > 0, des fonctions
poids u et v sur (0,00). Supposons que

1
a) Ilexiste | > (0 tel que / utr(z) dv =00 (11,7)

0
et
RO T
6)  Nr>0 V(r):= ra dp<oo.  (IL,8)
Si une fonction f > 0 mesitraﬁ[e vérifie pour presque tout
x>0
L
o) < 3o st [ #0000 o
alorsona:

/ /f dw dr<C’J2/ fAlx)w(x) de  (11,10)

ou w(x) = u(x) V(|z|) et Cso:= p? MLy "
Slc(ezp[us ona

T
/ uﬁ(:g) dr < oo pour tout 0 <ry <1y <00 (I1,11)

r

alors U5 est une constante optimale.

n(1-p)

3 Tinégalité (II,10)’ est linégalité (II,10) dans le Théoréme II.5 pour u( ) \;L’| et

v(r) = re
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5.8. CAS DE POIDS SPECIAUX AVEC n=1

Si on prend u(z) = 27 ' et v(r) = r® sur (0, 0o) alors on obtient :

Corollaire I1.5.3 : Soient 0 < p <1, Ms3>0et a<p—1.
Si une fonction f > 0 mesurable sur (0, 00) vérifie pour

presque tout T >0
1

flz) < Mss—(/ fly) ldy)p (IL9)” 4

alorson a:
o0 1 T i o0
/ —/ f(z) d:c) r® dr < Cs3 / f(x)x® dz (II,10)” 5
: 0
P Cp(l —-p)
ou Csg: =~ a1 est une constante optimale.

NB : on retrouve le résultat. du Corollaire I11.3.1 avec [a constante optimale

(1-p)
pP(Yp
CE).}—CJI— p—a—1 -

5.4. CAS DE FONCTION DECROISSANTE AVEC POIDS SPECIAUX ETn =1 :

Si en plus de u(z) = 2P~ et v(r) = r“ définis sur (0, o), on a f qui est une

L N
fonction décroissante alors (II,g)” est vérifiée avec M;3=pr d’ou :

Corollaive I1.5.4 : Soient 0 < p < let a <p—1.
Si une fonction f > 0 est décroissante alors on a :

1 00
/ (—/ flz) dx)pr“ dr < Cs4 / fP(x) 2" do (1L,10)”
0 Jo 0

P C’f(l -p)

p—a—1

ou Csq:= est une constante optimale.

NB : on retrouve ainsi I'inégalité de Hardy pour les fonctions monotones
(théoréme I11.2) et celui du Corollaire I1.3.3 avec constante optimale

P (P
Coy=Ch=C33=09 —

4 I'inégalité (I7,9)” est I'inégalité (I1,9) dans le Théoréme II.5 pour U(SC) = |$|‘U7l et ?J(T) = r®

S I'inégalité (IT,10)” est I'inégalité (I1,10) dans le Théoréme II.5 pour u(fﬂ) = |:E‘p_1 et ?)(?") =
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chap. 111 :  Applications

La forme différentielle de 1'inégalité type de Hardy est mieux adaptée
pour les applications, plus particulierement pour les équations différentielles.
Rappelons I'inégalité « moderne » de Hardy (7,4) [voir cﬁ}? T 8§4]

f /f t)dt)” )da:<B4/ f(x)v(x)de ;

en posant g(x) t) dt celle-ci s’écrit

/x (g(a:))wu(g;) dr < By /O@ (¢(2))" v(z)da ; o
0 0

Le cas multidimensionnel sans poids de I'inégalité (777,1) s’écrit

/ g(@) de < C ] |7 g@)lP dr gz
Q 0
ou) CR"et(C > 0.

Remarque :
L'inégalité de Hardy dans L*(R") , n > 3:

/ ‘Q(SU)FW dr < (%)2 / |7 g(x)|? da

est I’équivalent du principe dincertitude de Heisenberg de la physique moderne (ui

énonce que : «// est impossible de connaitre a /a fois la position et la quantité
de mouvement d’un objet de maniére précise» et qui s'écrit

( & e dm) (/R 902" dx) 2 (RT_Z)Q ( - lg()[? drﬂ)2 >0

En effet, en utilisant 1'inégalite de Cauchy_Schwartz on a

(57) ([ oo @) = (*57) [ oo 5 )
<(*5) ([ saPlato \Qda: f )’

ml»—n
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et de l'inégalite de Hardy (précédente) on déduit

1

(553 ([ ) < ([ il o) ([ 19otor )

1. TRACE D’UN ESPACE DE SOBOLEY PARTICULIER

Définition : soient f € W P(R"),1 <p < oo, €N et
@ € LI°(R™) ,  m < n. On dit que (a fonction ¢ est une trace

de la fonction | sur R si pour toute suite

[ € C®(R™) N WIP(R) telle que fi. — f dans W'P(R") on a
fk(mla s T, 0, 0) — QD(ZL'I, e .CCm) dans Lioc(Rm)‘

Onnote ¢ = flpgm =Sf.

Théoréme 1: soient1 < p < oo etl € N.Vf € WHP(R") il existe

une suite (fy), C C*(R") N WP (R) telle que fr — f dans
Limpny.

W, (R");

ie. C>®(R"™) N W'P(IR™) est dense dans W'P(R™).

On se pose la question : est ce que Vm,p,l et Vf € WHP(R") il existe
une trace ¢ de f ?

La réponse est fournie par le théoreme suivant.

Théoréme 2 : (existence de trace) soient1<p<oo,l € N et

m,neN, m<n,
Pour que tout f € WHP(R") admet une trace sur R™ il faut et

il suffit que :

[ > ”;m sil<p<o

et [>n—m si p=1.
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Théoréme 3 : soitl <p < ocetl > % Oona

|—n=m

trlgn WY = B, 7 (R™)

AB: si p=1et>n—m alors trjpgs WH(R?) = Wi-0=m).(Rm)
Rm W-n—m,l(Rn) — Ll(Rm)

On s’intéresse en particulier a la partie

et en particulier si | — n, — m alors tr

| gm Wl,p(Rn) C ng_ P (Rm)

pour m =n — let! = 1.Dans ce cas on a
: : : * 18z, @)\ pdhy s .
B = {fe PR P, - (/ () <o -y
bp P(R1) 0 h e 4
ou Ay;if(x)= f(z1,..,x;+h,..,x,1)— fla1,..,2j,..,2,-1) est I'espace
de Besov muni de la norme :

n—1 '
|flBrgnty = | fll ooy + 25 Iy
by ?(Rn-1)

Théoréme 4 : soitl <p<oo.Ona

_1
trlge s WIP(R?) © By *(R*)

Preuve : on montre que

||S f” p(R > § C ||f||u;1,p(Rn) Vf = Wl,p(Rn) .

ou C' > 0 est une constante indépendante de f.
a) supposons f € C(R") N WP(R"): alors
n—1
1571 1t sy = 1S Fllorsy + Z ISy @
D’une part du théoréme 2 on a
1S fllzepwe-1y < C || fllwinrey ; (2)
et d’autre part
DS fe) = flon, @+ hy oy 201,0) = f(@r, 25,0 201,0)
—f( I'J-I-h Ty 1,0)—f( 1,..,$j+h;..,£ﬂ\n_hh-)
+f( $7-|'h, oy p— hh) —f(:ﬂl,..,xj,..,xn,l,h)
‘|‘f( vy Ljy ey T 1,h) f(xl,..,:rrj,..,mn,l,())
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d’ou
HAh,jf(I)HLp(R“*l) < Hf(l] e Tyt h, ..,.17,1,1,0) — f(il?l, ey T+ h,.

) -:xnflzh)HLp(R”’I)
Hf(;l?l, T+ hy ., 1, h) — f(fl?l, ey Ly vey Ty 1, h)”LP(R”*I)

+ Hf(r’l s Ln—1, h) f(”]’l,..,.,- o Tp—1, 0) (Rn—l)”
En notant [/ := ||Sf||31_ on déduit
) ()
j < AR F @) |,y \Pdhy 5
v=(f ()
< (/x (Hfl(ml’"’% +hy o xp1,0) = flz, ., x5 +h,--,fﬂn1-h)||Lp(R""”)pdh)%
Mo ni=s h
N ( /’“ (f(:rl, i+ hy L xy k) — o,y ..,1'.,1_1,h.)||,r‘p(R-,.._1))p@)j—,
J0 hl*% h
N (f (f(ill,--, b ZTn-1,h) — f(éfh---.i‘j---,:En—1-(])||f,ﬂ(ran—l)>?@)}:
0 B h

=S+ 7+ J]

ou J! ,JQ,Jg sont respectivement la premiere , deuxiéme et troisieme

intégrale dans le dernier membre de I'inégalité ci-dessus. On a
P<H+T+J . 0

On va estimer les valeurs .J' f , J3’ . En vertu de l'invariance par rapport a
la translation de la norme L? puis du théoréme de Fubini on a

(Jf)p(,]g)p/o L || Pty 01,0) = flon, g,z h) ) o dh
h
- [ / 10T 20) i [} s

Ll

0 Oxy

b @ N
<[ L] 15 ) et an

ouz = (CEI’ . ZEn_l).

! dx’' dh

— (2, x,) dx,

! dh] da’

On applique maintenant I'inégalité de Hardy a l'intérieur des crochets

gy =<y [ ][] e |

On évalue Jj ;
i 1
(J))P = / W H fler, oy +h, o x,q.h) — f(o, .2y, 201, h)
0
00 h
af P
:/0 — H / _..(I],--;l'j, ,h) d?? HLP(R"_W dh
o
Rn-1

dx,, ] dx’ ;

HZ, (Re-1) dh

0 31'“]




D’apres l'inégalité de Holder puis le théoreme de Fubini puis
I'invariance de la norme L” on a

i 1
JJ p_ -
( 2) f h)p /]Rn—l
1 /
hp REr-1

-h aj

Wi, . h) dr;
0 dTJ( J ) J

fh dr (21,2 ,..,h)pdxj) x ([)hll‘ﬂdn)ﬁdm’dh
“J

f ‘ 8.LJ (J/l’ BRI h)‘p d‘rj ) x hP~tda’ dh

ro,
dx' dh

<

IA
:\8

2
T X
S

—

P
dx; dz' dh

8
> =
T
L
C\\i
o)
FI=
—_—

LYy eey Ty eny h

8

I
== = 2
==
=
‘
?&

P
. )| de dz; dh

> =
h
T
|

Qv

gl
,—\
B

» /
| v Tjy o R)| da’ dxy dh
0 h
B af P
_ (/ﬂ da:j) /R afj( sz )| de dh
o0 af p
= /”1 ‘a%(z h)| dx' dh
donc
J
I < |If HWLP(R“)' (5)

De (1)-(5) on déduit que V[ € C(R™) N Wl’p(R”)

n—1

=118 flzsgo-sy + Y 1S Flly oy

j=1

n—1
<O | fllwrsgre +Z (H+H+4)

j=1

ISFIl -

L
B l’

n—1
<C HfH”"l'p(R”) + Z (pf ”f ||I--V1-P(H€“+) ' Hf HW"P(RM) +7 ”f
=1
-
< C o + 32 (#4148 ) 1 e
j=1
<(C+ (=1 + 1) | fllwian -

H!].p(RH+) )

Le. Vf € C%(R") N WP(RY)
<

IS £ 1 g sy < (€ + (0= 1)@ + D) [ fllwror (")
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b) si f € WY (R") : en vertu du théorémel considérons une suite

(i) C C(R") 0 WP(R") telle que fi — f dans W'7(R"),

-1
On montre que (f},) est une suite de Cauchy dans B, *(R"1).
pe = Sfi',0) = fi(1',0), On a d'apres (##), il existe

En remarquant que fk(:l?’,[])

une constante C’ > () telle que

1 fi(2",0) = fin(2", 0)

! o e -
HB;_%(Rﬂ-l) <C ka(x,) fm(if)HVv%P(Rﬂ) m 0

On en déduit qu'il existe une fonction ¢ telle que
_1
fk (I” O) — (p(x"’ 0) dans B;, p(Rnfl)

donc dans L,(R"!) et par suite dans L'(R""!) car B, (R C L(R™Y) ¢ L(R™Y).

Alors d'aprés la définition ¢ :f Rm = Sf , et d'apres (**) on a pour tout

K € N fixé
1S fe(@)]| .-

by = VGO

Bp %(Rn—l)
< C" || frlo) lwrogany

et par continuité de la norme, en faisant & — 00 on obtient Vf € W1(R")

!
”SﬂB;%(Rn_l) < O | £llwraam,
donc

trlget WHP(R?) © By " (R™).

2. EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

Les inégalités de type Hardy sont importantes en analyse fonctionnelle
et dans la théorie des EDP. Elles sont tres utilisées pour 'étude de I'existence,
I'estimation et la régularité des solutions ainsi que leurs comportements
asymptotiques [voir par exemples : {7}, {19}, {41}, {103]}].

Dans ce qui suit, on va présenter un exemple d’équations aux dérivées
partielles ou on utilise une inégalité de Hardy pour établir 'existence de
solutions .

Le théoreme suivant est un des outils importants dans la résolution des
équations aux derivées partielles, qui permet dans des espaces de Hilbert de
représenter certaines formes bilinéaires a l'aide du produit scalaire (une
extension du théoreme de représentation de Riesz) [voir. {20} p140] .
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Théoréme de Lax-Milgram : Soient H un espace de Hilbert de
produit scalaire < .,. >y et de normel|.||gp; B: Hx H =R

une forme bilinéaire continue et coécrive re. qu’ils existent

deux constantes 0 > 0 et o > 0 telles que \‘/u,v cH
| B(u,v)| < ao |lulla [[o]la
B(v, )| > o [loll}
alovsV f € H il existe u € H unique tel que
B(u,v) =< fv>g , YveEH,

Un autre outil utilisé est une inégalité de type Hardy, dite aussi de
Poincaré. Rappelons que pour un domaine {2 C R" on a

HH() = Wy*(Q) = CF(Dlyraqy

Lemme (inégalite de Poincaré) : soit 2 C R" ouvert et borné

dans une divection. il existe Cq > 0 telle que
[0l r20) < Co | Vvl » Vv € Hy(9).

Preuve [{55] (Hunter 2014) p 981 :
C2°() étant dense dans H}((), il suffit alors de montrer que I'inégalité

est vérifiée Vv e CF(Q2). Supposons que le domaine Q est borné suivant la

direction z,, (0 < z,, < a) et posons x = (2',x,,) avec &’ := (1, ..., T,_1).

Ona: V-UECSC( )
vz ov(z',
.L lLi’? ‘ == / dt} (—}n) d.(rn .
al‘n
En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a
dv(2',t) “rov(d, ) |2 3
/1‘ dt < ( gda;)
0 aﬁn
donc
“rov(a x,) 2
|v(:c’,:r:n)\2 < a u dz, |
0 amn

en intégrant par rapport a ,, puis par rapport a =’ on obtient :

dv(a', .
(@) dr < /‘ n)
/|b )|° dx a’ o




Comme | | < | \V4 @| en prenant Cg = a” on déduit le résultat du lemme.
[]

Considérons maintenant ’équation différentielle suivante [f20} p295] :

Z?Jlﬁr( () ) Zmbau tefrju=f, z€f

u(z)=0  zed

(I11,4)

ou 2 CR" est un domaine borné, b: Q2 —=R" ¢: Q=R f: Q=R et

a= (ai’ J-) : () — R™™ une matrice symétrique et strictement elliptique, ie. il

existe @y > 0 telle que :

Y a; ()& & > ag P VreQ, VEeR",

i,j=1
En multipliant 'équation (II1,4) par v € C'2°(€2) et en intégrant sur le
domaine 2 on obtient :

n
du v /
a; (1) — —dx b;(x —vdﬁ/ U'Udil?—/f?)dﬂf
[*221 () 0r; Oz Z 0r; 0 ?) Q
Définition : u est dite solution faible de (II1,4) si :

- 0u d
Lj — = e 0(Q)
/ﬂl;a” o, OIde /Zb Ld’H—] t)uvde = /fndr , Ve Cr(Q)

Par densité on aura :
/ia( a—ua—[ler/Zb —L‘dI+/ c(z)uvdr = /f-vdzr Yo e H(0)
0 il? 51“ dr;  Jy - 0 0

Supposons que le domaine Q est assez régulier (au moins de classe ' 1
par morceaux [voir 207 p272]), a;; € L¥(Q) , i,j=1,..n, b e Wy™(Q)i=1,..n
et c € L*(Q) tels que :

clz)=>0, 80351) >0 ppxell

Théoréme : pour tout f € L*(Q), le probléme (II1,4) admet une
solution faible u € H}(().
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Preuve du théoréme.

En définissant la forme bilinéaire B(.,.) sur H}(Q) x H}(Q) par :
n n
Hu v du
Blu,v) -—/ Z a 3_113_33] dz+ [};bi(m)a—%vdwr/ﬂc(x)zw dr (111,5)

On voit que u € HO( ) est une solution faible de (IIZ,4) si
B(u,v) /fv dv , Yve Hy(Q) (111,6)

et pour résoudre (II1,6) , on va appliquer le Théoréme de Lax-Milgram .

Pour cela on va montrer le lemme suivant :

Lemme : La forme bilinéaire B(.,.) est continue et coercive sur

Q) x HI(Q).

Preuve du lemme.

i) Continuité : Pour tout u,v € HUL(Q), de I'inégalité de Cauchy-Schwartz on

obtient :

Bluoll < s foigliw |V ullegy |V ol + s D il )17 ull 2y el 2

1<i,j<n

+ el 2y [Ju 12(0) »

LA(Q) v

Comme |[u| ) = [|ullz2(0) + || v ul[22(0) on obtient :

[Bu,v)| < [ sup lai ]| 2<(0) + sup Hb’éHL“(Q)‘I'|C”L2(Q)] HUHHDI(Q) ||UHH3(Q)
1<i,5<n 1<i<n

d’ou la continuité de B(.,.) sur H}(Q) x H}(1).

ii)_Coercivité : pour tout u,v € H}({)) on a

6u ov - du
B(u,v) /ZGU 8—8—w, dr + /Zbi(x)a—ﬂvdxﬁ—/nc(m)uvdx

=1

n

[~ O obi(z),
_lZZa,}(L)a—Ia—% d,z,-l-/ﬂ[c(i)—z o | uv da
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et d'apres Pellipticité de a = (a;,j), sz la?J( )gz 5} 2> ) ‘f| et la condition
— ZZ 1 drt > () presque partout, on obtient

; ob;(z
B2 a0 [ |9 do+ | [oo) - > 20 > 0 gl

i=1

et de I'inégalité de Poincaré, on déduit :
B(u,u)| > ag (Ca+1)~" vl g0

d’ou la coercivité de B(.,.).
Ce qui termine la preuve du lemmae.

Fin de la preuve du théoréme :

En appliquant le Théoréme de Lax-Milgram, pour tout f € L*() le
probléme admet une unique solution u € H&(Q) du proléme (7I7,6) , qui elle-

méme est I'unique solution faible de (117,3) dans H}(() .

3. EQUIVALENCE DE QUASI-NORMES (NORMES) DANS LES ESPACES DE BESOV
LIZES A& UNE FONCTION & VARIATION LENTE

(Gurka et Opic 2005) [voir f43)}] dans leur article ont considéré des
espaces de Besov avec le parametre de régularité classique [ > () et un
deuxiéeme parametre de régularité (itération logarithmique)

BU(RY) = { f € /(RY) - ([Ux(lnkt)a (’“"”(f’ﬂp)ﬂ%)%mo}

t!

ou Inj; t est une itération de la fonction logarithme qui est une fonction a
variation lente.

(Caetano, Gogatishvili et Opic 2011) [voir £27}] ont traité des espaces
de Besov avec le parameétre de régularité classique [ =0 et une fonction a
variation lente comme deuxieme parametre de régulariteé.

On va d’abord définir les espaces de bessov (a deux parameétres de

régularité) via les différences qu’on notera B’ 8(IR”) et via le module de

continuité qu’on notera B W(R™).

79




On établira ensuite deux inégalités-type de Hardy pour # > 1 et pour

0 < 0 <1 qu'on utilisera par la suite pour montrer I’équivalence de normes

(quasi-normes) de ces deux espaces et par conséquent B (R”) =

By(R").

On donne ici la définition de l'espace de Besov via le module de
continuité, avec deux parametres de régularité : le parameétre classique [ > ()

et une fonction a variation lente v comme deuxieme parametre de régularité :

Définition 111.3.(a) : Soient 1 <p<x,0<l<0, 0 € N*,
0 <l <0 etune fonction d variation lente v sur (0, +00).
L'espace de Besov B o(R") est constitué des fonctions [ €
telles que :
) _ (0)
x 9
avec ”) = (/ (1) (M) @) )
P G(RH) 0 tl t
oL 0< 0 <00 A
(1)(o) wo (f:1)p
- t
et 1 gz (geny = SUP V() —

I’ (Rn)

(I11,7)

(11L,8)

On donne maintenant la définition de l'espace de B

differences, avec toujours les deux parametres de régularité :

4(R") via les

Définition I111.3.(6) : Soient 1 <p<x,0<l<0, 0 € N*,
0 <[ < 0 etwvune fonction d variation lente sur (0, +o0c). On
dit que f € B (R”) st f € ['(R") et :
110 “, = [ fllz,@n + IF15) m | <00
A fHL (R") e
avec — A1k (”—) ) , (I11,9)
”f'bi;,z(ﬂ%n) (/"’ A=) g
ol 0 < 6' <0 S
a
(2).(0) AT fl|z, @
et ' = v(|h|) ———"— (I11,10)
UG = s o) =
Remarque : En fait on a aussi montré 1'équivalence, indépendemment de

I'ordre o € N* entre les normes (quasi-normes) dans B y(R") [voir
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conséquence on obtiendra 1'équivalence entre les normes (quasi-normes) dans

I'espace de Besov B »(R") indépendemment de I'ordre o € N*.

3.1. INEGALITES TYPE DE HARDY
Nous aurons besoin des inégalités-type de Hardy suivantes :

Lemme 1I1.3.1.(a) : Soient 1 <p<o0etf > 1etvune fonction a
variation lente alors pour toute fonction G > 0 mesurable il

existe Dy > 0 telle que :
N 0 (r) oy V(R) N
) d < , . T11,11
(/(; ( |h‘§,rG(h) dh) o1 dt) - Dl (/ITG (h) |h|n+l§—u€ dh) ( )

Preuve : en utilisant les coordonnées sphériques (7I7,11) s’écrit :

[([re] ome dp)“%zw? ([ 221 corite)

n—1

Posons F [ fSn 1 ds] alors

0 S S S 59: 0
[[gﬂ_lG(p-)d}ﬁ[[gn_la(p)d] F(p)

et on obtient I'inégalité suivante :

([([rroa) i) <o ([ 55> poa) sz

D’apres un résultat de [ (Okpoti, Persson et Sinnamon 2008), voir {76},

Theoréme 2.1 (I11.12) est équivalente a

( /U x( /U H p”””'()dp) s 9()dr)%§ by ( /:Fg(p) Al dp)% (11113)

ou ' estle conjugué de 6 (} + £ = 1).
Une caractérisation (condition nécessaire et suffisante) due a
[ (Okpoti, Persson et Sinnamon 2007), voir {77}, Proposition 1] affirme que

la validité de (771.13) ¥V ' > () mesurable est équivalente a :

Vo0 Alr) = (/ 9“’()dr) (/0 Hfl_g,()dp)lﬁ<oo,

D'aprés la_propriété 2 [voir Préliminaires et notations §2] v¥ et +* sont a

variations lentes, puis en vertu de la propriété 4
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a)

b)

d’ou I'existence de ¢y, co > 0 telles que

= ([ ([ )’

1
< (Cl 1 UG(:L‘.))H (CQ L (x))g

et par consequent

v o(z) 2o (x)

I
VAN
3

=
=
S ——
| /\
()
— D=
() (e
PO MO~

Lemme II1.3.1.(b) : soient ] <p<ooet() <O < 1etvune
fonction d variation lente. Si une fonction mesurable G > ()

vérife p.p. h € R"\ {0} :

1 3
G(h) <M —; G(n) d
(h) < W(Bw (n) d)

alors il existe Dy > () telle que

(/000( \h\th(h) dh) :519+1 / G'(h) v ) (I1L,14)

Preuve : pour tout h € R" \ {0} on a l'identité suivante :

6(h) " = (1 600 =) (Gth )

— g 1 1-0 0 nf—n
G#) = (Ihf GO ) G(0) A

et d’apres I’hypothese on obtient :

G(h) < (M ( / G () dn)’ (ﬁ)

| <[h

|

1-6
) G*(h) |h""
|
! 7
— ﬂ/ﬂfl—ﬁ / Oy &= d 0 1A nd—n .
( ngmG () |h|n—nf 77) G"(h) |hl :
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en intégrant par rapport a h € B; (t > 0 arbitraire)

[(ﬁmlhl GG(H) WL"H dn)rl Gg(h) W%} dh .

On utilise les coordonnées sphériques a droite

G(h) dh < M** /

|h|<t |h|<t

t 1 1 1
G(h) dh < MY / / K G(n) —— ; dn)ﬁ GP(rs) — 'l ds} dr
<t 0 Js SNyer ik r

. t r 1 o 19 1 .
= M /U K]U [/Snl G’ (ps) Wp lds} dp)e [ 5,1_1G9(T8) el 1ds} } dr .

Onpose  o(p):=[[;  G'(ps) s p" " ds] alors

d'ou Vit > 0

g
([ Ghydn) < / GI(R) —— d
Ih)<t B, [h]" '

En appliquant cette derniere inégalité puis le théoreme de Fubini on obtient

* 0ul(t) N o 1 () Ni
_ — < Mo-9) Ui, -
( /U ( |th(h) dh) o dt) < ( /D M /h . |h|n_n€G(h) dh dt)

1 X i
_ -t f —I0-1, 008\ 11
- M ( / T G"(h) /f ;\ 0 (¢) dt dh) .
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D'apres la propriété 4 [voir Préliminaires et notations §2] il existe ¢ > 0

telle que
oC
/ r 0 (Y dr < e 270 (a)
T
d'ou
o0 ] @,9(?5) i 10 1 . w0 !
; < M [ |
(fo ( Ma(h) dh) o df) <M (/R e G ¢ IR ) dh)

[} 1
g o, V(|R]) 0
< MY ¢ ( RnG (h) [ dh)

[]

8.2. EQUIVALENCE DES NORMES (QUASI-NORMES) LIEES AUX DIFFERENCES
ET AU MODULE DE CONTINUITE

Maintenant on montre pour 0 € N* fixé I'équivalence entre les normes
définies via les différences et celles qui sont définies a I'aide du module de
continuité pour successivement 1 < 6 < oo,0 <l < letf = .

Theoreme II11.3.2 : Soient 1 <p<o0,0<l<0, o€ N*,

0 <[ < 0 et une fonction d variation lente v . On a

si 0<0<0: fos normes (I11,7) et (IIL,9) sont équivalentes

si fl = : les normes (I11,8) et (IIL10) sont équivalentes.

On déduit que E;E(Rn) = B;)?Q (Rn).

3.2.1.cas 1 <0 < 400

OnavheR"\ {0}

A7 Iz,
A

BN ALY

o Inl) o
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on déduit

i = (o (S5
<(L.» (|h)(wa(]f};||lh|)p)e|zf|i)%
-/ /. () (oL )y P dedry
([ (=) D)
d’ou
11y < (om0, "

Dans l'autre sens on a besoin de 'inégalité suivante [voir f24]]: 0 < p < ox,

o € N alors Vt > 0 il existe C' > 0 telle que:

dh

|h]<t

v(t) / dh

- A f ]Rn

T Sy T o
et par suite

(040 8" < c ([ (Y[ i)

d’ou:

M ety < €

donc
g > AU ‘ n [2] Bt dt 1
1£1509 < c (/ (/ ARl e i)' (0 i
En posant G/(h) := ”’Aﬂ% on aura -

DI

100 8 3 t)
(1).(o) < / G(h) dh i dt) .
Hf”b;%(R”) - ( 0 ( ‘hlff ( ) ) tl9+1 )
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Appliquons l'inégalité-type de Hardy (777,11) du Lemme II1.3.1.(a)

7 1
o < ch( GY(h) L‘h’)dh)e
'IR?’I.

p ‘h‘nHﬁ—n(ﬁ
0
B o (PG dh s
- (/“ ) h\“)
B oo (AT Al e\ & ey 8
=¢h (/” ”h‘)( I ) |h\”)
d’ou

1 2),(c

ity SCDIAIRG,

De (1) et (2) on déduit alors que pour 1 <8 < +00

oLy (mn Ly rmon
BpJ‘H(R ) = Bp,H(R ) .

s2.2.cas 0 <f<1

D'une maniére analogue au cas précédent (I < ! < +00) on montre que

1),(c
A5y < (o) 1 s

Pour l'inégalité inverse on utilse (E) [voir £24}] d’ou :

i 4 1
(1)) < 1A7 Iz, V'(t) dty
”bei;fé(R") ¢ (/0 (Lg e dh’) P ) -

A7
En posant G(h) := ”ﬁ% on aura :

"0 g o0 1
W) HOPRY
e < () ( o, OO 1) oy )"

D’autre part d'apres [£25} Corollary2 p9 ] on a

1 0
VIER ¢ 18 e < C (G | 1AM e o)

|h|?1+;‘l [
alors pour i # 0:

IATS Nz, @ 1 N
< (g [, 1 bl )

[
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Si = —nb alors

ARSIz, = 1
— 0 L
|h|® (|h|”

ie.

G(h)g()—

[h]7

1
] A nyI!(R Hn,qu)

1

1

( Gg(h) dy) ’

L’hypothése du Lemme II1.3.1.(b) est donc vérifiée . On applique 'inégalité-

type de Hardy (I71,14)

(1).(e)

par conséquent

R

()

f
G (h) |h‘n+l9—n€

dh) ?

(Jh" G(h)" dh

1
() < o p (/ m )@
1y < €22 {00 "=
IA7 1z, @) \¢ dh \ 3
~CD, (/ V(I (o) )
: [T
=D IS,
donc
(1) _ (2).(0)
de (2) et (3) on déduit que pour ) < 8 < 1on a
Ly rmon Lv rmyn
Bp“H(R )= Bp,y(R ).
[
3.2.3.cas f = 00
11 est clair que Vh € R"\ {0}
AT fll, @) wo (f5 1h])p
o) TR ED < o) 2ot
d’ou
2)(0) AR Ny e wo(f, )y
! = sup v(lh < (|h]) )
HﬂBﬁ,‘:%(R") hER”E#ﬂ (| D ‘h‘i hER h#ﬂ | ‘ “|[ Hf b{ R?)
donc
(2),(0) (1),(0)
. < ’
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Inversement , on a
wo(f, t)P
tl
u(t)

=sup sup  —= | A S| @
>0 hern i< 1 )

I/

W) o
it = S0

= sup [ A7fll e supt T ot)
heR™,|h|#0 t>|h|

et en vertu de la propriété 4 ii) [voir Préliminaires et notations §2] il
existe ¢ > 0 telle que
supt “wv(t) <cx “ov(x);

t>x
d’ou
e gy S ¢ sup AT ey A7 o)
100 heRn |h|#£0
= ¢ |15
i.e.

/1

On déduit de (g) et (5) que

Dl ny _ Rlv n
Bp,oc(]R ) _ Bp OO(R ) .

(1),(0) (2),(0)
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Appendice 1 ; Résumé « inégalités en normes (quasi-normes) »

On rappelle que pour une fonction mesurable donnée f > 0 définie sur
E égal a R" ou (0, 00) on apour 5 € R

£y = ([ 7@ 0 o)

mais dans beaucoup d’ouvrages (articles ou autres) on trouve la notation
suivante (3 € R):

I $ ) iy o= ([ 77 7))

Dans cet appendice on va reformuler les résultats énoncés dans la thése
en utilisant ce mode de notation. Il suffit de poser &« = 3 p dans les énoncés

des théoremes et corollaires. Rappelons que son conjugue p’ est définie par la
ion L - L —
relation 5 — = 1
Dans tout ce qui suit on désigne par
1/ H 'opérateur usuel de Hardy défini sur L”(0, co0) par

(Hﬁmwzéﬂﬂth

2/ H, Vopérateur de Hardy généralisé défini de I’espace de Lebesgue
pondéré LP (0, 00) vers LF(0, 00) par

(Hu f)

ou 0 < W(r):= [; w(t)dt < oo pour tout r > (. Notons que H = H; .

3/ Hn I'opérateur de Hardy version dimension n € N* noté défini de
LP(0, 00) vers lui-méme par

B0 = 57, 10

ou B, désigne la boule de centre o et de rayon r > () dans R" et |B,| désigne

sa mesure. Notons que H; = H
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chp

I: Inégalités de Hardy dans I’espace Lp (p >=1)

1. INEGALITE DE HARDY CLASSIQUE

1.1.

INEGALITE DE HARDY : CAS DISCRET

Théoréeme I1.1.1 [{47) (Hardy, Littlewood et Polya, INEQUALITIES
1934) p 240 ] :
soient p > 1,a, >0et 4, = Zgzl ag. Notons (a) := (an)n>1

et (A) := (42),~1 alors

1Al < p" (@)

de plus la constante By | 1= P est optimale.

1.2.

INEGALITE DE HARDY : CAS CONTINU (INTEGRAL)

Théoréme 1.1.2 [{68) (Kufner, Maligranda et Persson 2006) |:
soient p > 1 et soit f(z) > 0 mesurable sur (0,00) ; on pose
Hf(z):= 1 [ f(t)dt, alors ona

1H fllr000) < 0 1]l 2p0.00)
La constante Bl,g = p’ = 1% est optima[e.

NB :

Hardy est borné et que || H || 1(0.0)— 1r(0.00) = P'-

on déduit de cette inégalité que l'opérateur H:L7(0,00) = [7(0,00) dit de

!

2. INEGALITE DE HARDY AVEC POIDS (FONCTION PUISSANCE)

Théoréme 1.2 [ {67} (Kufner, Maligranda et Persson 2007) p 24 ]_:
Soient p > let3 <1 — 2% . Pour toute fonction f positive

mesurable sur (0,00) on a :

p

||$3 Hf(@)[|zrj0.00) < p—Bp—1 ||5qu F@) o000 -
1

Side plusona —! <3 <1-1 alors la constante By :=
p P

P
p—FB3p—1
est optimale.
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ANB: on déduit de cette inégalité que l'opérateur H :Li 5(0,00) —>L§ 5(0,00) est

borne et que HHnHLZﬁ. (0,00) L7 5 (0,00) = [%

Corollaire I1.2.1(3 =0): Soit p > 1, alors pour toute

fonction f positive mesurable sur (0,00) on a :

P
H P((,00 < — P(0,00)s
[H f]lp0,00) < o1 11| 2r(0,00)

p

et la constante By, := ;55 est optimale.

AB: on retrouve ainsi l'inégalité classique de Hardy avec la constante
optimale By1 = B2 = ;55 (cAp I §1.2).

3. UNE INEGALITE DE HARDY DANS R"

Théoréme 1.3 :

Soient p > let B <n— % . Pour toute fonction f positive

mesurable sur R", alors il existe B3 > (0 telle que :

|77 (Hof) ") o0.0) < Bs 1127 F(2)]|pogeen

et si —1 < f<n—1 alors(a constante By := — P est
P ! p np—_35p—1
optimale.
ANB : on déduit de cette inégalit¢é que Il'opérateur
TP n p 4 . _ np
H,: L (R") — L ;(0,00) est borné et que |‘HnHL£ﬁ(R”)—>L$ﬁ(O.oo) = o h T

En remarquant que pour n = 1 et [ définie sur (0,o0) on obtient

I'opérateur usuel de Hardy H; . alors on a le corollaire suivant

Corollaire 1.3.1 (n=1):
Soient p = let 5 <1— 2% . Pour toute fonction f positive

mesurable sur (0,00), alors il existe B3 > 0 telle que :
|72 (HA ) 0oe) < Bax 27 F(@)][ao.0)

et si —}l} <f<1- % alors la constante By 1= est

D L
p—Bp—1

optimale.

ANB : on retrouve ainsi I'inégalité de Hardy pondérée (théoréme 1I.2).

avec la constante optimale B3.1 - BQ — p—ﬁpp—l :
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4, INEGALITE « MODERNE » DE HARDY

Théoréeme 1.4 [ {67} (Kufner, Maligranda et Persson 2007) p 39 :
Soit p > 1, on pose H f(x) := [y f(t) dt . I[existe By > 0
telle que ('inégalité

M fllzm000) < Ballf]

ait fieu ¥V f >0 mesurable , si et seulement si :
1

A= sup (/rocu(:t) dw);’ (/0?" v P () dw)p <005

1
et si B, est optimale alors .By < Apr (p)v

L(0.00)

NB: cela signifie que l'opérateur H : L)(0,00) — L2(0,00) est borné et que

1 1
H%?l“Lﬁ(U,oc-)ﬁ\Lﬁ(Uzoo) < Apﬂ (p")p’_

chpII: Inegalite de Hardy pour les quasi-normes (0<p<f)

1. PRELIMINAIRE

Théoréme II.1 [{67)} (Kufner, Maligranda et Persson 2007) p 23 | :
Considérons ('inégalité de Hardy :

[o” Hf (@)l 1000 < C M2 £l ()

1) Sip>letf < 1—%a[orsi[existeC’>0te[[equerEO

mesurable sur (0, 00) Cinégalite (II1) est verifiée , en outre la
. p_ .
constante C'y := 5—5-— est optimale .

2) Sip>letf>1-— }lj alors ¥V C > 0 linégalité (III) ne

peut avoir lieu.

3) Si0<p<letf R alorsVC > 0 lCinégalité (III) n'a
jamais lieu.

¢ 1] s’agit de I'inégalité (ZIT) dans I'introduction.
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AB : la partie 1) n’est autre que l'inégalité de Hardy pondérée avec la

constante optimale C'} = By = 1# (chp I §2).

2. INEGALITES DE HARDY POUR LES FONCTIONS MONOTONES

Théoréme II.2 [{21} (V. Burenkov 1992) | :
Soient 0 < p<letfp <1-— }%;a[orspour toute fonction f

positive decroissante sur (0,00) on a :

lo” Hf (@)l r00e) < O ll2” F(@)l] (0.0

Sienplus —+ < 3 <1 — 1 alors (a constante
P P

1

Cy = (}#H)p est optimale.

3. TYPE D'INEGALITE DE HARDY AVEC UNE CONDITION PLUS FAIBLE QUE LA

MONOTONIE
Si une fonction f est radialement décroissante, alors on a

M n, L
fhé—/ fy)lyl7" dy)’
) h”’( B(OJA) W )

qui est donc une condition plus faible que la monotonie.
On présente ci-dessous les résultats de 897 abordés avec une nouvelle
approche qui permet une amélioration de la constante -

Théoréme I3 : Soient M;>0,0<p<let f<n— % Si

une fonction f > 0 mesurable sur R" vérifie Vr > 0,

(IB(OJ-) ) \y\ﬁ’f}dy)ﬁ < oo et pour presque tout h € R":
M Y
1W< gl | o) azs
I

alors il existe C3 > () telle que :

n—1

|72 Hof ) l000) < Cs el F(@) oo

1—
L(png( P)
vy, \ np—Bp—1

1
on C3:= ) " est une constante optimale.
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3.1. CAS n=1
Corollaire 11.3.1(n=1):
Soient Ms;, >0,0<p<letf <1-— ]l) Siune fonction f > 0

mesurable sur (0, +00) vérifie pour tout r > 0,

1

(f(; fi(t) |tp‘1dt)p < o0 et pour presque tout h > 0:

<= o)

alors il existe C's 1 > 0 telle que :

[ Bl € Cot ll2” F(@)|00

, (1—-p) 1
\ (PP M v ,
ou 03.1 T ( p—f;;;—l )p est une constante optimale.

NB: ceci montre que la classe des fonctions vérifiant la condition de
« monotonie affaibli » contient en plus de 'opérateur de différence A, de pas

h >0 la classe des fonctions a variations lentes (dont , 1L, (lnk t)"“ ou
Injt=1In(ln_1t) et oy € R, exp (]Int|*) avec o € (0,1), etc ... [voir par exemple
{13}, (83] et {88]]) .

8.2. CAS DE FONCTION A VARIATION LENTE (n=1):

Si [ est a variation lente alors

Vh >0 : fofﬂ”yp*1 fP(y)dy =~ kP fP(h),
et donc il existe M35 > 0 telle que

Yh>0: f(h) < M%(/;yplfp(y)dy);.

Corollaire 11.3.2 : Soient0<p <1 et f<1— Zl)

Si une fonction f > 0 définie sur (0, +00) est d variation lente

alors il existe C3 o > 0 telle que :

|7 Hf(r)00) < G2 [12° f(2) ]| pp(0.0)

- (1-p) 1
‘ (PP My v
ou C32 = ( P o )?.
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3.8. CAS DE FONCTION DECROISSANTE (n=1) :

Si une fonction f est décroissante alors elle vérifie pour tout i > 0 :

< % (/thp(y)y“dy)%;

1
I’hypothése du corollaire I1.3.1 est donc vérifiée avec 1”3.3 =prdou:

Corollaire 11.3.3 : Soient 0 <p <1 et f<1— zl)

Si une fonction [ > 0 est décroissante sur (0, +00) alors on a :

7" Hi()llmo0) < Cas 127 @) s

2 =

ou (a constante (33 1= (piﬁppil) est optimale.

AB : on retrouve l'inégalité de Hardy pour fonctions décroissantes avec la

constante optimale (53 = By = (p i 1)“ (chp T §2).

4. UNE INEGALITE POUR L'OPERATEUR DE HARDY GENERALISE

On étend l'inégalité de Hardy dans le théoréme II.3 a l'opérateur
généralisé H,, .
Ce travail a fait 'objet d’'une publication [voir 4} ].

Théoréeme II.4 : Soient 0 <p<l,¢>0,A4 >0, 5<1_%

et w une fonction poids sur (0, 00) telle que :
0<a<b<oo = wb) <cuwla).
Si une fonction f > 0 mesurable sur (0, 00) est telle que :

pour presque tout v >0 ona

< ([ wra)” ([ Fosta) s

alors
|7 (Haf) )iy < Calla” F@)li 000
ou Cy = (%)‘l est optimale . Cy1 = (%)ﬁ
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4.1.CAS SANS POIDS LE. w(x) = 1

Siw(z) = lalors ¢ =1 et (II,4) devient
1

1
) <A L pw) vt ),
en posant My, = Ap% onapA’ (1=p) :ppﬂﬁ1_p-

Corollaire I1.4.1 : Soient 0 <p <1, Ay, >0, B<1— }lj

Si une fonction f > 0 mesurable sur (0, 00) est telle que pour

presque tout ©>0ona:
flays —=\ [ Fly)y"dy),
' 0
alorsona :

|7 Hif ()| o) < Cua |27 F(2) ] o0.0)

1

‘ pP MPP) )
ou Cyy = (m)p est optimale .

NB: on retrouve ainsi le corollaire II.3.1 avec la constante optimale

p pp(1—p)
Cyy=Cs1 = (& M )" ou Mz = My, (chp IT §3.1).

p—Gp—1

4.2.CAS DE FONCTION DECROISSANTE ET w(7) = 1
Si w(z)=1 alors c=1. Si f >0 est décroissante sur (0,00) alors
f(y) < f(0) pour tout y > 0 et avec A = 1 (II,4) devient

o<1 ([ vt w) " ([ ) ot “dy)

/Uu* pldy /fp w(y pldy)
0)(/ ()ypldy)%(/: o) 9 ty)
)

~ £(0

d'ou (II,4) est vérifiée pour A =1.
De méme T'hypothése du Corollaire II1.4.1 est vérifiée avec

1 1
My> = 1pr = pr; on obtient alors le corollaire suivant
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Corollaire 11.4.2 : Soient 0 <p <1, f<1— }lj

Si une fonction f > ) mesurable sur (0,00) est décroissante

alors on a :

||T5H1f(7“)”m(o,oo) < Oy ||$Bf(33)“LP(0,oo)

1
o Ciz = (;=k=)" est optimale .

NB: on retrouve ainsi le Théoréme II.2 avec la constante optimale

1
Cio=0Cy = (#)” (chp II §2) ainsi que le Corollaire I1.3.3 avec la
constante optimale Cyo = (33 = (p o 1) (Cﬁp 17 §3.3).

5. UNE INEGALITE TYPE DE HARDY AVEC POIDS

Dans le théoréme I1.3 l'inégalité type de Hardy est vérifiée pour ﬁn
de L

E4

ans1 (R") vers L (0, 00) avec o« < mp — 1.

On étend le résultat pour des espaces de Lebesgue pondérés LQ(R”) et
LP(0, 00).

Le travail a fait 'objet d’'une publication [voir {6}.

Théoréme 115 : Soient 0 < p <1, M; > 0, des fonctions poids
uw et v sur R" et (0, 00) respectivement.
Supposons que

1
a) Il existe | > 0 tel que / u=r(z) dr = oo | (11,7)
B
et
)
b) Vr >0 V(r) ::/ v(p)p" dp < 0. (11,8)
.

Si une fonction f > 0 mesurable sur R" vérifie pour
presque tout x € R"

@) <Mu @) (| Pd) o
alorson a : :
1Hufll20.00) < Cs [ flp @) (1L.10)

ou w(z) = u(x)V(|z|) et C5:= (%p ppMéau—p))p
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Side plus on a
1
/ ulr(z) dz <oo  pour fout 0 <1 <7y <00 (1)
:’Q\Bfl

alors Cs est une constante optimale et il existe f € L2 (R") non
nulle vérifiant la condition (IL,9) pour laquelle (IL,10) devient
une égalite.

NB : dans le lemme 1 est mise en évidence la nécessité de la condition

(II,7) sur le poids u dans les hypothéses du théoréme. En effet sans cette
condition la classe des fonctions vérifiant l'inégalité (hypothese) (IL,9) se
réduit a un seul élément : f(x) = 0 presque partout. Dans le Théoréme I1.3

qui correspond a un cas particulier du théoréeme précédent on a

u(x) = x| " 7P) et dans ce cas pour [ = lon a

/ LP()dm—/ 2" lp)Wda:—/ ™" dr = 400,
B By By

NB: Le [emme 2 montre que sous les condition (IL,7) et (IL,11) les
fonctions définies sur R" par :

0 M 1
flx) = Kuts(z) exp(; /B ¥ ule (y) dy), (I113)
[z[=251

sont extrémales pour la condition (II,9) ie. qu'on a égalité dans (I7,9) . En
plus dans le cas ou u > ( est radiales alors toute fonction radiale extrémale f
est de la forme (77,13).

Exemple : K c R*, si u(z) = |z| ") alors I'égalité dans (I7,9) est atteinte

pour
cP

fz) = K |2 77

—1)n

5.1. CAS DE POIDS SPECIAUX

Pour u(z) = |z|"""? et v(r) = 77 on va vérifier que les hypothéses du
théoréme II.5 sont satisfaites :

1
a) Pour l=1 / u=r(z) dr = [ |z]™" dr=+oc
B By

[la condition (I1,7) est vérifiée] ,
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_rﬁp—n.pH

b) Vr>0,V[)=———<
~fp+np-1
» .. . B<n-=1
[la condition (I1,8) est vérifiée si P]: et dans ce cas
- o |LL‘ n(l— p)X|I‘6’p np+1 o |.CL'|‘BT)7”+]'
w(z) =uw@) V(z)) = ——F 57— = 51>

1

c) ulTP(J?) = ﬁ et I'inégalité (hypothese) (I1,9) s’écrit
1 1
] j n\p— P
flo) < o ([ Pl )
: B,

1
U )l 2
d) pour tout 0<r <r2<ooonafBrg\Br i(z) dr=nv, I’ <o

[la condition (II1,11) est vérifiée] .

D’ou le corollaire suivant :

Corollaire II.5.1 : Soient 0 <p <1, M;1>0et B <n— %

Si une fonction f > 0 mesurable sur R" vérifie pour

presque tout x € R"

1 | o)\
Mo <M (| POl ) ey
|
alorson a :
3 77 g_n=1
| ! n (T)Hm(o,oo) < ot \55\3 v f (m)HU’(O,oo) (IL10)’°
C e p’ Mr;(]1—11) .
ou Cyq1 = E (W) est une constante optlma[e‘

NB: on retrouve le résultat du théoréme II.3 avec la constante optimale

/2 ‘LIP“ P)

np—

” I'inégalité (IL,9)’ est l'inégalité (I1,9) dans le Théoréme ILs pour u(x) = |x| ™"
v(r) =r®

* linégalité (I1,10)’ est I'négalité (I7,10) dans le Théoréme II.5 pour u(zx) = |z| ™
v(r) = r*
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5.2. CASn=1

Corollaire I11.5.2 : Soient 0 <p <1, Mss > 0, des fonctions
poids u et v sur (0, c0).
Supposons que

l
a) Ilexiste | >0 tel que / utr(z) dv =00 (11,7)”
0
et
_[Tvlp) ,
6 Ya>0 V(z):= vl dp<oo. (IL,8)

Si une fonction f > 0 mesurable vérifie pour presque tout
x>0

f) < Moo 50) ([ Pto)s) o
alorson a:

HH fll2000) < Csa f 2000 (1110)"

o w(x) = u(z)V(z) et Cso = (pp M ‘p)
Si de plus on a

T2
1
/ ulw(:ﬁ) dr < oo pour tout 0 <1y <19 <00 (11,11)”
T

alors Cs 9 est une constante optimale.

5.3.CAS DE POIDS SPECIAUX AVEC n=1

Si on prend u(z) = 2*~ et v(r) = r” sur (0, 0o) alors on obtient :

Corollaire I1.5.3 : Soient 0 <p <1, C53>0et B <1 — %

Si une fonction f > 0 mesurable sur (0, 00) vérifie pour
presque tout = >0

o <3 ([ o) o

alorson a :
I Hf )00y < Css ll2” f(2)] (0.00) (IL.10)”
L O pP MPYP) g )
ou Lgaz:= ( —p—1 ) est une constante optlma[e.

NB: on retrouve le résultat du Corollaire I1.3.1 avec la constante optimale

Ve 0(1—p)
Cs3=C3q = (ué—l)” (chp IT §3.1).

p—Bp—1
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5.4.CAS DE FONCTION DECROISSANTE AVEC POIDS SPECIAUX ETn =1 :

Si on a u(z)=1"" et v(r) =" sur (0,00) et si en plus [ est une

1 N
fonction décroissante alors (I1,9) est vérifiée avec M; =p» d’ou :

Corollaire I1.5.4 : Soient 0 <p <let < 1— Zl)

Si une fonction [ > 0 est décroissante alors on a :

177 Hf () o0.c) < Coaa e’ f@) ] oo.0) (I,10)™
ou Cs.4 = ( p—ifl) P est une constante optimale.

NB: on retrouve l'inégalité de Hardy pour les fonctions monotones du

)% (chp 11 §2).

théoréme II.2 avec la constante optimale Cs4 = C = (p_ Bpp_l

chp Il :  Applications

3. EQUIVALENCE DE QUASI-NORMES (NORMES) DANS LES ESPACES DE BESOV
LIEES & UNE FONCTION A YARIATION LENTE

On donne la définition de ’espace de Besov avec deux parametres
de régularités (classique [ > () et une fonction a variation lente) :

Définitions : soient 1 <p<oo,0<f§<00, 0 €N, 0<[ <0 et v une
fonction a variation lente sur (0,400) :

1) Espace de Besov B W(R") via le p-module de continuité :

vmn ) (TN 7 N Yo\ ity
si 0<0<00; BURY={fe /(R : Hbe;‘:[Ru]: (/H l’H(t)( J t)p) _t) <o)

fl t
v omon n 1 Wa (f t)
et B@ﬁ)—“@ﬂm)ﬂf%&{ﬁgMQ_?ﬁ<m}
(D(e)
v (PN ‘I‘ Y
. U1 = Ui 1A,

2) Espace de Besov B y(R") via les di ﬁerences

s 0<f<oo. plopn pmny . o) _ N HAEJC”LT,(R") Hﬁ i
si By - (e n®) 1, - ([ 0 (S ) <)

N o I
B[R ={f e I'(R") - sup () lhﬁ—ﬁmj <o}

et b heRm h£0

(2)(e)
Bzi Rn ”fHLp{Rn) + Hbe;%(R”)

avec la norme
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Notre travail consiste a :
1. établir des inégalités type de Hardy pour ¢ > 1 et pour 0 < 6 < 1,

2. pour un ordre fixé o € N*, on montrera que B o(R") = ;;([R”)

Remarque : On a montré I'équivalence entre les normes (quasi-normes)
dans B (R”) indépendemment de I'ordre ¢ € N* [ {57 ]. Comme conséquence

de la partie (2) on obtiendra 1'équivalence entre les normes (quasi-normes)

dans I'espace de Besov B Q(R”) indépendemment de 'ordre o € N*

8.1.INEGALITES TYPE DE HARDY

Lemme II13.1.(a) : soient 1<p< o0, 0 > 1 et v une fonction d
variation lente alors pour toute fonction G > (0 mesurable il

existe Dy > 0 telle que
* 0 ') i , v(|h) 1
117,11
( fo ( . G(h) dn) o @)’ < by ( ] ) @)’ (L)

Lemme II1.3.1.(b) : soient 1 <p<oo, 0 <0 <1etvune
fonction d variation lente. Si une fonction mesurable G > ()
vérife p.p. h € R"\ {0} pour M > 0 :

! h.1|%( BMGH(”) dn)%

G(h) <

alors il existe Dy > () telle que

- V(i) 0 V'(h]) G (111,14
(f (f cma) &5 ) < 0. ( [ e I o) )

8.2.EQUIVALENCE DES NORMES (QUASI-NORMES) LIEES AUX DIFFERENCES
ET AU MODULE DE CONTINUITE

Theorem 111.3.2 : Soient]l <p<oo,0<0<o0,0€e N*,
o > [ >0 et une fonction d variation lente v . On a

Ni U ny __ L?,-' n

B-pﬂ(R ) - Bpﬁ(]R )
avec des normes équivalentes Ze. qu’il existe ¢y > 0 et ¢ > 0
lelles que

R" — Hf”BIL
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Appendice 2 : ionctions a variation lente

Une fonction positive mesurable b est dite a variation lente (a I'infini) si
elle est définie sur un certain intervalle [A, oo) et pour
tout k£ > 0 [voir £61]]:

Exemple : les fonctions logarithmes et leurs itérations sont des fonctions a
variation lente souvent utilisées comme poids dans les espaces de Lorentz et
ceux de Besov.

Une propriété caractéristique de cette classe de fonctions qui est
souvent utilisée comme définition des fonctions a variation lente est la
suivante [voir [f27] et {34)}]:

Ve >0, il existe deux fonctions monotones gf(t) croissante et

g_:(t) décroissante telles que sur [A,00) ona:

tb(t) ~ g-(t) et e o(t) ~ g.-(t).

Considérons A > () assez grand et posons pour ¢ > ( :

b(4) sit<l1

A
o(t) == wp(t) := b(max(At, =) = {b(At) sit>1

Proprietés: sib est a variation lente , alors v(t) := v(t) est d
variation lente et

1) Vk>0 onasur (0,0) : v(kt) = v(t),
2) VIeR v (t) = vl(t),
3) Ve >0 onasur (0,00):

to(t) = G.(t) et teut) =~ G_.(t)

ou G. et G_. sont deux fonctions respectevement croissante (on
notera G.(t) /') et décroissante (G_.(t) \,).
4) pour toute >0 on a:
xr
a) Ve >0: / tlo(t)dt ~ sup tu(t) = 2°v(x)
0

O<t<z

b)YV >0: / t= o) dt ~ supt Co(t) ~ = v(z)

t>x
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Preuve : soit b est a variation lente, alors v est a variation lente. En effet pour
tout kK > Oona

Cw(kt) . b(RAD)
M T Ay

En particulier v vérifie les propriétés i), ii), iii) et iv) citées ci-dessus.

1)

p(L 4
Soitk >0 et t € (0,00) : w(kt)= b(z %) sit<1
b(Akt) sit>1
t<l = 4>A4 = (1-eb(§) <b(}4) < (1+e)b(2)

t>1 = At>A = (1-2)b(At) <bAkt) < (142)b(At)

donc (1 —e)u(t) <w(kt) <(14e)(t) ie. v(kt) =~ v(t).

2)

3)

() sit<1
up () = {bG(At) sit>1 o ()

Soit € > 0, il existe alors deux fonctions monotones telles que :

°b(x) = g(t) S et x7°b(x) = g_(t) N\, sur[A, 00).

Posons:

(A .
Gﬂ(t) — {gi:(gz) g—e(%) sit<1

g-(At) sit>1 O ) g:(4) sit<1
() =9 o A ;
o 9-(At) sit>1

visiblement G.(t) 7 et G_.(t) \ sur (0, +0oc) etona:

sit<1: t0(2)=A°(4) " b(2) = g_.($)

t“u(t) =
sit>1: t°b(At) = g.(At)
d’ou t=u(t) ~ G.(t) .
De méme
SEST R = A () 0 =
t () =
Sit>1: teb(At) ~ g (At)
d’ou t=o(t) =~ G (1)
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4) Soit € > 0, alors pour x > 0, en utilisant les notations de la question
3) précédente on a
a)

T

/”t“u(t)dtz/' £ Gy (t)dt > G_y(2) /'tfdtza;-l-v(a:) ftfdt_;r%(a:),
0 0 0 0

f L) dt < / G d < G
0

_L
0 2

T i T
(:c)/ ﬁldtrﬂﬁv(m)/ 2 dt = af (),
0

0
donc / o) dt ~ 2°v(x)
0
D’autre part: Vo<t<z : Gt) Stoolt) SGt),
donc sup t7u(t) =~ G.(z) = 2" v(x).
O<i<x
b)

/ t‘f‘lv(t)dt,%'/ e G1(t)dl‘ZG1(iU)/ t‘f‘zdtzx-u(az)/ R > o u(x)

/ bt dt < / Gty dt < Gosfa) f 27t dt <am2u(a) / e tdt <a o).

o
donc / te o) dt =~ 2% v(a).
D’autre part: Ve (z,00) @ Go(t) Steu(t) S G-t
donc sup ¢ o(t) = G_c(z) = 2 v(z)
r<i<00
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