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INTRODUCTION

La théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes fondée par le célébre ma-
thématicien Rolf Nevanlinna est trés importante dans I’étude de la croissance et ’oscillation

des solutions des équations différentielles complexes.

Il est connu que toute solution de I’équation différentielle du second ordre
f"+AQR) ' +B((2)f=0, (0.1)

ou A(z) et B(z) # 0 sont des fonctions entiéres, est une fonction entiére et si la fonction
entiére A (2) est transcendante, alors chacune des deux solutions linéairement indépendantes
de I’équation (0.1) est d’ordre infini [10], [24, p.p 167-168]. D’autre part, il existe des équations
différentielles de la forme (0.1) possédant au moins une solution d’ordre fini. Par exemple, la

fonction f (z) = e * vérifie I’équation différentielle
ff+ef+ (e —1)f=0. (0.2)

Plusieurs mathématiciens ont étudié les solutions de ’équation (0.1). G. Gundersen [12] a
introduit certaines conditions dans un secteur sur les coefficients A (z) et B (z) de telle fagon
que chaque solution de I’équation (0.1) soit d’ordre infini. Il s’est aussi intéressé dans le méme
article a I’étude des propriétés des solutions d’ordre fini de I’équation (0.1). Récemment, cer-
tains de ces résultats précédemment cités ont été généralisés pour les équations différentielles
linéaires d’ordre supérieur a coefficients fonctions entiéres par B. Belaidi et K. Hamani [3].
En complétant quelques résultats dus & G. Gundersen [12], S. Hellerstein, J. Miles et J. Rossi
[17] pour les équations différentielles de la forme (0.1), les auteurs dans [21] ont pu démontrer

d’autres résultats concernant le cas ot chaque solution de I’équation (0.1) est d’ordre infini.



Ce mémoire consiste & étudier la croissance et les points fixes des solutions de certaines

équations différentielles linéaires du second ordre a coefficients méromorphes.

Le premier chapitre comporte quelques définitions, notions et résultats de la théorie de R.

Nevanlinna nécéssaires par la suite dans notre travail.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude des croissance des solutions des équations diffé-

rentielles linéaires du second ordre a coefficients méromorphes.

Dans le troisiéme chapitre, on s’intéressera a ’étude de ’exposant du convergence des points

fixes des solutions des équations différentielles étudiées dans le deuxiéme chapitre.




Chapitre 1

Quelques éléments de la théorie de R.
Nevanlinna

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Soit f une fonction méromorphe non constante. Pour tout nombre complexe a, on désigne
par n (t,a, f) le nombre des racines de ’équation f(z) = a situées dans le disque |z| < ¢,
chaque racine étant comptée avec son ordre de multiplicité et par 7i(t,a, f) le nombre des
racines distinctes de I’équation f(z) = a dans le disque |z| < t. On désigne par n(t, oo, f)
le nombre des poles de la fonction f dans le disque |z| < ¢, chaque pole étant compté avec

son ordre de multiplicité et par 72(¢, 00, f) le nombre des poles distincts de f dans le disque

|z| < t.
Notons
N(rya, f) = /[n (ta.f) ; n(o’a’f)]dthn(O,a,f) logr (a # o), (1.1.1)
N (r,o0,f)=N(r, f) = /[n (t, 00, /) ;nm’oo’f)]dt—l—n(o,oo,f) log r, (1.1.2)
N(ra, f) = /Wt’“’f) ;ﬁ(o’a’f)]dtntﬁ(o,a,f)logr (a % 00), (1.1.3)

T

N (r,00, f) = N (r, f) _/

0

[ﬁ(t7oo7f) —ﬁ(0,00,f)]

. dt +m (0,00, f)logr, (1.1.4)
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m(r,a, f) =m (7’, 7 i a) = %O/logJr mcw (a # o) (1.1.5)
et .
1 ”
m(r,00, f) =m(r, f) = %/logJr | f (re”)| df, (1.1.6)
0
ou

lg" 2 = max (Igz,0)

N (r,a, f) (respectivement N (r,a, f))est appelée fonction a-points (respectivement a-points
distincts) de la fonction f dans le disque |z| < 7. Elle caractérise la densité des zéros de
léquation f (z) = a dans le disque |z| < r et m (r,a, f) est dite fonction de proximité de la

fonction f au point a. Elle exprime la déviation en moyenne de la fonction f au point a.

Définition 1.1.1 [14] Soit f une fonction méromorphe. On définit la fonction caractéristique

de Nevanlinna par
T(r,f)y=m(r,f)+ N(r,f) (1.1.7)

ou 0 <r < +oo.

Cette fonction joue un role trés important dans la théorie de la distribution des valeurs des

fonctions méromorphes.

Exemple 1.1.1 Pour la fonction f (z) =¢e*, on a N (r, f) = 0.
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D’autre part,

m(r>oo’ ) = m(va)

- 1 1n+ |6r(cos p+isin ) ’ dg@

o
0

2
1
- 1+ reosy| g
%/n "] dp
0

g
1
= —/rcosgodgp
2
%ﬂ

= L2/ cos pdp
2

0

Wl

r

) r
= - [sin ¢] —

s
2
0

D’ou

T(r,f)=r/m.
1.2 Ordre d’une fonction méromorphe

Définition 1.2.1 [17] Soit f une fonction méromorphe. On définit l’ordre de f par

log T
o (f) = lim sup —Oglog(: f (1.2.1)
Si
log T
limsup 08 LS o (1.2.2)
r—too  loOgT
on dit que la fonction [ est d’ordre infini.
Remarque 1.2.1 Si f est une fonction entiére, alors l'ordre de f est défini par
log T log log M
o (f) =lim supOg—(T’f) = lim sup oglog M (r, f)’ (1.2.3)
rotoo  lOgT r— 400 logr

ot M (r, f) = max|f (2)].

|z|=r

Lemme 1.2.1 [20,25] Soit une fonction méromorphes, alors

o (f)=o(f). (1.2.4)
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Exemple 1.2.1 Pour la fonctin f (2) = €*, on a T (r,e*) =r/m. D’ou o (f) = 1.

z

Exemple 1.2.2 Pour la fonctin f (z) =€, on a

T (r,e*) ~ ¢ -, 7 — +00.
(2m3r)2

Dot o (f) = oc.

1.3 Exposant de convergence des zéros d’une fonction
méromorphe

Définition 1.3.1 [14] Soit f une fonction méromorphe. Alors 'exposant de convergence des
zéros (respectivement des zéros distincts) de la fonction f noté X (f) (respectivement X (f)

est défini par
log N (r,1/f)

A(f) = llrrﬁilop g T (1.3.1)
et .
A(f) = limsupw (1.3.2)

r——4o00 ].Og T

A (%) est dit ’exposant de convergence des poles distincts de la fonction f.

Exemple 1.3.1 Pour la fonction f(z) =e*—b, oube C et b#0, oo, on a AN(f) = 1.

1.4 Mesure linéaire et mesure logarithmique
Définition 1.4.1 [17] On définit la mesure linéaire d’un ensemble E C [0, +00) par
+oo
m(E) :/ X (t)dt, (1.4.1)
0
ol X est la fonction caractéristique de l’ensemble E.

Définition 1.4.2 [17] La mesure logarithmique d’un ensemble H C [1,+00) est définie par

o oo X (t)
Im (H) = /1 Wi, (1.4.2)

ol x g est la fonction caractéristique de l’ensemble H .
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Exemple 1.4.1 La mesure linéare de ’ensemble E = [1,5] U [6,8] C [0, +00) est

m(E):/O t)dt = /dt+/dt—6

Exemple 1.4.2 La mesure logarithmique de 'ensemble F = [1,e] C [1,400) est

+oo dt € dt
lm<F>—/ Oy
1

t )t

1.5 L’indice central d’une fonction entiére

+oo
Définition 1.5.1 [18] Soit f (2) = > a,2" une fonction entiére et soit 0 < r < 4+o00. Notons
par i1 (r) = max {|a,|r";n = 0,1, ...?:loe terme maximal de f. Uindice central de la fonction f
est défini par

ve(r) =max{m;u(r) = |ay|r™ et m=m(r)}. (1.5.1)

Exemple 1.5.1 Pour le polynéme P (z) = a,2" + ... + ap2°, a, # 0, pour v suffisamment
grand, on a

p(r) =la,|r™ et v,(r) =n.

Lemme 1.5.1 [19] Si f(z) est une fonction entiére d’ordre « et d’indice centeral vy (r),

alors

1
a = lim sup nlyf (r) (1.5.2)
r—00 nr




Chapitre 2

Croissance des solutions des équations
différentielles linéaires du second
ordre a coefficients méromorphes

2.1 Introduction et resultats

Considérons I’équation différentielle linéaire du second ordre

f"+e7f +Q(2) f =0, (2.1.1)

ol Q(z) est une fonction entiére d’ordre fini. il est bien connu que toute solution f de
I’équation (2.1.1) est une fonction entiére. De plus, si fi et f> sont deux solutions linéairement
indépendantes de (2.1.1), alors il y a au moins une solution f; ou f; d’ordre infini (voir
[24,p.p.167-168]). Par conséquent, la plupart des solutions de (2.1.1) sont d’ordre d’ordre
infini. Mais I’équation (2.1.1) avec @ (2) = — (1 + e~*) posséde une solution f = e* avec un
ordre fini.

Une question naturelle est : Quelle condition sur @) (z) garantira que toute solution f # 0 de
(2.1.1) soit d’ordre infini ? Plusieurs auteurs Frei [9], Ozawa [23], Gundersen[13], Langley [22],
Amemiya et Ozawa [1] ont étudié ce probléme. Ils ont prouvé que si @ (z) est un polynome
non constant ou une fonction entiére transcendante avec o (Q) # 1, alors toute solution f % 0
de (2.1.1) est d’ordre infini.

Alors quelle condition sur Q(z) quand o(Q)) = 1 garantira que chaque solution f # 0 de

(2.1.1) soit d’ordre infini ? Chen a étudier le probléme et a obtenu le résultat suivant :
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Théoréme 2.1.1 [5] Soit A; (2) (£0), D;(z) (j =0,1) des fonctions entiéres avec o (A;) <
1 et o(D;) <1, soient a et b des constantes complexes tels que ab # 0 et arga # argb ou

a=cb (0 <c<1). Alors toute solution f (% 0) de l’équation

F7 4 (Are™ + Dy) f + (Aoe” + Do) f =0 (2.1.2)
est d’ordre infini.
Dans ce mémoire, on va enoncer le Théoréme de CHEN et de SHON [6] et le démontrer.

Théoréme 2.1.2 [6] Soient A; (z) (£ 0) (j =0, 1) des fonctions méromorphes avec o (A;) <
1, et soient a et b des constantes complexes tels que ab # 0 et arga # argb ou a = cb

(0 < ¢ < 1). Alors toute solution méromorphe f (% 0) de l’équation
fr+ A (2) e f + Ay (2) " f =0 (2.1.3)

est d’ordre infini.

2.2 Lemmes préliminaires

Lemme 2.2.1 [11] Soit f une fonction méromorphe transcendante avec o (f) = 0 < 00, soit
H = {(Ky,j1), (K2, j2), ..., (K4, Jq)} un ensemble fini de paires distinctes de nombres entiers
vérifiant K; > j; > 0, (i = 1,...,q), et soit € > 0 une constante donnée. Alors, il existe un
ensemble Ey C [0,27) de mesure linéaire nulle, tel que sip € [0,27) \E1 , alors il existe une
constante Ry = Ry () > 1 telle que pour tout z vérifiant arg z = ) et |z| > Ry et pour tout

(k,j) € H, on ait
% (2)
(2

Lemme 2.2.2 [6] Soit g(z) une fonction méromorphe transcendante avec o (g) = 0 < 0.

< |z|kmDemtre) (2.2.1)

Alors pour tout € > 0, il existe un ensemble Ey C [0,27) de mesure linéaire nulle, telle que si
W €10,2m) \Ey , alors il existe une constante Ry = Rs (1)) > 1 telle que pour tout z vérifiant

argz =1 et |z| =r > Ry, on ait

exp {—r""} <|g(2)] <exp {rt}. (2.2.2)
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Preuve. D’aprés le Lemme 2.2.1, pour tout € > 0, il existe un ensemble £ C [0,27) de
mesure linéaire nulle, tel que si ¢ € [0,27) \ F , alors il existe une constante Ry = Ry (¢) > 1

telle que pour tout z vérifiant arg z = v et |z| = r > Ry, on ait

g/ (Z) o—1+e¢
< . 2.2.3
9(2) |~ d (2.23)
En utilisant
1 wy = [T I) it og g (Ryet 2.2.4
ogg(re)—/RlWe +log g (R1€e™) , (2.2.4)
on a
log g (re™)| < r7** + C, (2.2.5)

ou C(> 0) est une constante. Donc il existe une constante Ry (1)) > Rs, telle que pour

r > Ry (1) on ait de (2.2.5),

|log |g (re)|| < |log g (re™)| < r7**. (2.2.6)

D’ou
— 1Tt <log g (re)| < 17 (2.2.7)
i.e. (2.2.2) est vérifiée. U

Lemme 2.2.3 [6] Soit g (z) = A(z)e®, ou A(z) (£ 0) est une fonction méromorphe avec

o(A) = a < 1, a est une constante compleze, a = |a| e (¢ € (0,27]). Posons E3 =

{0 € (0,27] : cos (p + 0) = 0}. Alors E3 est un ensemble fini. Alors pour tout e donné (0 < e <1 — ),
il existe un ensemble E; C (0, 27] de mesure linéaire nulle tel que si z = re?, 0 € (0,27 \ [E3 U Ey],

alors nous avons quand r est suffisamment grand
i. Si cos (¢ +0) > 0, alors

exp{(1—¢)rd(az,0)} <|g(2)] <exp{(1+¢)rd(az0)}, (2.2.8)
ii. Si cos (p +6) <0, alors

exp{(l+¢)ri(az,0)} <|g(2)| <exp{(1—¢)rd(az0)}, (2.2.9)

ot b (az,0) = |a| cos (p + 0).
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Preuve. D’aprés le Lemme 2.2.2, pour tout € donné (0 < € < 1 — «), il existe un ensemble
E, C (0,27] de mesure linéaire nulle tel que si z = 7e?, 6 € (0,27] \ [E2 U E3], (E3 est défini
dans le Lemme 2.2.3) alors il existe une constante Ry = Ry (0) > 1, telle que pour tout z

vérifiant arg z = 6 et r > Ry, on ait :
exp {—r*"} < |A (re”)| < exp {r*t}. (2.2.10)

Par

|€az| — e|a|rcos(4p+9) — eré(az,@) (2211)
et (2.2.11), nous obtenons

exp {—r*" +rd (az,0)} < ‘A (re) el e’ < exp {ro*t® + 716 (az,0)}. (2.2.12)

Par § ¢ E5, on a

i) Sicos (¢4 0) > 0, alors par 0 < e+ a < 1 et (2.2.12) , on sait que (2.2.8) est vérifiee pour
r suffisamment grand.

i1) Si cos (¢ + 60) < 0, alors par 0 < e + a < 1 et (2.2.12), on sait que (2.2.9) vérifiée pour r

suffisamment grand. O
Lemme 2.2.4 [2]| Soit P (z) le polynome suivant :

P(2) = amz™ + 12"+ ...+ a1z +ag (2.2.13)
avec a,, # 0. Alors pour tout € > 0, il existe Ry > 0 tel que pour tout |z| = r > R3, on ait

(1= ) Jam| ™ < |P(2)] < (1 + &) |am| ™ (2.2.14)
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2.3 Preuve du Théoréme 2.1.2

Preuve. En premier lieu, on va démontrer que toute solution méromorphe f (# 0) de
I’équation (2.1.3) est transcendante. Si f (£ 0) est une solution rationnelle de (2.1.3), alors

d’apres les hypothéses du Théoreme 2.1.2 et I'égalité

_ i v A (Z)easzz '
f= (AO<Z)f e f), (2.3.1)

on obtient une contradiction car le coté gauche de I’égalité (2.3.1) est une fonction rationnelle

mais le coté droit est une fonction méromorphe transcendante.

Maintenant on va prouver que I’équation (2.3.1) ne peut pas avoir une solution polynomiale
non nulle. Supposons en premier que arga # argb. Posons a = max{o (41),0(Ay)} < 1.
D’apreés le Lemme 2.2.3, pour tout ¢ (0 <& < 1— «), il existe un ensemble E; de mesure
linéaire nulle et un rayon argz = 6 € [0,27) \Ey U Ey ou Ey ={# € [0,27) : § (az,0) = 0 ou
d (bz,0) = 0} tel que d (bz,0) > 0 et § (az,0) <0 et pour |z| = r suffisamment grand, on ait

| A () €| > exp{(1 — )& (bz,6) 1} (2.3.2)

et
|A; (2) €| > exp{(1 —¢€)d(az,0)r} < 1. (2.3.3)

On peut écrire I’équation (2.1.3) sous la forme
Ag (2) e f = — (f" + Ay (2) e f") (2.34)
De (2.3.2),(2.3.3),(2.3.4) et le Lemme 2.2.4, pour |z| = r suffisamment grand, on obtient

(1—¢)|em|r™exp{(1—¢)d(bz,0)r} < |A0(2)ebz|
_ |f”—|—A1 (Z)Gazf/|

< 2(1+¢e)mlep| ™, (2.3.5)

ou

f(2)=cn2™ 4 cm12™ T+ izt ¢ avec ¢y # 0.
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De (2.3.5), on obtient pour |z| = r suffisamment grand

exp{(l—¢)0 (bz,0)r} < 21 i_ im% (2.3.6)

et c’est une contradiction car 0 <e <1 —a < 1.

En utilisant un raisonnement semblable au précédent cas, on peut prouver que si a = cb
(0 < ¢ < 1), alors I'équation (2.1.3) ne peut pas avoir une solution polyndémiale non nulle.
Ainsi toute solution méromorphe f (# 0) de (2.1.3) est transcendante.

Maintenant prouvons que I’équation (2.1.3) ne peut pas avoir une solution méromorphe trans-
cendante f (# 0) avec o (f) < 1. Supposons que f # 0 est une solution méromorphe trans-
cendante de I'équation (2.1.3) avec o (f) = o < 1, en utilisant le Lemme 1.2.1 alors o (f') =
o (f”) = o0 < 1. D’apres le Lemme 2.2.2 pour tout £ donné (0 < 3¢ < min {1 — 0, %}) , il

existe un ensemble FEy C [0,27) de mesure linéaire nulle, tel que si 6§ € [0, 27) \ Fs, alors il

existe une constante Ry > 1, telle que, pour tout z vérifiant argz = 6 et |z| =1 > Ry, on ait

"

(f (z)‘ < exp {r7*}. (2.3.7)

Si arga # argbh, alors d’aprés le Lemme 2.2.3, 0 (Aof) < 1l et o (Aof') < 1, pour le ¢
ci-dessus, il y a un rayon argz = 6 € [0,27)\ (E; U EyU Ep), on Ey C [0,27) est un
ensemble de mesure linéaire nulle, Ey ={0 € [0,27) : 6 (az,0) = 0 ou 0 (bz,0) = 0}, tel
que 0 (az,0) = |a|cos(arga +6), 0 (bz,0) = |b|cos(argb+6), Re{az} = 0 (az,0)r < 0,

Re{bz} = d (bz,0)r > 0 et pour r suffisamment grand, on ait
‘AO (re’) e’ f (rew)‘ >exp{(1 —¢)d(bz,0)r}, (2.3.8)

‘Al (re') e’ f (rew)‘ <exp{(l—¢)d(az0)r}. (2.3.9)

En utilisant (2.3.7), (2.3.9), on obtient

i (T6i9> + A (Tew) e‘”’ewf/ (Tew)’ < exp {TU+€} +1. (2.3.10)

Ce qui est absurde car o 4+ ¢ < 1.



2.3 Preuve du Théoréme 2.1.2 13

Sia=cb(0<c<1),alors ¢ (az,0) = cd (bz,0) pour z = re?’. En utilisant le méme raison-
nement ci-dessus, nous savons qu'il y a un rayon arg z = 6 € [0,27) \ (E2 U Ey U Ej3) tel que

d (az,0) = co (bz,0) > 0, et pour le précédent ¢ et pour r suffisamment grand, on ait

exp{(1—2)d(bz,0)r) < ’AO (re®®) et f (Tew)‘
< |7 e+ an ey e (e
< exp{r’T} +exp{(1+e)cd(bz,0)r}
< exp{r’*}exp{(1+¢)cd(bz,0)r}. (2.3.11)
de (2.3.11) on obtient
exp { ) 7’} < exp {r7+Y. (2.3.12)

C’est une contradiction. D’ou o (f) > 1.

Maintenant soit f (# 0) une solution méromorphe de I’équation (2.1.3) avec 1 < o (f) =
o < oo. Remarquons que les poles de f(z) peuvent se produire seulement des poles de
Aj(j=0,1). Posons f = £, ou d est le produit canonique (ot le polynéme) formé par les

poles de f (z) avec 0 (d) = f < a =max{o (4;) : j = 1.2} <1, et g est une fonction entiere

avec 1 <o (g) =0 (f) = 0 < oco. En substituant f = ¥ dans (2.1.3), on obtient

’ ’ N 2 7
" , d d d d
g +g (A1€az — 25) +g | Age” — Aﬁ“g +2 (E) - E] = 0. (2.3.13)
1—c

D’apres le Lemme 2.2.1, pour tout € donné (0 < 3¢ < min {1 - a, }) , il existe un ensemble

6
Ey C [0.27) de mesure linéaire nulle, tel que, si 6 € [0,27) \ Ej, alors il existe une constante
Ry = Ry (0) > 1, telle que, pour tout z vérifiant arg z = 6 et |z| > Ry, on ait

1"

z 2(c—1+¢ (= o—1+4¢
‘gg((n) SE )% < |27, (2.3.14)
et
d/lz 9(51 d/z .
‘d((a) < o779, ’% < |27 (2.3.15)

Posons z = re', alors

Re{az} =6 (az,0)r, Ref{bz} =0 (bz,0)r. (2.3.16)
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Maintenant supposons que arg a # arg b. D’apreés le Lemme 2.2.3 et (2.3.16), pour le précédent
e il y a un rayon argz = 6 tel que 6 € [0,27)\ (Ey U E,UEy) (ou Ey ={ 0 € [0,27) :
d(az,0) = 0 ou §(bz,0) = 0}, E4 un ensemble de mesure lineaire nulle, 0 (az,0) < 0,

d (bz,0) > 0, et pour |z| = r un suffisamment grand, on ait

‘AO (re') e’ > exp {1 —¢e)rd(bz,0)}. (2.3.17)
’Al (re) e’ < exp {1 —=¢e)ré(az,0)}. (2.3.18)
De (2.3.15),(2.3.17), (2.3.18), on a
az dl (Z) . B—1+¢
A (z)e 2—d( ) <exp{(l—¢)rd(az,0)}+2r : (2.3.19)
z
et ) ,
bz azdl(z) d/(z) d _(z)
'AO (2)e” — A1 (2)e a(2) +2 <d(z)> 0 ‘ (2.3.20)
>exp{(l1—¢)rd(bz,0)} (1 —0(1)).
De (2.3.13), (2.3.14) , (2.3.19) , (2.3.20), on obtient
exp {(1— )6 (b2, 0)} (1 — 0(1))
d (), o (4 _d @)
< A bz A az 2 _
= AREmART i) T
g"(2)| |9 () ( d’( ) ‘
< + A (z) e —2
0 | gt VO
< gpRlomlte) 4 po—ide [exp{(1 —¢)rd (az,0)} + 27’5’”5]
< M (2.3.21)
ot M (> 0) est une constante. (2.3.21) est absurde ce qui implique que o (g) = oo, i.e,

o(f) = oc.

Maintenant supposons que a = ¢b (0 <c<1). Alors §(az,0) = ¢ (bz,0), Re{az} =
cRe{bz}. En utilisant le méme raisonnement comme ci-dessus, nous savons que (2.3.14),
(2.3.15) sont vérifiées et il existe un rayon arg z = 6 vérifiant 0 (az,0) = cd (bz,6) > 0 et pour

r suffisamment grand, on a (2.3.17) et

’Al (’I“Bie) earew

<exp{(1+e¢)cro(bz,0)}. (2.3.22)
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De (2.3.15),(2.3.17),(2.3.22) , on obtient

Ap(z) ™ — 2d/ (j) ‘ <exp{(l+e)crd(bz,0)}(1+0(1)), (2.3.23)

et

bz az d, (Z> d, (Z) 2 d” (Z)
Ag (2) €™ — A (2) e a0 2 (d(z)) - d(2)

> exp {(1 — £) 6 (b2, 0)} — exp {(1+ &) r¢d (b, 0))

— exp {(1— )16 (b2, 0)} [1 — exp {(1 4+ ) red (b2, 0) — (1 — )76 (b2, 0)}]

> exp{(1— )16 (b=, 0)} {1 ~ exp {7“6 (b2,0) (-8 (19_ C>> H

> exp {(1—2)rd (b,0)} (1 — 0(1)). (2.3.24)

De (2.3.13),(2.3.14) , (2.3.23) , (2.3.24) , on obtient

exp{(1l —¢)rd(bz,0)} (1 —
A0(2) e — A (2 dj (C”Z)))

peklne (Al ()€ - QCcluz) ) ‘

p2o=1+e) 4 (o-1+e) exp {(1+¢e)erd (bz,0)} (1+0(1))

IN

IN

+

IN

IA

2r2 019 exp {(1 4 €) crd (bz,0)} (1 + 0 (1)) (2.3.25)

De (2.3.25) et e < ££, nous obtenons

{1—0
exp 5

C’est une contradiction. Le Théoréme 2.1.2 est ainsi démontré. O

) (bz,e)} < op2lo—ite), (2.3.26)



Chapitre 3

Point fixes des solution de certaines
équations différentielles linéaires du
second ordre a coefficients
méromorphes

3.1 Introduction et resultats

Le but principal de ce chapitre est d’étudier ’exposant du convergence des points fixes des
solutions et de leurs premiére et deuxiéme dérivées et les polynomes différentiels des équations
différentielles du second ordre.

Une fonction méromorphe ne peut pas en avoir ou avoir quelques points fixes, par exemple,
fa = de* + z (d est une constante non nulle) n’a pas de points fixes. Dans [4], pour une
équation différentielle f” + A(z)f = 0, ou A est une fonction entiére transcendante d’ordre
fini, chen a prouvé que I’exposant de convergence des points fixes des solutions de I’équation
précédante est infini.

Dans ce chapitre, on va étudier les propriétés des points fixes des solutions, leurs premiére et
deuxiéme dérivées et le polynome différentiel pour une équation plus générale. Nous prouve-

rons le Théoréme de Chen et Shon [6] suivant :
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Théoréme 3.1.1 [6] Soient A; (2) (#0) (j =0, 1) des fonctions méromorphes avec o (A;) <
1. et soit a,b des constants complexes tels que ab # 0, arga # argb ou a = cb (0 < ¢ < 1).
Soient dy, dy, dy des constantes complexes qui ne sont pas tous nuls. Si f (£ 0) est une solution

méromorphe de [’équation
"+ Ay (2) e f + Ay (2) e f =0, (3.1.1)
alors

1. f, f', f"touts ont les points fixes infinis et vérifient

AMf=—2)=Af—2)=A"—z2=0(f) = (3.1.2)

2. Le polynome différentiel
g (Z) = dgf// + dlf/ + d()f (313)

a des points fives infinis et vérifie X (g — z) = oo.

3.2 Lemmes préliminaires

Lemme 3.2.1 [11] Soit f une fonction méromorphe transcendante avec o (f) = o < o0,
soit H = {(K1,71),(Ka,j2) ..., (K4, Jg)} un ensemble fini de paires distinctes de nombres
entiers vérifiant K; > j; > 0, (i = 1,...,q), et soit € > 0 une constante donnée. Alors, il
existe un ensemble Ey C (1,00) de mesure logarithmique finie tel que pour tout z vérifiant
|z| ¢ E1U|0,1] et pour tout (k,j) € H, on ait
f® (2)
70 (2)

Lemme 3.2.2 [6] Soit g (z) une fonction méromorphe transcendante avec o (g) = 0 < 0.

S ‘Z|(k—j)(0'—1+6)

, (3.2.1)

Alors pour tout € > 0, il existe un ensemble Ey C [0,27) de mesure linéaire nulle, telle que
si € 10,2m) \Ey , alors il existe une constante R = R () > 1 telle que pour tout z vérifiant

argz =1 et |z| =r > R, on ait

exp{—r7"} <|g(2)] < exp{rit}. (3.2.2)
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Lemme 3.2.3 [6] Soit g (z) = A(2) e, ou A(z)(#0) est une fonction méromorphe avec
o(A) = a < 1, a est une constante compleve, a = |a| e (p € (0,27]). Posons E3 =

{60 € (0,27] : cos (p + 0) = 0}, alors E3 est un ensemble fini. Alors pour tout € donné (0 <

e < 1—a), il existe un ensemble E4 C [0,27) de mesure linéaire nulle tel que si z = re',

0 € (0,27] \ [E3 U Ey], alors nous avons quand r est suffisamment grand

i. Sicos(p+0) >0, alors
exp {(1—e)rd (az,0)} < |g(2)| < exp{(1+2)rd (az,0)}, (3.2.3)
ii. Si cos (¢ +0) <0, alors
exp {(1+ )78 (az,0)} < |g (2)] < exp{(1 — )10 (az,0)}, (3.2.4)
0t 6 (az,0) = |a| cos (o + 0) .

Lemme 3.2.4 [7] Soit g (z) une fonction méromorphe, avec o (g) = < co. Alors pour tout

e >0, il existe un ensemble E5 C (1,00) de mesure logarithmque finie, tel que
l9(2)] < exp {r7**} (3.2.5)
soit vérifiée pour |z| =r ¢ [0,1] U Es5, (r — +00).

Lemme 3.2.5 (voir [15,p.344]) Soit g (z) une fonction entiére, v (r) Uindice central de g,

11 (r) le terme mazimal, 11 (r) = |ayq)| @, Alors

v(r) = v logp (1) < log (1) < log M (r,g) (3.2.6)

est vérifiée a Uextérieur d’un l’ensemble Eg C (1,00) de mesure logarithmque finie.

Lemme 3.2.6 [6] Soit f une fonction méromorphe d’ordre fini et d’éxposant de convergence

des poles fini, (%) < 00. Soient d; (j = 0...k) des constantes complexes, dy, # 0. Alors
9(2) = dif® + de oy fEV 4+ dof (3.2.7)

est d’ordre infini.



3.2 Lemmes préliminaires 19

H(z)

nz ou h(z) est le produit

Preuve. Supposons que o (g) = 0 < oo. Posons f(z) =
canonique (ou le polynome) formé des poles non nuls de f(2), A(h) = o (h) = A (%) <
00, H (z) est une fonction entiere avec o (H) = o(f) = oo. En utilisant une induction

mathématique, on peut facilement montrer que

(n) _ +Z Z Cijtmin (—)jl... (h:)>jn,(j— 1..k), (3.2.8)

(J1---dn)

ou ¢jj,.. 4, sont des constantes, et j + ji + 2j2 + ... +nj, = n. D’ou

f} _HY ZHU 3 s (—)Jl ...(h:))h (3.2.9)

(J1---dn

D’aprés le Lemme 3.2.1 | il existe un ensemble E; C (1,00) de mesure logarithmique finie,

tel que, pour tout z vérifiant |z| ¢ [0, 1] U E4, on ait

‘ Lo (2)
h(z)

) < 00. En substituant (3.2.10) dans (3.2.9), on a

< T (G =1k), (3.2.10)

oﬂalza(h):)\G

n—1

ORI )
= +) 7O

(3.2.11)

ot m (0 < m < o0) est une constante, |z| ¢ [0,1] U E;. En substituant (3.2.11) dans (3.2.7)

gy = (€) 2 h(z
+ R0 (e + 0 (m = L1

(3.2.12)

=1

.

pour |z| ¢ [0,1] U Ej.
De la théorie du Wiman-Valivon (voir [15],[16],[24]), on a

H9 (z)  (v(r)
H (2) ( z

)j 1+0(1), (j=1.k), (3.2.13)

oulz|=r|H(z)|=M(r,H),r ¢ [0,1]UE;, E; C (1,00) ayant une mesure logarithmique
finie, v (1) est 'indice central de H (z).
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Comme o0 (g) = 0 < 00, 0 (h) = 01 < 00, d’aprés le Lemme 3.2.4, il existe un ensemble
Es5 C (1,00) de mesure logarithmique finie, tel que pour tout z vérifiant |z| ¢ [0,1] U Es, on
ait

9 <exp {17, A ()] < exp {J17 7} (3:2.14)
D’apres le Lemme 3.2.5, il existe un ensemble Fg C (1,00) de mesure logarithmique finie,

pour |z| =r ¢ [0,1] U Eg, on a
v (r) < [log M (r, H)). (3.2.15)

Comme o (H) = o0, alors en utilisant le Lemme 1.5.1, il existe une suite {r},} (r;, — 00) telle

que
/
L logu ()

3.2.16
r,—oo log Tl ( )

En posant la mesure logarithmique de F1 U E; U Eg U E5, Im[E; U Ez U Eg U E5] = a < 00,
il existe un point r, € [r}, (a+ 1) 7]\ [E1 U E; U Eg U E5] . Comme

lolgv(rn) > : l({)(gvirlg)) - _ logv(i“%)( T (3.2.17)
n r ogla
ogr og |(« n log r!, [1—1— ig% ]
on a
1 n
iy 108 (1) _ (3.2.18)

rm—oo  logr,
Maintenant prenons le point z, tel que |z| =1, et H (z,) = M (2,,, H) , de (3.2.12) et (3.2.13) ,
on obtient

e (Uff”))k (1+0(1)) < kD' (“““)k_l i 'M

- ~ Ty | (3.2.19)

ot D(> 0) est une constante. Pour tout M (> 2 (01 + o +m + 3)) assez grand, et n suffisam-
ment grand, on a de (3.2.18),
v (r,) >rM (3.2.20)

De (3.2.6) et le Lemme 3.2.5 et (3.2.20), nous obtenons

M (rn, H) > exp {r%} . (3.2.21)
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Ainsi de (3.2.14), (3.2.21), quand r, — oo,

|9 (2n) h (20)]
—_— : .2.22
M H) (3.2:22)
De (3.2.19), (3.2.20), (3.2.22), on obtient
|di| rM < |dp|v (rn) < 2kDrm™+ (3.2.23)
C’est une contradiction car M (> 2(o1 + o +m + 3)). O

Lemme 3.2.7 [6] Soient a et b des constantes complexes tels que ab # 0. Supposons que

arga # argb ou a = cb (0 < ¢ < 1). Posons

Ay = {0,a,b,a+b,2a},

Ay = {0,a,b,2a,a+ b,2b,3a,2a + b,a + 2b,3b,4a,3a + b,2a + 2b,a + 3b} .(3.2.24)

(1) St H; (j € Aa) et Hy, sont toutes des fonctions méromorphes d’ordre strictement infé-

rieur & 1, Hop (2) # 0. En posant v, (2) = > H; (2) €77, alors 1y (2) + Hype?* 2 0.

JEA2 J
(ii) Si H; (j € Ay) et Hy, sont toutes des fonctions méromorphes d’ordre strictement infé-

rieur a 1, Hy (2) Z 0. En posnt 1, (z) = > H; (2) €%, alors 1, (z) + Hype® 2 0.

JEA4

(iii) Une fonction dérivée de 1, (z) vérifiant les propriétés ci-dessus de 1, (z), et aussi
exprimée par 1y (2). ¥y (2) et 1, (z) peuvent étre différentes dans différentes places,
mais conservent le propriétés ci-dessus. 1y (2) V4 (2) (il désigne le produit de deux
1y (2), et ot deux 1y (2) peuvent étre différentes) a les propriétés de 1, (z), on écrit
Uy (2) 1y (2) = ¥y (2).

Preuve. (i) Divisons ceci en deux cas pour le prouver :

Le cas (1) arga # argb. Alors arg (a + b) , arg a, arg b sont trois arguments distincts. Posons

o (Hy) = B < 1. D’apres le Lemme 3.2.2, pour tout £ donné (0 < 5e < 1 — f3), il existe un

ensemble Fy C [0,27) de mesure lineaire nulle, tel que si 6 € [0, 27) \ Es, alors il existe une

constante R = R (0) > 1 telle que pour tout z vérifiant argz =6, et |z| =r > R on ait

|Hy (2)| < exp {r’*<}. (3.2.25)
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D’aprés le Lemme 3.2.3, il existe un rayon argz = 0 € [0,2m)\ (E; U E3U Ey), E3, Ey C

0,27) sont comme dans le Lemme 3.2.3, F,; ayant une mesure linéaire nulle, tels que

d(2bz,0) = 20(bz,0) >0, 6((a+b)z,0) <0, (3.2.26)
d(2az,0) = 20 (az,0) <0, (3.2.27)

et pour le € ci-dessus, on a quand r est suffisamment grand,

| Hape®| > exp {(1 — £) 26 (bz,6) 1}, (3.2.28)
|Hye”| < exp{(1+¢)6(bz,0)r}, (3.2.29)
‘Hﬁbe(“b)z{ <exp{(1—¢)20((a+b)z,0)r} <1 (3.2.30)
‘Hgae%‘z} <exp{(l—¢)26(az0)r} <1, (3.2.31)
|Hye”| < exp{(l—¢)d(az,0)r} <1. (3.2.32)

Si 1y + Hype?® = 0, alors de (3.2.25) — (3.2.32), on a

exp{(1 —¢)20 (bz,0)r} < ‘H% (Z)e%zl

IA

exp {r""} +exp{(1+¢)d(bz,0)r} +3

< 3exp{r’}exp{(1+¢)d(bz,0)r}. (3.2.33)
Par2(1—¢)—(14e)=1—-3¢>2 ona
exp {%5 (bz,0) r} < 3exp {rite}. (3.2.34)

(’est une contradiction car 3+ & < 1. D’ott 9y + Hope®* £ 0.
Le cas (2): a =c¢b (0 < ¢ < 1). Alors pour tout rayon argz = 6, on a
d(2bz,0) = 26 (bz,0), 0 (az,0)=cé(bz,0),
d((a+0b)z,0) = (1+4¢)d(bz,0), 0(2az,0) = 2c6 (bz,0). (3.2.35)
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D’aprés le Lemme 3.2.2 et 3.2.3, pour tout £ donné (0 < 5e < min{l —¢, 1 — 5}), il existe
E; C [0,27) de mesure lineaire nulle j = 2,3,4, Es, E3, E, sont définis comme dans le cas
(1), respectivement. Prenons le rayon 6 € [0,27) \ (Es U E3 U Ey), tel que 0 (bz,0) > 0 et

quand |z| = 7 est suffisamment grand, on a (3.2.25) (3.2.29) et

|Hope™| < exp{(1+¢)co(bz,0)r}, (3.2.36)
!Ha+be(“+b)z} <exp{(1+¢)(1+c¢)d(bz,0)r}, (3.2.37)
| Haue™| < exp{(1+¢)2cd (bz,0) 1}, (3.2.38)

Si by + Haype2® = 0, alors (3.2.25) — (3.2.29) et (3.2.36) — (3.2.38), on a

exp{(1 —¢)26(bz,0)r} < |Hope®|
< exp{r’™} +2exp{(1+¢)(1+c)

d(bz,0)r} +2exp{(1+¢)2c (bz,0)r}  (3.2.39)

Par 4+ e <1letbhe <1—¢, onaquand r — o0,

exp {Tﬁ +e }

exp{((1—2)25(bz.0)r] (3.2.40)

exp{(l+¢)(14+¢)d(bz,0)r}
exp {(1 —¢)26 (bz,0)r}

exp {(1+¢)2co (bz,0)r}
exp{(1—¢)20(bz,0)r}

De (3.2.39) — (3.2.30) , on obtient 1 < 0. La contradiction donne v, + Hope?** 2 0.

0, (3.2.41)

— 0, (3.2.42)

(ii) En utilisant un raisonnement analogue a celui de la preuve (i), la preuve de (ii) peut étre
complétée.

(iii) Ces propriétés de v, (2), ¥, (z) sont claires. O

Lemme 3.2.8 [8] Supposons que Ay, ..., Ax_1, F' Z 0 sont des fonctions méromorphes d’ordre

fini. Si f(z) est une solution méromorphe d’ordre infini de [’équation
B 4 A f*D 4 4 Agf =F, (3.2.43)

alors f satisfait X (f) = A (f) = o (f) = co.
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3.3 Preuve de théoréme 3.1.1

3.4

Preuve. Preuve de théoréme 3.1.1(1) Supposons que f(# 0) est une solution méro-
morphe de l'équation (3.1.1), alors d’aprés le Théoréme 2.1.2 du chapitre 2 o (f) = oo.
Posons gy (2) = f (2) — 2, alors z est un point fixe de f (z) si et seulement si gy (z) = 0. go (2)
est une fonction méromorphe et o (go) = o (f) = co. En substituant f = gy + 2z dans (3.1.1),
on a

gy 4 Are® gy + Ape®go = —Are™ — zAge. (3.3.1)

Clairement —A;e% — zAge® # 0.

L’équation (3.3.1) peut avoir une solution non-méromorphe et une solution méromorphe
d’ordre fini. Mais 1a nous étudions seulement la solution méromorphe d’ordre infini vérifiant

go = f — z. D’ott d’apreés le Lemme 3.2.8, A (go) = A (f — 2) = oo est vérifiée.

Maintenant considérons les points fixes de f’ (z). Posons g1 (2) = f' — z, alors z est un point
fixe de f'(z) si et seulement si g; (2) = 0. g1 (2) est une fonction méromorphe et d’aprés le
Lemme 1.2.1 on a 0 (¢1) = o (f') = o(f) = oo. En dérivant les deux cotés de I’équation

(3.1.1), on obtient

f”/ + Ale"’zf" + [(Aleaz)’ + Aoebz] f/ + (Ao@bz), f =0. (332)
De (3.1.1), on a
1 " az g1

En substituant (3.3.3) dans (3.3.2), on obtient

bz’
f”/+ (Aleaz . (Aoe ) ) f//

Aoebz

+

— 0. (3.3.4)
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En substituant f' =g, + z, f" = g7 + 1, f” = ¢} dans (3.3.4), on obtient

91 + higy + hogi = h, (3.3.5)
ou
(Aac)
— A az
hy 1€ Agehs
A bz’
]’LO = (Aleaz)/+A06bZ - (Aoeebz) Aleaz, (336)
0
Aneh?)
h = —[Ae” (A(;TZ) + 2 (Ae™) (3.3.7)
Aget?)’
+zAge? — zA e (A(Z)Cbz) ].
De (3.3.6), on obtient
A/
h = —[(A1+ zA] + zaA; — zAlA—O — zAb)e” (3.3.8)
0

A
+2 A" — A—E —b),

et a # b, Ag #Z 0, on sait que h # 0. En considérant 1’équation (3.3.5), d’apres le Lemme
328ethZ0,ona)(g)=\f —2)=0(g)=0(f) = o0

Maintenant prouvons que A (f” — z) = oco. Posons g, (2) = f” — z. En utilisant le méme
raisonnement ci-dessus, il ne reste seulement a prouver que X (gz) = 0.

En dérivant les deux cotés de (3.3.2), on obtient

f(4) +A16azf/// + [2 (Aleaz)/+A0€bz] fll
+ [(Aleaz)” + 2 (Agebz)/:| fl + (Aoebz)// f
= 0 (3.3.9)

En substituant (3.3.3) dans (3.3.9), on obtient

f(4) +A1€azf///+

Aget?)”
Q(Aleaz)/—i—Aoebz— (1406&3 ]f//
0

(Aoebz>//

az bz’ az
(Ase )” + 2 (Aoe ) — Ase Ageb?

+ f=o. (3.2.10)
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De (3.3.2) et (3.3.10), on ait

f@ 4 Hyf" + Hyf" =0, (3.3.11)
ou
Hy = Ayeos — £1E) (3.3.12)
@, (2)
bz "
_ az\/ bz (A()G )
H2 = 2(A1€ )+A0€ —W
A bz’
ORI Oeb) (3.3.13)
¢y (2) Age?
Ici "
A z
0, (2) = (Ae™)" +2 (Aoebz), — Ale”M (3.3.14)
Aoebz
A ebz /
0y (2) = (A1) + Age”* — Aleaz#. (3.3.15)
Aoe %
Clairement, Hs, Hy sont des fonctions méromorphes avec o (H;) <1 (j =2,3).
En substituant f” = gy + z, f"” = g5 + 1, f® = ¢g# dans (3.4.11) , on obtient
gy + Hsgy + Hogy = — (Hs + zHs,) . (3.3.16)

Si on peut prouver que. — (Hs + zHs) # 0, alors d’aprés le Lemme 3.2.8, on a A(gs) =
A(f" = 2) = c0.
Maintenant prouvons que — (Hs + zHs) # 0. Remarquons que

(Aoc™)" _ A

=04y
A()€bZ A() * ’

(Aoebz)” Ay Ab 2
W = A_o + 2A_ob + b7, (3317)

(A1) = (A} + Aja) e™,
(Aleaz)” = (Alll +2A%a + A1a2> e, (3.3.18)

De (3.3.14),(3.3.15) et (3.3.16), (3.3.18) , on ait

" A "
0 (2) = [Al +2aA] + a*A; — A_(l) (AO + 2A4b + b2A0)1 e"”

+2 (A + Agb) €, (3.3.19)
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Ao
De (3.3.12),(3.3.13) et (3.3.19),(3.3.20) , on obtient

A/
0y (2) = [A’l +aA; — Ay (—0 + b)} e + Age®. (3.3.20)

1

¢ (2)
+Hao (2) €2 + H, (2) e + Hy (2) e®) (3.3.21)

— (H3 + zH, —z A2 4 H, oy (2)elot?)?
0

ou

H, i (2) = 2(A,+ Agd) {1 +z (j—g + b)}

+A0[—A1 — 2z (A/1 + Ala)]

A/
—2zAg [A’l +al; — A (A—O | b)] : (3.3.22)
0

A
Hy, (2) = —zA[A] +24] + Aja® - A—l(Ag + 204,
0
+Z)2A0>} + [_Al — 2z (All + CLAl)]

A
0

!/

H,(z) = (1+z(j—2+b))

A
[AY + 20 A) + a*A; — A—l (Ay + 2bA) + b2 Ap)]
0

" /! /

A A A
+z(A—z + 2bA—z +0%)[A} + aA;, — Al(A_E +0)], (3.3.24)

Al
Hy(z) = 2(Aj+ Agb) [1+ z(A—Z +b)]
A// A/

+2A0(=2 +26=2 +b%). 3.3.25
o+ 2524 ?) (3:325)
Clairement, de (3.3.22) — (3.3.25), on voit que H,y, Haq, H,, Hy, sont des fonctions méro-

morphes d’ordre < 1. De (3.3.21) — (3.3.25), on voit que
)y (2) — 2AJe™”

©s (2)

— (Hg + ZHQ) = s (3326)

ol 1, (2) est définie comme dans le Lemme 3.2.7. D’aprés le Lemme 3.2.7, on sait que ¢, (2) —

2A2e?* £ 0, ¢, (2) £ 0. D’ott (Hs + 2H,) # 0. Le Théoréme 3.1.1(1) est ainsi prouveé.
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Preuve de Théoréme 3.1.1(2). Supposons que parmi dy, di, ds, il y a au moins deux
nombres qui ne sont pas nuls. En fait, s’il existe seulement un nombre qui n’est pas nul,
d’apres le Théoréme 3.1.1(1) on voit que le Théoréme 3.1.1(2) est vérifié.

En premier lieu, supposons que ds # 0. Supposons que f (# 0) est une solution méromorphe
de I’équation (3.1.1), alors o(f) = oo d’apres le Théoréme 2.1.2 du chapitre 2. Nous posons
w=dyf"+dif +dof — z, alors o(w) = 0(g) = o(f) = 0o d’apreés le Lemme 3.2.6.

Pour montrer que A (g (z) — z) = oo, il suffit seulement de démontrer que A (w) = oco. En

substituant f” = —A;e® f' — Age®* f dans w (z), on obtient
w (z) = (dy — dyAre™) '+ (do — daAge™) f — . (3.3.27)

En dérivant les deux cotés de ’équation (3.3.27), et en remplagant f” avec f” = —Aje® f' —
Age’? f, on obtient
’ll)/ (Z) = [do — d2 (Aleaz)/ — dgAgebZ — dlAleaZ + d2 (AleaZ)Q] fl
+ [—dz (Ape”) — dy Age®* + d2A1A06<a+I’>Z] f-1 (3.3.28)
Posons
h = [dl — dgAle“Z] [—dQ (Aoebz)l - dlA[)@bZ -+ dgAlee(“H’)Z]
— [do — dQAoebz] [do — dg (Aleaz)l
—dQA()GbZ — dlAleaz + dg (Aleaz)ﬂ. (3329)

2a+b)z st éliminé, par (3.3.29), on peut écrire

Puissque le terme d3 A2 Age!
h =, (2) — d3 A Age®™, (3.3.30)

ol 9, (z) est définie comme dans le Lemme 3.2.7. Par dy # 0 et le Lemme 3.2.7, on a h # 0.
de (3.3.23) et (3.3.24), on obtient

Fz) = %{— (do — dyAgc”) (' + 1)

+ (w + Z) |:—d2 (Aoebz)/ - dlA()GbZ + dQAlAOG(lH—b)z }, (3331)

1 !
f = E{(dl — dQAle“Z) (U)/ + ].) — (w + Z) [dg — dg (Ale‘”)
—dgAgebZ - d1A1€az + dQ (A18a2)2]}. (3332)
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En dérivant les deux cotés de (3.3.31) et en substituant et (3.3.32) dans (3.1.1), on obtient

(dngebz - dg) w” + le/ + H()U) = H,
ou

H1 (Z) = —dleebz + dgAlee(“+b)z + (d() - dgAgebz)
—Aleaz (do — dQAgebZ) -+ Aoebz (dl — dgAleaz) s

Ho(2) = [_dQ (Aﬂebz)”] —d; (Aoebz)/ + dy (A1e®®) Age®
+dyAre™ (Aoebz), — [~ds (Aoebz)/ + d2A1AOe(“+b)Z]

B
E + Aleaz[—dg (Agebz), — dleebz
+d2AoA1€(a+b)Z] — Aoebz [do — d2 (Aleaz)'

—dyAge” — dyAre®™ + dy (Are®)?],

—H(2) = [—diAoe” + dyAgAjela??
Fa(—dy (Age”)" — dy (Age®) + dy (Are®?)
Age? + dyAie” (Aoebz)/)] + [do — dyAge®
—z (—d2 (Ape”) — dy Age® + d2A0A16<a+b>Z)]%
—Ae® (d() - dngebZ) + zAe%
|~ da (Aae")" = dy Age"” + dp Ay Age® 7|
— Ao (dy — dyA1e™) — 2Ape™[dy — do (Ar1e™)’

—dngebZ — dlAle‘” + d2 (A16a2)2].

(3.4.33)

(3.3.34)

(3.3.35)

(3.3.36)

Supposons que ¥, (z) et 1, (z) sont définies comme dans le Lemme 3.2.7. Nous vérifions tous

les termes de h, b/, et —H (z), dans tous les termes de H(z), dyzAgA2e290)% est, éliminé. on

peut écrire par (3.4.34),

— H(2) =9y (2) + d2ZA?)€%Z + 1y (2)

De (3.3.28) et d’apres le Lemme 3.2.7, b/ peut étre écrit comme

B =y (2) — 2d3 (Al + bAg) Age®™.

(3.3.37)

(3.3.38)
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D’aprés le Lemme 3.2.7 on voit que ¢, (2) 1)y (2) , doz A2y (2) , dy A2e?1h,, —2d3 (A} + bAg) Age®®*,
ont toutes les formes de 1, (2), nous obtenons de (3.3.30), (3.3.37) et (3.3.38),

1
h(2)

—H(2) = (V4 (z) — d3zAge™) . (3.3.39)

D’aprés le Lemme 3.2.7 on voit que v, (2) — d3zAje?™ £ 0, i.e. H (2) #Z 0.

Maintenant considérons 1’équation (3.3.33). Nous avons déja démontré que H (z) # 0. De
(3.3.32), (3.3.33), on voit que H; (z), Hp (2) sont des fonctions méromorphes d’ordre stricte-
ment inférieur & 1. De dy # 0, on sait que dyAge? — dy Z 0. D’ott d’aprés le Lemme 3.2.8 et
o(w) = oo, on peut obtenir A (w) = o(w) = co.

Maintenant supposons que ds = 0, alors d; # 0, dy # 0. Nous vérifions le processus ci-dessus,

et on peut voir que

h = —d3Age" — d3 + dody Ae™, (3.3.40)

!/

h
—H (Z) = —dlAgebZ — d1 (A()ebz), + |:d() - dleebZ] E
—dOAle“Z — dlelee(“b)Z -+ dleebZ

—dQZAgebz + dleoAle(“er)z, (3341)

ot le terme dyzAgA;e@t?)% est éliminé. On peut utiliser une argumentation analogue a celle

ci-dessus et facilement prouver que A (w) = oo O



CONCLUSION

Plusieurs chercheurs ont étudié la croissance des solutions des équations différentielles li-
néaires a coefficients entiére. On sait que ces solutions sont des fonctions entiére et elles sont

souvent d’ordre infini.

Dans ce mémoire, on a présenté quelques résultats dus a Chen et Shon [6] dans lesquels, ils

ont étudié les solutions méromorphes des équations différentielles lineaires de la forme :
f”—l—Al (Z) eaZf/+A0 (Z) ebzf — 0’

ol a et b sont des nombres complexes et A; (j =0, 1) sont des fonctions méromorphes. On
a démontré quelques résultats concernant ces solutions. On s’est intéressé & la croissance et
point fixes des solutions méromorphes de ces équations. On remarque que ces équations sont

peu étudiées car toutes leurs solutions ne sont pas toujours des fonctions méromorphes.
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