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INTRODUCTION

Les équations différentielles linéaires dans le domaine complexe sont un secteur des Mathé-
matiques admettant plusieurs approches. Parmi ces approches, la théorie locale est peut-étre
la plus étudiée. Ses résultats de base : Le Théoréeme d’existence et d’unicité, la structure
linéaire de base des solutions, la singularité, etc. qui se trouve dans la théorie des fonctions.
C’est 'application de la théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes
qui nous donne un apercu sur les propriétés des solutions des équations différentielles. Cette
direction, fondée par le célebre mathématicien Rolph Nevanlinna, qui apparue a partir de
1929. Le premier qui a effectué des études systématiques sur les applications de la théorie
de Nevanlinna sur les équations complexes est H. Wittich\deés 1942 .Actuellement, la théo-
rie globale des équations différentielles complexes en liaison avec la théorie de Nevanlinna
est devenue beaucoup plus utilisée. Pendant les trois derniéres décennies plusieurs groupes
actifs de mathématiciens dans divers pays ont joué un role remarquable dans ce domaine.
Des résultats importants ont été établis. Cette théorie représente un outil indispensable dans
I’étude des propriétés des solutions des équations différentielles complexes. Notre travail de
recherche portera sur 'ordre de croissance et I’exposant de convergence pour les solutions et
le polynoéme différentiel généré par les solutions de I’équation différentielle du deuxiéme ordre

f"+AQR)f=F(2) (0.0.1)

ou A(z), F(z) sont fonctions méromorphes transcendantes d’ordre fini.

Ce mémoire est composé d’une introduction et deux chapitres.

Le premier chapitre contient des définitions et propriétés sur la fonction caractéristique de
R\Nevanlinna et sur I'ordre de croissance et 'exposant de convergence d’une fonction méro-
morphe et entiere.

Le deuxiéme chapitre est consacré a étudier ’ordre de croissance et ’exposant de convergence
des solutions et de polyndéme différentiel généré par les solutions de I’équation différentielle

linéaire (0.0.1)).



Chapitre 1

Quelques éléments de la théorie de
R\Nevanlinna

1.1 Fonction caractéristique de R\Nevanlinna

Notations
1. Pour tout x > 0 réel on définit
In" 2z = max {lnz,0}.
2. Pour tout fonction méromorphe f on définit n(¢, a, f) le nombre des poles de la fonction
1
f(z) —a
dans le disque |z| < ¢, chacun des poles étant compté un nombre de fois égal & son ordre

de multiplicité et par n(t, o0, f) le nombre des poles de la fonction f dans le disque
|z| < t.

h(z) =

Définition 1.1.1 ([7/) Soit f une fonction méromorphe non constante. Posons

r

N(r, f) = / nt, o0, /) ; n(O,oo,f)dt +n(0,00, f)Inr,
0
et .
m(r, f) = %/lrﬁ ‘f(rei9)| do.

0
On définit la fonction caractéristique de R.Nevanlinna de la fonction f par

T(r,f) = N(r, f)+m(r, f).

Remarque 1.1.1 Si f est une fonction entiére non constante alors

T(r, f) = m(r, ).

Exemple 1.1.1 Pour la fonction f(z) = e’ on p(z) est un polynéme de degré n , on a

T(r, f) = m(r, f) = O(").
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1.2 Propriétés de la fonction caractéristique

Théoréme 1.2.1 (Théoreme de Jensen) ([7]) Soit f une fonction méromorphe telle que
f(0) #0,00. ay, ..., a,. Des zéros, et by, ..., b,. Des poles dans le disque |z| < r, chacun étant
compté avec son ordre de multiplicité. Alors

2

1n|f(0)|:%/ln}f(rewﬂde—’— Z ln“;rj— Z IDL‘.

. _ ;]
0 0<|b;|<r 0<]a;|<r

Lemme 1.2.1 ([7]) Soit f une fonction méromorphe avec ay, ..., a, sont des poles de f dans
le disque |z| < 7, tel que 0 < |ay| < ... < |a,| < r, chacun étant compté avec son ordre de
multiplicité et f(0) # oo. Alors

N(r, f) = Z In —.

oo %]

Proposition 1.2.1 ([7]) Soit f une fonction méromorphe avec le développement de Laurent

f(z) = chzk, cm #0, z € Z.
Alors 1
T(r, f)—T(r, ?) =In|e,| = O0(1). (1.2.1)

Preuve. On consideére la fonction h(z) = f(z)z=™.

Il est clair que h(0) = ¢, # 0,00, et si zg # 0 est un pole (ou zéro) de la fonction f de
multiplicité k, alors zy est un pole (ou zéro) de la fonction h de multiplicité k.

Donc on a

1 1
N(r, f) — N(r,?) = N(r,h) — N(r, E) —mlnr.
On applique Théoréme de Jensen et Lemme |1.2.1] on trouve
1 21
Infe,| = — [ In|f(re”)r ™|do + Z n—— — Z s
2m 0<|bj|<r |bj| 0<]a;|<r |CL]‘|
0 1S IS
17 1
i0
= o In |f(re”)| dd — mInr + N(r,h) — N(r,ﬁ)
0
2 2
— i/hﬁ | f(re™)| db — L dd + N(r,f) — N(r l)
2m 2 |f(re?)] ’ f
0 0
1 1
= m(r,f) +N(T‘, )—m(r,}) _N(raf)



1.2 Propriétés de la fonction caractéristique 4

Proposition 1.2.2 ([7]) Soit f,g deuz fonctions méromorphes. Alors

T(r,fg) <T(r, f)+T(rg), (1.2.2)
et
T(r,f+9) <T(r,f)+T(r,g) +1In2. (1.2.3)
Preuve. 1) On a T(r,fg) = N(r, fg) +m(r, fg), ou

m(r, fg) = L In* |f(rei9)g(rew)} do

2
0

2w 2
< 1 /anr | f(re)| do + L /11(1+ |g(re™)| o
27 2
0 0

= m(r, f) +m(r,g),

et

N(r, fg) < N(r, ) + N(r, g).
Donc

T(r,fg) <T(r, f)+T(r,g).
2 OnaT(r,f+g)=N(r,f+g)+m(r,f+g), ou

27
m(r, f+g) = % /lrﬁr {f(rew) + g(rew){ do
0

2T 27
1 i0 1 i0
< %/lnﬂf(re )‘d@—l—%/lnﬂg(m )| d6 +1n2
0 0

= m(r, f) + m(r, g) + 1H2,
et
N(r, f+g) < N(r, )+ N(r,9).
Donc
T(r,f+9) <T(r f)+T(r9).
U
Lemme 1.2.2 (lemme de la dériveé logarithmique ) ([7]) Soit f une fonction méro-
morphe transcendante. Alors
f)
r, —

m(,f

ot S(r,f) = O(nT(r, f) +1nr) a lextérieur d’un ensemble E C (0,00) de mesure linéaire
fini, et si f est d’ordre finie alors

) =S8(r, f), (1.2.4)

f(k)
T, ——

7 ) =O(Inr).

m(
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1.3 L’ordre de croissance et ’exposant de convergence
d’une fonction méromorphe et entiére

Définition 1.3.1 (I’ordre de croissance ) ([1/, |14/, [15]) Soient f wune fonction méro-
morphe etp € N (p > 1), on définit l'ordre p-itératif (o,(f)) par

o,(f) = lim w

r—-+00 Inr

ol
p fois

In, T(r, f) =Inln...InT(r, f).

Remarque 1.3.1

1. Si f une fonction entiére alors

o (f) = T B f) (1.3.1)

T—-+00 Inr

2. Si f une fonction méromorphe avec o,(f) < co. Alors

1 (f) = 0. (1.3.2)

3. ([9, Remarque 1.3]) Si f est une fonctions méromorphe. Alors

op(f)) = op(f). (1.3.3)
Exemple 1.3.1 Pour la fonction f(z) = e’ o1 p(z) est un polynome de degré n , on a
T lnm(r, f)
et 1 —_—
U(f) r—1>r—i¥loo Inr i
et
O'Q(f) :O
Proposition 1.3.1 Soit f,g deuzx fonctions méromorphes non constantes. Alors
op(fg9) < max{o,(f),0,(9)}, (1.3.4)
et
op(f +9) <max{o,(f),0,(9)}. (1.3.5)

Siop(g) < op(f), alors
op(f +9) =0p(fg) = 0p(f)- (1.3.6)
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Preuve. 1) On a d’aprés la Proposition

T(r,fg) <T(r, )+ T(r,g) <2max{T(r, ), T(r,9)},

et
T(r,f+g9) <T(r f)+T(r,g) +In2 <2max{T(r, f),T(r,g)}.
Donc
op(fg) < max{o,(f),op(9)},
et

op(f +9) < max{op(f),0p(9)} -
2) Supposons o,(f) > 0,(g). Alors d’aprés la Proposition on a
1 1

o) = ollon) D) <max{ o). o b,

et
op(f) = oplg + f = g) Smax{ op(g + f), 0,(9)}).
Comme o,(f) > 0,(g), alors
op(f) < op(9f),
et
op(f) < op(g + f).
Alors
op(f+9) = 0p(f9) = op(f)
U

Exemple 1.3.2 Pour la fonction f(z) = D(z)e?®), o p(z) est un polynéome de degré n et
D(z) une fonction méromorphe d ordre < n, on a

o(f)=o(e’) =n.

Théoréme 1.3.1 ([5, Théoréme 1, p 199]) Soient fi, fa, ..., fu(n > 2) des fonctions méro-
morphes et g1, go, ..., g, des fonctions entiéres vérifiant

1) Z?:l fjegf = 0,
2)et pour 1 < j <k <n, g; — gr fonction non constante,

3etpour 1 <j<n,1<h<k<n,o(f;) <o(ehr 9%).

Alors f;=0(j =1,2,...,n).

Corollaire 1.3.1 Pour la fonction A(z) = D;(2)eP*) + Dy(2)eP2®) tel que Dy, Dy(2 0) deux
fonctions méromorphes d’ordre < n , p1(2) = a,2"+ . . . + @z +ap , pa(z) =0b2"+ ..
.+ biz+ by deuz polynémes non constantes et a,, # b, (a,,b, € C), on a

0(A) = o(e"7P?) = max {o(e),o(e™)} = n. (1.3.7)
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Preuve. Sin=oc(e’) > o(e”?) (ou o(eP) < a(eP?)). Alors o(A) = n.
Si o(ePr) = o(eP?) = n. Donc d’aprés Théoréme on a o(A) > n.
Alors o(A) = n. O

Définition 1.3.2 ( L’exposant de convergence) ([1/, [13], [10], [9]) Soient f une fonc-
tion méromorphe etp € N (p > 1), on définit 'exposant de convergence p-itératif des zéros

distincts (\,(f) ) par
lnpN (7", l)
M) = T — I

r—+00 Inr
ol

N(r, f) = /ﬁ(t,oo,f) ;ﬁ(O’OO’f)dt—kﬁ(O,oo,f) Inr

avec Ti(t, 00, f) nombre de péles distincts de f dans le disque |z| < t.

Et Uexposant de convergence p-itératif des points fives distincts (T,(f) ) est défini par
To(f) = Xp(f — 2).

Remarque 1.3.2 Si f une fonction méromorphe avec MN (r, f) > T(r, f) (M > 0), alors

ap(f) = X (f)- (1.3.8)
Définition 1.3.3 ([7/) Soit f une fonction méromorphe. Alors le défaut (§(oco, f)) est défini
par
. om(r, f)
0(00, f) = lim ——7——=.

Remarque 1.3.3 Si f une fonction méromorphe tel que §(co, f) > 0, alors

— In, m(r, f)
= lim 22—~ 1.3.9
op(f) = lhm —— = (1.3.9)
Exemple 1.3.3 Pour la fonction A(z) = D1(2)eP*®) + Dy(2)eP2®) tel que Dy, Dy(# 0) deux
fonctions méromorphes d’ordre < n , p1(2) = ap2™+ . . .,  pa(2) = pa2"+ ... deux
polynoémes non constantes et 0 < p <1 (a,(#0) € C), on a

500, A) = lm 70A) S gy B=emlner)

>0 (0<e<l).
rotoo T(r,A) — 2 Siee 4m(r, err) ( c )




Chapitre 2

L’ordre de croissance et ’exposant de
convergence de polynéme différentiel
généré par les solutions de ’équation

f"+A(2)f = F(z)

2.1 Introduction et résultats

En 2000, Chen ([1]) est le premier qui a étudié les points fizes des solutions de [’équation
différentielle
"+ AR)f=0, (2.1.1)

avec A(z) est une fonction entiére. Aprés cette étude en 2004 Wang et Lii ([13]) ont obtenu
les résultats suivants.

Théoréme A Soient A(z) wune fonction méromorphe transcendante d’ordre fini (o(A) =
o < +o00) et (oo, f) > 0 . Alors toute solution méromorphe non triviale f de
l’équation

[+ AR)f =0 (2.1.2)
tel que tous les poles de f sont de multiplicité uniformément borné, vérifie
()= 7)) = F(") =o(f) = +oo,
{ To(f) = Ta(f) = Talf") = oa(f) = 0. (2.1.3)

Théoréme B Soient A(z) et F(z) deux fonctions méromorphes d’ordre fini vérifiant
i) 0(c0, A) >0,

it) 3z € C: F(2) # 0,F(2) # 2zA(z) ,A'(2)(1 — F(2)) — A(2)F'(2) — zA%(2) # 0,
A(2)A"(2)(z = F(2)) + 24(2)A'(2)(1 = F'(2)) = 2(A'(2))*(2 — F(2)) — 2A%(2) # 0.
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Alors il existe au plus une solution méromorphe fs de ’équation
"+ AQR)f = F(z2) (2.1.4)

tel que toute solution méromorphe f % fo de Uéquation (2.1.4)) et tous les poles de f
sont de multiplicité uniformément borné, vérifie (2.1.3)).

Théoréme 2.1.1 Supposons que
A(z) = D1(Z)6p1(z) + D2(z)€p2(z) + Q(Z) (2‘1‘5)

tel que D; 20 (i = 1,2 ), p1(2) = apz"+ . . . + a1z +ay , pa(z) = bp2"+ ... +
b1z + by deux polynémes non constantes et a, # by, (an,b, € C) et soient Q(z) , F(z) et
D;(z) (i = 1,2 ) des fonctions méromorphes d’ordre < n. Alors toute solution méromorphe
[ de l’équation tel que tous les poles de f sont de multiplicité uniformément borné,
est d’ordre infini ( o(f) = 400).

Théoréme 2.1.2 Soient A(z) et F(z) deux fonctions définies dans le Théoréme avec

an
b,
une solution méromorphe fy de I’équation tel que toute solution méromorphe f Z fo

de U'équation (2.1.4) et tous les poles de f sont de multiplicité uniformément borné, vérifie

i) X(f =) = +o0 et Ro(f — ) = a(A),
i) A(f' =) = +oo et Ra(f' — ) = o(A),

iii) A(f" — 1) = +oo et Xo(f" — ) = o (A).

p (0<p<1)eti(z)# 0 une fonction méromorphe d’ordre < n. Alors il existe au plus

En 2006, Chen and Shon ([4l]) ont étudié la relation entre les solutions de [’équation
"+ A1)+ A(z)f =0 (2.1.6)

et les fonctions de petit croissance, et ont prouvé le théoréme suivant.

Théoréme C Soient A; #0 (j =0, 1) deuz fonctions entieres d’ordre <1 (o(A;) <1)
et a # 0 ,b+#0 deur nombres complexes tels que arga # argh ou a = cb (0 < c < 1),
soient 1 (z) # 0, une fonction entiere d’ordre fini et do(2) , di(2) , da(z) des polynémes
tel qu’il existe d; Z0 (0 <1 < 2), et on pose L(f) = dof + dif' + dof”. Alors toute
solution non triviale f de l’équation

"+ Ag(2)e™ 1+ Ay(2)e f =0 (2.1.7)
tel que tous les poles de [ sont de multiplicité uniformément borné, vérifie
AMf =) = AMf' =) = Af" = ) = +oo,

et
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Théoréme 2.1.3 Soient A(z), F(z) deuz fonctions définies dans le Théoréme[2.1.1], et soit
do(2) , di(z) , da(z) des fonctions méromorphes d’ordre < n , tel qu’il existe d; Z0 (0 < i <
2), et supposons que (z) #Z 0 une fonction méromorphe d’ordre fini. Alors toute solution
méromorphe non triviale f de l’équation tel que tous les poles de f sont de multiplicité
uniformément borné, vérifie

Remarque 2.1.1 Si tous les poles de f sont de multiplicité uniformément borné, alors

AM > 0: N(r, f) < MN(r, f). (2.1.8)

2.2 Lemmes préliminaires
Notation Pour tout 6 € [0, 27| on défini
§(P,0) = acosnfl — Bsinnb, 6(P,0) = acosnb — Bsinnf

avec p(z) = (a+1i06)2" + ... un polynéme de dégré n et a, [ deux constantes réelles, et
notons
ST ={0:6(P,0) >0}, S”={0:6(P,0) <0}.

Lemme 2.2.1 ([6]) Soit f une fonction méromorphe et transcendante avec o(f) = o < 00,
H = {(k1,j1), (k2,72), ..., (kq.Jq)} un ensemble fini de paires d’entiers distinctes vérifiant ki >
Ji >0, pouri=1,...,q. Et soit € > 0 une constante donnée. Alors

(i) Il exist un ensemble E C [0,2m) ayant une mesure linéaire nulle, tel que si v € [0,2m)\E,
alors il existe une constante Ry = Ro(1) > 1 telle que pour tout z vérifiant argz = 1 et
|z| > Ry et pour tout (k,j) € H, on a

1D zn) < |zt (2.2.1)

(1) il exist un ensemble E C [0,27) de mesure logarithmique finie, tel que pour tout z vérifiant
|z| ¢ EU[0,1] pour et tout (k,j) € H, on a

'f(k)(zn)
f(j)(zn)

(#i) il exist un ensemble E C [1,+00) de mesure linéaire finie,tel que pour tout z vérifiant
|z| ¢ EU0,1] et pour tout (k,j) € H, on a

f(k)<zn>

F9(z,)

< Jp| Dt (2.2.2)

< |o|EmDete) (2.2.3)

Lemme 2.2.2 ([11]) Soient p(z) = (a+if) 2" + ... un polynome de degré n et W une
fonction méromorphe d’ordre < n et g(z) = W (2)eP®). Alors pour tout € > 0, il existe un
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ensemble de mesure linéaire nulle Hy C [0, 27| tel que pour tout arg(z) = 6 € [0, 27| \(Hy U
H,) et pour |z| = r assez grand on a
1) sid6(p,0) < 0, alors exp((1+¢)d(p,0)r") < |g(2)| < exp((1—¢e)d(p,)r"),(2.2.4)
2) sid(p,d) > 0, alors exp((1—¢€)d(p,0)r") < |g(z)| < exp((1+¢)d(p,0)r"),(2.2.5)
avec Hy = {0 : 6(p,0) = 0,0 < 0 < 27} (Hy de mesure linéaire nulle).

Preuve. Supposons que g (z) = h(2) et o4, h(2) = W (2) e, P,_1 (2) = P (2) —
(a+1iB) 2", alors o (h) = s < n. Du Lemme pour tout € donné 0 < 2e <n — s, Hy =
{0 € [0,27];6(P,0) = 0}, il existe un Hy C [0, 27| de mesure linéaire nulle telle que pour tout
z =re? avec |z| suffisamment grand et, § € [0,2r] \ Hi, on a pour Ry > 1 et |2| > Ry

% (rew)

-/ (s—1+¢/2) 2.2.6
h (re?) " ( )

En intégrant le long de la courbe C = {z :argz =0, Ry < |z| <1}, nous avons

) r hl t 0 ) )
log h (re”’) = / h((t;”w)) e’dt + log h (Roe”) . (2.2.7)

Ro

De(2.2.6) et (2.2.7) nous obtenons

’logh (Teiﬁ)} < Ts+e/2 +M< ,r,s—i-a7

ou M > 0 est une constante, et

‘log !h (rew)H < |10gh (rew)‘ < pste,

D’ou
exp { ="} < |h(re)| < exp {r**}. (2.2.8)
De |exp {(a +1i03) (rew)n}‘ = (B0 et, nous avons
exp {5(P, O)r™ — rs+€} < ‘g (reig)‘ < exp {5(P, 0)r" + 7“”5} ) (2.2.9)

Comme s+ <n donc r*= < ed(p,0)r™ si 6(p,0) > 0 ou r°t¢ < —ed(p, 0)r™ si §(p,d) < 0.

D’ot on a , . Il

Lemme 2.2.3 ([12, lemme 2.5]) Soit f(z) une fonction entiére d’ordre égal o > 0 et suppo-
sons que

In*™ | f®)(2
o) = 2V

est non borneé pour un certain argz = 0 avec 0 < p < o une constante. Alors il existe une
suite infinie de points z, = rpe®(n =1,2,...), ot r, — oo, telle que G(z,) — oo et

f(j)(zn)
e

(2.2.10)

1
(k=)

<

!|zn|’f*j(1+o(1))(j =0,...k—1) (2.2.11)
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Preuve. On pose M(r,0,G) = max{|G(2)| : |z| < r,argz = 0}.
On a |
m(r, f*) <log™ | ¥ (re?| (2.2.12)

pour argz =0 € E ou E C [0,27] un ensemble non vide.

Alors il existe une suite infinie de points z, = rne’, r, — oo, telle que pour tout n, on a
M(ry,,0,G) = G(z,) — oo quand n — +o0.

Pour tout n on a par (k—j) intégrations itérées le long du segment L : {z =re? 0< r< |zn|}

) ) ) 1 )
() IO GHD ()2 1 (k=1) () h—i~1
(k—j) fois
———
Zn th—j—1 t1

+/ / .../f(k)(t)dtdtl...dtk_j_l. (2.2.13)
0 0 0

Par suite, en utilisant l'inégalité triangulaire et [’estimation

In* ’f(k)(z)| < In* ’f(k)(zn”

O

= |fP(2)| < |fP(z0)] (2.2.14)
sur le segment Li.On obtient

19 < 1100 + 50 ]+t gy O

(k —
1 i
+——— 1B 2" 2.2.15
Gy O (2:2.15)
D’ou, on aura pour z, — 00,

f(j)(zn) 1 k—j (.
< —(1+0o(1)) |2z, j=0,...,k—1). 2.2.16
| < oy el ) (2.2.16)

g

Lemme 2.2.4 ([2]) Soient Ay, ..., Ay_1, F # 0 des fonctions méromorphes d ordre fini. Si f
une solution méromorphe d’ordre infini de ’équation

B 4 A fED 4+ Af = F, (2.2.17)
alors M\(f) = A(f) = o(f) = .

Preuve. Si zy est un zéro de f de multiplicité m et n’est pas un pole de A; (j =0, ...,k—1),
alors zy est un zéro de F' de multiplicité > m — k. Donc

1 1 1y &
N(r,?) < kN (r,?) —i—N(r,F) —l—;N(T,AJ‘),
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et
m (r, %) < Xk:m <r$) +§m(r,Aj)+m (r, %) :
Donc 1 - ’
T(r f) < kN (r%) +§O:T(T,Aj)+T(r,F)+S(r,f)
D'ou X(f) = Mf) = o(f) = . 0

Lemme 2.2.5 ([3]) Soit f une fonction méromorphe d’ordre fini o. Alors pour tout € > 0
il existe un ensemble de mesure linéaire nulle Ey C [0,27] tel que pour tout arg(z) = 0 €
0,27] \\E1 et pour |z| = r assez grand on a

exp(—r77%) < |f(2)| < exp(r7™). (2.2.18)

Preuve. Du Lemme pour tout ¢ > 0 donné, il existe un Ey C [0,27] de mesure
linéaire nulle telle que pour tout z = re? avec |z| suffisamment grand et, 6 € [0,27] \ Ey, on
a pour Ry >1 et |z| > Ry,

L plo-tte/2), (2.2.19)

f (7‘629)

En intégrante le long de la courbe C = {z :argz =0, Ry < |z| < r}, nous avons

logf ret? / f, Zedt + log f (R(]@ ) (2.2.20)

De(2.2.19)) et (2.2.20) nous obtenons
‘1ng (reie)‘ < 7,,0'+6/2 +M< rote

ou M > 0 est une constante, et
log | f (re”)|| < [logh (re)| < ro*=.
D’ou
exp {—r““} < ‘f (reie)} < exp {T"+5} .

Le lemme suivant est un corollaire de ([8, lemma 2.2]).
Lemme 2.2.6 Soit
p1(2) = a2 + ..., pa(2) = papz" + ..., n>1

deuz polynomes tel que a, = a+if,a,5 € R, |a|+|5] #0,0 < p <1, et Di(2) (i=1,2)
deuz fonctions méromorphes d’ordre < n. Alors pour tout € > 0 avec |z| suffisamment grand
on a

m(r, DyeP* + DyeP?) > m(r, eP*) + O(r°), (2.2.21)

ot max {¢y,0(Dy)} < ¢ < n tel que m(r,ePr==") = O(r%1).



2.2 Lemmes préliminaires

Preuve.

0r =6y + —(k‘ =0,1,..,2n —1). Soit 0 < n < 2— On définit I’ensemble
n

2n—1

st =570 (U o~ 2o+ 1]).

On a
27

/ln+ ‘exp an( re ‘d@ /ln+ !exp an( re ‘dﬁ
0

S+

= 7" ay| /cos(n@ + arg(ay,))df
+

7’"\/0424—62

cos wdyp

S~y

2r'y/a? + 32,

bo | 3

et

/ In* [exp(a,( re’ )™)| do " || / cos(nf + arg(ay,))dd
S(n) S(n)

n
on_1%Tn

o2n—1 ’“””7

= 7"/ a? + 3 Z /cos (pi2)dgp

k7r n
n—1 12k7r+77
a2+ 823 [ = o+ 2yd
r oz—l—ﬁzn/cos(go 2)@
k=0 2km—n

(2k+1)m+n

n—1
1
a2y

/ cos (p & g)dgp
k=0

(2k+1)m—n

r"y /a2 + 3 Z / cos™ (nf — nby + )d9

14

27
Supposons que 0p(0 < 0y < 7) tel que §(p,0o) = 0 (arg(a,) = I nbo), e
km

2

(2.2.22)

(2.2.23)
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2 n—1 g
1
/ln+ lexp(an(re®)")|d0 = r"\/a2+ B — /cos+(<,0 + —)dyp
n
0 k=0 -
n—1 1 T
+r™/a? 4 32 = / cosT(p £ =)dyp
k=0 S

= 2r"y/a2 + % cosn. (2.2.24)

Comme on a Ve > 0,30 < n < 21 tel que cosn > 1 —¢€. Donc
n

(1 —&)m(r,e™") < % / In* [exp(ay( re’ )™)| db. (2.2.25)
S(m)
On a i i i
m(r, e ) —m(r, e ~"") < m(r,efr) < m(r, e ) + m(r, e "),
Alors

m(r,e’) = m(r, e ) + O(rt) (¢, < n). (2.2.26)

Soit p3(z) = p2(2) = p1(2) = (p — 1)ayz" + ..., alors on a 0(ps3,0) < 0 pour tout 6 € S(n),
et on a

1 . .
m(r, DieP* + DqeP?) > o In* (|exp(p1(re”))| | Di(re”) + Da(re) exp(ps(re))|) db.
T
S(n)
(2.2.27)

D’apreés le Lemme il existe un ensemble de mesure linéaire nulle Ey tel que pour tout
0 ¢ Ey et pour r assez grand on a

|D1(T6i6)‘ exp(—TU(Dl)Jre), ‘Dg(rew)exp(pg(?“ew)ﬂ

>
< exp((6(ps3, 0) +e(r))r™) (e(r) — 0). (2.2.28)

Donc d’apres (2.2.28) il existe max {(y,0(D1) +e} < ¢ < n tel que

| }Dl (rew)| — ‘Dg (re') exp(pg(rew)ﬂ ‘
(1— &) exp(—r°). (2.2.29)

| D1 (re) + Dy(re) exp(ps(re))| >
>
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De(2.2.25)) , (2.2.26) , (2.2.274a)) et (2.2.29) nous obtenons

m(r, D1e’* + Dyel?) > % In™ |exp(an(re)")| df + O(r°)
S(m)
> (1 —¢e)m(r,e™") +O(r°)
> (1 —¢e)m(r,e’r) + O(r°).

0

Lemme 2.2.7 ([12, Lemme 2.6]) Soit f(z) une fonction entiére d’ordre < oco. Supposons
qu’elle existe un ensemble E C [0,27] de mesure linéaire nulle, tel que In* ’f(rew)} < Mr°
pour tout argz = 0 € [0,2n|\FE, avec M wune constante positive dépendant de 0,et o un
constante positive indépendante de 0. Alors o(f) < o.

Lemme 2.2.8 ([10, lemme 2.2]) Soit A(z) une fonction méromorphe transcendante d’ordre
finie (0(A) =0 < +00) et §(c0, A) > 0. Alors tout solution méromorphe non trivial f de
léquation (2.1.2)tel que tous les poles de [ sont de multiplicité uniformément borné, vérifie

o2(f) = a(A).

Preuve. 1) Ona

f"(2)
—A(z) = .
“=T0
Alors d’aprés LemmdL.2.2] on a
"
Inm(r, =)
— lnm(r,A) — T f
e _— = - J <K
o(4) rEEloo Inr rEI+noo Inr < o2/).
2) Supposons que
f'(2)
G(z) = .
AN
Donc
—A(2) = G'(2) + G*(2).
On a
N(r,A) = N(r,G),
et
: G'
m(r,G) —m(r,G") > —m(r, E)
Alors
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D’aprés Lemmdl.2.2| on obtient

T(r,A) > m(r,A)+ N(r,G)

> T(r,G)+o(T(r,Q)).

Montrons que oo(f) < o(G). Comme N(r,A) > N(r, f), alors IM > 0 : MN(r, A) >
N(r, f).

Alors f(z) = 9(2) avec g(z), d(z) sont deux fonctions entiéres tel que tous les poles de f

d(z)

sont des zéros de d de méme multiplicité et o(d) < o(A). Soit

H(z) = In(g(2))-
Il est clair que o2(g) = oo(f) et 0(G) =o(Ilnf)=0(H). On a

1 T . 1 f A
mirH) = oo [0 mg(re®)|do > 5o [ 1n* 1 [g(re”)| a9
m T
0 0

1

> o [t m(r )0 = m(E) " m(r )
m
B
avec E = {0 € [0,27] : In* |g(re”)| > m(r,g)} de mesure linéaire non nulle.
Donc 0(A) 2 o(G) = o(H) = 2(g) = 0a(f).

Alors
oa(f) = o(A).
O
Le lemme suivant est un corollaire de Lemme [2.2.8.

Lemme 2.2.9 Soit A(z) wune fonction méromorphe transcendante d’ordre fini (0(A) =0 <
+00) et d(co, A) > 0 et soit F(z) une fonction méromorphe d’ordre < o. Alors il existe ou
plus une solution méromorphe fo de l’équation tel que toute solution méromorphe
f # fade Uéquation tel que tous les poles de [ sont de multiplicité uniformément
borné, vérifie oo(f) = 0(A) et ao(fo) < o(A).

Preuve. Soit g(z) une solution méromorphe non triviale de l’équation (2.1.2)), et soit f(z)
une solution méromorphe de l’équation (2.1.4). Supposons que f(z) = h(z)g(z). Alors

20 (2)g'(2) + 1"(2)9(2) = F(2).

Posons W(z) = C(2)B(z) avec B(z) une solution non trivial de l’équation
2B(2)g'(z) + B'(2)g(2) = 0.

Alors B(z) =
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Alors 09(C) = 09(C") = 02(B) = 02(g), et 02(h) = 03(h') < max{02(C), 09(B)} = 02(9g).
Donc o9(f) < max{oy(h),02(9)} = 02(9).

D’aprés le Lemme on a oa(f) < oa(g) = a(A).
Donc toutes les solutions méromorphes de Uéquation (2.1.4) vérifient oo(f) < o(A).
Alors il existe ou plus une solution méromorphe fo de l'équation (2.1.4)) tel que toute solution

méromorphe f # fo de Uéquation (2.1.4)) vérifiant oo(f) = o(A), car si oo(fa) < o(A),

alors d’apres le Lemme [2.2.8

oa(f) = o2((f — fo) + f2) = oa(f — fo) = 0(A)

(f — fo une solution méromorphe non trivial de l’équation (2.1.2)) ). O

2.3 Preuve de Théoréme [2.1.1 :

Preuve. Pour démontrer cette théoréme on suppose le contraire et on obtient une contra-
diction.
Soit f une solution méromorphe d’ordre fini de l’équation . Alors o(f) > 0(A) =n
car si o(f) <n, alors on obtient o(f") =0c(A) > o(f), ce qui est impossible.
On a

QN(’I",]C) < N(T7F) +N<T>A) < N(TaF) +N(T7D1) +N(7‘,D2)-
Donc

AM > 0: N(r,f) < M(N(r,F)+ N(r, Dy) + N(r, Ds)).

Alors f(z) = % avec g(z), d(z) sont deux fonctions entiéres tel que tous les poles de f

sont des zéros de d de méme multiplicité et o(d) < o(A). Il est clair que o(g) = o(f). On a

P A N P A S
;=T (2 ) 22 (= —|- (2.3.1)
Comme [ est une solution de l’équation (2.1.4]), alors on a
dF 7 Ll d d' 2 d"
" = ‘% - 2% (E) + | D1(2)eP®) + Dy(2)eP?®) + Q(2) + 2 (E) - E] . (2.3.2)
On pose f = max{c(F) , o(d), o(Q)}, donc d’aprés le Lemme et le Lemme on

a pour tout 0 < & < n— 3, il existe une ensemble Ey € [0, 27| de mesure linéaire nulle et
pour tout argz = 1) € [0, 2w] \Ey et pour |z| = r assez grand

Q2)] < exp(r®9), |F(2)] < exp(r™*),d(2)] < exp(r’), (2.3.3)
ot (@) (@)
’g (Z) ’ < ’2‘2((7—14-6) : ‘d (Z) ' < |Z’2(B_1+E) < ‘Z|2(0_1+6) ,'i _ 1’ 9 (234)
9(2) d(z)
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Comme g est une fonction entiere d’ordre = o > 3+ € , alors d’aprés le Lemme [2.2.3] il
existe un ensemble E C [0,27] non vide tel que argz = 0 € E, et une suite infinie de points
Zm =Tme(n=1,2,...), o r,, — o0 tel que

log™ |g(rme')|

0. 2.3.5
o e | )
D’apres (2.3.5) on a
d(zm)| | F(zm '
|d(zm)| | F'(2m)] 0, (2 = rmei®). (2.3.6)

|9(zm)|  m—oo

On divise la preuve en deux cas.
Casl : Supposons que arga,, # argb, . Alors il existe 0 € [0, 27| \(Fo U Hy U Hy) avec H;
et Hy deux ensembles définis en Lemmé2.2.2| tel que

d(p1,0) >0, 0(p2,0) <O . (2.3.7)
On applique le Lemme [2.2.2] pour m assez grand et 0 < e < 1, on trouve
| Dy (2)eP" )| > exp((1 — €)d(p1, 0)rin), (2.3.8)

| Da(2n)e* )| < exp((1 — €)8(pa, O)r7,)- (2.3.9)
On utilise (2.3.2)) , (2.3.3) , (2.3.4) , (2.3.6) , (2.3.7) , (2.3.8)) et (2.3.9) on obtient

exp((1 — €)d(py,0)r) < '— +exp(re) + exp((1 — €)8(pa, O)17) + 6 |2, 1)

< '— + cexp(r?T€) (¢ > 0) . (2.3.10)

Considérons (2.3.7) et n > 5+ ¢, de (2.3.10) on obtient

9(2)]
o) [[F )] =0

ot M > 0 une constante réelle.

De (2.3.3)) nous obtenons

19(zm)| < M exp(rp).

Donc on obtient une contradiction avec Lemme [2.2.7] et I’équation (2.3.5)).
Cas2 : Supposons que arg a, = argb,
Dans ce cas on pose a,, = cb,, , (¢ > 1). Donc il existe 0 € [0, 27| \(Eo U Hy U Hy) tel que

d(p1,0) = c 6(p2,0) > 0. (2.3.11)
On applique le Lemme pour m assez grand et € > 0 on trouve

| D1 (2m )eP1(Em ‘ > exp((1 —¢)d(p1,0)r)) = exp((1 —e€)cd(pa, O)rr) (2.3.12)
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‘Dg(zm)ePQ(Zm)| < exp((1+¢)d(p2, O)ry,). (2.3.13)
On utilise £3.2) , 2:3.3) , ©34) , -3.6) . @311 , @-3.12) et [@.3.13) on obtient

dF m
expl(1 = b O)rs) < ||+ explr) + expl(1+ 2030 6)r) + 6 0

< '%‘ + kexp((1+¢€)d(pe,0)ry,) (kK >0). (2.3.14)

et 1)’ n> fB+e, de (2.3.11)) et (2.3.14) on obtient

Considérons € <

19(z)
)| [F )] =

ot M > 0 une constante réelle. De ([2.3.3) nous obtenons

|9(2m)| < M exp(r;").

Donc on obtient une contradiction avec le Lemme et l’équation (2.3.5)).
Dot o(f) = 0. O

2.4 Preuve de Théoréme 2.1.2 :

Preuve. Soit f # f, une solution méromorphe de I’équation tel que f une solution
méromorphe de 1’équation et oa(fa) < oo(f).

1) On montre que oo(f) = o2(f') = oa(f") = 0(A) = n.

On a o3(f) = oa(f') = o2(f").

D’apreés le Lemme [2.2.9| on a

oa2(f) = o(A).
D’ou
oa(f) = oa(f') = o2(f") = o(A). (2.4.1)
2)i) Supposons que go = f — 1, Alors d’aprés le Théoréme et [’équation on a
o(go) = o(f) =00 ,02(g0) = 02(f) = 0 (A). (2.4.2)

D’aprés ’équation (2.1.4) on a
g+ A2)go = F — (" + A(2)D). (24.3)

La fonction F — (4" + A(2)1)) # 0 car si on suppose F — (" + A(2))) = 0 on obtient d’aprés

théoréme o(¥) = 0o ce qui est impossible.
Alors d’aprés le Lemme et l’équation (2.4.2)) on trouve

A(g0) = o(go) = 0.
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1) Si zp est un zéro de [ de multiplicité m et n’est pas un pole de A, alors zy est un zéro de
F' de multiplicité > m — 2. Donc

N (r,g—lo) < 2N(r, gio) + N (r, o w,,iA(Z)w)) + N(r, A). (2.4.4)

D’apreés (2.4.3) on a

n(ny) < (et (D) e @4

Donc

T <r, l) <oN <r, l) +O(T(r, A)) + O(T(r, ) + O(T(r, F)) + S(r. o). (2.4.6)

9o 90
Comme A, F et ¢ d’ordre fini, alors
Ra(g0) = 02(g0) = o (A). (2.4.7)
3)i)Supposons que g1 = f' —1p. Alors d’aprés le Théoréme et Uéquation (2.4.1) on a
o(g1) = o(f') =00, 02(g1) = 0a(f') = a(A). (2.4.8)
On dérive ’équation on trouve
M+ Af+ A =F. (2.4.9)
Alors | ]
[ =" AP~ F) = 0 Al )~ F). (24.0)

Donc d’apres les relations (2.1.4) et (2.4.10) on a

/ / A " " /
p+d = 5o Y Alg + ) - 1) = F (2.4.11)

Alors

2

A A A A2 A
T = - <E¢” — U+ =P+ F) = ¢. (2.4.12)
La fonction ¢ #Z 0 car si on suppose ¢ =0 on obtient

Dy (2)eP*® 4 Dy(z)er2®) = —%/ + AZ,%, + %/ — Azlg —Q(2). (2.4.13)

Alors d’apreés le Lemme et pour r assez grand avec r ¢ Ey ( Ey est une ensemble de
mesure linéaire finie ) et € >0 on a

(1 —e)m(r,e’*) < m(r, D1’ + DqeP?)
oA AR
= < st AT T A Q())
< O(log(rT(r,A))) + O(log(rT(r,v))) + O(T'(r,1))

+O(T(r, F)) + O(T(r, Q). (2.4.14)
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Comme max{o(1),0(F),0(Q)} <n et o(A) < oo, alors on obtient une contradiction.

Alors d’aprés le Lemme et l’équation (2.4.12)) on trouve

Mg1) = a(g1) = oo.

i1)Si zy est un zéro de f de multiplicité m et n’est pas un pole de A, alors zy est un zéro de
A'¢ de multiplicité > m — 2. Donc

1 — 1 1 1
N(r—=)<oN((r,—=)+N(r=)+N(r—)+N(@rA. 2.4.15
(r5) = (o) + v (5) + 8 () e e
D’apres (2.4.12]) on a
m (7”7 i) <m (7“, l) +m (T, &> + m(r, g—l) +O(T(r, A)). (2.4.16)
o ¢ 9 o

Donc

T (r, i) < 2N <7‘, i) +O(T(r,A)) + O(T(r,¥)) + O(T(r, F)) + S(r,q1).  (2.4.17)

9 91
Comme A, F et 1 d’ordre fini, alors
X2<gl) = 0'2(91) == O'(A) (2418)
4)i)Supposons que gy = f" — ). Alors d’aprés le Théoréme et l’équation (2.4.1) on a
o(g) = o(f") = 00 ,0a(g2) = o2(f") = 0 (A). (2.4.19)

On dérive l’équation (2.4.9) on trouve
O L A" 4 2A' f 4+ A f = F". (2.4.20)

On a d’aprés (2.4.9)
Af+Af = —gy —' + F'. (2.4.21)

Donc d ’apres les relations (2.1.4) et (2.4.20) on a

2A'f 4 (A" = A°)f = F" — AF — gj =", (2422)

Alors d’aprés (2.4.21) et (2.4.22) on trouve

(AA" — 4~ 2(AP)f = A(F" — AF — g — ") — 24 (~gy — 0/ + F').  (24.23)

Montrons que AA" — A3 —2(A")2 #£ 0 . On suppose le contraire c’est o dire

" I\ 2
A= AZ —2 (%) . (2.4.24)

Alors

A A 2
Dy (2)eP*®) 4 Dy(z)er2®) = i 2 (Z) —Q(2). (2.4.25)
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D’aprés le Lemme pour r assez grand avec r ¢ Ey on a
(1 —e)m(r,e?) < m(r, Die" + DqyeP?)
" 7\ 2
= m(r,%—Q(%) —Q)
< O(log(rT(r,A))) + O(T(r,Q)). (2.4.26)

Comme o(Q)) <n et o(A) < oo, alors on obtient une contradiction .
Alors

A(F" = AF — gy — ") = 24'(—g} — ¢/ + F")

f= AN~ AT 2(A)? (2.4.27)
Donc d “aprés les relations (2.1.4) et (2.4.27) on a
A2<F1/ — AF _g// . w//) o 2A/A(_g/ - ¢/+ F/)
g+ P+ Ajl" — B o) : =F. (2.4.28)
Do
—A?gl + 24" Agh + (AA" — A® — 2(A")?) gy = o, (2.4.29)
ou

o =A% = 2A'AY — (AA" — A® — 2(A')*) — A’F" + 2A'AF' + (AA" — 2(A")?) F.

La fonction ¢ # 0 car si on suppose @ =0 on obtient

B d)// Al 1// A" A 2 o A F' A" A 2 F

Donc d’aprés le Lemme [2.2.6 pour r assez grand avec v & Ey on a

(I —e)m(r,e”) < m(r, D1e’* + DqeP?)
< O(log(rT(r, A))) + O(log(rT'(r,4))) + O(T(r,¢)) + O(T(r, F))
+O(T(r,Q)). (2.4.31)

Comme max{o(¢),0(F),0(Q)} <n et o(A) < oo, alors on obtient une contradiction .

Donc d’apres le Lemme et 'équation (2.4.29)) on trouve

A(g2) = 0(g2) = oo.

i1)Si zy est un zéro de f de multiplicité m et n’est pas un pole de A, alors zy est un zéro de
@ de multiplicité > m — 2. Donc

1 — 1 1
N (7“, —) <2N (7‘, —) +N (1", —) + N(r, A). (2.4.32)
g2 g2 ¥
D’apres (2.4.29) on a

m (r, i) <m (r, é) +m (r, i—z) +m <r, %) + O(T(r, A)). (2.4.33)
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Donc

T (r, l) < 2N (7", l) +O(T(r,A) + O(T(r,¢)) + O(T(r, F)) + S(r, g2)- (2.4.34)

92 g2
Comme A, F et 1 d’ordre fini, alors
Xg(gg) = O'Q(gg) = O'(A) (2435)
D’ou le résultat. O

2.5 Preuve de Théoréme 2.1.3 :

Preuve. Supposons que f une solution méromorphe de ’équation (2.1.4). Alors d’apres le
Théoréme on a o(f) = oo. D’aprés l’équation (2.1.4)) on a

L(f) = dyF + dyf' + (dy — drA) f. (2.5.1)
En dérivant on obtient
(L(f)) = (doF)' = (d} + (doy — d2 A)) f' + ((do — d2A)" — d1A) f + di F. (2.5.2)
On pose
{ 8= czll (do — dyA) 5;“2 (iz%_—ilﬁ)’ _dA (2:5.3)

Alors d’aprés (2.5.1)) et (2.5.2) on trouve

arf' +aof = L(f) — doF,
{ Brf"+ Bof = (L(F)) = (doF) — daF. (255.4)

Posons

h = 04160 — &061 = d1 ((dg — dgA), — dlA) — (do — dQA) (dll + (do — dQA))
= hi(2)eP! 4 hy(2)eP* — diD?e*t — d5D3e*? — d3Dy Dye’ P2 + R(2),  (2.5.5)

avec hi(z) , ha(2) et R(z) trois fonctions méromorphes d’ordre < n.

Montrons que h # 0.

On suppose le contraire (h = 0) donc on a trois cas.

CasA : dy #0.

On applique le Théoréme [1.3.1| sur (2.5.5) on obtient D1 =0 ce qui impossible.
CasB :dy =0 , d; #0. Donc

— —®Dye" — d2Dye?” + R(2). (2.5.6)
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Alors on applique le Théoréme sur on obtient D1 = 0 ce qui impossible.
CasC:dy=0,d,=0et dyZDO.

Donc h = —d2 # 0 (contradiction).

D’ou h # 0.

Alors on peut résoudre le system :

1

[ = 7 (ar (L(f)) = BLL(f) + (B1dy — oF) F — ay (doF)' ). (2.5.7)

Comme max {a(;z),a(ﬁl),a(al),a(dg),a(F)} < oo et o(f) =00, alors o(L(f)) = oc.

Posons W = L(f) — . Alors o(W) = max {o(L(f)),c(1))} = oc.
On remplace L(f) =W + ¢ dans on trouve
[ = %(041 (W +) =B, (W +v) + (Bydo — af) F — ay (doF)" )
= (W - BW) 46, (2.5.8)

avec 1
o(z) =7 (a1 = 810 + (Brda — of) F — on (doF)" )

est une fonction méromorphe d’ordre fini.

Alors d’apreés les relations (2.1.4) , (2.5.8) on obtient
ay

P 6 W 0 Wkg W = F = (¢"+A9), (2.5.9)

avec ¢; (j =0 ,1,2) trois fonctions méromorphes d’ordre fini.

La fonction F — (¢" + Ap) # 0 car si on suppose F — (¢" + Agp) = 0 on trouve o (p) = oo
d’aprés le Théoréeme [2.1.1| ce qui impossible.

Pour applique le Lemme on a deux cas.

Cas 1 :a; #0 . Donc d’aprés le Lemme et l’équation (2.5.9) on a
AW) =o(W) = .

d
Cas 2 :a; =0 . Donc B, £ 0 puis-que si B, =0 alors dy = ds =0 ou bien A(z) = dogz; ce
2( Z
qui impossible (o(A) > max {o(dy),o(ds)}).
On a d’aprés les relations (2.1.4) , (2.5.8)) :

Alors d’aprés le Lemme et l’équation (2.5.10) on a
AW) = o(W) = co.

D’ot le résultat. O
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