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INTRODUCTION

Les systèmes linéaires positifs sont des speci�cités des systèmes dynamiquse où l�espace d�en-
trée, l�espace d�état, et l�espace de la sortie sont des espaces non-négatifs.
Les systèmes linéaires positifs ont été utilisés dans les biomathématiques, économie, chémo-
ceptrices et autres axes de la recherche [1], [2], [4], [5]. Le problème de la réalisation d�une
fonction de transfert positive donné a été considéré dans [2], [5].
L�objectif de ce mémoire est d�expliciter des conditions su¢ santes pour l�existence d�une
réalisation positive avec la forme canonique de Weierstrass (WCF) pour une matrice de
transfert du modèle singulier, et une procédure pour le calcul de la réalisation positive sera
présentée.
Ce mémoire comporte quatre chapitres :
Le premier chapitre est consacré aux généralités, rappels et dé�nitions : la transformée de
Laplace, la transformée inverse de Laplace, et la Z-transformée pour le cas 1D.
Dans le deuxième chapitre nous présentons une classe récente de systèmes dite la classe des
systèmes linéaires à temps invariant (LTI) du cas singulier, pour des modèles discret-continu.
Le troisième chapitre est consacré à la représentation d�état pour les deux cas : continu et
discret, et nous dé�nissons le faisceau et le faisceau régulier d�une matrice puis le théorème
de Weierstrass.
Dans le dernier chapitre on expose la problématique : Comment passe-t-on d�une fonction de
transfert à la réalisation ? Et nous dé�nissons la forme modale, réalisation positive, l�existence
de la réalisation WCF, et la procédure de le calcul d�une réalisation positive.
Nous conclurons notre travail par une conclusion.



Chapitre 1

Généralités

Dans cette section , nous proposons quelques dé�nitions et propriétés concernant la transfor-
mée de Laplace et la Z-transformée pour le cas 1D .

1.1 La transformée de Laplace

La transformée de Laplace est un outil important et trés puissant pour résoudre les équations
et les systèmes di¤érentiels linéaires en temps continu.

Dé�nition 1.1 Une fonction est dite causale , si elle est nulle pour

t < 0

Dé�nition 1.2 Soit f une fonction du temps t et causale , sa transformée de Laplace notée
L (f (t)) ou F (p) est donnée par la relation,

L [f (t)] = F (p) =

+1Z
0

f (t) :e�ptdt (1.1)

où , p est à priori un nombre complexe.

1.1.1 Conditions su¢ santes d�existence

Nous allons maintenant donner une condition sur f (t) qui garantisse l�existence deZ +1

0

f (t) :e�ptdt:
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Théorème 1.1 Si f (t) est continue par morceaux sur tout intervalle �ni [0; a] , a > 0 ,
et est de l�ordre de ebt quand t ! +1 , la transformée de Laplace L(f(t)) existe pour tout
Re(p) > b.

La démonstration découle directement de la dé�nition de la transformée de Laplace et d�une
fonction d�ordre exponnentiel.

Dans ce qui suit quelques transformées de quelques fonctions usuelles seront données.

1.1.2 Table de quelques transformée de Laplace
La fonction f(t) Sa transformée F (p)

a a
p

at a
p2

tn n!
pn+1

e�at 1
p+a

t:e�at
1

(p+a)2

sinwt w
p2+w2

coswt p
p2+w2

sinhwt w
p2�w2

coshwt p
p2�w2

e�at sinwt
w

(p+a)2+w2

e�at coswt
p+a

(p+a)2+w2

e�at sinhwt
w

(p+a)2�w2

e�at coshwt
p+a

(p+a)2�w2R t
0
f(t)dt

F (p)
p

f(t)
t

R +1
0

f(u)du
tn�1

(n�1)!e
at 1

(p�a)n

1.1.3 Propriétés de la transformée de Laplace

Pour tout � , � 2 R et pour f , g deux fonctions causales, nous décrivons quelques propriétés
importantes et utiles pour répondre à certains problèmes de résolution.

1. Linéarité :
Si � et � sont des constantes quelconques et f(t) , g(t) sont des fonctions dont les
transformées de Laplace sont respectivement F (p) et G(p) , alors :

L[�f(t)�g(t)] = �L[f(t)] + �L[g(t)]

= �F (p) + �G(p).
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2. Dérivation :
Soit f une fonction qui véri�e les conditions du théorème.1, on a :

L

�
df(t)

dt

�
= pF (p)� f(0):

3. Intégration :
Si L[f(t)] = F (p) alors :

L

�Z t

0

f(u)du

�
=
F (p)

p
;

(où f (0) = 0).

4. Convolution :
Soient f(t) et g(t) des fonctions dont les transformées de Laplace sont respectivement
F (p) et G(p), la transformée de Laplace de la convolution f � g est le produit des
transformées de Laplace de f et g , c�est à dire l�on a :

L[f(t) � g(t)] = L(f(t)):L(g(t))

= F (p):G(p);

où f(t) � g(t) =
R +1
0

f (�) g (t� �) d� :
5. Retard temporel :
Soit la fonction : t ! f(t � �) avec � 2 R+, tel que f véri�ent les conditions du
théorème.1, alors :

L[f(t� �)] = e�p�F (p):

6. Théorème de la valeur initiale :
On suppose que df(t)

dt
admet une transformée de Laplace . On admet que

lim
p!+1

�Z +1

0

df (t)

dt
e�p�dt

�
=

Z +1

0

�
lim
p!+1

df(t)

dt
e�p�

�
dt:

On sait que :

L

�
df (t)

dt

�
(p) = pF (p)� f(0+)

Alors, comme

lim
p!+1

df(t)

dt
e�p� = 0;

on a :
lim
p!+1

pF (p) = f(0+) = lim
t!0+

f (t) :
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7. Théorème de la valeur �nale :
On suppose que df(t)

dt
admetbune transformée de Laplace. On admet que

lim
p!0

�Z +1

0

df (t)

dt
e�p�dt

�
=

Z +1

0

�
lim
p!0

df(t)

dt
e�p�

�
dt:

Or,

lim
p!0

df (t)

dt
e�p� =

df (t)

dt

et donc

lim
p!0

�Z +1

0

df (t)

dt
e�p�dt

�
= [f(t)]+10

= lim
p!+1

f(t)� f(0+)

De

L(
df(t)

dt
)(p) = pF (p)� f(0+);

on en déduit que :
lim
p!0

pF (p) = lim
p!+1

f(t):

1.1.4 La transformée inverse de Laplace

A chaque transformée de Laplace peut correspondre son originale sous les conditions d�exis-
tence.
La transformée inverse de Laplace notée f (t) dite aussi originale d�une fonction F (p) est
dé�nie par,

L�1 [F (p)] = f (t)

=
1

2�j

+1I
0

F (p) :eptdp;

où le chemin d�intégration peut être choisi quelconque dans le plan complexe à condition de
rester dans le demaine de convergence de F (p) :
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Pour le cas des systèmes à temps discrets, on dé�nit la transformée dite en Z pour pouvoir
calculer la solution.

1.2 La transformée en Z

La Z-transformée est aussi un outil important et trés puissant pour résoudre les équations et
les systèmes di¤érentiels linéaires en temps discret.

Dé�nition 1.3 Soit une suite (xn)n2N . On appelle la transformée en Z de (xn)n2N la fonc-
tion notée Z [xn] où X (z), de la variable complexe z dé�nie l�orsque il y a convergence ,
par :

Z [xn] = X (z) (1.2)

=
+1X
n=0

xnz
�n:

Exemple 1.1 On note que les valeurs n = 0 sont notées par "^", et soit une suite x (n)
dé�nie par :

x (n) =
�
1̂; 3; 4; 8; 0; 2

	
X (z) =

+1X
n=0

x (n) z�n

= 1� z0 + 3� z�1 + 4� z�2 + 8� z�3 + 0� z�4 + 2� z�5

= 1 + 3z�1 + 4z�2 + 8z�3 + 2z�5:

Quelques propriétés seront en suite données. On se base la référence suivant : [2 ]:

1.2.1 Propriétés de la transformée en Z

1. Linéarité.
Soient deux suites (xn)n2N , (yn)n2N admettent des transformée en z de domaine de
convergence non vide. Alors :

Z [a xn + b yn] = a Z [xn] + b Z [yn] :
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2. Dérivation.
Soit une suite (xn)n2N de transformée en Z dé�nie (au moins) à l�extérieur du disque
de centre 0 et de rayon R. On a pour z telque jzj > R :

_Z [xn] =
dZ [xn]

dz
= �z�1

+1X
n=1

nxnz
�n;

alors :
_Z [xn] = �z�1Z [nxn] :

3. Convolution.
Cette propriété est une des plus importantes et justi�e à elle seule l�usage qui est fait
de la transformée en Z pour étudier les systèmes linéaires permanents en temps discret
.
Si wn est obtenue par convolution de un et vn, on a que :

wn =
+1X
m=0

unvn�m ,

donc,

Z [wn] =
+1X
m=0

wnz
�n

=
+1X
n=0

+1X
m=0

unvn�mz
�n

=

"
+1X
m=0

unz
�n

#"
+1X
m=0

vn�mz
n�m

#

= Z(un)Z (vn) :



Chapitre 2

Systèmes linéaires positifs

Notre objectif principal est l�étude des systèmes positifs qui sont des systèmes appartenant à
une nouvelle classe dont la trajectoire repose dans l�orthant non négatif pour une condition
initiale et un contrôle positif. Ce sont alors des systèmes dont les variables d�états sont par
nature positives . Ce genre de systèmes trouvent leurs applications dans plusieurs domaines
pratiques, notamment, les systèmes à compartiment, biomédical, les circuits RLC et autres.
Nous allons cependant analyser une classe recente de systèmes qui dite la classe des systèmes
singuliers positifs. Le problème de la recherche d�une réalisation positive est faite en partie
essentiel de ce mémoire.
Pour commencer, nous donnerons quelques dé�nitions et caractérisations essentielles à notre
travail. Pour ce faire, on se refère à [1] ; [2] ; [4] ; [6] :

2.1 Matrices non-négatives , positives et de Metzler

Soient A = (aij)i;j 2 Rn�m et B = (bij)i;j 2 Rn�m des matrices à coé¢ cients réels .

Dé�nition 2.1 � On dit que A est une matrice non-négative si

8i : 1 � i � n;8j : 1 � j � m
alors

aij � 0;

autrement dit toutes ses entrées sont non-négatives. Nous noterons une telle matrice : A � 0
ou encoure, A 2 Rn�m+ .
� On dit que A est une matrice positive si elle est non négative et

9k : 1 � k � n; 9l : 1 � l � m; akl > 0;

c�est à dire toutes ses entrées sont non négatives avec au moins une entrée (strictement)
positive. Nous noterons une telle matrice par : A > 0.
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� On dit que A est une matrice de Metzler si

8i : 1 � i � n;8j : 1 � j � m; i 6= j : aij � 0;

i.e toutes ses entrées hors diagonales sont non négatives .
L�ensemble des matrices carrées de Metzler de dimension n est noté Mn(R):

2.2 La positivité des Systèmes Linéaires à temps inva-
riant (LTI)

2.2.1 Modèles d�état linéaires à temps invariants

Une classe importante de système LTI (linéaire à temps invariant) est spéci�ée par le modèle
d�état. Pour donner lieu à un système LTI, l�équation de mise à jour et l�équation de sortié
du modèle d�état doivent être linéaires et invariantes, c�est -à-dire :
Pour des modèles en temps discret, on a la forme :

xn+1 (t) = Axn (t) +Bun (t) (2.1)

yn (t) = Cxn (t) +Dun (t) : (2.2)

Et pour des modèles en temps continu, on a la forme :

_x(t) = Ax(t) +Bu(t) (2.3)

y(t) = Cx(t) +Du(t): (2.4)

Dans ces expression A;B;C et D sont en général des matrices réelles de dimensions appro-
priées .
Il existe deux cas des systèmes :

Cas standard

Dé�nition 2.2 Un système est dit standard si detE 6= 0.
-Si E = In , le système est aussi appelé standard (ou explicite).

Remarque 2.1 Si detE 6= 0 , alors en multipliant (2.3) par E�1, on obtient le système
suivant,

_x(t) = E�1Ax(t) + E�1Bu(t) (2.5)

y(t) = Cx(t) +Du(t)

qui est un système explicite.
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Cas singulier

Dé�nition 2.3 -Un système est dit singulier si detE = 0.

Remarque 2.2 Pour un système singulier, on supposera pour la suite que det(Es�A) 6= 0
pour un certain s 2 C.

Dé�nition 2.4 Le système (2:3) est positif si

8x(0) = x0 2 Rn+;

8u(t) 2 Rm+ ; t > 0;

alors
x(t) 2 Rn+ et y(t) 2 R

p
+; t > 0:

Théorème 2.1 [6]Le système :

_x(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t);

est positive si et seulement si : A 2Mn , B 2 Rn�m+ , C 2 Rp�n+ , D 2 Rp�m+ :

2.2.2 La fonction de transfert

On consédère le système (2:3), alors sa fonction de transfert est dé�nie par la relation :

T (s) = C (sI � A)�1B +D; (2.6)

car :

_x (t) = Ax (t) +Bu (t)

L [ _x (t)] = AL [x (t)] +BL [u (t)]

sX (s)� x (0) = AX (s) +BU (s)

(sI � A)X (s) = BU (s) + x (0)

X (s) = (sI � A)�1BU (s) ;

(où x (0) = 0):
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Et

Y (s) = CX (s) +DU (s)

Y (s) = C (sI � A)�1BU (s) +DU (s)
Y (s) =

�
C (sI � A)�1B +D

�
U (s)

Y (s) = T (s)� U (s) :

Dans ce cas, il est claire que les coé¢ cient de la matrice T (s) sont des fractions rationnelle
dont le numérateur et le dénomirateur ont même degré. Réciproquement, lorsqu�on dipose
d�une matrice de transfert T (s) pour représenter un système linéaire continu, on peut chercher
à calculer un modèle d�état (i.e déterminer des matrices A;B;C) telque :

T (s) = C (sI � A)�1B:



Chapitre 3

La représentation d�état

Un triplet (A;B;C) est appelé réalisation d�état continu de la matrice de transfert T (s) :
Notez qu�il n�y a pas d�unicité d�une réalisation.
On considère la représentation d�état du système dynamique linéaire continu :

_x(t) = Ax(t) +Bu(t) (3.1)

y(t) = Cx(t) +Du(t) (3.2)

où :
(3.1) : équation d�état ou équation de commande.
(3.2) : équation de mesure ou équation de sortie.
telleque :
A : matrice d�état , et A 2 Rn�n .
B : matrice de commande ou d�entrée, et B 2 Rn�m .
C : matrice de mesure ou sortie, et C 2 Rp�n.
D : matrice de transmission discrète ou matrice de couplage, et D 2 Rp�m .
x(t) : vecteur d�état, x(t) 2 Rn(n : nombre d�états).
u(t) : vecteur d�entrée, u(t) 2 Rm (m : nombre d�entrées).
y(t) : vecteur de sortie, y(t) 2 Rp (p : nombre de sorties).
� On adapte les mêmes terminologies pour le cas discret :

xk+1 (t) = Axk (t) +Buk (t) (3.3)

yk (t) = Cxk (t) +Duk (t) . (3.4)

Dé�nition 3.1 On appelle réalisation toute représentation d�état (A;B;C;D) véri�ant :

T (s) = C(sI � A)�1B +D: (3.5)
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Dé�nition 3.2 Une réalisation est dite minimale s�il n�existe aucune réalisation de H(s) de
dimension inferrieur à n (n = dimA):

La question dans ce mémoire est donc de considérer un système singulier de la forme :

E _x(t) = Ax(t) +Bu(t)
y(t) = Cx(t) +Du(t);

de la fonction de transfert
T (s) = C(sE � A)�1B +D: (3.6)

On procédera ensuit à la rédution de ce système moyennant le théorème de Weierstrass.

3.1 Dé�nition d�un faisceau

Dé�nition 3.3 Un faisceau de matrice �A+B est une matrice polynômiale dont les coé¢ -
cients sont des polynômes de degré inférieur ou égal à 1, où � est une variable indéterminé,
A+B sont deux matrice quelconques de même ordre (m� n):

3.2 Faisceau régulier

Un faisceau d�une matrice est une matrice dont les coé¢ cients sont des polynômes de degrée
1, il est dit régulier si :

1. E et A sont des matrices carrée de même ordre.

2. Le déterminant det(Es� A) ne s�annule pas identiquement.
Notons que dans le cas où det(Es� A) = 0, le faisceau est dit singulier.

3.3 Théorème de Weierstrass : Cas d�un faisceau régu-
lier

Tout faisceau régulier A + �B peut être réduit en une forme quasi-diagonale canonique
(strictement équivalente) :

26666664
J + �I

N�1

:
:
:
N�s

37777775
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où la forme normale du premier bloc diagonal J + �I est déterminée d�une façon unique par
les diviseurs élémentaires de A + �B et les s derniers blocs diagonaux correspondent aux
diviseurs élémentaires in�nis �1; ::; �s:
Avec

N�1 = I�1 + �1H

=

2664
1 :: :: 0
:: 1 ::
:: ::
0 :: :: 1

3775+
2664
0 1 :: 0
:: 0 1 ::
:: 1
0 :: :: 0

3775

=

2664
1 1 :: 0
:: 1 :: ::
:: 1
0 :: :: 1

3775 :



Chapitre 4

Problématique : Comment passe-t-on
d�une fonction de transfert à la
réalisation ?

A partir d�une fonction de transfert, est-il possible de déterminer une représentation d�état
(une seule ou la plus simple possible) ? Ce problème est dénommé problème de réalisation.
On aura suite à la recherche de la représentation d�état plusieurs types correspondant à ces
di¤érents cas :

4.1 Forme modale

Cas ou le systèmes possède n pôles simples reéls et distincts �i , i = 1; :::; n
Soit alors, de la relation(2.6) :

T (s) =
Y (s)

U (s)

=
bms

m + bm�1s
m�1 + :::+ b1s+ b0

sn + an�1sn�1 + :::+ a1s+ a0
:

Cette forme , peut avoir l�écriture suivant :

H (s) =

nX
i=1

�i
(s� �i)

(4.1)

du fait que

T (s) =
bms

m + bm�1s
m�1 + :::+ b1s+ b0

(s� �n) (s� �n�1) ::: (s� �1)
: (4.2)

(4.3)
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La forme (4.1) est obtenu à partir (4.2) par décomposition en éléments simples.
Nous avons cependant

Y (s)

U (s)
=

nX
i=1

�i
(s� �i)

(4.4)

=

nX
i=1

�i
1

(s� �i)
(4.5)

=) Y (s) =

nX
i=1

�i
U (s)

(s� �i)
: (4.6)

4.1.1 Comment choisir les états du système?

On pose

Xi (s) =
U (s)

s� �i
; (4.7)

A partir de (4.7) , on écrit :
sXi (s) = �iXi (s) + U (s)

En�n , on applique la transformée inverse de Laplace à la relation

L�1 (sXi (s)) = �iL
�1 (Xi (s)) + L

�1 (U (s))

(xi (0) = 0)

x0i (t) = �ix (t) + u (t) ; (4.8)

En suite , à partir de la relation (4.4) on détermine les équations de sortie.

(4:2)() Y (s) =

nX
i=1

�iXi (s) : (4.9)

Par application de la TL�1 , on aura les équations vouleus

L�1 (Y (s)) =
nX
i=1

�iL
�1 (Xi (s)) (4.10)

=) y (t) =
nX
i=1

�ixi (t) (4.11)
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En conclusion :

On obtient à partir de (4.8) et (4.11) la représentation demandée.2666666664

x01 (t)
x02 (t)
x03 (t)
:
:
:

x0n (t)

3777777775
=

2666666664

�1 0 0 : : : 0
0 �2 0 0
0 0 �3 : :
: : : : :
: : : : :
: : : 0
0 0 : : : 0 �n

3777777775

2666666664

x1 (t)
x2 (t)
x3 (t)
:
:
:

xn (t)

3777777775
+

2666666664

1
1
1
:
:
:
1

3777777775
U (t)

telle que,

x0 (t) =

2666666664

x01 (t)
x02 (t)
x03 (t)
:
:
:

x0n (t)

3777777775
;

A =

2666666664

�1 0 0 : : : 0
0 �2 0 0
0 0 �3 : :
: : : : :
: : : : :
: : : 0
0 0 : : : 0 �n

3777777775
;

x (t) =

2666666664

x1 (t)
x2 (t)
x3 (t)
:
:
:

xn (t)

3777777775
;

B (t) =

2666666664

1
1
1
:
:
:
1

3777777775
:

c-à-d :
x0 (t) = Ax (t) +Bu (t)

où A est une matrice diagonale.
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et

y (t) =
�
�1 �2 : : : �n

�
26666664
x1 (t)
x2 (t)
:
:
:

xn (t)

37777775 ;

telque D = 0:

Remarque 4.1 a- La représentation d�état contient des pôles simples.

b- Gain de temps plus simpli�cation du calcul de la matrice de transition eAt:

c- La matrice d�état A étant diagonale , on peut cepondant assurer l�existence d�une matrice
inversible dite matrice de transformation Tr contenant les colonnes les vecteurs
propres de la matrice A (les pôles �i) c-à-d :

T�1r ATr = Â;

T�1r B = B̂;

D = D̂;

Ĉ = CTr:

On s�intéresse à la fonction de transfert (3.6) considéré positive. Le problème posé est com-
ment réaliser cette fonction de transfert donc comment donner les matrices A;B;C et D, et
dans quels conditions cette réalisation sera positive. On procédera alors à l�application du
théorème de Weierstrass.

4.2 Réalisation positive

Dé�nition 4.1 On dit que la réalisation est positive si les matrices A 2 Rn�n+ , B 2 Rn�m+ ,
C 2 Rp�n+ , D 2 Rp�m+ :

4.3 Existence de la réalisation WCF

Toute matrice de transfert rationelle donnée T (z) 2 Rn�m(z) peut être décomposé dans une
partie strictement adéquate Tsp et une partie polynomial P (z) comme

T (z) =
N(z)

d(z)
� P (z); (4.12)
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où

N(z) =

24 n11(z); :::; n1m(z)::::::::::::::::
np1(z); :::; npm(z)

35

= Nn1�1z
n1�1+Nn1�2z

n1�2+:::+N1z+N0 2 Rp�m [z] ;
(4.13)

P (z) =

24 p11(z); :::; p1m(z)::::::::::::::::
pp1(z); :::; ppm(z)

35 2 Rp�m [z] ;
nij(z) = a

ij
mij
zmij + aijmij�1z

mij�1 + :::+ aij1 z + a
ij
0 ;

pij(z) = b
ij
tijz

mtij + bijtij�1z
tij�1 + :::+ bij1 z + b

ij
0 ; (4.14)

i = 1; :::; p ; j = 1; :::;m ;

et
d(z) = zn1 + dn1�1z

n1�1 + :::+ d1z + d0 (4.15)

est le dénominateur commun le plus petit de toutes les entrées de Tsp(z):

Théorème 4.1 Il existe une réalisation positive WCF d�une matrice du transfert donnée
T (z) 2 Rp�m [z] si :
(i) tous les coe¢ cients de (4.15) sont des non-positifs ,

dk � 0 pour k = 0; 1; :::; n1 � 1; (4.16)

(ii) tous les coe¢ cients du matrices des polynômes(4.13) sont non-négatives

i = 1; ::; p ;

ai;jk � 0 pour j = 1; :::;m ; (4.17)

k = 1; :::;mij ;

et
i = 1; ::; p ;

bi;jk � 0 pour j = 1; :::;m ; (4.18)

k = 1; :::; tij :
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de plus une réalisation positive WCF de T (z) est donnée par

A1 =

26666664
0 0 ::: 0 �d0Ip
Ip 0 ::: 0 �d1Ip
0 Ip ::: 0 �d2Ip
::: ::: ::: ::: :::
0 0 ::: 0 �dn1�2Ip
0 0 ::: Ip �dn1�1Ip

37777775 ;

B1 =

2664
N0
N1

Nn1�1

3775 ; (4.19)

C1 =
�
0 ::: 0 Ip

�
;

C2 =

2664
b110 b111 ::: b21t1 ::: b1m0 b1m1 ::: b1mtm
b210 b211 ::: b21t1 ::: b2m0 b2m1 ::: b2mtm
::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: :::

bp10 bp11 ::: bp1t1 ::: bpm0 bpm1 ::: bpmtm

3775 2 Rp�t; (4.20)

tj = max
i
tij; t =

mX
j=1

tj +m;

N = diag [N1; N2; :::; Nm] ;

Nj =

2664
0 0 ::: 0 0
1 0 ::: 0 0
0 1 ::: 0 0
0 0 ::: 1 0

3775 2 R(tj+1)�(tj+1); j = 1; :::;m;

B2 = diag [b1; b2; :::; bm] ;

bj =

26666664
1
0
:
:
:
0

37777775 2 R
tj+1:

Preuve. Il est facile de véri�er que la matrice (4.19) est une réalisation de la matrice du
transfert strictement adéquate Tsp(z) =

N(z)
d(z)

:

Si (4.16) et (4.17) sont véri�ées les matrices (4.19) sont une réalisation positive de Tsp(z) .
Utiliser la matrice

Z = diag [Z1; :::; Zm] ;
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tel que

Zj =

26666664
1
z
:
:
:
ztj

37777775 j = 1; :::;m;

et on a
P (s) = C2Z .

de (4.20) nous avons

[I �Nz]�1B2 =
q�1X
i=0

N iB2z
i =

q�1X
i=0

diag
�
N i
1b1; :::; N

i
mbm

�
zi = Z,

où q est l�index de N .
D�où la matrice (4.20) est une réalisation de la matrice polynômiale P (z):Si (4.14) est véri�ée
,alors la matrice (4.20) sont une réalisation positive de P (s) . �

Remarque 4.2 Si les relations (4.16) et (4.17) sont véri�ées, alors les matrices A01, B
0
1; C

0
1

dé�nies par :

A01 =

266664
�d0Ip Ip 0 ::: 0
�d1Ip 0 Ip ::: 0
::: ::: ::: ::: :::

�dn1�2Ip 0 0 ::: Ip
�dn1�1Ip 0 0 ::: 0

377775 ;

B01 =

26666664
N0
N1
:
:
:

Nn1�1

37777775 ; (4.21)

C 01 =
�
Ip ::: 0 0

�
sont une réalisation positive de Tsp(z) =

N(z)
d(z)

:

Remarque 4.3 Si (4.18) est véri�ée , alors les matrices B0
2; N

0
i ; C

0
2 dé�nies par :
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B
0

2 =

266666666666666666664

b110 ::: b1m0
b111 ::: b1m1
: ::: :
: ::: :
: ::: :
b11
t0

::: b1m
t0

bp10 ::: bpm0
bp11 ::: bpm1
: ::: :
: ::: :
: ::: :

bp1
t0p

::: bpm
t0p

377777777777777777775

2 Rt
0�m; (4.22)

N
0
= diag

h
N

0

1; :::; N
0

p

i
;

N
0

i =

2664
0 1 0 ::: 0
0 0 1 ::: 0
0 0 0 ::: 1
0 0 0 ::: 0

3775 2 R(t0i+1)�(t0i+1);
C 02 = diag [C1; :::; Cp] ; Ci = [10:::0] 2 R1�(t

0
i+1)

t
0

i = max tij ; t
0
=

pX
i=1

t0i + p i = 1; :::; p ;

sont une réalisation positive de P (z) :

Remarque 4.4 Les conditions (4.16) , (4.17) et (4.18) ne sont pas nécessaire pour l�exis-
tence d�une réalisation positive d�une donnée T (z) . L�exemple suivant nous le montre ,

Exemple 4.1 Soit la fonction de transfert suivante :

T (z) =
z2 + z + 1

z3 � z2 � z + 1
T (z) a une réalisation positive c�est-a-dire :

A =

24 0 1 0
1 0 1
0 0 1

35 ; b =

24 12
3

35 ; C =
�
1 0 0

�
:
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4.4 calcul d�une réalisation positive

si les conditions (4.16) , (4.17) et (4.18) de Théorème 2.1 sont satisfaites, alors une réalisation
positive WCF peut être calculé par la technique suivant.
Procédure
Etape 1. Décomposer T (z) dans une partie strictement adéquate Tsp(z) et une partie poly-
nomiale P (s):
Etape 2. Utiliser (4.19) (ou (4.21)) trouver les matrices A1; B1 et C1 (ou A

0
1; B

0
1 et C

0
1) .

Etape 3. Trouver les degrés de la colonne t1; t2; :::; tm (ou les degrés de la ligne t
0
1; t

0
2; :::; t

0
m )

de P (s), et utiliser (4.20). Trouver les matrices C2; N et B2 (ou utiliser (4.22) et trouver les
matrices C 02; N

0et B02 ).
La procédure sera illustrée par l�exemple suivant .

Exemple 4.2 trouvez une réalisation positive WCF de la matrice du transfert

T (z) =
1

z2 � 2z � 1

�
�z4 + z3 + 3z2 + 2z + 2 �z3 + z2 + 4z + 2

�2z3 + 4z2 + 3z �z4 + 2z3 + 3z + 4

�
: (4.23)

Dans ce cas p = m = 2 et n1 = 2 .Utiliser la procédure , nous obtenons :
Etape 1. la décomposition de (4.23) rendements

T (s) = Tsp(z)� P (z);
où

Tsp(z) =
1

z2 � 2z � 1

�
z + 2 z + 1
z z + 3

�
(4.24)

=
1

d(z)
[N1z +N0] ;

d(z) = z2 � 2z � 1 ; (4.25)

N1 =

�
1 1
1 1

�
;

N0 =

�
2 1
0 3

�
;

P (z) =

�
z2 + z z + 1
2z z2 + 1

�
:
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De (4.24) et (4.25) il suit que les conditions (4.16) , (4.17) et (4.18) de Théorème 2.1 sont
satisfaites .
Etape 2. Utiliser (4.19) nous obtenons

A1 =

�
0 �d0
I2 �d1I2

�

=

2664
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 2 0
0 1 0 2

3775 ;

B1 =

�
N0
N1

�
(4.26)

=

2664
2 1
0 3
1 1
1 1

3775 ;

C1 =
�
0 I2

�
=

�
0 0 1 0
0 0 0 1

�
:

Etape 3. Les degrés de la colonne de (4.25) sont t1 = t2 = 2 :Utiliser (4.20) nous obtenons

C2 =

�
b110 b111 b112 b120 b121 b122
b210 b211 b212 b220 b221 b222

�

=

�
0 1 1 1 1 0
0 2 0 1 0 1

�
;

N = diag [N1; N2] ; (4.27)

N1 = N2 =

24 0 0 0
1 0 0
0 1 0

35 ;



B2 = diag [b1; b2] ;

b1 = b2 =

24 10
0

35 :
La réalisation positive désirée WCF de (4.23) est donnée par (4.26) et (4.27) .



CONCLUSION

Dans ce travail, nous avons pu extraire des conditions su¢ santes pour l�existence d�une réali-
sation positive avec la forme canonique de Weierstrass (WCF) pour une matrice de transfert
du modèle singulier. Une procédure de calcule de la réalisation positive a été présentée et
illustrée par un exemple.
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