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Nomenclature 
 
 

𝑫 : Diamètre du cylindre circulaire 

𝒂 ; 𝒃 : Respectivement l’axe longitudinal et transversal du cylindre elliptique 

𝜺 : Rapport elliptique (a/b) 

𝒙𝒊 𝒙, 𝒚, 𝒛  : Respectivement coordonnée cartésienne longitudinale, transversale et axiale. 

𝝃𝒊 𝝃, 𝜼, 𝜻  : Respectivement coordonnée curviligne longitudinale, transversale et axiale. 

𝒖𝒊 𝒖,𝒗, 𝒘  : Respectivement la vitesse suivant la direction longitudinale, transversale et axiale. 

T                         : Période d'oscillation de l'écoulement externe 

t : Temps 

𝑼(𝒕)    : Vitesse oscillante de l’écoulement  externe 

𝑼𝒎𝒂𝒙 : La vitesse d’oscillation maximale de l’écoulement externe 

𝑼𝒎 𝑼, 𝑽, 𝑾  : Flux de volume 

𝝎 : Fréquence d’oscillation de l’écoulement externe 

𝑷 ;  𝝓 : Pression. 

𝝆 : Masse volumique 

𝝑 : Viscosité cinématique 

𝝏

𝝏𝒙𝒊
 : La dérivée par rapport à 𝑥𝑖  

Opérateur 𝛁 : Gradient  

Opérateur ∆ : Laplacien  

L’indice ( * ) : Grandeur adimensionnelle 

L’indice ( d ) : Grandeur dimensionnelle 

L’indice (i, j, k) : Cordonné suivant les directions longitudinale, transversale et axiale d’un repère.  

𝑩𝒊 : Force de volume généré par l’écoulement oscillatoire suivant la direction i. 

𝑹𝒆 : Nombre adimensionnel de Reynolds 

𝑲𝒄 : Nombre adimensionnel de Keulegan-Karpenter 

𝜷 : Nombre de Stokes 

𝜹𝒊,𝒋 : Symbole de Kronecker 

𝑱−𝟏 : Jacobien de la transformation 

𝐠𝒎𝒏 : Tenseur métrique contravariant 

𝐆𝒎𝒏 : Tenseur d’inclinaison de maille 

𝑭𝒙 ;   𝑭𝒚 : Respectivement force totale longitudinale et transversale 

𝑭𝒙,𝒓𝒎𝒔 ;  𝑭𝒚,𝒓𝒎𝒔 : Respectivement force totale longitudinale et transversale en RMS 
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𝑭𝒙 ,𝒑 ;   𝑭𝒚,𝒑 : Respectivement force de pression longitudinale et transversale 

𝑭𝒙 ,𝒔 ;   𝑭𝒚,𝒔 : Respectivement force de cisaillement longitudinale et transversale 

𝑭𝒙
𝑺 ;   𝑭𝒚

𝑺  : Respectivement force surfacique longitudinale et transversale 

𝑪𝒅  ; 𝑪𝒎 : Respectivement coefficients de traînée et d’inertie 

𝑪𝒅
𝑺  ;   𝑪𝒅

𝑺  : Respectivement coefficients surfaciques de traîné et d’inertie 

∆𝒙, ∆𝒚, ∆𝒛 : Pas d’espace. 

∆𝒕 : Pas du temps. 

𝝎𝒙 ; 𝝎𝒚 ; 𝝎𝒛 
: Respectivement la vorticité suivant la direction longitudinale, transversale et 

axiale. 

𝝎𝜽 : Vorticité circonférentielle 
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Résumé 

Généralement les éléments cylindriques (circulaires ou non circulaires) ; sont les 

éléments les plus essentiels d’une structure maritime (offshores et pipes), et les plus 

fréquemment employés. Ces structures  sont soumises à des écoulements oscillatoires 

induits par les forces d’environnement (houle, courant...etc.) qui peuvent être réguliers 

ou irréguliers. 

L’objectif principal de cette étude est d’investiguer l’influence de la forme géométrique 

sur le champ d’écoulement et les forces hydrodynamiques agissants sur l’élément 

cylindrique soumis à un écoulement oscillatoire en régime A.  

Pour réaliser ces objectifs, on a étudie l’écoulement oscillatoire en régime A autour 

d’une forme cylindrique de différents sections allant de la forme circulaire  jusqu’a la 

forme elliptique en résolvant les équations qui régissent l’écoulement en deux 

dimensions (2D) { l’aide d’un code développé au laboratoire de « Modélisation 

Numériques Des Phénomènes Mécaniques » { l’université de Mostaganem. 

Mots clés : écoulement oscillatoire autour d’un cylindrique, régime A, nombre de 

Reynolds (Re), nombre de Keulegan-Carpenter (Kc), détachement tourbillonnaire 

(VIV), forces transversales, forces longitudinales, coefficients de Morison,  

 

Abstract 

Generally cylindrical (circular or non circular) are the most essential elements of a 

marine structure (pipes and offshore), and most frequently used. These structures are 

subjected to oscillatory flow induced by environmental forces (wave, current etc ....) 

The main objective of this study is to investigate the influence of geometry on the flow 

field and hydrodynamic forces acting on the cylinder subjected to an oscillatory flow in 

regime A.  

To realize these objectives, we studied the oscillatory flow in regime A around a form 

cylindrical with differents sections ranging from circular to the elliptical form 

by solving the equations governing the flow two-dimensional (2D) using a 

code developed in the laboratory of « Numerical Modelisation Of Mechanical 

Phenomena » at the University of Mostaganem. 

Keywords: oscillatory flow around a cylindrical, regime A, Reynolds number (Re), 

Keulegan-Carpenter number (Kc), vortex shedding (VIV), transversal forces, longitudinal 

forces, coefficients of Morison  
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ملخص 

 انبحزَة)هٍ أكثز انعُبصز الأسبسُة نهُكم فٍ عزض انبحز  (دائزَة أو غُز دائزَة )الاسطىاَُة  عًىيب

تخضع هذِ انهُبكم نتذفق يتذبذبة بفعم انقىي انبُئُة . ، وتستخذو فٍ يعظى الأحُبٌ(والأَببُب

 .انحبنُة انتٍ قذ تكىٌ يُتظًة أو غُز يُتظًة (....يىجة،انخ)

 فٍ يجبل انتذفق وقىات  انشكهُةوانهذف انزئُسٍ يٍ هذِ انذراسة هى دراسة تأثُز انهُذسة

 A. يٍ صُف انهُذرودَُبيُكُة بُبء عهً اسطىاَة تخضع نتذفق تذبذبٍ

نتحقُق هذِ الأهذاف، درسُب َظبو تذفق تذبذبٍ وحىل شكم الاسطىاَُة يٍ الأقسبو انًختهفة بذءا يٍ 

ببستخذاو  (2D)انشكم انذائزٌ إنً شكم بُضبوٌ انشكم يٍ خلال حم انًعبدلات انتٍ تحكى تذفق فٍ بعذٍَ 

فٍ جبيعة يستغبَى " انًُذجة انعذدَة نهظىاهز انًُكبَُكُة" فٍ يختبز بزَبيج طىر

-Keulegan ، وعذد(Re) ، عذد رَُىنذسregime A  ,تذبذبٍ تذفق حىل الاسطىاَُة :ث كلمات البح 

Carpenter (Kc)دواية سفك ،(VIV)،قىات انطىنُة، يعبيلات يىرَسىٌ  ،  قىات انجبَبُة 
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1- Introduction 

La science est la base de développement de toute nation, et la nécessité pousse 

l’homme { découvrir des choses nouvelles pour lui offrir la facilité de vie. L’Algérie est 

parmi les pays en voie de développement, elle a investit de grandes ressources  

humaines dans le domaine de la science et elle a parût avec puissance dans les sciences 

de l’ingénierie en particulier la mécanique des fluides et les produits énergétiques 

(pétrole et gaz). L’Algérie est parmi les premiers pays { exporter ces richesses et pour 

rester toujours dans les premiers rangs dans ce domaine, il ne faut pas chercher 

toujours au Sahara, mais aussi au fond de la mer méditerranéen puisqu’elle occupe une 

longue côte qu’on peut exploiter { l’aide des plates formes pétrolières pour découvrir 

des champs et concurrencer avec les marchés européens et américains. 

Généralement les éléments cylindriques (circulaires ou non circulaires) ; sont les 

éléments les plus essentiels d’une structure maritime (offshores et pipes), et les plus 

fréquemment employés. Il existe dans le sillage de certaines structures des lâchers 

périodiques de tourbillons qui peuvent entrer en résonance avec la structure. On parle 

dans ce cas de Vibrations Induites par Vortex (VIV en anglais pour Vortex-Induced 

Vibrations). 

Les vibrations engendrées par le détachement de tourbillons alternés (les tourbillons 

de Bénard - Von Karman du nom de leurs premiers découvreurs), sont rarement 

dommageables même en cas de résonance. En effet, les amplitudes de vibrations 

atteintes sont très fortement dépendantes du rapport de masse entre la structure et le 

fluide qui l'entoure. Plus ce rapport est grand, plus les amplitudes sont faibles et en 

aéroélasticité les rapports de masse entre la structure et l'air sont évidemment très 

grands. Ce n'est pas le cas pour l'exploitation des champs pétrolifères offshore où des 

structures très élancées utilisées pour assurer les liaisons entre les têtes de puits au 

fond de l'océan et le support flottant, plate-forme ou navire en surface, tels que les 

câbles d'ancrage et les conduites, risers et pipelines, sont soumises aux courants marins 

et pour lesquelles les vibrations induites par vortex constituent un problème majeur. 

Ces nouveaux problèmes dus aux VIV apparaissent et intéressent à la fois la 

recherche fondamentale et appliquée en mécanique des fluides, en mécanique des 

solides et en interaction fluide-structure. Une meilleure connaissance du comportement 

vibratoire d’une structure soumises au courant et { la houle, est nécessaire { cause de 

trois problèmes causés par les VIV : l'accroissement de la fatigue de la structure, ce qui 

limite sa durée de vie, l'augmentation de la traînée, donc de tous les efforts auxquels 

sont soumises les structures, et enfin la possibilité de collision entre liaisons proches. 

Des ruptures du matériel dues aux VIV, pouvant amener à la perte de la liaison, sont 

décrites dans la littérature : cela explique l'intérêt porté à ce phénomène physique dès la 

conception de ces structures. Il est donc primordial de pouvoir disposer d'outils 

permettant la modélisation des VIV, voir leur prédiction. 

 

http://fr.wikipedia.org/wiki/R%C3%A9sonance


Introduction 

 

 Page 2 
 

L’étude des écoulements oscillatoires autour d’un cylindre a fait l’objet de large 

investigations tant sur le plan expérimentale que numérique, et cela est dû aux multiples 

applications pratiques de ce type d’écoulement, citant { titre d’exemple la conception 

des plates formes offshore soumises { l’action de la houle simulée a un mouvement 

oscillatoire. La conception de telles structures nécessite une compréhension profonde 

du champ d’écoulement, une évaluation précise des forces et des coefficients 

hydrodynamiques ainsi qu’une étude sur l’influence de la forme géométrique de 

l’obstacle cylindrique qui s’avèrent indispensables pour mieux maitriser les paramètres 

principaux de conception des structures marines.  

Le champ d’écoulement induit par les vagues autour des structures marines est 

extrêmement complexe et le problème peut être idéalisé en considérant un cylindre 

exposé à un écoulement bidimensionnel, harmonique et oscillant. Cette idéalisation 

reproduit les caractéristiques les plus importantes du corps implanté dans une mer 

houleuse.  

2- But du travail 

L’objectif principal de cette étude est d’investiguer l’influence de la forme 

géométrique sur le champ d’écoulement et les forces hydrodynamiques agissants sur 

l’élément cylindrique. Parmi les objectifs aussi de cette recherche est de trouver des 

formes cylindriques qui permettent d’éviter les problèmes de vibrations induites et qui 

menacent la construction maritime. 

Parmi les paramètres qui motivent dans ce thème, son caractère scientifique qui 

coordonne entre le domaine théorique (numérique) et expérimental (réel) sans oublier 

l’aspect technique et son impact sur l’économie et l’environnement. 

Nous présenterons, dans ce thème les résultats obtenus numériquement par un code 

développé au laboratoire de « modélisation numériques des phénomènes mécaniques » 

{ l’université de Mostaganem. Les équations de Navier Stokes sont résolues d’une 

manière bidimensionnelle et instationnaire en second ordre de précision pour l’espace 

et le temps. 

Pour réaliser les différents objectifs signalés précédemment, nous avons étudié 

l’écoulement oscillatoire en régime (A) autour d’une forme cylindrique de différents 

sections allant de la forme circulaire  jusqu’au la forme elliptique ayant un rapport 

elliptique égale à 0.1. Pour cela, nous avons : 

a)- Reproduit le champ d’écoulement autour des différentes formes elliptiques ; 

b)-Étudié les effets du rapport elliptique sur le champ d’écoulement et sur le 

détachement tourbillonnaire ; 

c)-Évalué l’effet du rapport elliptique sur les forces hydrodynamiques  et sur leurs 

coefficients; 
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Parmi les avantages de cette étude est de comprendre les phénomènes physiques liés 

{ ce genre de problème et même les procédures d’une résolution numérique, consolider 

et développer des connaissances de conception des installations maritimes. 

 
3- Plan d’étude 

Notre étude comprend cinq chapitres. Dans le :   

Chapitre I : 

Une recherche Bibliographique montre les différents travaux réalisés pour les 

écoulements oscillatoires soit expérimentalement soit numériquement. 

 

Chapitre II : 

Présente la formulation du problème ou bien la modélisation du problème physique, 

en mettant les équations de Navier Stokes sous une forme conservative.  

Chapitre III : 

Présente la discrétisation du problème continue, les équations de Navier Stokes sont 

discrétisées par la méthode de différences finis. Cette partie est une étape qui nous aide 

à préparer et comprendre le code de calcul. 

Chapitre IV : 

C’est une partie qui a été consacré { la génération du maillage et la méthode utilisée 

est basée sur les équations de poisson en cordonnées généralisées permettant d’ avoir 

une bonne obéissance géométrique au schéma numérique utilisé. La génération du 

maillage est une étape nécessaire pour entamer les calcules de l’écoulement. 

Chapitre V : 

Nous présenterons les résultats obtenus et leurs discussions pour l’écoulement 

laminaire sinusoïdal en régime (A) «régime symétrique et bidimensionnel » autour d’un 

obstacle et l’influence de la forme de la section cylindrique sur ce type d’écoulement. 

Nous analyserons le cas de la variation du rapport diamètre elliptique et nous 

étudierons son effet sur la grandeur des forces,  et pour chaque analyse nous calculerons 

les coefficients des forces qui agissant sur l’obstacle, et l’effet de champ d’écoulement 

sur ces coefficients. 

Nous terminerons finalement par une conclusion générale qui indique les différentes 

étapes de cette étude et des recommandations proposées. 
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Revue bibliographique 

Les pipelines sous-marins et les piliers des structures marines (offshore) sont l'un 

des sujets les plus importants dans le génie maritime. Afin de s'assurer que ces 

structures cylindriques sont stables et fonctionnelles au cours de leur vie de projet, une 

attention doit être accordée à leur conception. Dans la phase de conception, il faut tenir 

compte de tous les paramètres qui peuvent influencer sur leur stabilité. Dans le cas 

contraire, ces cylindres peuvent être détruits, partiellement ou totalement. Le type de la 

section transversale du cylindre est l’un des paramètres clé de son stabilité, la section 

circulaire est largement utilisée, mais les cylindres non circulaires comme les cylindres 

elliptiques et rectangulaires sont parfois préférés pour des applications spéciales. 

Dans le domaine du génie maritime, pour évaluer la charge sur les structures marines 

sous l’action d'ondes, les analyses sont généralement effectuées en vertu d'un état 

simplifié d'un écoulement sinusoïdal uniforme autour d'un cylindre. Ainsi, l'étude de 

l'écoulement oscillatoire autour d’un cylindre est de grand intérêt puisque c'est une 

représentation idéalisée des structures cylindriques implanté dans une mer souvent 

houleuse. Le champ d’écoulement résultant est complexe et caractérisé par une allée-

tourbillonnaire (vortex shedding) qui est généralement asymétrique. Par suite, l’étude 

des écoulements oscillatoires autour d’un cylindre a fait l’objet de large investigations 

tant sur le plan expérimental que numérique.  

Physiquement, au moment ou un écoulement  traverse un cylindre avec une forme 

non-profilée, la séparation se produit généralement en raison de l'effet des gradients de 

pression négative. Les lignes de séparation peuvent se rouler et former des tourbillons. 

Dans le cas d'un écoulement oscillant, le mécanisme des tourbillons générés peuvent 

être affectés par l'action d'accélération et de décélération de l’écoulement, et en outre 

conduire à un changement de la force résultante sur le corps. Plus grave, comme la 

variation de l'écoulement est périodique, la mesure du changement peut devenir 

significative que la fréquence d’écoulement est proche de la fréquence de séparation 

(shedding frequency). Sous ces conditions, l’amplitude de la charge moyenne et 

l’amplitude des fluctuations peuvent être haussées en raison de l'effet de la résonance 
[1]. 

Le phénomène d’écoulement de séparation et le sillage des corps non profilés ont 

longtemps été intensément étudiées en raison de leur importance fondamentale dans la 

physique des écoulements et de leur importance pratique dans les applications 

aérodynamiques et hydrodynamiques. Les analyses des écoulements oscillatoires 

visqueux sont données à la première fois par Stokes [2] pour le cas des sphères et des 

cylindres circulaires. Leurs solution est donnée par une série de puissance du paramètre 

β-1/2 (ou β est le nombre de Stokes). Les analyses de Stokes sont valables seulement pour 

les grandes valeurs de β et ces résultats tiennent compte uniquement des efforts 

visqueux. 
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D’autre part, pour mieux estimer cette force, Morison  [3] a mené des études 

expérimentales et a trouvé que la force longitudinale est la somme linéaire de la force de 

traînée qui est en phase avec la vitesse et de la force d’inertie qui est en phase avec 

l’accélération: 

𝐹𝑥 =
1

2
. 𝜌. 𝐷. 𝐶𝐷 . 𝑈.  𝑈 +

1

4
. 𝜋. 𝜌. 𝐷2. 𝐶𝑚 .

𝜕𝑈

𝜕𝑡
                    N

m               (1.1) 

Cette équation est largement utilisée pour la prédiction des forces appliquées sur le 

cylindre pour différents régimes d’écoulement. Dans l’équation de Morison (1), x est le 

long de la direction de l’écoulement (longitudinale),  la masse volumique du fluide, 

𝑈 𝑡 = 𝑈𝑚𝑎𝑥 sin(2t/T) est la vitesse d’écoulement du fluide, t est le temps, CD et Cm sont 

respectivement les coefficients de traîné et d’inertie. Toutes les études numériques et 

expérimentales se font alors sur le modèle général de MORISON. Bien que la force soit 

supposé symétrique et périodique ce modèle donne une bonne évaluation des charges 

longitudinales appliquées sur les cylindres dans un écoulement oscillatoire. 

 
Dans un Bassin  d’essai,  Keulegan et Carpenter [4] ont placé un cylindre vertical au 

dessous d'une vague  verticale, et ont découvert que l’écoulement et les coefficients de 

Morison  dépendaient d’un certain nombre sans dimension KC (appelé nombre de 

Keulegan-Carpenter) : 

𝐾𝐶 =
𝑈𝑚𝑎𝑥 𝑇

𝐷
                                                                   (1.2) 

Dans le cas d’un écoulement sinusoïdal nous aurons KC=2A/D, dans ces conditions 

KC est proportionnelle { l’amplitude d’écoulement A.  

L’utilisation du tube U dans les essais expérimentaux produits la fermeture 

unidirectionnelle de l’écoulement sinusoïdale { l’arrière du corps, ces essais identifient 

les paramètres les plus importants qui influencent l’écoulement et qui gouvernent les 

forces.  Sarpkaya [5] a découvert par l’utilisation de cette technique (tube U), que 

l’écoulement et les coefficients de Morison dépendent pas seulement de KC mais 

dépendent aussi du nombre de Stokes β :  

 β =
𝑅𝑒

𝐾𝐶
=

𝐷2

𝑇. ϑ
                                                           (1.3) 

 Avec      Re =
𝑈𝑚𝑎𝑥 . 𝐷

ϑ
      le nombre de Reynolds. 

L’analyse et la paramétrisation des forces transversales sont très difficiles, par 

ailleurs elles sont très influencées par le sillage qui est formé et mobilisé par les 

tourbillons asymétriques (vortex shedding). Maul et Milliner [6] ont définie l’utilité de 

l’expression de Blasius pour la force transversale et la force longitudinale. Ils ont 

exprimé ces forces en deux termes : le premier c’est le terme lié { la contribution du 

mouvement irrotationnel et l’autre terme revient aux forces et aux mouvements 

tourbillonnaires dans le sillage. L’équation de Blasius est appliquée seulement dans 
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l’écoulement visqueux, mais peut être utilisée d’une manière approximative pour relier 

les forces produites avec les mouvements principaux du tracé tourbillonnaire (vortex 

shedding). Bearman et al [7] ont fait un essai pour paramétrer la force transversale au 

moyen d’un modèle générale mais celui-ci n’a pas eu un caractère universelle car sa 

validité est limitée sur certain nombre ‘’KC’’. 

Par la visualisation du champ d'écoulement d'un cylindre circulaire  oscillant dans un 

réservoir  d'eau, Tatsuno & Bearman [8] et Sarpkaya [9] (ci-après désigné  sous le nom de 

TB90) ont montré l’existence potentielle de dix régimes d'écoulement (A*, A, B, C,  D, E, 

F, G ,H et I). Ces différentes zones de A*, A jusqu’{ H sont étudiés dans la partie « pseudo-

stationnaire » de l’écoulement, c'est-à-dire dans le cas ou le cylindre a déjà réalisé 

plusieurs cycle ({ partir d’une vingtaine environ). La plupart d’entre eux ont une 

structure tridimensionnelle, et dépendent des deux paramètres KC et  (voir fig.1.1) ou, 

d'une manière équivalente, sur KC et Re. 

 

 
Fig.1.1 –  cartographie identifiant différents régimes dans le plan KC – β [27] 

Des régimes bidimensionnels et symétriques ont été identifiés à savoir A* et A qui se 

trouvent respectivement dans la gamme du (KC très petit et du grand  ) et  (grand KC  

et petit ). Pour les valeurs intermédiaires du nombre de Stokes, une augmentation  du 

nombre KC rend le vortex-shedding asymétrique et amplifie la force transversale 

(régimes B, C, D,E , F et G). Ces régimes sont également accompagnés par des effets 

tridimensionnels de l’écoulement du fluide, du fait qu’on observe des tourbillons de 

grandes structures se développer le long de la direction de l'axe du cylindre. 

Il existe très peu d’études concernant la partie instationnaire. Badr et al. [10] ont 

étudié la phase du démarrage pour un cylindre entre le deuxième et troisième cycle et 

pour un nombre de  égal à 1000 et KC égal à 2 et à 4. 
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Topologie de l’écoulement 

 Régime 𝑨∗: 

L’écoulement est bidimensionnel (invariant suivant z) et symétrique par rapport aux 

axes longitudinaux (Ox) et transversaux (Oy). 

 Régime A : 

Des paires de tourbillons symétriques par rapport { l’axe longitudinal et de nature 

bidimensionnelle, se forment de part et d’autre du cylindre pendant chaque demi-cycle. 

Au demi-cycle suivant leur création, ces tourbillons se séparent et sont convectés vers 

l’autre coté du cylindre pendant que se créent de nouveaux tourbillons, comme le 

montre la fig.1.2. Les tourbillons séparés sont ensuite convectés loin du cylindre et 

disparaissent progressivement. 

 

Fig.1.2 – Mécanisme de séparation du régime A d’après Kuhtz [11]. 

 

 Régimes B,I,H : 

Aucun tourbillon ne se crée dans le plan 2D pour les régimes B et I, des structures 3D 

dues { l’instabilité de la couche limite apparaissent, l’écoulement proche de la paroi est 

cette fois-ci tridimensionnel. Honji [12] a détaillé expérimentalement cet écoulement 

(régime B) pour une gamme de 𝜷 allant de 70 et 700 et des nombres de KC de 0 à 4. Ce 

dernier a visualisé la création alternative de paires de tourbillons contrarotatifs 

longitudinaux (Ox) (figure 1.3). Selon Honji, l’origine de ces tourbillons est due { une 

instabilité de type centrifuge. Ces observations ont été relevées par Tatsuno & Bearman 

[8] et confirmées théoriquement par Hall [12] { l’aide d’une étude de stabilité. Ce dernier 

définit ainsi une ligne délimitant une région stable d’une région instable dans le plan KC 

− 𝜷 selon l’équation [13]: 

𝐾𝐻 = 5.78 𝜷−0.25 1 + 0.21 𝜷−0.25 + ⋯                                       (1.4) 

Sur cette ligne, les instabilités de type centrifuge sont auto-entretenues d’une 

oscillation à une autre. En dessous de cette ligne (régime I), des instabilités appelés 

"quasi-cohérentes structures" par Sarpkaya [5][9]apparaissent. Ces dernières sont celles 

décrites sur la ligne de Hall mais apparaissent de manière intermittente et prennent des 

formes irrégulières. Sarpkaya décrit notamment les limites entre la région A* et I. Au 

dessus de la ligne de Hall (régime H), l’écoulement est turbulent résultant d’interactions 

entre le mécanisme bidimensionnel de séparation et les instabilités tridimensionnelles. 
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Fig. 1.3 –  Instabilité de Honji à 𝜷 = 𝟗𝟗𝟓𝟔 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑲𝒄 = 𝟎. 𝟓𝟖 -régime B. [9] 

 Régime C : 

Ce régime est en sorte un mélange entre les zones A et B. En effet, le mécanisme de 

création de tourbillons est le même que dans le régime A. Les tourbillons créés sont 

cette fois-ci de plus grande taille et au demi-cycle suivant, ils se détachent de manière 

dissymétrique { la façon d’une allée de Benard-Von Karman dans un écoulement uniforme 

(figure 1.4). Cependant, les sens de rotations des tourbillons ont des signes opposés à 

ceux de l’allée [14]. D’autre part, il apparaît dans la direction de l’axe de révolution, des 

structures très perturbées à la manière du régime B. 

 
Fig. 1.4 –  Détachement tourbillonnaire à 𝜷 = 𝟒𝟐 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑲𝒄 = 𝟒. 𝟒 -régime C. [8] 

 Régimes D,E : 

La dynamique des phénomènes est identique à celle du régime précédent mais cette 

foisci, l’allée provoquée par les oscillations du cylindre est inclinée par rapport au 

mouvement (figure 1.5). Ces tourbillons créent des structures tridimensionelles en 

forme de tubes déformés [15]. Le régime E est identique au régime D à ceci près que 

l’allée transverse est dans ce cas tantôt au dessus de l’axe longitudinal et tantôt en 

dessous. 
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Fig. 1.5 –  Détachement tourbillonnaire transverse à 

𝜷 = 𝟐𝟐. 𝟏 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑲𝒄 = 𝟔. 𝟐𝟖 -régime D [8] 

 

 Régimes F,G : 

Les régimes F,G présentent des allées de plus en plus complexes munies de plusieurs 

tourbillons oscillant dans différentes directions ajoutés à des structures placées selon 

l’axe de révolution du cylindre [8]. 

Les structures bidimensionnelles ainsi que tridimensionnelles du vortex ont été 

clairement visualisées et identifiées dans TB90, bien que  leur quantification a été faite 

par Nehari et al  [15] pour deux régimes tridimensionnels à savoir D et F en utilisant un 

code basé sur la méthode des différences finies de second ordre de précision pour le 

temps et l’espace. Les résultats obtenus montrent que la modulation tridimensionnelle 

de l’écoulement n’est pas significative et qu’un code de calcul en 2D mode peut prédire 

assez correctement tels écoulements. 

Effectuer une analyse d'un écoulement instationnaire autour d'un cylindre n’est 

expérimentalement pas facile, ceci est principalement dû au fais que la variation de 

l'écoulement est difficile à contrôler avec précision. En revanche, l'application des 

simulations numériques ne souffre pas de ces difficultés techniques. En conséquence, les 

analyses numériques sont réalisées pour étudier le problème d'écoulement. 

Les investigations, basées sur la simulation numérique bidimensionnelle du champ 

d'écoulement, ont été récemment effectuées  par  Justesen  [16] et par  Dutsch  et al. [17]. 

Ces travaux ont été basés sur la capture des caractéristiques  principales du vortex-

shedding qui se produit dans les régimes d’écoulement mentionnés ci-dessus et pour 

évaluer les forces agissant sur le cylindre dans le temps. 

Justesen [16] a résolu numériquement la formulation de fonction de courant vorticité 

des équations bidimensionnelles de Navier-Stokes à faibles nombres de KC et à grandes 

valeurs de . La plupart des régimes d'écoulement définis par Williamson [18] ont été 

reproduits par les simulations numériques. En général un bon accord entre les résultats 

numériques et les données expérimentales a été trouvé.  
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Dutsch  et al. [17] ont résolu les équations bidimensionnelles de Navier-Stokes et ont 

réalisé des expériences au laboratoire pour trois différents régimes d'écoulement de la 

carte de TB90. Spécifiquement, ils ont étudié les régimes A (symétrique), le régime F 

(diagonal, double pair vortex-shedding) et le régime E (allée transversale). 

Généralement un  bon accord a été bien obtenu entre les prédictions numériques et les 

résultats expérimentaux correspondants pour le champ de vitesse et les coefficients des 

forces. D'autres calculs pour le nombre de Stokes =35 ont été effectués principalement 

pour comparer les coefficients de force aux résultats expérimentaux de Kuhtz [11].  Les 

coefficients  obtenus des prévisions numériques se sont avérés en bon accord avec ceux 

des expériences bien que quelques petites différences, attribuées aux effets 

tridimensionnels, aient été trouvées.   

Plusieurs études à savoir numériques et expérimentales ont été faites pour le cas 

d’écoulement oscillatoire autour d’obstacles { arêtes vifs. Okajima et al. [19] a mesuré les 

forces sur des cylindres circulaires et carrés à un angle de zéro attaque dans un 

réservoir d'eau du tube en U avec un large éventail de variation KC (1-90). Zheng et 

Dalton  [20] ont adopté une méthode numérique pour simuler les écoulement oscillants 

autour d'un cylindre carré à des valeurs de KC faible (jusqu'à 5) à deux angles d'attaque 

(0 et 45 ◦) et ils ont comparé les prédictions numériques avec les résultats des mesures 

de Bearman et al . [7]. Il a été constaté que l'historique de la force longitudinale pourrait 

être expliqué par les équations de Morison. Cependant, puisque le champ d’écoulement 

instantané n'a pas été mesuré dans l'étude, son effet sur l'historique de la force 

longitudinale résultante n'a pas été examiné plus en détail. 

 Sumner et al. [21] ont étudié expérimentalement l'écoulement oscillant autour de 

cylindre à section circulaire, carrée, et diamant dans un fluide au repos en utilisant la 

vélocimétrie par images de particules (PIV). Les mesures du champ de vitesse ont été 

obtenus pour plusieurs phase de postions du cycle d’oscillation. Les expériences ont été 

réalisées de faible nombre Keulegan-Carpenter, KC = 1 à 3,5, et pour des nombres de 

Stokes modérées, β=250 { 376. Dans cette gamme de KC, l'écoulement reste symétrique 

autour des cylindres. Pour KC = 1, l’écoulement reste attaché { la surface des cylindres 

durant tout le cycle d’oscillation. Pour KC = 1,5 { 3,5, une paire de vortex attachée se 

forme derrière les cylindres circulaires et carrés à la position maximum d'amplitude. 

D’autre part, le cylindre diamant a deux points de séparation fixe et a un tracé 

tourbillonnaire unique mais toujours symétrique. 

Bearman et al [7] ont investigué expérimentalement l’écoulement oscillatoire autour 

des cylindres à section carrée et diamant pour une large gamme du nombre de K=1 à 

100 et des nombre de Reynolds Re=200 à 2 × 104. Les mesures ont été faites pour 

étudier l’effet du rayon de courbure sur les forces hydrodynamiques agissant sur les 

cylindres.  Le Coefficients de traînée pour l’écoulement oscillatoire paraît être plus 

sensible au rayon de courbure que dans cas d’écoulement stationnaire. À un nombre fixe 

de KC le coefficient de traînée de la section diamant décroit avec l’augmentation du 

rayon de courbure, cette réduction est plus significative au faible nombre KC. Le 

http://www.springerlink.com/content/?Author=D.+Sumner
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Coefficients de trainé pour une section carrée ne suit pas une tendance consistante avec 

le rayon de courbure et les nombres de KC élevés. La section carrée arrondie avec un 

rayon de courbure égale à 0.265D (où D est la largeur du modèle normal à la direction 

de l’écoulement) peut avoir un coefficient de traînée égale à la moitié de la valeur pour 

un cylindre circulaire. 

L’écoulement autour des corps elliptiques dépend de KC, Re et du rapport elliptique 

=B/A, ou A et B sont respectivement les longueurs de l’ellipse suivant la direction 

longitudinale et transversale de l’écoulement.  

L’écoulement { travers un cylindre elliptique partage de nombreuses caractéristiques 

communes avec l'écoulement à travers des corps profilés (tel que les hydrofoils et les 

airfoils) ainsi que les corps non-profilés (bluff bodies) tels que les cylindres circulaires. 

D'un point de vue mathématique, il représente une configuration plus générale d'un 

cylindre de section circulaire, car elle permet l'étude d'un large éventail de 

configurations allant d'un cylindre circulaire à une plaque plane en faisant varier le 

rapport des axes [22]. Cependant, malgré le grand nombre d'applications techniques qui 

comportent des écoulements à travers les corps profilés semblables aux cylindres 

elliptiques (par exemple, les ailes, sous-marins, etc) et les arguments mentionnés ci-

dessus, il apparaît que la géométrie elliptique a attiré beaucoup moins d'attention que 

l’écoulement { travers des cylindres circulaires, qui reste encore la géométrie standard 

pour étudier caractéristiques du sillage ou le détachement tourbillonnaire (vortex 

shedding). 

Au début, les recherches expérimentales se sont concentrées sur les caractéristiques 

aérodynamiques  du sillage d'un cylindre elliptique à travers un écoulement uniforme. 

Le nombre de Strouhal et les caractéristiques du sillage de l'écoulement qui traverse des 

cylindres elliptiques ont été déterminées à partir des mesures du champ de pression 

fluctuante en fonction du rapport des axes, de l’angle d'attaque et le nombre de Reynolds  

[23]. 

Il y a beaucoup d’auteurs se sont intéressés { l’étude théorique et expérimentale de 

l’écoulement incompressible visqueux autour d’une ellipse. Plusieurs régimes 

d’écoulement selon l’allongement géométrique, le nombre de Reynolds et le type 

d’écoulement (stationnaire, instationnaire, périodique,…) ont été analysés. 

Pour les écoulements générés par un cylindre elliptique en mouvement d’oscillation 

et translation, les références peuvent être faites que pour les travaux de Davidson & 

Riley [24], Taneda [25] et Badr & Kocabiyik [26]. Ces investigations concernent 

l’écoulement purement oscillatoire ou la direction d’oscillation coïncide soit avec le 

grand axe ou le petit axe de l’obstacle elliptique. Pour les grandes valeurs du nombre de 

Reynolds convenablement définis, un tel écoulement induit un courant stationnaire dans 

le fluide et qui sera confiné à la région de la couche limite mince sur la surface du 

cylindre. 
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Une collision de ces couches limites en courant permanent a été pour la première fois 

prédite et visualisée par Davidson & Riley [24], résultant dans les jets du fluide 

d’éruption symétrique de la surface elliptique du cylindre long de l'axe de la vibration. 

La stabilité d'une classe d’écoulement que présente un courant stationnaire  a été 

considérée par Hall [13]. En particulier, il a examiné en détail la stabilité de l'écoulement 

induit par les oscillations transversales d’un cylindre circulaire et d’un cylindre 

elliptique incliné dans un fluide visqueux au repos. Dans le cas des cylindres de section 

elliptique, Hall a constaté que, pour toute excentricité donnée, la configuration la plus 

instable est lorsque le cylindre oscille parallèlement à son petit axe. 

Badr & Kocabiyik [26] ont effectué une étude numérique pour calculer les propriétés 

d'écoulement symétrique pour un rapport des axes du cylindre  0,6 lorsque le nombre 

de Reynolds est compris entre 500 et 103. Leurs calculs ont été effectués dans la gamme 

des amplitudes d'oscillation suffisamment grande pour induire la séparation. Il est à 

noter que les écoulements générés par les oscillations des cylindres elliptiques 

partagent certaines caractéristiques communes avec ceux des corps non-profilés tels 

que les cylindres circulaires. 

Gus'luwa et al. [27] ont étudié expérimentalement les forces hydrodynamiques 

agissant sur des cylindres elliptiques oscillant dans l'eau au repos pour le nombre de 

Reynolds se situant dans la gamme 0.3 à 9.5 104 et pour KC entre 0.6 et 12. Les 

expériences réalisées sur des cylindres elliptiques ont permis de montrer que le 

paramètre de contrôle pour les forces hydrodynamiques est le nombre KC. Les 

coefficients des forces hydrodynamiques, à savoir, la force d'inertie et la force de traînée, 

dépendent fortement de l'épaisseur du cylindre et le rapport des axes du cylindre 

(longitudinale et en transversale). À de faibles valeurs du KC, le coefficient d'inertie est 

le même pour tous les cylindres et égale { celui d'une plaque de même rapport d’aspect 

dans un fluide parfait, cette valeur est conservée sur une certaine gamme de KC. Pour 

toutes les KC, le plus mince cylindre a le plus grand coefficient de traînée.  
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II.1- Présentation du problème à résoudre  

L’étude consiste { résoudre numériquement par la méthode des différences finis les 

équations de Navier stokes pour un écoulement externe ayant une fréquence 

harmonique ω=2π/T autour d’une forme cylindrique de différent rapport de diamètre. 

𝐿𝑎 𝑣𝑖𝑡𝑒𝑠𝑠𝑒 𝑒𝑠𝑡 :     𝑈 𝑡 = 𝑈𝑚𝑎𝑥 × sin 𝜔𝑡                                       (2.1) 

 

Fig.2.1-Schéma de la position du problème. 

Les efforts induits par un écoulement oscillatoire sur un cylindre horizontal vont être 

influencés par le  nombre de Keulegeun-Carpenter 𝑲𝒄, le nombre de Reynolds 𝑹𝒆, et les 

différents rapports des axes 𝜺=(a/b) qui définie la forme du cylindre. Les calculs se 

feront dans les conditions d’un régime (A) (à 𝑠𝑎𝑣𝑜𝑖𝑟 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑅𝑒 = 100  𝑒𝑡  𝐾𝑐 = 5). 

Rappelons que :    
𝐾𝑐 =

𝑈𝑚𝑎𝑥 × 𝑇

𝐷

𝑅𝑒 =
𝑈𝑚𝑎𝑥 × 𝐷

𝜗

                                                             (2.2) 

Le régime A dans le cas d’un cylindre circulaire est exceptionnelle un régime 

symétrique et bidimensionnel. 

II.2- les équations du mouvement 

Dans le présent travail, l’écoulement considéré est bidimensionnel, instationnaire et 

celui d’un fluide incompressible. Dans ce qui suit, seront décrites les équations 

traduisant le transport de masse et de quantité de mouvement régissant un tel 

écoulement avec les simplifications nécessaires. 

Dans le cas d’un fluide visqueux, incompressible, le fluide est modélisable par les 

équations de Navier-Stokes. Ces équations dans le cas 3D et instationnaire sont écrites 

dans un système de cordonnées cartésiennes lié au cylindre pour formuler les variables 

primitives et analyser les paramètres hydrodynamiques qui agissent  sur le cylindre au 

cours du temps et dans l’espace. 
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Les équations s’écrivent alors sous cette forme : 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+

𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0                                                                                                                         (2.3)  

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+

𝜕 𝑢𝑢 

𝜕𝑥
+

𝜕 𝑣𝑢 

𝜕𝑦
+

𝜕 𝑤𝑢 

𝜕𝑧
= −

1

𝜌

𝜕𝑃

𝜕𝑥
+ 𝜗  

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 +
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2 − 𝐵𝑥                         (2.4) 

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+

𝜕 𝑢𝑣 

𝜕𝑥
+

𝜕 𝑣𝑣 

𝜕𝑦
+

𝜕 𝑤𝑣 

𝜕𝑧
= −

1

𝜌

𝜕𝑃

𝜕𝑦
+ 𝜗  

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2 +
𝜕2𝑣

𝜕𝑧2 − 𝐵𝑦                          (2.5) 

𝜕𝑤

𝜕𝑡
+

𝜕 𝑢𝑤 

𝜕𝑥
+

𝜕 𝑣𝑤 

𝜕𝑦
+

𝜕 𝑤𝑤 

𝜕𝑧
= −

1

𝜌

𝜕𝑃

𝜕𝑧
+ 𝜗  

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2 +
𝜕2𝑤

𝜕𝑧2  − 𝐵𝑧                     (2.6) 

 𝑢, 𝑣 et 𝑤 les composantes de la vitesse suivant les directions 𝑥, 𝑦, 𝑧 ; 

 ρ et 𝜗  sont respectivement la masse volumique du fluide et la viscosité 

cinématique ; 

 𝐵𝑥  , 𝐵𝑦  , 𝐵𝑧  sont respectivement les composantes du gradient de pression (force 

de masse) qui génère l’écoulement oscillatoire suivant les directions 𝑥, 𝑦, 𝑧. 

L’écoulement est harmonique et est dirigé suivant la direction longitudinale (𝑥), par 

suite : 

𝐵𝑥 = −𝐵0  cos 2. π. t/T                                                                 (2.7) 

Ce terme représente la force de volume qui doit être ajoutée en étudiant le 

mouvement oscillant autour d’une forme géométriquement cylindrique. 

Remarque : 

- Pour un fluide au repos, nous pouvons utiliser un repère de référence fixe au cylindre, 

qui correspond au terme de forcing de l’équation (2.6) de DDBL98 [17]. 

- le gradient imposé de 𝐵𝑥 = −𝐵0  cos 2. π. t/T  de pression donne un fluide qui oscille 

avec une vitesse externe 𝑈 𝑡 = 𝑈𝑚𝑎𝑥 × sin 𝜔𝑡 

𝐴𝑣𝑒𝑐 :       
𝐵𝑦 = 𝐵𝑧 = 0 

𝐵0 = 𝜔 𝑈𝘮𝘢𝘹
                                                              (2.8)  

Nous pouvons écrire les équations précédentes sous la forme indicielle suivante : 

 

 
  
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑗
= 0                                                                                                                    2.9 

  
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥𝑗
 𝑢𝑗𝑢𝑖 = −

1

𝜌

𝜕𝑃

𝜕𝑥𝑖
+ 𝜗

𝜕2𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗 𝜕𝑥𝑗
− 𝐵𝑖                                              (2.10)

  

 

Ecrit dans ce formalisme, ce système est difficilement interprétable. Il est préférable 

d’utiliser l’analyse dimensionnelle permettant d’estimer l’influence de chaque terme et 

de dégager alors les termes dominants. 
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II.3-La phase d’adimensionnalisation 

L’expression mathématique d’une loi physique doit être indépendante du système 

cohérent d’unités choisi pour l’écrire. Tous les termes qui figurent doivent être 

dimensionnellement homogènes c'est-à-dire qu’ils doivent tous posséder la même 

dimension. Nous adimensionnerons donc notre système afin d’assurer la globalité des 

résultats et assortir les nombres qui guident l’écoulement. 

En considérant un cylindre de diamètre caractéristique D évoluant selon un 

mouvement contrôlé par la vitesse 𝑉∗  et le temps  𝑡∗ , il est alors possible 

d’adimensionner les variables principales du système NS, soit : 

 

𝑢 = 𝑈𝑚𝑎𝑥  . 𝑢∗

𝑣 = 𝑈𝑚𝑎𝑥  . 𝑣∗

 𝑤 = 𝑈𝑚𝑎𝑥 . 𝑤∗

          

 𝑥 = D . 𝑥∗

 𝑦 = D . 𝑦∗

  𝑧 = D . 𝑧∗

             
 𝑃 =   𝜌 . 𝑃∗ . 𝑈𝑚𝑎𝑥

2

𝑡 = 𝑡∗. 𝑇                 

                             2.11  

 

En remplaçant les variables réduites dans les équations de conservation de quantité 

de mouvement de Navier stokes, nous obtenons : 

 

 
𝐷𝑢

𝐷𝑡
=

𝜕𝑈𝑚𝑎𝑥u∗

𝜕𝑇 t∗ + 𝑈𝑚𝑎𝑥u∗
𝜕𝑈𝑚𝑎𝑥u∗

𝜕𝐷x∗ + 𝑈𝑚𝑎𝑥𝑣 ∗
𝜕𝑈𝑚𝑎𝑥𝑢

∗

𝜕𝐷𝑦∗ + 𝑈𝑚𝑎𝑥𝑤
∗
𝜕𝑈𝑚𝑎𝑥𝑢

∗

𝜕𝐷𝑧∗  

= −
1

𝜌

𝜕𝑃∗𝑈𝑚𝑎𝑥
2

𝜕𝐷𝑥∗ + 𝜗  
𝜕2𝑈𝑚𝑎𝑥𝑢

∗

𝜕(𝐷𝑥∗)2 +
𝜕2𝑈𝑚𝑎𝑥𝑢

∗

𝜕(𝐷𝑦∗)2 +
𝜕2𝑈𝑚𝑎𝑥𝑢

∗

𝜕(𝐷𝑧∗)2  − 𝐵𝑥           (2.12) 

 

 
𝐷𝑣

𝐷𝑡
=

𝜕𝑈𝑚𝑎𝑥𝑣
∗

𝜕𝑇 𝑡∗ + 𝑈𝑚𝑎𝑥𝑢
∗
𝜕𝑈𝑚𝑎𝑥𝑣

∗

𝜕𝐷𝑥∗ + 𝑈𝑚𝑎𝑥𝑣 ∗
𝜕𝑈𝑚𝑎𝑥𝑣

∗

𝜕𝐷𝑦∗ + 𝑈𝑚𝑎𝑥 𝑤∗
𝜕𝑈𝑚𝑎𝑥𝑣

∗

𝜕𝐷𝑧∗  

= −
1

𝜌

𝜕𝑃∗𝑈𝑚𝑎𝑥
2

𝜕𝐷𝑦∗ + 𝜗  
𝜕2𝑈𝑚𝑎𝑥𝑣

∗

𝜕 𝐷𝑥∗ 2 +
𝜕2𝑈𝑚𝑎𝑥𝑣

∗

𝜕 𝐷𝑦∗ 2 +
𝜕2𝑈𝑚𝑎𝑥𝑣

∗

𝜕 𝐷𝑧∗ 2  − 𝐵𝑦            2.13  

 
𝐷𝑤

𝐷𝑡
=

𝜕𝑈𝑚𝑎𝑥𝑤
∗

𝜕𝑇 𝑡∗ + 𝑈𝑚𝑎𝑥𝑢
∗
𝜕𝑈𝑚𝑎𝑥𝑤

∗

𝜕𝐷𝑥∗ + 𝑈𝑚𝑎𝑥𝑣 ∗
𝜕𝑈𝑚𝑎𝑥𝑤

∗

𝜕𝐷𝑦∗ + 𝑈𝑚𝑎𝑥𝑤
∗
𝜕𝑈𝑚𝑎𝑥𝑤

∗

𝜕𝐷𝑧∗  

= −
1

𝜌

𝜕𝑃∗𝑈𝑚𝑎𝑥
2

𝜕𝐷𝑧∗ + 𝜗  
𝜕2𝑈𝑚𝑎𝑥𝑤

∗

𝜕(𝐷𝑥∗)2 +
𝜕2𝑈𝑚𝑎𝑥𝑤

∗

𝜕(𝐷𝑦∗)2 +
𝜕2𝑈𝑚𝑎𝑥𝑤

∗

𝜕(𝐷𝑧∗)2  − 𝐵𝑍           (2.14) 

 
𝐷𝑢

𝐷𝑡
=

𝑈𝑚𝑎𝑥𝜕𝑢∗

𝑇𝜕 𝑡∗ + 
𝑈𝑚𝑎𝑥𝑈𝑚𝑎𝑥

𝐷
 
𝜕𝑢∗𝑢∗

𝜕𝐷𝑥∗ + 
𝑈𝑚𝑎𝑥𝑈𝑚𝑎𝑥

𝐷
  
𝜕𝑣∗𝑢∗

𝜕𝐷𝑦∗ +  
𝑈𝑚𝑎𝑥𝑈𝑚𝑎𝑥 

𝐷
 
𝜕 𝑤∗𝑢∗

𝜕𝐷𝑧∗  

= −
𝜌 𝑈𝑚𝑎𝑥

2

𝐷 𝜌

𝜕𝑃∗

𝜕𝑥∗ +
𝜗𝑈𝑚𝑎𝑥 

𝐷²
 
𝜕²𝑢∗

𝜕𝑥∗2 +
𝜕²𝑢∗

𝜕𝑦∗2 +
𝜕²𝑢∗

𝜕𝑧∗2 − 𝐵𝑥           (2.15) 
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𝐷𝑣

𝐷𝑡
=

𝑈𝑚𝑎𝑥𝜕𝑣∗

𝑇𝜕 𝑡∗  +  
𝑈𝑚𝑎𝑥𝑈𝑚𝑎𝑥

𝐷
  
𝜕𝑢∗𝑣∗

𝜕𝑥∗ + 
𝑈𝑚𝑎𝑥𝑈𝑚𝑎𝑥

𝐷

𝜕𝑣∗𝑣∗

𝜕𝑦∗ + 
𝑈𝑚𝑎𝑥𝑈𝑚𝑎𝑥

𝐷
  
𝜕 𝑤∗𝑣∗

𝜕𝑧∗  

= −
𝜌 𝑈𝑚𝑎𝑥

2

𝐷 𝜌

𝜕𝑃∗

𝜕𝑦∗ +
𝜗𝑈𝑚𝑎𝑥 

𝐷²
 
𝜕²𝑣∗

𝜕𝑥∗2 +
𝜕²𝑣∗

𝜕𝑦∗2 +
𝜕²𝑣∗

𝜕𝑧∗2 − 𝐵𝑦           (2.16) 

 
𝐷𝑤

𝐷𝑡
=

𝑈𝑚𝑎𝑥𝜕𝑤∗

𝑇𝜕 𝑡∗ +
𝑈𝑚𝑎𝑥𝑈𝑚𝑎𝑥

𝐷
  
𝜕𝑢∗𝑤∗

𝜕𝑥∗ +
𝑈𝑚𝑎𝑥𝑈𝑚𝑎𝑥

𝐷
 
𝜕𝑣∗𝑤∗

𝜕𝑦∗ +
𝑈𝑚𝑎𝑥𝑈𝑚𝑎𝑥

𝐷
 
𝜕𝑤∗𝑤∗

𝜕𝑧∗   

= −
𝜌 𝑈𝑚𝑎𝑥

2
 

𝐷 𝜌

𝜕𝑃∗

𝜕𝑧∗ +
𝜗𝑈𝑚𝑎𝑥

𝐷²
 
𝜕²𝑤∗

𝜕𝑥∗2 +
𝜕²𝑤∗

𝜕𝑦∗2 +
𝜕²𝑤∗

𝜕𝑧∗2  − 𝐵𝑧           (2.17) 

 

En multipliant les équations (2.15), (2.16), (2.17) par  
𝐷

𝑈𝑚𝑎𝑥
2   nous obtenons :  

                  
𝐷𝑢

𝐷𝑡
=

𝐷 𝜕𝑢∗

𝑇 𝑈𝑚𝑎𝑥  𝜕 𝑡∗
+  

𝜕𝑢∗𝑢∗

𝜕𝑥∗
+  

𝜕𝑣∗𝑢∗

𝜕𝑦∗
+ 

𝜕 𝑤∗𝑢∗

𝜕𝑧∗
 

= −
𝜕𝑃∗

𝜕𝑥∗
+

𝜗 

𝐷𝑈𝑚𝑎𝑥
 
𝜕²𝑢∗

𝜕𝑥∗2 +
𝜕²𝑢∗

𝜕𝑦∗2 +
𝜕²𝑢∗

𝜕𝑧∗2 − 𝐵𝑥
∗        (2.18) 

 

                  
𝐷𝑣

𝐷𝑡
=

𝐷 𝜕𝑣∗

𝑇 𝑈𝑚𝑎𝑥  𝜕 𝑡∗
+ 

𝜕𝑢∗𝑣∗

𝜕𝑥∗
+   

𝜕𝑣∗𝑣∗

𝜕𝑦∗
+  

𝜕 𝑤∗𝑣∗

𝜕𝑧∗
 

= −
𝜕𝑃∗

𝜕𝑦∗
+

𝜗 

𝐷𝑈𝑚𝑎𝑥
 
𝜕²𝑣∗

𝜕𝑥∗2 +
𝜕²𝑣∗

𝜕𝑦∗2 +
𝜕²𝑣∗

𝜕𝑧∗2 − 𝐵𝑦
∗        (2.19) 

 

                  
𝐷𝑤

𝐷𝑡
=

𝐷 𝜕𝑤∗

𝑇 𝑈𝑚𝑎𝑥  𝜕 𝑡∗
+  

𝜕𝑢∗𝑤∗

𝜕𝑥∗
+  

𝜕𝑣∗𝑤∗

𝜕𝑦∗
+ 

𝜕 𝑤∗𝑤∗

𝜕𝑧∗
 

= −
𝜕𝑃∗

𝜕𝑧∗
+

𝜗 

𝐷𝑈𝑚𝑎𝑥
 
𝜕2𝑤 ∗

𝜕𝑥∗2 +
𝜕2𝑤 ∗

𝜕𝑦∗2 +
𝜕2𝑤 ∗

𝜕𝑧∗2 − 𝐵𝑧
∗        2.20  

 

Où apparaissent dans ces équations, deux nombres adimensionnels : 

– le nombre de Reynolds Re qui représente physiquement le rapport des forces 
d'inertie sur les forces visqueuses. 

– le nombre de Keulegan & Carpenter KC décrivant l'importance relative des forces de 

traînée sur l'inertie des forces exercées sur le cylindre. 

 

http://translate.googleusercontent.com/translate_c?hl=fr&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Drag_force&prev=/search%3Fq%3DKEULEGAN%2Bet%2BCARPENTER%2B(1958)%2BKC%26hl%3Dfr%26prmd%3Divns&rurl=translate.google.com&usg=ALkJrhhXa7QEWsf-qZB63qn3-VZiaPIeEA
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?hl=fr&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Drag_force&prev=/search%3Fq%3DKEULEGAN%2Bet%2BCARPENTER%2B(1958)%2BKC%26hl%3Dfr%26prmd%3Divns&rurl=translate.google.com&usg=ALkJrhhXa7QEWsf-qZB63qn3-VZiaPIeEA
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?hl=fr&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Drag_force&prev=/search%3Fq%3DKEULEGAN%2Bet%2BCARPENTER%2B(1958)%2BKC%26hl%3Dfr%26prmd%3Divns&rurl=translate.google.com&usg=ALkJrhhXa7QEWsf-qZB63qn3-VZiaPIeEA
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?hl=fr&sl=en&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Inertia&prev=/search%3Fq%3DKEULEGAN%2Bet%2BCARPENTER%2B(1958)%2BKC%26hl%3Dfr%26prmd%3Divns&rurl=translate.google.com&usg=ALkJrhgjZ60Mja13YL1vXdna_3vkKZ9dKA
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Nous obtenons finalement d’une forme générale : 

 

 

 

𝜕𝑢𝑖
∗

𝜕𝑥𝑗
∗

= 0                                                                                                                     (2.21)

1

𝐾𝑐

𝜕𝑢𝑖
∗

𝜕𝑡∗
+

𝜕

𝜕𝑥𝑗
∗
 𝑢𝑗

∗𝑢𝑖
∗ =

𝜕𝑝∗

𝜕𝑥𝑖
∗

+
1

𝑅𝑒
 

𝜕2𝑢𝑖
∗

𝜕𝑥𝑗
∗𝜕𝑥𝑗

∗
− 𝐵𝑖

∗                                   2.22 

                                                  Où         𝐵𝑖
∗ = −

2𝜋

𝐾𝑐
 𝛿𝑖 ,𝑗  cos 2𝜋𝑡∗                   (2.23)

  

 Avec 𝛿𝑖 ,𝑗   le symbole de Kronecker, tandis que la vitesse externe adimensionnelle sera 

par suite : 
𝑈∗(𝑡)  =  𝑠𝑖𝑛 2𝜋𝑡∗                                                                  (2.24) 

 

II.4- Les conditions aux limites 

Les équations de Navier stockes suffisent en principe à déterminer le champ de 

vitesse et le champ de pression. Encore faut-il préciser les conditions aux limites aux 

quelles obéisse la vitesse ou les contraintes. 

Toutes les observations expérimentales et les simulations numériques s’accordent 

pour affirmer que la vitesse d’un fluide s’annule au voisinage immédiat d’une paroi 

solide. Le fait que la composante de la vitesse normale à la paroi soit nulle est 

simplement lié au fait que le fluide ne pénètre pas dans le solide. En revanche, la nullité 

de la composante de vitesse tangente { la paroi est liée { l’existence de la viscosité.  

Dans ce présent travail, l’étude numérique d’écoulement autour d’un cylindre 

s’effectue dans un domaine numérique fini en utilisant des conditions périodiques dans 

la direction d’écoulement.  

Les différentes formes géométriques de l’obstacle étudié exigent une simple 

modification du domaine physique.   

Les expériences TB90 [8] pour un cylindre en mouvement oscillatoire ont montré que 

tous les régimes observés ont un vortex qui se répète périodiquement le long de la 

direction axiale.  

Donc nous pouvons poser pour : 

 Les conditions de frontière : la périodicité dans la direction d’écoulement. 

 Les conditions d’adhérence sur la paroi de l’obstacle. 

 Les conditions initiales : dans chaque cas étudié, le fluide commence à partir 

du repos et est conduit par le gradient imposé de pression de l’équation (2.7) 
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II.5- Paramétrisation 

La simulation par différences finies sur des maillages cartésiens ne permet pas 

aisément d'étudier des objets de géométries quelconques. En effet le traitement d'une 

frontière non confondue avec une ligne de maillage, bien que possible, est peu pratique 

et souvent peu précis. Le recours à l'utilisation de techniques d'extrapolation peut 

engendrer des instabilités difficiles à contrôler, et rendre problématique l'établissement 

d'une condition de paroi robuste. 

L'utilisation de coordonnées curvilignes permet d'éviter ce problème. Un maillage 

structuré de forme curviligne, épousant la géométrie de la forme à simuler, est d'abord 

construit. Une transformation mathématique est ensuite utilisée pour passer du 

domaine curviligne (le domaine physique) à un domaine cartésien parfaitement régulier 

dans lequel se fait la résolution des équations. La paroi de l'objet est ainsi représentée 

par une ligne de maillage dont une des coordonnées transformées. 

Il s'agit donc d'effectuer un changement de variables sur les équations que l'on 

cherche à résoudre. Cette approche permet de bénéficier à la fois des avantages d'un 

maillage parallèle à la paroi, et de ceux de la résolution sur un maillage cartésien. 

On appelle paramétrisation l’ensemble des variables indépendantes d’un problème. 

En général la paramétrisation d’un problème n’est pas unique : penser aux différentes 

façons de décrire un cercle en polaire, en cartésiennes, mais aussi en donnant une spline, 

deux splines, etc. ou plutôt un ensemble de points reliés entre eux (formant des 

segments). Aussi dans le cas d’un écoulement autour d’un obstacle de géométrie 

curviligne, il est nécessaire de faire un changement de coordonnées appropriées, qui 

sert un passage ou bien une transformation(T) qui lie le domaine physique au domaine 

numérique.  

 
Fig.2.2-Transformation du domaine physique au domaine numérique. 

Nous définissons les nouvelles coordonnées curvilignes : 𝜉𝑖  (avec i = 1, 2,3)  

  𝜉, 𝜂, 𝜁  Sont en fonction des coordonnées cartésiennes :     𝜉𝑖 =  𝜉𝑖  (𝑥𝑖) 

Et inversement :     𝑥𝑖 =  𝑥𝑖  (𝜉𝑖) 
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Donc les dérivées premières par rapport à 𝔁i s’écrites : 

𝜕

𝜕𝑥𝑖
=

𝜕ξ
𝑖

𝜕𝑥𝑖
 
𝜕

𝜕ξ
𝑖

                                                                             (2.25) 

Les termes  
𝜕ξ𝑖

𝜕𝑥 𝑖
 sont données par la transformation établie entre la carte numérique 

et la carte physique de sorte : 

 

 

  

𝜕𝜉

𝜕𝑥
=

1

𝐽−1  
𝜕𝑦

𝜕𝜂

𝜕𝑧

𝜕𝜁
−

𝜕𝑦

𝜕𝜁

𝜕𝑧

𝜕𝜂
                (2.26𝑎)

𝜕𝜉

𝜕𝑦
=

1

𝐽−1  
𝜕𝑥

𝜕𝜁

𝜕𝑧

𝜕𝜂
−

𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕𝑧

𝜕𝜁
                (2.26𝑏)

𝜕ξ

𝜕𝑧
=

1

𝐽−1  
𝜕𝑥

𝜕η

𝜕𝑦

𝜕ζ
−

𝜕𝑥

𝜕ζ

𝜕𝑦

𝜕η
                (2.26c)

                    

 

 

  

𝜕𝜂

𝜕𝑥
=

1

𝐽−1  
𝜕𝑦

𝜕ζ

𝜕𝑧

𝜕ξ
−

𝜕𝑦

𝜕ξ

𝜕𝑧

𝜕ζ
                (2.27a)

𝜕𝜂

𝜕𝑦
=

1

𝐽−1  
𝜕𝑥

𝜕ξ

𝜕𝑧

𝜕ζ
−

𝜕𝑥

𝜕ζ

𝜕𝑧

𝜕ξ
                (2.27b)

𝜕𝜂

𝜕𝑧
=

1

𝐽−1  
𝜕𝑥

𝜕ζ

𝜕𝑦

𝜕ξ
−

𝜕𝑥

𝜕ξ

𝜕𝑦

𝜕ζ
                (2.27c)

  

 

 

  

𝜕ζ

𝜕𝑥
=

1

𝐽−1  
𝜕𝑦

𝜕ξ

𝜕𝑧

𝜕η
−

𝜕𝑦

𝜕η

𝜕𝑧

𝜕ξ
          (2.28a)

𝜕ζ

𝜕𝑦
=

1

𝐽−1  
𝜕𝑥

𝜕η

𝜕𝑧

𝜕ξ
−

𝜕𝑥

𝜕ξ

𝜕𝑧

𝜕η
          (2.28b)

𝜕ζ

𝜕𝑧
=

1

𝐽−1  
𝜕𝑥

𝜕ξ

𝜕𝑦

𝜕η
−

𝜕𝑥

𝜕η

𝜕𝑦

𝜕ξ
          (2.28c)

  

Avec 𝐽−1  Jacobien de la transformation et qui est égal au volume de la cellule  

Les termes de la matrice jacobienne  traduisent les variations des coordonnées 

transformées en fonction de celles des coordonnées physiques. Or, par construction, on 

ne peut calculer directement que l'inverse, c'est-à-dire les termes de la matrice inverse 

donnant la variation des coordonnées physiques par rapport aux coordonnées 

transformées. Il faut donc reconstituer la matrice jacobienne à partir des termes de la 

matrice inverse. 

𝐽−1 = 𝑑𝑒𝑡  
𝜕𝑥𝑖

𝜕ξ
𝑗

 =

 

 

𝜕𝑥

𝜕ξ

𝜕𝑦

𝜕ξ

𝜕𝑧

𝜕ξ

𝜕𝑥

𝜕η

𝜕𝑦

𝜕η

𝜕𝑧

𝜕η

𝜕𝑥

𝜕ζ

𝜕𝑦

𝜕ζ

𝜕𝑧

𝜕ζ

 

 

                                                              (2.29) 

𝐽−1 =
𝜕𝑥

𝜕ξ

𝜕𝑦

𝜕η

𝜕𝑧

𝜕ζ
+

𝜕𝑦

𝜕ξ

𝜕𝑧

𝜕η

𝜕𝑥

𝜕ζ
+

𝜕𝑧

𝜕ξ

𝜕𝑥

𝜕η

𝜕𝑦

𝜕ζ
−

𝜕𝑥

𝜕ζ

𝜕𝑦

𝜕η

𝜕𝑧

𝜕ξ
−

𝜕𝑦

𝜕ζ

𝜕𝑧

𝜕η

𝜕𝑥

𝜕ξ
−

𝜕𝑧

𝜕ζ

𝜕𝑥

𝜕η

𝜕𝑦

𝜕ξ
                 (2.30) 

Concernant les dérivées du second ordre et plus précisément le Laplacien d’une 

quantité q est en cordonnées généralisées de la forme :   

∆𝑞 =  g𝑚𝑛
𝜕2𝑞

𝜕ξ
𝑚

𝜕ξ
𝑛

                                                                            (2.31) 

𝑎𝑣𝑒𝑐    g𝑚𝑛 =
𝜕ξ

𝑚
𝜕ξ

𝑛

∂𝓍𝑗 ∂𝓍𝑗
       (𝑎𝑝𝑝𝑒𝑙é 𝑇𝑒𝑛𝑠𝑒𝑢𝑟 𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑡)                        (2.32) 
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Zang et al.[28] ont utilisé les composantes de flux de volume : 

Um = 𝑱−𝟏
𝜕ξ

𝑚

∂𝓍𝑗
𝑢𝑗                                                                   (2.33) 

Dans le même sens les auteurs on définit le tenseur d’inclinaison de maille : 

G𝑚𝑛 = 𝑱−𝟏
𝜕ξ

𝑚
𝜕ξ

𝑛

∂𝓍𝑗 ∂𝓍𝑗
                                                             (2.34) 

Par suite on obtient un système différentiel des équations de Navier-Stokes sous forme 
conservatives : 

 

 

 

 

 

𝜕U𝑚

∂ξ
𝑚

= 0                                                                                                                               (2.35)

∂  𝐽−1 𝑢𝑖 

∂t
+

𝜕F𝑖𝑚

𝜕ξ
𝑚

= 0                                                                                                       2.36 

        avec    𝐹𝑖𝑚 = 𝑈𝑚𝑢𝑖 + 𝐽−1
𝜕ξ

𝑚

∂𝓍𝑖
𝑃 + 𝐽−1𝐵𝑖 − 𝘷G𝑚𝑛

𝜕u𝑖

∂ξ
𝑛

                                      2.37 

                                                          et   
𝐵𝜉 = 𝐵𝑥         

𝐵𝜂 = 𝐵𝜁 = 0
                                                     (2.38) 

  

Formellement ces équations ont la même structure que celle des équations de Navier-

Stocks d'origine, et peuvent donc être résolues par les mêmes techniques numériques 

que celles développées pour un maillage cartésien. 

 
II.6- Algorithme de résolution 

D’après Zang et al.[29] toutes les vitesses cartésiennes sont posées et définies au 

centre du volume de contrôle, tandis que le flux de volume sont stockés au centre des 

facettes du volume de contrôle, cette technique est le principe du maillage non-entrelacé 

utilisé pour la présent méthode. 

 

Fig-2.3. Principe du maillage non entrelacé. 

Les termes de convection, de diffusion et le gradient de pression tous se trouve dans 

l’équation (2.37). Donc on peut écrire le système d’équations (2.35) et (2.36) sous la 

forme : 
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𝜕U𝑚

∂ξ
𝑚

= 0                                                                                                                                       (2.39)

 𝐽−1
∂ 𝑢𝑖

∂t
= 𝐶𝑖 + 𝐷𝐼 𝑢𝑖 + 𝐷𝐸 𝑢𝑖 + 𝑅𝑖(𝑃)                                                                           (2.40)

  

 

𝑎𝑣𝑒𝑐     

 
 
 
 
 

 
 
 
 𝐶𝑖 = −

𝜕(𝑈𝑚𝑢𝑖)

∂ξ
𝑚

                                                                                          (2.41a)

𝐷𝐼 =
𝜕

∂ξ
𝑚

 𝘷G𝑚𝑛
𝜕𝑢𝑖

∂ξ
𝑛

       Avec m =  n                                                 (2.41b)

𝐷𝐸 =
𝜕

∂ξ
𝑚

 𝘷G𝑚𝑛
𝜕𝑢𝑖

∂ξ
𝑛

       Avec m ≠  n                                                 (2.41c)

𝑅𝑖 𝑃 = −
𝜕

∂ξ
𝑚

(𝐽−1
𝜕ξ

𝑚

∂𝓍𝑖
𝑃 + 𝐽−1𝐵𝑖)                                                      (2.41d)

  

En utilisant le schéma classique d’Adams-Bashforth/Crank-Nicolson [35] du second 

ordre ou : 

 La méthode d’Adams-Bashforth est utilisée pour les termes explicites. [30] 

 le schéma de Crank-Nicholson est employé pour les termes implicites. [31] 

Ce résonnement de Kim et Moin [32] donne : 

  

𝜕U𝑚

∂ξ
𝑚

= 0                                                                                                                                                                (2.42)

 𝐽−1
𝑢𝑖

𝑛+1 − 𝑢𝑖
𝑛

∆𝑡
=

3

2
 𝐶𝑖

𝑛 + 𝐷𝐸 𝑢𝑖
𝑛  −

1

2
 𝐶𝑖

𝑛−1 + 𝐷𝐸 𝑢𝑖
𝑛−1  + 𝑅𝑖 𝑃

𝑛+1 +
1

2
𝐷𝑖 𝑢𝑖

𝑛+1 + 𝑢𝑖
𝑛      (2.43)

  

𝑜𝑢 𝑛 représente le temps 𝑡         𝑛 =  𝑛. 𝛥𝑡  

Cette technique est employée pour : 

 temps d’avancement des termes convectifs ; 

 temps d’avancement des termes diffusifs non-diagonales qui apparaissent 

dans les mailes non-orthogonales (Gmn ≠ 0 pour m ≠n). 

 

II.6.1- Utilisation de la méthode à pas fractionnel  

L’équation (2.43) est décomposée et gouvernée par deux critères de calcul prédiction 

et correction : 

a-prédiction : 

Kim et moin [32] ont proposé le calcul des vitesses intermédiaire u*i à partir des 

termes de convection et diffusion, et appliquée par Zang et al [28] ainsi que par Zang et 

Streets [33].  

 1 −
∆𝑡

2𝐽−1 𝐷𝐼 ( 𝑢𝑖
∗ − 𝑢𝑖

𝑛) =
∆𝑡

𝐽−1  
3

2
 𝐶𝑖

𝑛 + 𝐷𝐸 𝑢𝑖
𝑛  −

1

2
 𝐶𝑖

𝑛−1 + 𝐷𝐸 𝑢𝑖
𝑛−1  + 𝐷𝑖 𝑢𝑖

𝑛          (2.44) 
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b-correction : 

Le champ de vitesse est corrigé par la contribution du champ de pression :  

 𝑢𝑖
𝑛+1 −  𝑢𝑖

∗ =
∆𝑡

𝐽−1 𝑅𝑖 ∅
𝑛+1                                                                         (2.45) 

𝑅𝑖 𝑃 =  1 −
∆𝑡

2𝐽−1 𝐷𝐼 𝑅𝑖 ∅                                                                       (2.46) 

Remarque : L’équation (2.46) relie la variable 𝛟 et pression P.  

 1 −
∆𝑡

2𝐽−1
 𝐷1 + 𝐷2 + 𝐷3    𝑢𝑖

∗ − 𝑢𝑖
𝑛  

=  
∆𝑡

𝐽−1  
3

2
 𝐶𝑖

𝑛 + 𝐷𝐸 𝑢𝑖
𝑛  −

1

2
 𝐶𝑖

𝑛−1 + 𝐷𝐸 𝑢𝑖
𝑛−1  +𝐷𝑖 𝑢𝑖

𝑛        (2.47) 

𝐷𝑘 =
𝜕

∂ξ
𝑘

(𝘷G𝑘𝑘
𝜕U𝑖

∂ξ
𝑘

)                                                                              (2.48) 

Avec k=1, 2, 3, donc le côté gauche de l’équation (2.47) peut être approché en utilisant 

la technique de factorisation qui donne : 

 1 −
∆𝑡

2𝐽−1 𝐷1  1 −
∆𝑡

2𝐽−1 𝐷2  1 −
∆𝑡

2𝐽−1 𝐷3   𝑢𝑖
∗ − 𝑢𝑖

𝑛  

 =
∆𝑡

𝐽−1     
 3 

2
  𝐶𝑖

𝑛 + 𝐷𝐸 𝑢𝑖
𝑛   −

1

2
 𝐶𝑖

𝑛−1 + 𝐷𝐸 𝑢𝑖
𝑛−1  + 𝐷𝐼 𝑢𝑖

𝑛        (2.49) 

L’erreur de la ci – dessus factorisation est de l’ordre 0(Δt3). 

La résolution de l’équation (2.49) nécessite la résolution de trois matrices tri-

diagonales. Concernant la condition de frontière pour la vitesse intermédiaire on utilise 

l’approche de Kim et Moin [32]. 

𝑢𝑖
∗ = 𝑢𝑖

𝑛 ∆𝑡

𝐽−1
𝑅𝑖 ∅

𝑛 + 𝑜(𝛥𝑡2)                                                         (2.50) 

II.6.2- L’équation de poisson pour la pression 

La pression ф est obtenue en résolvant l’équation de pression de type poisson qui est 

obtenue en suivant la procédure ci-dessous : 

 En premier, le champ des vitesses cartésiennes de l’étape de prédiction est corrigé { 

l’aide de l’équation (2.45) aux faces du volume de contrôle, nous aurons donc : 

 𝑢𝑖
𝑛+1 

𝑓𝑎𝑐𝑒
=  𝑢𝑖

∗ 𝑓𝑎𝑐𝑒 − ∆𝑡  
𝜕ξ

𝑚
 𝜕∅𝑛+1

∂𝓍𝑖  𝜕ξ
𝑚

 
𝑓𝑎𝑐𝑒

                                        (2.51) 

En combinant l’équation (2.51) avec l’équation (2.33) nous obtenons ainsi : 

𝑈𝑚
𝑛+1 = 𝑈𝑚

∗ − ∆𝑡  G𝑚𝑛
𝜕∅𝑛+1

∂ξ
𝑚

                                                            (2.52) 

𝑎𝑣𝑒𝑐             𝑈𝑚
∗ = 𝐽−1

𝜕ξ
𝑚

∂𝓍𝑗
𝑈𝑗

∗    ;   appelée vitesse contravariante intermédiaire  
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En substituant l’équation (2.52) dans l’équation de continuité (2.42) nous obtenons 

l’équation de pression de poisson : 

𝜕

∂ξ
𝑚

 𝘷G𝑚 𝑛
𝜕∅𝑛+1

∂ξ
𝑚

 =
1

∆𝑡

𝜕𝑈𝑚
∗

∂𝓍𝑚
                                              (2.53)  

Cette équation est résolue par la technique de multigrid, cette technique a une 

procédure de résolution itérative efficace pour les équations elliptiques [35]. 

 
II.6.3- Tactique de résolution 

Ainsi les équations qui permettent la résolution du problème en question sont : 

 1 −
∆𝑡

2𝐽−1 𝐷1  1 −
∆𝑡

2𝐽−1 𝐷2  1 −
∆𝑡

2𝐽−1 𝐷3   𝑢𝑖
∗ − 𝑢𝑖

𝑛  

=
∆𝑡

𝐽−1  
3

2
 𝐶𝑖

𝑛 + 𝐷𝐸 𝑢𝑖
𝑛  −

1

2
 𝐶𝑖

𝑛−1 + 𝐷𝐸 𝑢𝑖
𝑛−1  + 𝐷𝐼 𝑢𝑖

𝑛                  (2.54) 

𝜕

∂ξ
𝑚

 𝘷G𝑚 𝑛
𝜕∅𝑛+1

∂ξ
𝑚

 =
1

∆𝑡

𝜕𝑈𝑚
∗

∂𝓍𝑚
                                                                                                    (2.55) 

𝑢𝑖
𝑛+1 =  𝑢𝑖

∗ +
∆𝑡

𝐽−1
𝑅𝑖 ∅

𝑛+1                                                                                                            (2.56) 

𝑈𝑚
𝑛+1 = 𝑈𝑚

∗ − ∆𝑡  G𝑚𝑛
𝜕∅𝑛+1

∂ξ
𝑚

                                                                                                   (2.57) 

 
1ére étape : 

Détermination de la vitesse cartésienne intermédiaire  𝑢𝑖
∗  au centre du volume de 

contrôle en utilisant l’équation (2.54). 

2éme étape : 

Interpolation de  𝑢𝑖
∗ aux facettes du volume de contrôle et calcul du côté droit de 

l’équation (2.55). 

3éme étape : 

Résolvant l’équation (2.55) par une technique de multigride pour l’obtention de 𝛟 (n+1) 

4éme étape : 

obtenir   
𝑢𝑖

𝑛+1 à partir de l’équation (2.56)

𝑈𝑚
𝑛+1 à partir de l’équation (2.57)
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II.7- Condition de stabilité 

La condition de courant-Friedrich-Lewy souvent mentionnée exprime la 

compatibilité nécessaire entre domaine de dépendance théorique et domaine de 

dépendance numérique. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.2.4- Domaine de dépendance et condition de stabilité CFL. 

 Le pas de temps Δt doit rester inferieur à la valeur limite au-delà de laquelle des 

parties du domaine de dépendance théorique ne seraient pas prises en compte dans le 

schéma numérique. Autrement dit le domaine de dépendance numérique issue du point 

(𝔁j, tn+1), le triangle {(𝔁j-1, tn), (𝔁j+1, tn), (𝔁j, tn+1)} doit inclure le domaine de dépendance 

théorique correspondant. 

La présente méthode est régie par la condition de CFL. 

𝐶𝐹𝐿 =  
 𝑢 

∆𝑥

 𝑣 

∆𝑦

 𝑤 

∆𝑧
 ∆𝑡                                                                  (2.58. a) 

𝐶𝐹𝐿 =   𝑈  𝑉  𝑊  
∆𝑡

𝐽−1
                                                                (2.58. b) 

La condition de stabilité pour la présente méthode numérique nécessite que : 

Max {CFL} < C≈1                                                                               (2.59) 

Ou C est  le nombre de courant. 

 

∆𝑥

𝑐
 

Δt 

Δ𝔁 Δ𝔁 

𝔁j-1 𝔁j 𝔁j+1 

Caractéristiques 

Instable 

Stable 

t 
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L’organigramme schématisé dans la figure (2.5) résume l’algorithme utilisé. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.2.5- Organigramme de l’algorithme utilisé. 

Début 

Lire : Re ; KC ; Ɛ  ; dt ; C ; P ; nP 

Détermination de la vitesse cartésienne 

intermédiaire u*i { partir de l’éqt (2.45). 

Maillage 

Calcul du bilan de quantité de Mvt Résolution de 

l’équation (2.45). 

Évaluation du flux de volume intermédiaire U*m 

Obtention du champ de pression ф n+1 par la 

résolution l’équation de poison (2.46). 

 

Détermination u n+1 { partir de l’équat (2.47). 

Détermination Un+1 { partir de l’équat (2.48). 

 

Initialisation du champ d’écoulement 

𝑑𝑡𝑖𝑛 =
𝐶 𝐽−1

 𝑈  𝑉  𝑊 
 

Calcul du pas de temps d’après la CFL 

 

Recalcule du pas de temps à partir :  

dt = min (dt, dtin) 

 

Le post processing des résultats : 

Forces ; vorticité 

ti <np 𝗑 P 

Fin 

ti=ti+dt 

Oui 

Non 
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II.8- Évaluation du champ de vorticité et des forces dépendantes du temps 

Toutes les investigations expérimentales montrent que la plus part des régimes des 

écoulements sont tridimensionnelles. L’analyse du champ instantané de vorticité est 

utile pour identifier les structures à grande échelle qui évoluent dans le domaine 

d’écoulement. Les forces qui agissent sur l’obstacle sont strictement liées au champ de 

vorticité évoluant dans le domaine environnant l’écoulement. 

 
II.8.1- Le champ de vorticité   

Dans certaines circonstances, il est utile de décrire le champ de vitesse par 

l’intermédiaire de la vorticité 𝜔 = ∇ ∧ 𝑢. Le champ est exprimé par des composantes 

cartésiennes : 

 

 
𝜔𝑥 =

𝜕𝑤

𝜕𝑦
−

𝜕𝑣

𝜕𝑧
                                                                                

𝜔𝑦 =
𝜕𝑢

𝜕𝑧
−

𝜕𝑤

𝜕𝑥
                                                                               

𝜔𝑧 =
𝜕𝑣

𝜕𝑥
−

𝜕𝑢

𝜕𝑦
                                                                                 

    (2.60)  

Les dérivées des équations (2.60) sont évaluées au centre des cellules du maillage en 

utilisant :  

 un schéma aux différences centrées de second ordre ; 

 des transformations entre les cordonnés cartésiennes et les cordonnés 

généralisées. 

Pour décrire le tracé tourbillonnaire nous utiliserons la vorticité circonférentielle 

suivantes : 

𝜔𝜃 = 𝜔𝑧 cos 𝜃 − 𝜔𝑥  𝑠𝑖𝑛𝜃                                                                         (2.61) 

Avec :       

 
  
 

  
 𝑅 =  𝑥2 + 𝑦2                                                                                   (2.62. a)

cos 𝜃 =
𝑥

𝑎
                                                                                            (2.62. b)

sin 𝜃 =
𝑦

𝑏
                                                                                             (2.62. c)

𝑅 =  a2cos2 𝜃 + 𝑏2 sin 2 𝜃                                                          (2.62. d)

  

                                                
Les composantes non-dimensionnels du champ de vorticité seront présentées dans 

des figures et discutées ou : 

𝜔𝑖 =
𝜔𝑑,𝑖𝐷

𝑈𝑚𝑎𝑥
                                                                               (2.63) 

 L’indice  ̀d ́ : indique que la grandeur est dimensionnelle.  
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II.8.2- Les forces  

La force totale sont décomposé par des composantes longitudinale F (A/B,)x (suivant 

l’axe x) ; et des composantes transversale F(A/B)y (suivant l’axe des y) ; quant à la force 

de long du l’obstacle F(A/B) ,z, cette dernière n’est pas utile est négligeable.  

Ces forces résultent respectivement de la contribution des tensions de pression et de 

cisaillements le long des axes x et y, ainsi nous évaluerons séparément les quatre 

contributions comme suite : 

𝐹(𝑑), 𝑥, 𝑝 = − 𝑃(𝑑)𝑛. 𝑖 𝑑𝑠
𝑠𝑐

                                                              (2.64a) 

𝐹(𝑑), 𝑥, 𝑠 = − 𝜌 𝜗  
𝜕𝑈𝜏

𝜕𝑛𝑠𝑐
 𝑆. 𝑖 𝑑𝑠                                                     (2.64b) 

𝐹(𝑑), 𝑦, 𝑝 = −  𝑃(𝑑). 𝑛. 𝑗 𝑑𝑠
𝑠𝑐

                                                            (2.64c) 

𝐹(𝑑), 𝑦, 𝑠 = − 𝜌 𝜗  
𝜕𝑈𝜏

𝜕𝑛𝑠𝑐
𝑆. 𝑗 𝑑𝑠                                                      (2.64d) 

Ou :  

 i et j : sont respectivement des vecteurs d’unité suivant l’axe x et y ; 

 n et s : vecteurs d’unité suivant la direction normale et tangentielle de la surface 

d’obstacle ; 

 ds : est la surface élémentaire ; 

 Sc : la surface d’obstacle (cylindrique) ; 

 (∂Uτ /∂n) : la contrainte de cisaillement sur la surface cylindrique. 

 P (d) : pression dimensionnelle ; 

 𝜗 : viscosité cinématique du fluide. 

Remarque : nous évaluerons à chaque instant les composantes des forces pendant le 

temps de calcul.  

Ci après les composantes des forces seront rendues sans dimensions avec : ρ U2max D Lz. 

Les forces surfaciques à savoir longitudinales  𝐹𝑥
𝑠   et transversales  𝐹𝑦

𝑠  qui agissent au-

dessus d’un cylindre de longueur Δz sont définit comme suite : 

𝐹(𝑑)
𝑆 , 𝑥 = −   (𝑃(𝑑)𝑛 + 𝜌 𝜗  

𝜕𝑈𝜏
𝑑

𝜕𝑛
𝑆) 𝑖 𝑑𝑙 𝑑𝑧

𝐶

𝑧+∆𝑧

𝑧

                                      (2.65a) 

𝐹(𝑑)
𝑆 , 𝑦 = −   (𝑃(𝑑)𝑛 + 𝜌 𝜗  

𝜕𝑈𝜏
𝑑

𝜕𝑛
𝑆) 𝑗 𝑑𝑙 𝑑𝑧

𝐶

𝑧+∆𝑧

𝑧

                                     (2.65b) 

 c : le périmètre. 

 𝑑𝑙 : pas élémentaire curviligne le long du périmètre. 

 𝑑𝑧 : pas élémentaire le long de direction axiale du cylindre. 



Chapitre -II-  Modélisation du problème  

 

 Page 28 
 

 
Les forces surfaciques non-dimensionnelles longitudinales et transversales sont 

utilisées pour décrire les effets 3D le long de la direction axiale et elles sont de la forme : 

𝐹𝑥
𝑠 =

𝐹𝑑,𝑥
𝑠

𝑈𝑚𝑎𝑥
² ∆𝑧

                                                                                (2.66a) 

𝐹𝑦
𝑠 =

𝐹𝑑,𝑦
𝑠

𝑈𝑚𝑎𝑥
² ∆𝑧

                                                                                 (2.66b) 

A fin de calculer le coefficient de traîné CD et le coefficient d’inertie Cm de l’équation 

de Morrison, la force totale 𝐹𝑥,𝑡  a été considéré composé par la somme de : 

La contribution non-dimensionnelle de Froude-Krylov : 

 
𝜋2

2𝐾𝑐
 𝑐𝑜𝑠 2𝜋𝑡                                                                       (2.67) 

La force longitudinale non-dimensionnelle : 

𝐹𝑥 = 𝐹𝑥,𝑝 + 𝐹𝑥,𝑠                                             (2.68) 

Pour les écoulements purement périodiques la force longitudinale totale prend la 

forme de l’équation de Morison. Parce que le champ d’écoulement régie par un 

mouvement sinusoïdal de l’équation (2.1), les coefficients de trainé et d’inertie se 

calculent par l’analyse de fourrier de la force comme suite :  

𝐶𝐷 =
2  𝐹𝑥 sin 𝜔𝑡 

𝑇

0
𝑑𝑡

  sin 𝜔𝑡 sin 𝜔𝑡²𝑑𝑡
𝑇

0

                                                                  (2.69a) 

𝐶𝑚 =
2  𝐹𝑥 cos 𝜔𝑡 

𝑇

0
𝑑𝑡

𝜋𝐷𝜔
𝑈𝑚𝑎𝑥

 cos 𝜔𝑡²𝑑𝑡
𝑇

0

                                                                    (2.69b) 

Le même procédé est employé pour le calcul des coefficients de Morrison surfacique 

𝐶𝑚
𝑠

  et 𝐶𝐷
𝑠  à partir de la force longitudinale surfacique  𝐹𝑥

𝑠 . 
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III.1- Présentation générale 

En vue de passage d’un problème exacte (continue) au problème approché (discret), 

nous disposons de plusieurs techniques concurrentes et complémentaires concernent 

les DF, VF, EF. La méthode utilisée pour résoudre ce problème est celle des différences 

finies du second ordre de précision, cette méthode correspond à la formulation des 

équations de la physique suivant  un équilibre des forces en chaque point. 

 

Fig.3.1 – Grilles différences finies bidimensionnelles et tridimensionnelles. 

III.2- Principe de la discrétisation géométrique 

Dans notre cas, en un domaine parallélépipédique en 3 dimensions  de côtés 

parallèles aux axes, nous construirons une grille de discrétisation en différence finies 

par quadrillage selon les directions des axes. Cette discrétisation est faite { l’aide d’un 

schéma centrées et un maillage non-entrelacé. 

La pression et les composantes des vitesses cartésiennes sont définis au centre et le 

flux de volume sont définis aux centres des facettes correspondantes du volume de 

control. 

Le principe de la méthode des différences finies en coordonnés généralisées est : 

Soit les quantités différentielles suivantes : 

 

 
𝑞𝑖 =

𝜕𝑞

𝜕𝜉
 

𝑞𝑗 =
𝜕𝑞

𝜕𝜂
 

𝑞𝑘 =
𝜕𝑞

𝜕𝜁

     ces equations deviendront      

 

 

 

𝑞𝜉 =
1

∆𝜉
 𝑞

𝑖+
1
2

,𝑗 ,𝑘
− 𝑞

𝑖−
1
2

,𝑗 ,𝑘
                 (3.1. 𝑎)

𝑞𝜂 =
1

∆𝜂
 𝑞

𝑖,𝑗+
1
2

,𝑘
− 𝑞

𝑖 ,𝑗−
1
2

,𝑘
                (3.1. 𝑏)

𝑞𝜁 =
1

∆𝜁
 𝑞

𝑖,𝑗 ,𝑘+
1
2
− 𝑞

𝑖 ,𝑗 ,𝑘−
1
2
                 (3.1. 𝑐)

  

pour le maillage numérique         ∆𝜉 = ∆𝜂 = ∆𝜁 = 1                                                               (3.2) 

on obtient par suite    
 

𝑞𝜉 = 𝑞
𝑖+

1
2

,𝑗 ,𝑘
− 𝑞

𝑖−
1
2

,𝑗 ,𝑘
                                                               (3.3. 𝑎)

𝑞𝜂 = 𝑞
𝑖 ,𝑗+

1
2,𝑘

− 𝑞
𝑖 ,𝑗−

1
2,𝑘

                                                               (3.3. 𝑏)

𝑞𝜁 = 𝑞
𝑖 ,𝑗 ,𝑘+

1
2
− 𝑞

𝑖 ,𝑗 ,𝑘−
1
2

                                                               (3.3. 𝑐)
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III.3-Discrétisation de l’équation de quantité de mouvement 

Les équations des quantités du mouvement sont résolues d’après la tactique 

précédente, et le champ de vitesse sera évalué { partir de l’équation (3.4) suivantes : 

 1 −
∆𝑡

2𝐽−1 𝐷1  1 −
∆𝑡

2𝐽−1 𝐷2  1 −
∆𝑡

2𝐽−1 𝐷3 𝛿𝑢𝑖 = 𝑅𝐻𝑆                                        (3.4) 

avec ∶               𝛿𝑢𝑖 = 𝑢𝑖
∗ − 𝑢𝑖

𝑛                                                                                                      (3.5. a) 

𝑅𝐻𝑆 =
∆𝑡

𝐽−1   
3

2
 𝐶𝑖

𝑛 + 𝐷𝐸 𝑢𝑖
𝑛  −

1

2
 𝐶𝑖

𝑛−1 + 𝐷𝐸 𝑢𝑖
𝑛−1  + 𝐷𝐼 𝑢𝑖

𝑛                 (3.5. b) 

 𝛿𝑢𝑖 : Incrément de vitesses cartésiennes  

 RHS : Bilan de quantité de mouvement. 

 Ci , DI avec m=n, DE avec m ≠ n et Ri(P) sont définit par les équations  (2.41) 

 
Fig.3.2 – Discrétisation en projection bidimensionnelle. 

 

III.3.1-Évaluation du bilan de quantité de mouvement (RHS) 

En premier lieu, nous évaluerons le bilan de la première équation de la quantité du 

mouvement suivant la direction x puis les autres ultérieurement par le même principe : 

a-Termes de convection 

Le terme de convection pour la 1ére équation de quantité de mouvement est : 

𝐶𝑖 = −
𝜕 𝑈1𝑢1 

𝜕𝜉1
−

𝜕 𝑈2𝑢1 

𝜕𝜉2
−

𝜕 𝑈3𝑢1 

𝜕𝜉3
                                               (3.6. a)  

𝑜𝑢 𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡    𝐶𝑖 = −
𝜕 𝑈𝑢 

𝜕𝜉
−

𝜕 𝑉𝑢 

𝜕𝜂
−

𝜕 𝑊𝑢 

𝜕𝜁
                                                         (3.6. b)  
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Nous aurons donc : 

  𝐶𝑖 = − 𝑈
𝑖+

1
2

,𝑗 ,𝑘
𝑢

𝑖+
1
2

,𝑗 ,𝑘
− 𝑈

𝑖−
1
2

,𝑗 ,𝑘
𝑢

𝑖−
1
2

,𝑗 ,𝑘
 −  𝑉

𝑖,𝑗 +
1
2

,𝑘
𝑢

𝑖,𝑗+
1
2

,𝑘
− 𝑉

𝑖,𝑗−
1
2

,𝑘
𝑢

𝑖 ,𝑗−
1
2

,𝑘
  

− 𝑊
𝑖,𝑗 ,𝑘+

1
2
𝑢

𝑖,𝑗 ,𝑘+
1
2
− 𝑊

𝑖,𝑗 ,𝑘−
1
2
𝑢

𝑖 ,𝑗 ,𝑘−
1
2
               (3.7) 

Nous savons que les composantes cartésiennes de la vitesse (u,v,w) sont définies aux 

point (i,j,k), tandis que les composantes du flux de volume U,V et W sont définit 

respectivement aux point  𝑖 + ½, 𝑗, 𝑘 ,  𝑖, 𝑗 + ½ , 𝑘  , (𝑖, 𝑗, 𝑘 + ½).  une interpolation 

linéaire est utilisé pour définir la composante de vitesse u aux points (i+ ½,j ,k),(i ,j+ ½ 

,k),(i,j,k+ ½). 

 

 

𝑢
𝑖+

1
2

,𝑗 ,𝑘
= 0.5(𝑢𝑖+1,𝑗 ,𝑘 + 𝑢𝑖 ,𝑗 ,𝑘)                                                  (3.8. a)

𝑢
𝑖 ,𝑗+

1
2,𝑘

= 0.5(𝑢𝑖 ,𝑗+1,𝑘 + 𝑢𝑖 ,𝑗 ,𝑘)                                                  (3.8. b)

𝑢
𝑖 ,𝑗 ,𝑘+

1
2

= 0.5(𝑢𝑖 ,𝑗 ,𝑘+1 + 𝑢𝑖 ,𝑗 ,𝑘)                                                  (3.8. c)

  

Le même raisonnement et le même principe d’interpolation est appliquée pour la 

variable u exprimé aux points (i- ½, j, k), (i, j- ½, k), (i, j, k- ½) dans l’équation (3.7). 

Les équations (3.8) sont remplacées dans l’équation (3.7) pour l’obtention du terme 

de convection. 

 b-Termes de diffusions non-diagonales 

𝐷𝐸 =
𝜕

∂ξ𝑚
 𝘷G𝑚𝑛

𝜕𝑢𝑖

∂ξ𝑛
      Avec 𝑚 ≠  𝑛  

𝐷𝐸 =
𝜕

∂ξ1
 𝘷G1𝑛

𝜕𝑢

∂ξ𝑛
 +

𝜕

∂ξ2
 𝘷G2𝑛

𝜕𝑢

∂ξ𝑛
 +

𝜕

∂ξ3
 𝘷G3𝑛

𝜕𝑢

∂ξ𝑛
      Avec 𝑚 ≠  𝑛  

𝐷𝐸 =
𝜕

∂ξ1
 𝘷G12

𝜕𝑢

∂ξ2
+ 𝘷G13

𝜕𝑢

∂ξ3
 +

𝜕

∂ξ2
 𝘷G21

𝜕𝑢

∂ξ1
+ 𝘷G23

𝜕𝑢

∂ξ3
 +

𝜕

∂ξ3
(𝘷G31

𝜕𝑢

∂ξ1
+ 𝘷G32

𝜕𝑢

∂ξ2
) 

Cette quantité est évaluée par schéma aux différences centrées au point (i, j, k) : 

𝐷𝐸 = +  𝘷G12
𝜕𝑢

∂ξ2
+ 𝘷G13

𝜕𝑢

∂ξ3
 
𝑖+

1
2,𝑗 ,𝑘

−  𝘷G12
𝜕𝑢

∂ξ2
+  𝘷G13

𝜕𝑢

∂ξ3
 
𝑖−

1
2,𝑗 ,𝑘

         

        +  𝘷G21
𝜕𝑢

∂ξ1
+ 𝘷G23

𝜕𝑢

∂ξ3
 
𝑖,𝑗 +

1
2,𝑘

−  𝘷G21
𝜕𝑢

∂ξ1
+ 𝘷G23

𝜕𝑢

∂ξ3
 
𝑖,𝑗−

1
2,𝑘

       

       +  𝘷G31
𝜕𝑢

∂ξ1
+ 𝘷G32

𝜕𝑢

∂ξ2
 
𝑖,𝑗 ,𝑘+

1
2

 −   𝘷G31
𝜕𝑢

∂ξ1
+ 𝘷G32

𝜕𝑢

∂ξ2
 
𝑖,𝑗 ,𝑘−

1
2

                            (3.9) 
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Pour l’évaluation de cette équation on doit exprimer les dérivées partielles de la vitesse : 

 𝜕𝑢

𝜕𝜉2
 

𝑖+
1
2

,𝑗 ,𝑘

= 𝑢
𝑖+

1
2

,𝑗+
1
2

,𝑘
− 𝑢

𝑖+
1
2

,𝑗−
1
2

,𝑘
                                                       (3.10. a) 

 𝜕𝑢

𝜕𝜉3
 

𝑖+
1
2

,𝑗 ,𝑘

= 𝑢
𝑖+

1
2

,𝑗 ,𝑘+
1
2
− 𝑢

𝑖+
1
2

,𝑗 ,𝑘−
1
2

                                                       (3.10. b) 

 𝜕𝑢

𝜕𝜉1
 

𝑖,𝑗+
1
2

,𝑘

= 𝑢
𝑖+

1
2

,𝑗+
1
2

,𝑘
− 𝑢

𝑖−
1
2

,𝑗+
1
2

,𝑘
                                                      (3.10. c) 

 𝜕𝑢

𝜕𝜉3
 

𝑖+
1
2

,𝑗 ,𝑘

= 𝑢
𝑖 ,𝑗+

1
2

,𝑘+
1
2
− 𝑢

𝑖,𝑗+
1
2

,𝑘−
1
2

                                                      (3.10. d) 

 𝜕𝑢

𝜕𝜉1
 

𝑖,𝑗 ,𝑘+
1
2

= 𝑢
𝑖+

1
2

,𝑗 ,𝑘+
1
2
− 𝑢

𝑖−
1
2

,𝑗 ,𝑘+
1
2

                                                      (3.10. e) 

 𝜕𝑢

𝜕𝜉2
 

𝑖,𝑗 ,𝑘+
1
2

= 𝑢
𝑖 ,𝑗+

1
2

,𝑘+
1
2
− 𝑢

𝑖,𝑗−
1
2

,𝑘+
1
2

                                                     (3.10. f ) 

La composante de vitesse u exprimée aux points (i+ ½, j+ ½, k) est évaluée par une 

double interpolation linéaire : 

𝑢
𝑖+

1
2

,𝑗+
1
2

,𝑘
= 0.25(𝑢𝑖,𝑗 ,𝑘 + 𝑢𝑖 ,𝑗+1,𝑘 + 𝑢𝑖+1,𝑗 ,𝑘 + 𝑢𝑖+1,𝑗+1,𝑘)                      (3.11) 

Le même principe d’interpolation est appliqué la variable u exprimée aux points (i+½, j, 

k+½) et (i, j+ ½, k+ ½). 

 

c-Termes de diffusions diagonales      

Le terme s’écrit sous la forme suivante :         𝐷𝐼 =
𝜕

∂ξ𝑚
 𝘷G𝑚𝑛

𝜕𝑢

∂ξ𝑛
     Avec 𝑚 = 𝑛 

Par suit nous aurons ∶                      𝐷𝐼 =
𝜕

∂ξ1
 𝘷G11

𝜕𝑢

∂ξ1
 +

𝜕

∂ξ2
 𝘷G22

𝜕𝑢

∂ξ2
 +

𝜕

∂ξ3
 𝘷G33

𝜕𝑢

∂ξ3
  

En utilisant un schéma aux différences centrées nous obtenons : 

𝐷𝐼 =  𝘷G11
𝜕𝑢

∂ξ1
 
𝑖+

1
2,𝑗 ,𝑘

−  𝘷G11
𝜕𝑢

∂ξ1
 

𝑖−
1
2,𝑗 ,𝑘

+  𝘷G22
𝜕𝑢

∂ξ2
 
𝑖 ,𝑗+

1
2,𝑘

−  𝘷G22
𝜕𝑢

∂ξ2
 
𝑖,𝑗−

1
2,𝑘

 

+  𝘷G33 𝜕𝑢

∂ξ3
 
𝑖,𝑗 ,𝑘+

1

2

−  𝘷G33 𝜕𝑢

∂ξ3
 
𝑖,𝑗 ,𝑘−

1

2

                          (3.12)           
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Nous remarquons bien que pour évaluer cette quantité il suffise de déterminer les 

dérivées partielles de la vitesse cartésienne. 

 𝜕𝑢

𝜕𝜉1
 

𝑖+
1
2

,𝑗 ,𝑘

= 𝑢𝑖+1,𝑗 ,𝑘 − 𝑢𝑖,𝑗 ,𝑘                                                                            (3.13a) 

 𝜕𝑢

𝜕𝜉2
 

𝑖,𝑗+
1
2

,𝑘

= 𝑢𝑖 ,𝑗+1,𝑘 − 𝑢𝑖 ,𝑗 ,𝑘                                                                            (3.13b) 

 𝜕𝑢

𝜕𝜉3
 

𝑖,𝑗 ,𝑘+
1
2

= 𝑢𝑖 ,𝑗 ,𝑘+1 − 𝑢𝑖,𝑗 ,𝑘                                                                             (3.13c) 

Remarque : 

Le même principe de discrétisation est appliqué les deux autres équations de quantité 

de mouvement. 

 

II.3.2- Évaluation de la vitesse 

Une fois que le bilan de quantité de mouvement (RHS) est déterminé selon l’équation 

(3.5), nous devons déterminer en suite le champ de vitesse selon l’équation (3.4). La 

technique pour résoudre telle équation se résume comme suit :  

 Premièrement nous résoudrons l’équation suivante: 

𝑅𝐻𝑆 =  1 −
∆𝑡

2 𝐽−1
𝐷1  𝑋𝑎                                              (3.14) 

 Après avoir déterminé le champ Xa dérivant de l’équation (3.14), en second lieu 

nous évaluerons le champ Xb dérivant de l’équation suivante : 

𝑋𝑎 =  1 −
∆𝑡

2 𝐽−1
𝐷2  𝑋𝑏                                                (3.15)  

 En dernier étape nous déterminerons le champ X { partir de l’équation suivante : 

𝑋 =  1 −
∆𝑡

2 𝐽−1
𝐷3  𝑋𝑏                                                   (3.16) 

L’équation (3.14) peut être écrite sous la forme suivante : 

𝑋𝑎 −
∆𝑡

2 𝐽−1
 

𝜕

𝜕𝜉1
 𝘷G11

𝜕𝑋𝑎

∂ξ1
 = 𝑅𝐻𝑆  

Cette équation est écrite sous sa forme discrète en utilisant un schéma aux différences 

centrées au point (i, j, k) : 

𝑋𝑎
𝑖,𝑗 ,𝑘 −

∆𝑡

2 𝐽−1     𝘷G11
𝜕𝑋𝑎

∂ξ1
 

𝑖+
1
2,𝑗 ,𝑘

−  𝘷G11
𝜕𝑋𝑎

∂ξ1
 

𝑖−
1
2,𝑗 ,𝑘

 = 𝑅𝐻𝑆                      (3.17) 
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Les termes de la dernière équation sont évalués de la même manière faite dans le 

précédent paragraphe, sachant que la quantité Xa est définit aux point (i, j, k) puisqu’elle 

est relative à 𝛿u, nous obtenons par suite : 

𝛼𝑎
𝑖,𝑗 ,𝑘   𝑋𝑎

𝑖+1,𝑗 ,𝑘 + 𝛽𝑎
𝑖,𝑗 ,𝑘

  𝑋𝑎
𝑖,𝑗 ,𝑘 + 𝛾𝑎

𝑖,𝑗 ,𝑘
  𝑋𝑎

𝑖−1,𝑗 ,𝑘 = 𝑌𝑎
𝑖,𝑗 ,𝑘                 (3.18) 

Avec     

 

 

 

 

 

  

𝛼𝑎
𝑖,𝑗 ,𝑘 =

−
∆𝑡

2 𝐽−1 𝘷G11
i−

1
2,j,k

1 +
∆𝑡

2 𝐽−1 𝘷  G11
i+

1
2,j,k

+ G11
i−

1
2,j,k

 
                                            (3.19a)

𝛽𝑎
𝑖,𝑗 ,𝑘

= 1                                                                                                        (3.19b)

𝛾𝑎
𝑖,𝑗 ,𝑘 =

−
∆𝑡

2 𝐽−1 𝘷G11
i+

1
2,j,k

1 +
∆𝑡

2 𝐽−1 𝘷  G11
i+

1
2,j,k

+ G11
i−

1
2,j,k

 
                                            (3.19c)

𝑌𝑎
𝑖,𝑗 ,𝑘 =

𝑅𝐻𝑆

1 +
∆𝑡

2 𝐽−1 𝘷  G11
i−

1
2,j,k

+ G11
i+

1
2,j,k

 
                                           (3.19d)

  

Ainsi pour tout le domaine de calcul (i=l, jx ; j=l, jy ; k=l, jz) on obtient un système 

d’équations algébriques tridiagonal qui est facile { résoudre en utilisant la méthode 

Gauss. 

Le même principe de calcul précédent est appliqué pour les équations (3.15) et nous 

obtenons donc : 

𝛼𝑏
𝑖,𝑗 ,𝑘𝑋

𝑏
𝑖,𝑗 +1,𝑘 + 𝛽𝑏

𝑖,𝑗 ,𝑘
𝑋𝑏

𝑖,𝑗 ,𝑘 + 𝛾𝑏
𝑖,𝑗 ,𝑘

𝑋𝑏
𝑖,𝑗 +1,𝑘 = 𝑌𝑏

𝑖,𝑗 ,𝑘                        (3.20) 

𝑎𝑣𝑒𝑐     

 

 

 

 

  

𝛼𝑏
𝑖,𝑗,𝑘 =

−
∆𝑡

2 𝐽−1 𝘷G22

i,j−
1
2

,k

1 +
∆𝑡

2 𝐽−1 𝘷  G22

i,j+
1
2

,k
+ G22

i,j−
1
2

,k
 

                                                                 (3.21a)

𝛽𝑏
𝑖,𝑗 ,𝑘

= 1                                                                                                                (3.21b)

𝛾𝑏
𝑖,𝑗,𝑘 =

−
∆𝑡

2 𝐽−1 𝘷G22

i,j+
1
2

,k

1 +
∆𝑡

2 𝐽−1 𝘷  G22

i,j+
1
2

,k
+ G22

i,j−
1
2

,k
 

                                                                 (3.21c)

𝑌𝑎
𝑖,𝑗,𝑘 =

𝑋𝑎
𝑖,𝑗,𝑘

1 +
∆𝑡

2 𝐽−1 𝘷  G22

i,j+
1
2

,k
+ G22

i,j−
1
2

,k
 

                                                               (3.21d)
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Finalement nous obtenons l’incrément du champ de vitesse 𝛿u comme suite: 

𝛼𝑖 ,𝑗 ,𝑘δu𝑖,𝑗 ,𝑘 + 𝛽𝑖 ,𝑗 ,𝑘δu𝑖,𝑗 ,𝑘 + 𝛾𝑖,𝑗 ,𝑘δu𝑖,𝑗 ,𝑘 = 𝑌𝑖 ,𝑗 ,𝑘                                            (3.22) 

Avec   

 

 

 

 

  

𝛼𝑖,𝑗,𝑘 =

−
∆𝑡

2 𝐽1 𝘷G33

i,j,k−
1
2

,

1 +
∆𝑡

2 𝐽−1 𝘷  G33

i,j,k+
1
2

,
+ G33

i,j,k−
1
2

,
 

                                                                   (3.23a)

𝛽𝑎
𝑖,𝑗 ,𝑘

= 1                                                                                                                (3.23b)

𝛾𝑏
𝑖,𝑗,𝑘 =

−
∆𝑡

2 𝐽1 𝘷G33

i,j,k+
1
2

1 +
∆𝑡

2 𝐽−1 𝘷  G33

i,j,k+
1
2

+ G33

i,j,k−
1
2

 
                                                                  (3.23c)

𝑌𝑖,𝑗,𝑘 =
𝑋𝑏

𝑖,𝑗,𝑘

1 +
∆𝑡

2 𝐽−1 𝘷  G33

i,j,k+
1
2

+ G33

i,j,k−
1
2

 
                                                                    (3.23d)

  

Remarque : 

Les incréments du champ de vitesse (𝛿v et 𝛿w) sont calculés par le même principe et 

même procédure utilisé pour 𝛿u. 

 
II.4- Discrétisation de l’équation de poisson de pression 

Selon Zang et al.[28] le champ de pression est déterminé { partir de l’équation de 

poisson qui est : 

𝜕

∂ξ1
 G11

𝜕𝜙

∂ξ1
+ G12

𝜕𝜙

∂ξ2
+ G13

𝜕𝜙

∂ξ3
 +

𝜕

∂ξ2
 G21

𝜕𝜙

∂ξ1
+ G22

𝜕𝜙

∂ξ2
+ G23

𝜕𝜙

∂ξ3
  

+
𝜕

∂ξ3
 G31

𝜕𝜙

∂ξ1
+ G32

𝜕𝜙

∂ξ2
+ G33

𝜕𝜙

∂ξ3
 =

1

∆𝑡
 
𝜕𝑈1

∗

∂ξ1
+

𝜕𝑈1
∗

∂ξ2
+

𝜕𝑈1
∗

∂ξ3
           (3.24)  

Cette équation est de la forme                            𝑳𝝓 = 𝑺                                           (3.25) 

Ou S est le terme source de l’équation de poisson tandis que L est l’opérateur 

différentiel qui est : 

 𝐿𝜙 =  
𝜕

∂ξ1
 G11

𝜕𝜙

∂ξ1
+ G12

𝜕𝜙

∂ξ2
+ G13

𝜕𝜙

∂ξ3
 +

𝜕

∂ξ2
 G21

𝜕𝜙

∂ξ1
+ G22

𝜕𝜙

∂ξ2
+ G23

𝜕𝜙

∂ξ3
  

+
𝜕

∂ξ3
 G31

𝜕𝜙

∂ξ1
+ G32

𝜕𝜙

∂ξ2
+ G33

𝜕𝜙

∂ξ3
                          (3.26) 
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L’équation de poisson (3.24) c’est une équation du type elliptique ou ces coefficient 

sont seulement les tenseur métriques du maillage, elle est résolue par la technique de 

multigrid. 

La technique de multigrid basée sur un schéma aux différences centrées et une 

procédure itérative de sous-relaxation (S.O.R) donne : 

𝜙𝑖,𝑗 ,𝑘
𝑚+1 = 𝜙𝑖,𝑗 ,𝑘

𝑚 + 𝜔  
𝐿𝜙𝑖 ,𝑗 ,𝑘

𝑚 − 𝑆𝑖 ,𝑗 ,𝑘

 𝐿 
                                                          (3.27) 

 m : indique la  meme  tération réalisée au cours du processus itératif de la 

pression.  

 ω : est le facteur de relaxation (choisi ici (ω < 1)  

 |L| : module de l’opérateur aux différences 𝐿 𝜙𝑖 ,𝑗 ,𝑘
𝑚

  au point (i, j, k) : 

 𝐿 =  𝐺
𝑖+

1
2

,𝑗 ,𝑘

11 + 𝐺
𝑖−

1
2

,𝑗 ,𝑘

11 + 𝐺
𝑖 ,𝑗 +

1
2

22 + 𝐺
𝑖,𝑗−

1
2

,𝑘

22 + 𝐺
𝑖,𝑗 ,𝑘+

1
2

33 + 𝐺
𝑖 ,𝑗 ,𝑘−

1
2

33                     (3.28) 
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IV.1- Introduction 

La génération du maillage exige pour un numéricien des connaissances approfondie 

en mathématique, informatique, et des phénomènes physiques. La mécanique des 

fluides conduit à des exigences sur la finesse de la discrétisation utilisé pour le calcul 

(différence fini, volume fini). La nécessité d’une bonne représentation du domaine 

physique dans le cas d’un problème extérieur (écoulement autour d’un obstacle) 

problème qui, théoriquement, se pose en milieu infinie lorsqu’ils sont modélisés sur un 

ordinateur. 

Dans les méthodes de différences fini la bonne traduction sur un ordinateur des 

modèles théorique (numérique, analytique, algébrique) d’un espace physique { un 

espace numérique représente la base de la génération du maillage. 

L’expérience montre que la qualité du maillage est cruciale pour avoir de bons 

résultats (lignes en 2D). Les conditions aux limites et la géométrie sont les paramètres 

qui permettent de choisi la bonne topologie du maillage. Il y’a différent type de maillage 

du type O, type H, type C…etc. 

 
IV.2- Adaptation du maillage  

Le code source utilise une topologie d’un maillage type H créé pour répondre aux 

besoins d’une étude de rangé infinie du cylindre (l’analyse des rangées de cylindre). 

Cependant, la présente étude appréhende un écoulement oscillatoire autour d’un 

cylindre solitaire ayant une forme elliptique variable (diamètre), ce qui nous a amené à 

faire une modification de certains paramètres liés a la forme et à la mises des conditions 

périodiques sur les frontières en suivant ces étapes pour adapter le maillage : 

 Garder la même topologie du maillage type H avec une discrétisation de façon 

régulier sur la frontière du solide et faire un raffinement sur la paroi physique. 

 Eliminer les segments qui se trouvent hors de la forme et du domaine, puis 

relier les segments extérieurs entre eux. 

 Répartition régulier des segments. 

 Le domaine est choisie symétrique par rapport au plan longitudinale y=0, et au 

plan transversal x=0.  

 

 

 

 

 

 



Chapitre -IV- Génération du maillage 

 

 Page 38 
 

 

 

Fig.4.1.a - schéma physique pour un rapport elliptique 𝜀 =0.9 
(Ce type de maillage est utilisé pour les 

calculs avec 𝜀 ∈  1 , 0.7 ) 

 

Fig.4.1.b- schéma physique pour un rapport elliptique 𝜀 = 0.5 
Ce maillage est utilisé pour 𝜀 ∈   0.65 , 0.45 et est 
plus élargi et plus raffiné  que celui qui précède  
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Fig.4.1.c- schéma physique pour un rapport elliptique =0.3 

Ce maillage est aussi utilisé pour  𝜀 ∈   0.4 , 0.1   et est 

plus élargi et plus raffiné  que ceux utilisé 

précédemment 
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IV.3- Procédure de génération de maillage 

Le maillage est généré à partir des équations qui relient le domaine physique au 

domaine numérique : 

 

 

𝜕²𝜉

𝜕𝑥²
+

𝜕²𝜉

𝜕𝑦²
= 𝑃 𝜉, 𝜂                                                                                         (4.1a)

𝜕²𝜂

𝜕𝑥²
+

𝜕²𝜂

𝜕𝑦²
= 𝑄(𝜉, 𝜂)                                                                                        (4.1b)

  

Où P et Q sont les fonctions qui permettent le contrôle de l’orientation de la courbure 

et le pas d’espace (∆x, ∆y). 

Les équations (4.1) sont transformées au domaine numérique en interchangeant les 

rôles des variables indépendantes et dépendantes, ceci donnera deux équations 

elliptiques de la forme : 

𝛼
𝜕²𝑥

𝜕𝜉²
+ 𝛾

𝜕²𝑥

𝜕𝜉𝜕𝜂
+ 𝛽

𝜕²𝑥

𝜕𝜂²
= 𝑆𝑥                                                                      (4.2a) 

𝛼
𝜕²𝑦

𝜕𝜉²
+ 𝛾

𝜕²𝑦

𝜕𝜉𝜕𝜂
+ 𝛽

𝜕²𝑦

𝜕𝜂²
= 𝑆𝑦                                                                      (4.2b) 

𝑎𝑣𝑒𝑐      

 

 

 

 
𝛼 =

𝜕²𝑥

𝜕𝜂²
+

𝜕²𝑦

𝜕𝜂²
                                                                                              (4.3a)

𝛽 =
𝜕²𝑥

𝜕𝜉²
+

𝜕²𝑦

𝜕𝜉²
                                                                                              (4.3b)

𝛾 = −2  
𝜕𝑥 𝜕𝑥

𝜕𝜉 𝜕𝜂
+

𝜕𝑦 𝜕𝑦

𝜕𝜉 𝜕𝜂
                                                                           (4.3c)

𝐽 =  
𝜕𝑥 𝜕𝑦

𝜕𝜉 𝜕𝜂
−

𝜕𝑥 𝜕𝑦

𝜕𝜉 𝜕𝜂
                                                                                   (4.3d)

𝑆𝑥 = −𝐽²  𝑃 
𝜕𝑥 

𝜕𝜉 
+ 𝑄

𝜕𝑥 

 𝜕𝜂
                                                                           (4.3e)

𝑆𝑦 = −𝐽²  𝑃 
𝜕𝑦 

𝜕𝜉 
+ 𝑄

𝜕𝑦 

 𝜕𝜂
                                                                           (4.3f)

  

 Pour résoudre l’équation de poisson nous utiliserons la technique de Sorenson [33], 

qui permet de générer le maillage dans l’espace numérique voir l’équation (4.2). 

Pour la précision et pour accélérer la convergence, nous utiliserons un schéma aux 

différences centrées et une méthode itérative de (S.O.R) qui donne : 

𝑥𝑖 ,𝑗      
𝑚+1 = 𝑥𝑖 ,𝑗

𝑚 + 𝑤  
𝛼 𝑥𝑖 ,𝑗

𝑚 + 𝑥𝑖−1,𝑗      
𝑚  + 𝛾𝑥𝜉𝜂

𝑚 + 𝛽 𝑥𝑖 ,𝑗+1
𝑚 + 𝑥𝑖 ,𝑗−1

𝑚  − 𝑆𝑥

2 𝛼 + 𝛽 
− 𝑥𝑖 ,𝑗

𝑚               (4.4a) 

𝑦𝑖,𝑗      
𝑚+1 = 𝑦𝑖,𝑗

𝑚 + 𝑤  
𝛼 𝑦𝑖,𝑗

𝑚 + 𝑦𝑖−1,𝑗      
𝑚  + 𝛾 𝑦𝜉𝜂

𝑚 + 𝛽 𝑦𝑖,𝑗+1
𝑚 + 𝑦𝑖,𝑗−1

𝑚  − 𝑆𝑦

2 𝛼 + 𝛽 
− 𝑦𝑖 ,𝑗

𝑚              (4.4b) 
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Avec        
𝑥𝜉𝜂

𝑚 = 0.25(𝑥𝑖+1,𝑗+1 − 𝑥𝑖+1,𝑗−1 − 𝑥𝑖+1,𝑗−1 + 𝑥𝑖−1,𝑗−1)                                  (4.5a)

𝑦𝜉𝜂
𝑚 = 0.25(𝑦𝑖+1,𝑗+1 − 𝑦𝑖+1,𝑗−1 − 𝑦𝑖+1,𝑗−1 + 𝑦𝑖−1,𝑗−1)                                  (4.5b)

  

Pour orienter la courbure des lignes du maillage et l’espacement des grilles nous 

utiliserons des fonctions de contrôle dans la technique de Sorenson [33] et qui sont de 

forme suivantes : 

𝑃𝑖,𝑗 = 𝑃𝑖 ,𝑗  𝑚𝑖𝑛 𝑒𝑐1
𝑗

𝑁𝑚 + 𝑃𝑖,𝑗  𝑚𝑎𝑥 𝑒𝑐2
𝑗𝑚𝑎𝑥   𝑗

𝑁𝑚                                                              (4.6a) 

𝑄𝑖,𝑗 = 𝑄𝑖,𝑗  𝑚𝑖𝑛 𝑒𝑐1
𝑗

𝑁𝑚 + 𝑄𝑖,𝑗  𝑚𝑎𝑥 𝑒𝑐2
𝑗𝑚𝑎𝑥  𝑗
𝑁𝑚                                                              (4.6b) 

Avec  Pi, j min , Qi, j min , Pi, j max, Qi, j max : fonctions de contrôle estimées aux frontières, pour 

assurer l’orthogonalité avec les parois solide et indiquer l’espacement entre les lignes. 

Les fonctions P et Q aux frontières sont de la forme :  

𝑃 =

𝜕𝑥
𝜕𝜉

𝜕²𝑥
𝜕𝜉1 +

𝜕𝑦
𝜕𝜉

𝜕²𝑦
𝜕𝜉²

 
𝜕𝑥
𝜕𝜉 

2

+  
𝜕𝑦
𝜕𝜉

 
2 −

𝜕𝑥
𝜕𝜉

𝜕²𝑥
𝜕𝜂²

+
𝜕𝑦
𝜕𝜉

𝜕²𝑦
𝜕𝜂²

 
𝜕𝑥
𝜕𝜂

 
2

+  
𝜕𝑦
𝜕𝜂

 
2                                                               (4.7a) 

𝑄 =

𝜕𝑥
𝜕𝜂

𝜕²𝑥
𝜕𝜉𝜂1 +

𝜕𝑦
𝜕𝜂

𝜕²𝑦
𝜕𝜂²

 
𝜕𝑥
𝜕𝜂

 
2

+  
𝜕𝑦
𝜕𝜂

 
2 −

𝜕𝑥
𝜕𝜂

𝜕²𝑥
𝜕𝜉²

+
𝜕𝑦
𝜕𝜂

𝜕²𝑦
𝜕𝜉²

 
𝜕𝑥
𝜕𝜉 

2

+  
𝜕𝑦
𝜕𝜉

 
2                                                             (4.7b) 

Ces fonctions de contrôle de Sorenson [34] assurent l’orthogonalité du maillage aux 

frontières et laissent indiquer l’espacement entre les lignes. 

IV.4- Génération du maillage  

La technique utilisé dans la présent étude, permet de généré des maillages de haute 

qualité, avec les lignes orthogonales à la frontière solide, y compris la surface de corps, 

et très sérées de la surface de l’obstacle. Le maillage est uniforme dans la direction 

axiale. Un exemple de la topologie de maillage utilisé pour les plans z=cts est montré 

dans la figure 4.2 
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Fig.4.2- Maillage utilisé dans le calcul 𝜀 = 0.3[plan (x-y)] 

Vue complète et vue au voisinage de l’obstacle 
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La simulation numérique des écoulements est un formidable outil aussi bien pour 

essayer de mieux comprendre les mécanismes physiques que pour la conception et le 

développement dans l’industrie. Son utilisation courante a été rendue possible par les 

progrès réalisés dans le domaine de la résolution numérique des équations de la 

mécanique des fluides et surtout par l’explosion des moyens de calcul. Aujourd’hui, la 

simulation numérique est un véritable complément aux études expérimentales et permet 

de limiter le nombre d’essais, entraînant une réduction des coûts et des délais de 

conception, et constitue ainsi un enjeu économique majeur. 

Dans cette étude la simulation à été faite par un code développé au laboratoire de 

« modélisation numériques des phénomènes mécaniques » { l’université de Mostaganem. 

Cette méthode numérique a été largement utilisée pour l’analyse des écoulements 

laminaires oscillatoires autour des cylindres circulaires [15]. 

Les calculs des écoulements ont été effectués sur un PC Core2Duo avec 4Gb de RAM.   

 
V.1- Validation du code [15] 

La version originale du code a été largement utilisée pour simuler les écoulements 

oscillatoires autour des cylindres circulaires. Dans cette section, les résultats de la 

validation effectuée par Nehari et al. [15] pour le problème du cylindre circulaire seront 

présentés. La validation a été effectuée avec les données expérimentales fournies par 

DDBL98.     

Ci-après, nous montrons les composantes de la vitesse et les forces aux différentes 

phases de position (tp=(t-NcT)/T avec NcT<t< (Nc+1)T  et Nc  est un nombre entier indiquant 

le nombre du cycle) le long d'une période.  

La figure 5.1 montre une comparaison entre les composantes longitudinales et 

transversales du champ de vitesse mesuré dans les expériences de DDBL98 et ceux calculés 

avec le présent model 3D. La comparaison est effectuée à différentes phases de position  du 

cycle près de la surface du cylindre. Il s'avère que le champ de vitesse  est bien prédit par la 

présente méthode numérique. 
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Fig.5.1- Une comparaison entre les composantes de la vitesse obtenus avec notre modèle 

numérique et ceux mesuré dans les expériences de Deutsch et al. [17], à trois sections 

transversales, en régime A:  

a) composante longitudinale pour tp=0.75;  

b) composante transversale pour tp=0.75;  

c) composante longitudinale pour tp=1.0;  

d) composante transversale pour tp=1.0.  

Les symboles et les lignes référant respectivement aux résultats 

expérimentaux et numériques. 

(, x=-0.8; , x=0; □, x=0.8). 

 

V.2 -Résultats obtenues pour un écoulement en régime A autour d’un cylindre 

elliptique 

L'effet du rapport elliptique a été étudié pour Re=100 et Kc=5 ce qui nous donne un 

nombre de Stokes  = 20.  Ce cas appartient au régime A de la carte TB90 [8] qui a la 

particularité d’être symétrique et bidimensionnel.  Le rapport elliptique Ɛ= ( 𝒂/𝒃  ) a été 

changé dans une large gamme (de 1 jusqu’{ 0.1) allant du cas d’un cylindre circulaire au cas 

du cylindre à section elliptique très effilé. 
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Les simulations ont été exécutées pour 200 cycles. Le tableau 5.1 montre les cas 

examinés, ainsi que  les dimensions du domaine physique et les paramètres numériques.  

Tableau 5.1 : Les paramètres des simulations, ou : 

 𝑫 dénote le diamètre (égale à 2) 

 𝑳𝒙 ; 𝑳𝒚 ; 𝑳𝒛  : dénotent respectivement les dimensions du domaine physique 

suivant les directions 𝒙 ; 𝒚 ; 𝒛 
 𝒏𝒙 ; 𝒏𝒚 ; 𝒏𝒛 ∶  dénotent respectivement les nombres de point suivant les 

directions 𝒙 ; 𝒚 ; 𝒛 

 𝒏𝒄𝒊𝒓 : dénote le nombre de cellules de grille distribuées le long de la 

circonférence du cylindre.  

𝜺 𝒂/𝒃  𝑳𝒙/𝑫 𝑳𝒚/𝑫 𝑳𝒁/𝑫 𝒏𝒙 ; 𝒏𝒚 ; 𝒏𝒛   𝒏𝒄𝒊𝒓 

1 18 5 1/2 72 ; 64 ; 8 48 

0.95 18 5 1/2 72 ; 64 ; 8 48 

0.9 18 5 1/2 72 ; 64 ; 8 48 

0.85 18 5 1/2 72 ; 64 ; 8 48 

0.8 18 5 1/2 72 ; 64 ; 8 48 

0.75 18 5 1/2 72 ; 64 ; 8 48 

0.7 18 5 1/2 72 ; 64 ; 8 48 

0.65 16 13 1 80 ; 88 ; 4 64 

0.6 16 13 1 80 ; 88 ; 4 64 

0.55 16 13 1 80 ; 88 ; 4 64 

0.5 16 13 1 80 ; 88 ; 4 64 

0.45 16 13 1 80 ; 88 ; 4 64 

0.4 22 14 2/3 136 ; 104 ; 4 80 

0.35 22 14 2/3 136 ; 104 ; 4 80 

0.3 22 14 2/3 136 ; 104 ; 4 80 

0.25 22 14 2/3 136 ; 104 ; 4 80 

0.2 22 14 2/3 136 ; 104 ; 4 80 

0.15 22 14 2/3 136 ; 104 ; 4 80 

0.1 22 14 2/3 136 ; 104 ; 4 80 

 
Les résultats qui concernent le tracé tourbillonnaire, le champ de pression et les forces 

hydrodynamiques  pour le régime A seront discutées à la lumière de leur dépendance à 

l’égard du rapport elliptique.  
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V.2.1 -Le champ de vorticité et de pression 

Dans cette partie, les tracés tourbillonnaires aux différents phases de position 𝒕𝒑 ∶  

0 <  𝒕𝒑 =
𝒕𝒅
𝑻
 < 1 (où td est le temps écoulé durant le nieme cycle) pour des valeurs du 

rapport elliptique  ∈  0.1 , 1  ainsi que la carte du champ de pression correspondant 

seront présentés et discutés. 

L’analyse du champ de vorticité a permis de regrouper les différentes valeurs du rapport 

elliptique    en cinq domaines à savoir  ∈  0.1 , 0,3 ,  = 3 ,  ∈  0.4 , 0.6 ,  ∈  0.65 , 0.75   

et  ∈  0.8 , 1 , chaque domaine se caractérise par des vortex-pertes de même structure. 

Ci-après l'angle de phase (𝟐𝝅𝒕𝒑) est référé à l'évolution du gradient externe de 

pression de l’équation (2.7). Spécifiquement à : 

 𝒕𝒑 = 𝟎 le gradient de pression est maximum négatif  𝑩𝒙 = −𝝎 𝑼𝙢𝙖𝙭 et le champ des 

vitesses externes de l’écoulement de l’équation (2.1) est nulle 𝑼 = 𝟎.  

 
 Pour 𝟎 < 𝒕𝒑 < 0.25  vitesse externe augmente avec la phase de position, tandis que le 

gradient imposé de pression diminue.  

 
 À 𝒕𝒑 = 𝟎.25 correspondant à un angle de phase de 90 degrés, le gradient imposé de 

pression est nul 𝑩𝒙 = 𝟎 donnant une vitesse externe maximum 𝑼 = 𝑼𝙢𝙖𝙭 .  

 
 Pour 𝟎. 𝟐𝟓 < 𝒕𝒑 < 0.5  , augmente, le champ de vitesse diminue dû à une augmentation 

d’un gradient  positif de pression qui agit contre le champ de vitesse.  

 
 À  𝒕𝒑 = 𝟎. 5 (angle de phase égal à 180 degrés), le gradient  de pression atteint la 

valeur maximale dans la direction positive 𝑩𝒙 = 𝝎 𝑼𝙢𝙖𝙭 et  la vitesse externe est 

nulle 𝑼 = 𝟎.  

 
 Pour 𝟎. 𝟓 < 𝒕𝒑 < 0. 𝟕𝟓 (angle  de phase entre 180 et 270 degrés) le gradient imposé de 

pression diminue et la vitesse augmente dans la direction x négative,  

 

 À  𝒕𝒑 = 𝟎.75 (angle de phase  270 degrés) le gradient imposé de pression est nul 

 𝑩𝒙 = 𝟎 donnant une vitesse externe maximum dans la direction longitudinale négative 
 𝑼 = −𝑼𝙢𝙖𝙭 . 

 
 Successivement, la vitesse diminue pour 𝟎. 𝟕𝟓 < 𝒕𝒑 < 1  pour une augmentation 

correspondante de la valeur absolue du gradient imposé de pression de la direction x 

négative.  

 
 Finalement, à  𝒕𝒑 = 𝟎 .1 les conditions de  𝒕𝒑 = 𝟎 sont récupérées. Le cycle est 

symétrique par rapport à  𝒕𝒑 = 𝟎.5, de ce fait le second demi-cycle (𝟎. 𝟓 < 𝒕𝒑 < 1) est 

l'image- miroir du premier demi-cycle.   
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V.2.1.A- Le champ de vorticité et de pression pour  ∈  𝟎. 𝟖 , 𝟏  

Pour les rapports elliptiques  ∈  0.8 , 1  , des paires de tourbillons symétriques par 

rapport { l’axe longitudinal, se forment de part et d’autre du cylindre pendant chaque 

demi-cycle et se séparent au demi-cycle suivant, ceci est clairement illustré sur la figure 

(5.2). Les tourbillons séparés disparaissent progressivement. 

 

   

   

Fig.5.2- Les iso-lignes de la vorticité Z  aux différentes phases de position significatives 

pour les rapports elliptiques Ԑ=1 et Ԑ=0.8 au 140ieme cycles d’oscillation. 

   

   

Fig.5.3 - Les iso-lignes du champ de pression aux différentes phases de position 

significatives pour les rapports elliptiques Ԑ=1 et Ԑ=0.8 au 140ieme cycles 

d’oscillation. 
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D'abord le champ de vorticité (fig.5.2) est discuté en se rapportant à la moitié 

supérieure du domaine (y>0). Pour 𝒕𝒑 = 𝟎, 𝟐𝟓 le champ externe de vitesse est égal à Umax. 

A cette phase, le champ de vorticité montre une couche limite s’étendant du point de 

stagnation coté gauche jusqu’au point de la partie arrière du cylindre, au-delà duquel 

l'écoulement se sépare se caractérisant par un changement du signe de la vorticité tout 

près du cylindre. À mesure que 𝒕𝒑 augmente, le champ de vitesse externe diminue dû à un 

gradient positif de pression ; l'épaisseur de l'écoulement séparé et sa prolongation le long 

de la surface du cylindre augmentent progressivement, en causant de ce fait, la réduction 

de la longueur de la couche limite en aval. 

A 𝒕𝒑 = 𝟎, 𝟓, le champ externe de vitesse est nul et le gradient  positif de pression atteint 

la valeur maximale. A cette phase la vorticité dans le sens contraire des aiguilles d'une 

montre forme une couche limite s’écoulant dans la direction x négative et s’étend sur 

toute la surface du cylindre. La vorticité près de la frontière solide dans le sens des 

aiguilles d'une montre a été décalée vers le haut autour de celle de la vorticité près de la 

frontière solide et dans le sens est contraire à celui des aiguilles d'une montre. À mesure 

que le temps augmente la couche limite se développe plus loin et se sépare finalement du 

côté gauche. L'évolution du champ de vorticité pour 𝟎, 𝟓 < 𝒕𝒑 < 1 est semblable à celui du 

premier demi-cycle mais elle se développe dans la direction opposée avec le signe opposé. 

Le champ de pression correspondant est montré sur la figure (5.3). À 𝒕𝒑 = 𝟎, 𝟐𝟓 la  

pression est grande au point de stagnation en amont du cylindre, tandis que  les iso-lignes 

en aval montrent clairement l'écoulement séparé. Le champ de pression tend à être moins 

asymétrique par rapport au plan x=0 à  𝒕𝒑 = 𝟎, 𝟓 où le champ externe de vitesse est nul.  A 

𝒕𝒑 = 𝟎, 𝟕𝟓 le champ de pression est l'image-miroir de celui  à  𝒕𝒑 = 𝟎, 𝟐𝟓, et le champ de 

pression à 𝒕𝒑 = 𝟏 est l'image-miroir de celui à 𝒕𝒑 = 𝟎, 𝟓.   

 

V.2.1.B- Le champ de vorticité et de pression pour  ∈  𝟎. 𝟔𝟓 , 𝟎. 𝟕𝟓  

Pour ces valeurs du rapport , le mécanisme de création de tourbillons est le même que 

celui décrit précédemment. Cependant les tourbillons créés sont cette fois-ci de plus 

grande taille et se forment de manière dissymétrique par rapport { l’axe de l’écoulement.  

Les figures (5.4) et (5.5) montrent respectivement les iso-lignes de la composante de 

vorticité z et de la pression p aux phases de position significatives. Ces figures se 

rapportent à des états entièrement développés de l'écoulement car il faut noter que 

l’asymétrie ne se manifeste pas dès les premiers cycles. En effet, au démarrage, les 

détachements tourbillonnaires se forment de façon parfaitement symétrique et le restent 

pendant un certain nombre de cycle, ce nombre diminue avec la réduction du rapport 

elliptique    (soit on compte 70 cycles pour  = 𝟎. 𝟕𝟓 , 40 cycles pour   = 𝟎. 𝟕 et 18 cycles 

pour  = 𝟎. 𝟔𝟓 avant l’apparition de l’asymétrie). Au-del{ de ce seuil, l’asymétrie s’installe. 
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Fig.5.4- Les iso-lignes de vorticité Z  aux différentes phases de position significatives 

pour les rapports elliptiques Ԑ=0.75 et Ԑ=0.65. 

 

    

    

Fig.5.5 - Les iso-lignes du champ de pression aux différentes phases de position 

significatives pour les rapports elliptiques Ԑ=0.75 et Ԑ=0.65. 

Pour mettre en évidence les caractéristiques d’une telle asymétrie, nous nous proposons 

de discuter le comportement de la vorticité pour le rapport elliptique   = 𝟎. 𝟔𝟓 en se 

référant aux figures (5.4) ci-dessus et (5.6) ci-dessous. 

A 𝒕𝒑 = 𝟎, 𝟑𝟕𝟓 (voir figure 5.4), nous percevons une couche limite s’étendant de manière 

plus importante dans le domaine y>0 que  celle du domaine y˂0, ce qui favorisera une 

séparation asymétrique de l’écoulement et la création par la suite d’un vorte-perte plus 

grand dans la partie haute du cylindre (domaine y>0 ) et un autre moins important dans 

l’autre. 

Au demi-cycle suivant ( 𝒕𝒑 ≥ 𝟎, 𝟓), l’écoulement change de direction et le mécanisme cité 

ci-dessus se répète dans la direction opposée (voir figure 5.4, 𝒕𝒑 = 𝟎, 𝟖𝟕𝟓). Entretemps le 

grand vortex-perte (domaine y>0) créé auparavant, se retrouve entrainer vers le coté 
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gauche du cylindre (voir figure 5.4, 𝒕𝒑 = 𝟎. 𝟔𝟐𝟓)  et sera dissipé au prochain changement 

de direction (à 𝒕𝒑 = 𝟏) contrairement au petit détachement (domaine y˂0) qui s’est dissipé 

à 𝒕𝒑 = 𝟎, 𝟓. 

Cependant, la perte tourbillonnaire ne se situe pas seulement sur le domaine y>0, ceci 

est clairement montré sur la figure (5.6). En effet les détachements asymétriques se 

manifestent durant quelques cycles successifs, par la suite, l’écoulement retrouve sa 

symétrie pour redevenir asymétrique à nouveau avec cette foi-ci, des vortex-pertes se 

manifestant dans le domaine opposé au précédent  (y˂0). On parle dés lors, d’une stabilité 

interprétant les changements intervenus sur toute la duré de l’écoulement (soit 200 cycles 

dans notre cas)  et d’une régularité indiquant une quelconque périodicité dans ces 

changements (une sorte de motifs se répétant à un nombre de cycle bien défini) et qui 

permettra par la suite de prédire les prochaines formes du vortex-perte. 

  

 

  

Fig.5.6- les différentes positions de la perte tourbillonnaire pour =0.65. 

Dans notre cas, nous pouvons dire que l’écoulement est instable car le changement est 

assai fréquent, mais régulier car il est tout à fait possible de prédire le prochain 

changement du fait que l’analyse de la vorticité effectuée sur 200 cycles révèle une 

régularité se caractérisant dans l’ordre par : 

 Pour  Ɛ= 0.75 : 6 cycles de vortex-pertes dans le domaine y>0,  2 cycles d’écoulement 

symétrique suivi de 6 cycles de vortex-pertes dans le domaine yԐ0 et 2 cycles 

d’écoulement symétrique. Ainsi, cet ensemble de changement se répétera en boucle. 

 Pour  Ɛ= 0.7 : 5 cycles de vortex-pertes dans le domaine y>0,  1 cycles d’écoulement 

symétrique, 5 cycles de vortex-pertes dans le domaine yԐ0 et 1 cycles d’écoulement 

symétrique. 

 Pour  Ɛ= 0.65 : 6 cycles de vortex-pertes dans le domaine y>0,  1 cycles d’écoulement 

symétrique, 6 cycles de vortex-pertes dans le domaine yԐ0 et 1 cycle d’écoulement 

symétrique. 

Ce comportement aura une influence sur la force transversale qui sera discutée plus tard 

dans ce chapitre. 

Pour ce qui est du champ de pression représenté sur la figure (5.5), ce dernier est 

asymétrique et correspond parfaitement aux changements de vorticité observés au cours 

du cycle visualisé sur la figure (5.4). 
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V.2.1.C- Le champ de vorticité et de pression pour  ∈  𝟎. 𝟒 , 𝟎. 𝟔  

Dans le cas d’écoulement oscillant autour d’un cylindre ayant un rapport elliptique 

Ɛ=0.6 et après quelques cycles qui constituent une phase de démarrage,  nous observons la 

création d’un détachement tourbillonnaire dans le domaine y>0 constitué de deux vortex 

contrarotatifs s’élançant parallèlement { l’axe d’écoulement mais ce dernier ne s’éloigne 

pas trop du cylindre et est très vite ramener par l’écoulement changeant de direction et se 

dissipe par la suite au contacte de la paroi du cylindre (voir figure 5.7). 

 

=0,6 - 35th cycle 

   

Fig.5.7- Evolution iso-lignes de la vorticité Z  au cours du 35ieme cycle  pour le rapport elliptique 

=0.6. 

    

Fig.5.8- Evolution iso-lignes du champ de pression  au cours du 35ieme cycle  pour le rapport 
elliptique =0.6. 

 

    

Fig.5.9- Evolution iso-lignes de la vorticité Z  au cours du 65ieme cycle  pour le rapport 

elliptique =0.4 
 

    

Fig. 5.10.- Evolution iso-lignes du champ de pression  au cours du 65ieme cycle  pour le rapport 
elliptique =0.4. 
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Au fur et à mesure que ce rapport diminue (𝟎, 𝟔 <  ≤ 𝟎, 𝟒) la trajectoire devient de plus 

en plus diagonal et les vortex-pertes convectent de plus en plus loin, ceci est clairement 

illustré sur la figure 5.11 ci-dessous. 

 

=0,6  - 35th cycle 

 

=0,55  - 66th cycle 

 

=0,5  - 66th cycle 

 

=0,45  - 66th cycle 

 

Fig. 5.11- Comparaison entre les pertes tourbillonnaires des différents rapports 
elliptiques. 

A noter que cette perte tourbillonnaire change de direction et de position par rapport au 

cylindre. Les figures (5.12) et (5.13) montrent ces différents changements. A constaté aussi 

que le changement de direction ce fait avec un décalage d’angle de phase ∆𝒕𝒑 = 𝟎, 𝟓. 

 

65 ieme cycle 125 ieme cycle 

  

Fig.5.13- les différentes directions et positions de la perte 

tourbillonnaire pour le rapport elliptique =0.4 
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Fig.5.12- les différentes directions et positions de la perte tourbillonnaire pour le 

rapport elliptique =0.6. 
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Ceci dit, le changement de direction ou de position des pertes tourbillonnaires ne se fait 

pas de manière directe mais en passant par une  phase intermittente durant quelques 

cycles ou l’écoulement tente { retrouver sa symétrie. Les figures (5.14) et (5.15) visualisent 

l’évolution de la vorticité au cours d’un cycle intermittent pour =0.6 et =0.4. 

 

148th cycle- Tp=0.125 148th cycle- Tp=0.375 148th cycle- Tp=0.625 148th cycle- Tp=0.875 

    

Fig. 5.14- Evolution iso-lignes de la vorticité Z  au cours d’un cycle intermittent (148ieme cycle)  pour 
le rapport elliptique =0.6 

99th cycle- Tp=0.125 

 

99th cycle- Tp=0.375 

 

99th cycle- Tp=0.625 

 

99th cycle- Tp=0.875 

 

Fig. 5.15- Evolution iso-lignes de la vorticité Z  au cours d’un cycle intermittent 

(99ieme cycle)  pour le rapport elliptique =0.4 
 

L’analyse de la vorticité pour un rapport elliptique  ∈  0.6 , 0.4  permet de discuter la 

stabilité et la régularité des détachements tourbillonnaires qui se sont manifestés durant le 

temps d’écoulement simulé. Les figures (5.16), (5.17) et (5.18) ci-après représentent 

l’historique de ces détachements durant 200 cycles pour les valeurs du rapport elliptique 

=0,6 ; =0,5 et =0,4. 

En se référant à la figure (5.16), nous constatons que pour un rapport =0,6 les pertes 

tourbillonnaires sont très instables car elles changent très souvent de direction et de 

position. Concernant la régularité pour ce rapport, nous remarquons que les phases 

intermittentes durent 3 cycles et que cette durée reste constante, on remarque aussi que 

les cas de figure (5.16.-𝐶𝑖-𝐷𝑖-) se succèdent à un rythme régulier et semblent êtres 

parfaitement identiques en nombre de cycles contrairement aux figures (5.16-𝐴𝑖-𝐵𝑖-) qui 

présentent des différences dans la duré à la quelle se succèdent les vortex-perte. 

L’ensemble des historiques analysés indique qu’au fur que le rapport  diminue, les 

vortex-pertes sont plus stables et durent plus longtemps, comme c’est le cas pour =0,4  

montré sur la figure (5.18). Cependant, nous ne pouvons pas dire autant pour ce qui est de 

la régularité, car les différents détachements se manifestent à un rythme non-régulier et les 

prochains changements de vorticité sont difficiles à prédire. Quant aux périodes 

intermittentes, elles ne durent que quelques cycles soit entre 2 et 4 cycles sur tout 

l’ensemble  ∈  0.4 , 0.6 . 
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: Représente un cycle développant une paires de tourbillons contrarotatifs 

à la position et dans la direction indiqué par la flèche. 

 
: Représente un cycle intermittent. 

N° cycle 35                     48                       71                       99                      127                   136                    145                     154                   163                       199 

 

                

-C3-D3-C4-D4- 

Avec 

C4=C3=C2=C1 

D4=D3=D2=D1 

 10cycles  3cycles 20cycles  3cycles 

 
25cycles  3cycles  25cycles  3cycles 

  
6cycles   3cycles  6cycles  3cycles 

 
6cycles   3cycles  6cycles  3cycles 

  
         -A1-                    -B1-         -A2-                     -B2-         -C1-                 -D1-                     -C2-                   -D2- 

 Fig.5.16- historique des différentes formes de la vorticité Z  au cours de 200 cycles d’écoulement pour  = 𝟎. 𝟔  

 

N° cycle    20          58                           79                            99                          108                          145                          153                         162                   200…                                   
 

               
    4cycles   17cycles 2cycles   18cycles 2cycles    7cycles 2cycles   35cycles 2cycles      6cycles 2cycles     7cycles 2cycles          …… 

 -A1- -B1- -C1- -D1- -C2- -D2- -C3- -B2- 

 Fig.5.17- historique des différentes formes de la vorticité Z  au cours de 200 cycles d’écoulement pour  = 𝟎. 𝟓 

 

N° cycles     10                    98                  101                  156                 159       200… 

      

Fig.5.18- historique des différentes formes de la vorticité Z  

au cours de 200 cycles d’écoulement pour  = 𝟎. 𝟒 



Chapitre -V- Résultats et Discussions 

 

 Page 54 
 

 
V.2.1.D- Le champ de vorticité et de pression pour  = 𝟎. 𝟑𝟓 

Les résultats de vorticité obtenus pour l’écoulement oscillant autour d’un cylindre ayant 

un rapport 𝜺 = 𝟎. 𝟑𝟓 montrent un comportement qui se caractérise par la création d’une 

paire de tourbillons qui se détache du cylindre à chaque demi-cycle et convecte loin du 

cylindre en une allée diagonale { l’axe longitudinal. Ce comportement est typique à celui 

observé sur un écoulement en régime F au tour d’un cylindre circulaire. La figure (5.19) 

montre la présence des deux tracés diagonaux qui se produisent au cours du 65ieme cycle 

pour ce même rapport elliptique. Le champ de pression associé est egalement visualisé sur 

la figue (5.20). 

A noté aussi qu’au cours des 200 cycles simulés aucune commutation n’est observée, 

nous déduisons donc que cet écoulement est stable et régulier. 

 

65th cycle -Tp=0.125 65th cycle -Tp=0. 25 65th cycle -Tp=0. 5 65th cycle -Tp=0.75 65th cycle -Tp=0.875 

     

Fig.5.19- Evolution iso-lignes de la vorticité Z  pour le rapport elliptique =0.35. 
 

     

Fig.5.20- Evolution iso-lignes du champ de pression  au cours du 65ieme cycle  pour le 
rapport elliptique =0.35. 

 

V.2.1.E- Le champ de vorticité et de pression pour  ∈  𝟎. 𝟏 , 𝟎. 𝟑  

L’écoulement dans le cas d’un rapport elliptique  ∈  𝟎. 𝟏 , 𝟎. 𝟑   présente un mélange des 

differentes formes identifiées auparavant, à savoir des mono-paires contrarotatives 

diagonaux observés dans les cas de  ∈  𝟎. 𝟒 , 𝟎. 𝟔 , des doubles paires semblables à ceux 

rencontrés dans le cas   = 𝟎. 𝟑 et des périodes de commutation assez difficiles à décrire. 

Les figures (5.21) et (5.22) ci dessous illustrent respectivement les détachements double 

paires et mono-paires pour les rapports elliptiques =0,3 et =0,1.   
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=0,3  - 55 ième cycle =0,1  - 130 ième cycle 

    

Fig.5.21 - Comparaison entre les pertes tourbillonnaires de types double-paires pour les rapports 
elliptique Ɛ=0,3  et Ɛ=0,1. 

=0,3  - 155 ieme cycle =0,1  - 174 ieme cycle 

    

Fig.5.22 - Comparaison entre les pertes tourbillonnaires de types mono-paires pour les 
rapports elliptique Ɛ=0,3  et Ɛ=0,1. 

 
Quant aux périodes intermittentes, la figure (5.23) représentant la vorticité pour le 

rapport =0.3 au cours de deux cycles consécutifs (198 et 197eme cycle) à différentes phases 

de position donne un aperçu de leurs complexités. 

197eme cycle 

    

198eme cycle 

    

Fig.5.23- Evolution de la vorticité au cours de deux cycles d’intermittence  
consécutifs (197ieme et 198ieme cycle) pour le cas du rapport  =0.3 
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Les figures (5.24), (5.25), (5.26) et (5.27) schématisent respectivement les historiques 

des différents détachements tourbillonnaires observés durant les 200 cycles de simulations 

pour les valeurs du rapport elliptique   = 𝟎. 𝟑 ,  = 𝟎. 𝟐𝟓 ,  = 𝟎. 𝟐 et  = 𝟎. 𝟏  et nous 

permettent ainsi de discuter leur stabilité et leur régularité. 

La figure (5.24) montre que les 200 cycles d’écoulement pour  = 𝟎. 𝟑 sont réparti en 3 

tranches de temps se distinguant chacune par l’apparition d’une seule forme de vortex-

perte. A cet effet, nous déduisons donc que cet écoulement est pratiquement stable. 

En observant les différents historique, nous remarquons qu’au-delà de ce rapport 

elliptique ( < 𝟎. 𝟑), l’écoulement devient de plus en plus instable, car il admet un 

changement de forme des détachements tourbillonnaire de plus en plus fréquent. A noter 

aussi que ces changements sont assez difficile à prédire vue qu’aucune régularité dans 

leurs succession n’a était décelé au cours de ces 200 cycles étudiés. 

 

 

 

Remarque : dans les figures (5.24), (5.25), (5.26) et (5.27)  représentant les historiques 

ci-dessous, les différentes formes des détachements tourbillonnaires sont schématisées 

comme suite : 

 

: Représente un cycle développant une paires de tourbillons contrarotatifs à la position 

et dans la direction indiqué par la flèche. 

 

: Représente un cycle développant deux paires de tourbillons contrarotatifs aux 
positions  et dans les directions indiquées par les flèches. 

 

: Représente un cycle intermittent développant des détachements tourbillonnaire très 
complexes. 
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 N° cycle                  20                                                            140                                                      180                                                        200  … 

 

 
  

Fig.5.24- Historique des différentes formes de la vorticité Z   apparues  au cours de 
200 cycles d’écoulement pour  = 𝟎. 𝟑 

 

N° cycle        10                      59                    65                    116               128                   147                  154                  193                 196            200….. 

 

         
 Fig.5.25- Historique des différentes formes de la vorticité Z  apparues  au cours de 200 cycles d’écoulement 

pour  = 𝟎. 𝟐𝟓 
 

N° cycle 20       28       42        60      64        66       90       93       97     101     107    120     130   149      158      161    175     183     188     198   200… 

 

  
         

         

 Fig.5.26- Historique des différentes formes de la vorticité Z  apparues au cours de 200 cycles 
d’écoulement pour  = 𝟎. 𝟐 

 

 N° cycle  11         19       25       40       54          58       78          91      113       124      128        139      154     158      160       171      184        192   200… 

 

     
 

 
 

   
    

 
  

 Fig.5.27- Historique des différentes formes de la vorticité Z  apparues au cours de 200 cycles 
d’écoulement pour  = 𝟎. 𝟏 
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V.2.2-Analyse des forces  

Comme il est bien connu, la distribution du champ de vorticité affecte  nettement les 

forces agissantes sur le cylindre. Dans cette partie du chapitre, nous explorons l'évolution 

au cours du temps des forces agissant sur le cylindre et l'effet du rapport elliptique sur leur 

grandeur. 

Les figures (5.28) et (5.29) montrent respectivement l'évolution au cours du temps de la 

force transversale et la force longitudinale pour plusieurs valeurs du rapport elliptique. 

Nous constatons en premier lieu que la force longitudinale est beaucoup plus importante 

que la force transversale. 

La figure (5.28) montre aussi que la variation du rapport elliptique affecte de façon 

considérable la force transversale. Les modulations de cette dernière semblent 

correspondre à l'instabilité provoquée par les tracés asymétriques des écoulements et dont 

les historiques ont été établis au cours de l’étude de la vorticité. La réduction du rapport 

elliptique  a un effet double sur l'évolution de cette force en produisant en premier lieu une 

variation de l'amplitude de la force et favorisant  l’asymétrie de l’écoulement en second. 

Pour les rapports elliptiques   ∈  𝟎. 𝟖 , 𝟏  la force transversale résultante agissant sur le 

cylindre est nulle, cela est dù à la symétrie au plan y=0 du champ de vorticité et de pression 

correspondant. En effet, ceci a été précédemment observé dans des investigations (TB90 et 

DDBL98). 

Les modulations la force transversale apparaissent à partir d’un rapport elliptique  de 

Ɛ=0.75 et s’amplifient avec la réduction de ce dernier jusqu’{ la valeur Ɛ=0.4. Au-delà de 

cette valeur (pour Ɛ≤ 0.4), Ces dernières s’atténuent et décroissent au fur que le rapport 

diminue, cela s’explique du faite qu’un cylindre ayant un tel rapport d’axes offre un faible 

support dans la direction transversale sur lequel s’exercent les perturbations transversal 

créés par l’asymétrie de l’écoulement. 

Concernant la force longitudinale (fig.5.29) et pour des rapports elliptiques 1 ≥ Ɛ≥ 0.6 

aucune modulation n’apparait vue que l’écoulement reste { peut prés symétrique. Par 

contre au fur et à mesure que le rapport Ɛ diminue ( Ɛ≤ 0.6), nous notons l’apparition de 

faibles modulations suivi d’une forte augmentation de l’amplitude de cette force. 

. 
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𝜺 = 𝟎. 𝟗 
 
 

𝜺
= 𝟎. 𝟕𝟓 

 
 

 

𝜺 = 𝟕 
 

 

 

𝜺 = 𝟎. 𝟔 

 

 

 
𝜺 = 𝟎. 𝟓 
 
 

 

𝜺 = 𝟎. 𝟒 
 

 

𝜺

= 𝟎. 𝟑𝟓 

 

 
 

𝜺 = 𝟎. 𝟐 
 

 
 
 
𝜺 = 𝟎. 𝟏 
 

Fig.5.28- Historique de la force transversale totale adimensionnelle en régime A pour 

différents rapports elliptiques 
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𝜺 = 𝟎. 𝟗 
 
 

𝜺
= 𝟎. 𝟕𝟓 

 
 

 

𝜺 = 𝟕 
 

 

 

𝜺 = 𝟎. 𝟔 

 

 

 
𝜺 = 𝟎. 𝟓 
 
 

 

𝜺 = 𝟎. 𝟒 
 

 

𝜺

= 𝟎. 𝟑𝟓 

 

 
 

𝜺 = 𝟎. 𝟐 
 

 
 
 
𝜺 = 𝟎. 𝟏 
 

Fig.5.29- Historique de la force longitudinale totale adimensionnelle en régime A pour 

différents rapports elliptiques 
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Les figures (5.30) et (5.31) illustrent respectivement la force longitudinale, de pression 

et de cisaillement qui agissent sur le cylindre pour plusieurs valeurs du rapport elliptique 

dans le cas du régime A.  

La figure (5.30) prouve que la forme géométrique du cylindre influe énormément sur la 

force de pression, cette dernière augmente de façon considérable avec la réduction du 

rapport elliptique. 

 

 

Fig.5.30 - évolution temporelle de la force longitudinale adimensionnelle de 
pression durant le 90ieme cycle pour différentes valeurs du rapport elliptique Ɛ  

dans le régime A  

 

Pour ce qui est de la force longitudinale de cisaillement représenté dans la figure (5.31), 

nous remarquons que celle-ci décroit avec la réduction du rapport elliptique et que cela est 

dû au faible support qu’offre l’obstacle pour cette force. 
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Fig.5.31 - évolution temporelle de la force longitudinale adimensionnelle de 

cisaillement durant le 90ieme cycle pour différentes valeurs du rapport elliptique 

Ɛ  dans le régime A 

 

V.2.3-Les Coefficients de Morison 

Comme il a été cité auparavant, la force longitudinale augmente avec la réduction du 

rapport elliptique. Ceci est clairement indiqué par Tableau (5.2) qui montre l’écart type 

(r.m.s) de la force longitudinale pour différent configurations géométriques en régime A. 

Cette augmentation est justifiée par le faite qu’un cylindre non-profilé (bluff body) 

manifeste une résistance d’avancement plus grande que celle d’un cylindre circulaire. 
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Tableau 5.2- Valeurs des coefficients de trainé et d’inertie ainsi que les forces totales 

transversale et longitudinale obtenues par simulation pour différent rapport elliptique 

 

𝜺 𝒂/𝒃  𝑪𝒅 𝑪𝒎 𝑭𝑿,𝑹𝑴𝑺 𝑭𝒀,𝑹𝑴𝑺 

1 2,135979 2,469449 1,322444 0 

0.95 2,176954 2,462987 1,438257 0 

0.9 2,225610 2,457829 1,435407 0 

0.85 2.283334 2.454392 1.478578 0 

0.8 2,351518 2,453188 1,594846 0 

0.75 2,433087 2,442341 1,635844 0,2100795 

0.7 2,548785 2,377667 1,667758 0,4905853 

0.65 2,555239 2,318769 1,798138 0,6174034 

0.6 2,727448 2,275393 1,979327 0,7013016 

0.55 2,884988 2,258422 2,283679 0,6923050 

0.5 3,088056 2,272116 2,407621 0,6563589 

0.45 3,274404 2,312964 2,431617 0,5994699 

0.4 3,611527 2,340739 2,689333 0,5488809 

0.35 4,388152 2,436933 2,788132 0,5043852 

0.3 4,622568 2,463940 2,940855 0,5624241 

0.25 5,061966 2,530440 3,041387 0,3673795 

0.2 5,290255 2,570223 3,508766 0,4180008 

0.15 5.610051 2.684711 3.654495 0.3426593 

0.1 5,807214 2,748950 3,793476 0,3014531 

 

Les figures (5.32) et (5.33)  interprètent respectivement les valeurs des coefficients de 

Morison et celles des forces totales transversale et longitudinale rapportés dans le tableau 

(5.2) et permettent ainsi de mettre en évidence  l’influence du rapport elliptique sur ces 

grandeurs. 
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Fig. 5.32- L’influence du rapport elliptique sur l’écart type de la force longitudinale et 

transversale. 

 

L’augmentation de la force longitudinale se répercute sur les coefficients de Morison. La 

figure (5.33) visualise ce comportement du coefficient d’inertie et du coefficient de traîné. 

D’après cette figure nous remarquons que le coefficient de trainé  augmente fortement avec 

la réduction du rapport elliptique cela est dû { la forme de l’obstacle qui devient de plus en 

plus non-profilé, par contre nous notons que le coefficient d’inertie ne varie pas beaucoup 

au cours de l’évolution de ce rapport, ce qui prouve que l’évolution du rapport elliptique 

dans la direction longitudinal n’influe pas sur lui. 

 
Fig. 5.33- L’influence du rapport elliptique sur les coefficients de Morison. 
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Conclusion 

 

L'écoulement sinusoïdal oscillant autour d'un obstacle cylindrique a été étudié 

numériquement, en résolvant les équations instationnaires bidimensionnelles de 

Navier-Stokes { l’aide d’un code source validé par des données expérimentales 

disponibles.   

Ceci est la première recherche dans laquelle l'effet de la forme géométrique 

elliptique d’un cylindre sur le tracé tourbillonnaire et sur les coefficients de Morison 

est évalué pour le régime A.   

Plusieurs valeurs du rapport elliptique ont été considérées, traversant un large 

éventail ; du cas du cylindre circulaire au cas d’un cylindre elliptique non-profilé. La 

direction de l’écoulement est orientée le long du petit axe. 

Une  présentation des structures du champ d’écoulement ainsi que le calcul des 

coefficients de Morison et les écarts types (r.m.s) des forces longitudinales et  

transversales en fonction du rapport elliptique ont été effectués. 

Le champ de vorticité et de pression pour le cas des cylindres de section faiblement 

elliptique (1<ε<0.8) se montre très comparable { celui d’un cylindre circulaire. D’autre 

part, au fur à mesure que ce rapport diminue  l’écoulement devient plus asymétrique 

en développant des différentes structures du vortex-pertes.  

Nous constatons aussi que la composante longitudinale prédite de la force agissant 

sur le cylindre augmente avec la réduction de ce rapport. En ce qui concerne la force 

transversale, elle ne se manifeste qu’{ partir du rapport elliptique Ɛ=0.75 et augmente 

avec la réduction de ce rapport jusqu'à une certaine limite (Ɛ=0.4) à partir de la quelle 

cette force décroit en raison du faible support géométrique apporté par l’obstacle dans 

la direction transversal.  

La présente étude nous a montré que le coefficient de traîné  est sensible au tracé 

tourbillonnaire contrairement au coefficient d’inertie qui ne semble pas évolué. 
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