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Introduction

0.1 Objectif et description du probléme

Cette these est consacrée a I’étude d’une classe d’équations différentielles opérationnelles
du second ordre de la forme

(u‘s)/l (z) + Aul (z) — wu’ (z) = ¢°(z), pour w >0, (0.1.1)

posée dans un espace de Banach complexe F, sur un domaine 2° constitué par deux milieux
différents, I'un est fixe (par exemple |3,0[ avec 5 < 0) et 'autre est une couche mince
d’épaisseur § €]0,1] (i.e. Q° = ]3,0[U]0,4[). Sur les bords on impose des conditions aux
limites non homogeénes & coefficients opérateurs de type

k (u)) (B)+hu’ (B) = f-, K (u*) (6) + Hu’ (8) = f1, (0.1.2)

avec des conditions de transmission sur I'interface (entre les deux milieux)

5 5 Fy 5
po(w)'(0-) = py(w )'(04), w’(0-) =u’(04), (0.1.3)
tels que fji, f_ sont deux éléments de E. Ici, A, k, h, K et H sont des opérateurs linéaires
fermés & valeurs dans I, u_, ., sont deux constantes réelles positives non nulles et distinctes
exprimant la conductivité des deux milieux.

L’objectif de cette these est I’étude de 'existence, 'unicité et la régularité maximale de
la solution stricte de 1’équation (0.1.1)) avec les conditions (0.1.2)) et (0.1.3)) pour deux modeéles
et sous certaines hypothéses sur les opérateurs.

Le premier modéle :

B=-00, w=0, k=H=0, K=h=1 et f =0.

On développe dans ce modele deux cadres d’études :

a) Lorsque le second membre est LP(Q°) : ici, on utilisera la méthode de calcul fonctionnel
de Dunford lorsque E est quelconque et celle des semi-groupes analytiques lorsque E est
UMD.



b) Lorsque le second membre est holdérien par morceaux : ici, les techniques utilisées re-
posent sur le calcul fonctionnel de Dunford et la théorie de Sinestrari.

Le second modéle :

B=-1, h=0, K=k=1.

On utilisera, ici, la méthode de réduction de 'ordre de Krein [22] et le célebre Théoréme de
Dore et Venni.

0.2 DMotivation et exemple modéle

Beaucoup de phénomeénes physiques et biologiques sont modélisés par des problémes de
transmissions. A titre d’exemple, on considére, dans une bande avec une couche mince

Q° xR := (]—1,0[U]0,d]) x R

le probléme de propagation de la chaleur u° en régime permanent avec une source interne de

chaleur ¢° € LP(2° x R), pour 1 < p < oo. Il est modélisé par I’équation
A (z,y) = ¢ (2,y), (2,9) €V xR (0.2.1)

A Tinterface {0} x R des deux milieux possédant des conductivités différentes p_ et p ., la
conservation des flux s’écrit

ou’ ou’
— (0_ =, — 2.2
g (0-y) = 5 (04,9), (0.2.2)
avec la continuité de la chaleur
u(5 (0—7 y) = u5 (0+7 y) . (023)

Enfin, sur les bords {—1} x R et {0} x R, on peut considérer les conditions aux limites
suivantes

U ud u®
O:;x (=19) = f-(v), aa_x(é@—%—y(&y) =f1 ). (0.2.4)

Considérons, dans l’espace E := LP(R), les opérateurs A et H définis par

{D<A>=W2’p<R> et{ D(H) = W' (R)
A =y, Hyp = .

Grace au Théoréme de Fubini; on a
LP(Q° x R) ~ LP(Q°; LP(R)),
et utiliser les notations vectorielles usuelles

W (z,y) =u’ () (y) et ¢ (z,y) =9 (2)(y),
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le probleéme (0.2.1))~(0.2.4) s’écrit de la maniére opérationnelle suivante
(u®)" (x) + Al () = ¢° (x), x€Q
(W) (1) = f-, (u*)"(8) + Hu’ (8) = f1,
W0 = (0), () (0-) =y () (0,

C’est ce dernier probléme qui sera étudié dans un cadre général (A, H peuvent étre d’autres
opérateurs).

0.3 Travaux effectués sur le méme sujet

Plusieurs travaux ont traité ce genre de problémes dans différents cadres fonctionnels,
par exemple, dans le cadre hilbertien on cite les travaux de Caloz et al. [9] et de Nicaise
[31]. La technique utilisée par ces auteurs est celle des développements asymptotiques. Favini
et al. [I7] ont étudié un probléme aux limites et de transmission posé dans un domaine
borné composé de deux corps homogenes par morceaux dans le cadre LP (1 < p < o).
Ces auteurs ont utilisé la théorie des sommes d’opérateurs linéaires de Da-Prato et Grisvard
et les résultats sont obtenus pour un second membre dans un espace d’interpolation. Dans
[3], Belhamiti et al. ont étudié une famille de problémes de transmission pour une équation
différentielle abstraite dans le cadre holdérien. Ils ont obtenu des conditions nécessaires et
suffisantes sur les données pour avoir un résultat optimal pour la solution stricte.

Plus récemment, Bouziani et al. [6] ont montré, dans les espaces de Holder, I'existence,
I'unicité et la régularité maximale de la solution stricte d’une famille de problémes aux
limites et de transmission régis par des équations différentielles abstraites de type elliptique
a coefficients opérateurs variables (A(z)),¢(_; 5- L'hypothése essentielle dans ce travail sur la
famille (A(x)),¢(_; 5 est celle qui a été utilisée dans la thése de Labbas [23]. Cette derniere
s’inspire sur le commutateur de Labbas-Terreni, voir [25].

Dans le cadre I? (1 < p < o0) et 8 fini, E est UMD, un travail trés fin et complet
(voir Dore et al. [15]) a été publié récemment. Ici, les principaux outils utilisés pour montrer
I’existence, 'unicité et la régularité maximale sont les opérateurs d’impédance et le calcul
fonctionnel H°.

0.4 Description des chapitres et résultats obtenus

Cette thése est composée de cing chapitres.

Dans le premier chapitre, on donne des rappels sur quelques notions de base d’analyse
fonctionnelle qui sont utilisées dans ce travail. En particulier, le calcul fonctionnel de Dunford,
la théorie des semi-groupes [32], la théorie des sommes d’opérateurs linéaires [13], [12], [25],
[26] et [30], les espaces d’interpolation [21], [36], les puissances fractionnaires d’opérateurs [33].
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Le deuxiéme chapitre est composé de deux parties. La premiére est consacrée a I’étude
du probléme suivant (pour § €]0, 1] fixé)

()" (@) + AuP (@) = g°(z) . p. @ € (~00,0)U (0,0)
(u) (8 (P})
u6<o_> —u <o+>, p ()00 = 1, (Y0,
tel que A est un opérateur linéaire fermé de domaine D (A) C FE vérifiant 'unique hypothese
d’ellipticité
p(A) D [0,+00] et IC > 0 tel que
C (H.1)

. _ -1 <
YA€ [0, +ool (4 = AN < T

o p(A) est ’ensemble résolvant de A. Ici

{g(@ p- p- = € (—00,0)

AC i) popae(05),

avec
g € LP(—00,0; E); g+€Lp(0 5 E).

Il est connu que I’hypotheése (H.1) n’implique pas que A est un générateur infinitésimal
d’un semi-groupe analytique mais nous permet de définir I'opérateur B := —(—A)Y? qui
est générateur infinitésimal d’un semi groupe analytique noté (etB ) 10 (voir Balakrishnan [I]
page 419). De plus, il existe deux constantes positives a et M telles que, pour tout ¢ > 0 on

a
HetBHE < Me ™ et HBmetB”E < Mt ™Me %, (0.4.1)

pour tout m € N* (pour plus de détail voir Pazy [32] Théoréme 6.13 page 74).
Sous la méme hypothése, on déduit qu’il existe 0y € ]0,7/2[ et ro > 0 tels que

p(A) D Sgyry = {2 € C*: Jarg 2| < 0} UB(0,70),

et Pestimation dans (H.1)) reste vraie dans Sy, -

On décompose (P3)) en deux problémes, 1'un sans second membre mais avec des conditions
aux limites non homogeénes et l'autre avec second membre et des conditions aux limites
homogenes. Pour ce dernier on applique la théorie des sommes d’opérateurs.

Les résultats obtenus, dans cette partie, sont donnés par

Théoréme 0.4.1 Sous I’hypothése et pour ¢° € LP (—00,0; D4 (0,p)) o 0 < 0 < 1 et
1 < p < o0, le probléeme (@]) admet une unique solution stricte u’ si et seulement si

fle Da(3 — QLp,P)-

Théoréme 0.4.2 Supposons . Soient fo € D(v/—A), ¢° € LP (—00,8; D4 (0,p)) avec
l<p<ooet0<20<1. Alors

(ua)//’ Aué c LP(—oo,5;DA (eap))’

st et seulement si
5 1 1
fy € Dal0+ 3 —5,p)

v



Remarque 0.4.1 Siu® est une solution stricte du probléeme @), alors
ul, € W*P(0,6; E) N LP(0,8; D(A))
u® € W2P (—00,0; E) N LP (—00,0; D(A)),

on a nécessairement
u’ (—o00) =0,

(selon Brezis [8], corollaire VIII. 8 page 130.) et

fle(D(A);E) 1

2p 2 P

En effet, comme dans la remarque 1 de [18], page 197. Posons

s ul(z) siz e (0,0)
uf () =

0 size(d,00),
donc, on peut voir facilement que

w (.) € WP (0, 400; E) N LP (0, +00; D(A)).
En utilisant les notations de Lions-Peetre [28] chapitre VI, il vient
. () € Va(p, 0, D(A);p, 0, ),
d’apres la définition (1.1) dans [28] page 40, on obtient
() (0) € T¥(p,0, D(A); p,0, E),
et grace aux Théoréme (2.1) page 43 et Théoréme (5.2) page 15 de [28], il vient
T¢(p,0, D(A); p,0, E)

1 1
= S<p7_+17D(A)7p7__1>E)
p p

1 1 1 1
= S{p.—+=.D(A):p. —— = E
(p,2p+2, (),p,2p 5 )

1 1 1 1
= TH{p,——+=,D(A);p,— + =, E
0 <p7 2p+27 ( >7p7 2p+27 >
= {u(()) 1wty e LP (0,00; D(A)) Ty € LP (0, o0; E))}

ce qui donne

(@) (6) = (u3)' () = f1 € (D(4): B),



Dans la seconde partie de ce chapitre, qui a fait 'objet d’une publication au journal
Applied Mathematics and computation (Voir [27]), on étudie le méme probléme mais on ne
supposera pas que le second membre est & valeurs dans un espace d’interpolation. On ajoute
alors deux hypothéses, 'une sur ’espace E

E est un espase UM D, (H.0)
et I'autre sur 'opérateur A
AC > 1,0 €]0,7[: Vs € R: |[(—A)"|| < Cel. (H.2)

(i.e. A est de classe Bip(6, F).)

L’hypothése entraine la réflexivité de I, cependant 'opérateur A est sectoriel, donc, le
domaine D(A) est dense dans E (pour plus de détail voir Haase [21] Proposition 2.1.1 pages
18-19).

D’autre part, 'hypothese implique que

S

AC>1, felo,r[:VseR H(\/—A) gceg\ﬂ?

ce qui signifie que v/ —A est Bip(6/2; E') (voir Haase [21], Proposition 3.2.1, pages 62-63).
Les techniques employées, ici, sont basées sur la théorie des semi-groupes et le célebre
Théoréeme de Dore et Venni. Le résultat obtenu dans cette partie est donné par

Théoréme 0.4.3 On suppose (H.0), (H.1) et (H.3). Soient

9% € LP(0,6E), g- € L (—00,0; E)

avec 1 < p < oo. Alors le probléme (@ admet une unique solution stricte u’ si et seulement
St

0 .
fre D (A)yE)%+2Lp’p-

On termine cette partie par étudier le probléme limite de quand J tend vers zéro,
dans le cas particulier p =y, /pu_ = 1/6. Le résultat est

Théoréme 0.4.4 On suppose (H.(), (H.1) et (H.3). Soient g_ € LP (—c0,0; E), 1 < p < oo.
S’ils existent | et L tels que

—0

. fe L
l:hmF etL:};E%S Og+(s)d3.

Alors le probléeme

admet une unique solution stricte.
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Le troisiéme chapitre est consacré a I’étude du probléme sous I'unique hypothése
(H.1)) mais cette fois le second membre est holdérien par morceaux i.e.,

g € C*™(0,0; F), g- € BUC*™ (—00,0; E),

avec F quelconque et 0 < 2a9 < 1.

Notons que, dans ce chapitre, ’hypothese implique que B := —(—A)"/? est géné-
rateur infinitésimal d’un semi groupe analytique généralisé non fortement continu en zéro car
D(A) n’est pas nécessairement dense dans E.

La représentation de la solution est donnée sous forme d’une intégrale de Dunford et les
résultats obtenus sont donnés par

Théoréme 0.4.5 On suppose . Soient
g} € C*([0,0];E), g- € BUC™ (]—00,0]; E)

et f0 € D((—A)l/z). Alors le probléme admet une unique solution stricte si et seulement
s1

g% (0) = g_(0) € D(A), (-A)"?f2 € D(A).
Théoréme 0.4.6 On suppose . Soient

g} € C*(0,0;F), g- € BUC?™ (—00,0; E)
avec 0 < 2ap < 1 et f2 € D((—A)Y?). Alors
(u2)", Aul € C*0(0,0;E), (u2)", Au’ € BUC?™ (~o0,0; E),
st et seulement si
9% (0) — g- (0) € D (cxg, +00),, (—A)? f2 € Da(ag, +00).

Les techniques employées ici reposent sur le calcul fonctionnel de Dunford et le travail de
Sinestrari [34].

Dans le chapitre quatre, on considére, dans le cadre L, le probléme suivant
(u®)" (x) + Au’ (2) — wul (z) = ¢° (), w >0
p.p.x€]—1,0[U]0,4]

(W) (=1) = f-, («*)(d) + Hu’(d) = f3,

WB(0-) = u(04), p_(uY(0-) = py (u)'(0,).

sous les hypothéses suivantes

(H.0) FE est un espace UMD,
(H.1) il existe wy fixé et positif tel que p (A,,) D R, et

(F2)

050030 (4 A < 1oy
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(H2) 3C>1,30,€]0,m[:VseR |[[(—A,,)"| < Celalsl,

L’hypothese (H.1) implique que l'opérateur @, := —vwl — A est générateur infinitésimal
d’un semi-groupe analytique (eme)pO. De plus, 'hypothése (H.2) implique que vwl — A
est de classe Bip(04/2, F).

On utilise, par la suite, les hypothéses suivantes

(IL3) 3C >0:p(—H) > [0, +00]

Ve2 0 (H+ED " yp < %
(H4) 3C>1,305€)0,m[:VseR |H*|| < Celnlsl,
(H.5) %A + 0y <m,

(H6) WA= wo,VE>0:

(A=XD)"H+ED " =H+) (A=A,

afin de montrer que 'opérateur H — (), est fermé et inversible, en appliquant les résultats de
la théorie des sommes de Dore et Venni [13]. On peut étudier, alors, le probléme (Pg) dans
un cas plus général, en remplagant les hypothéses (H.3) ~ (H.6) par I'unique hypothése

H — (@), est fermé et inversible.

On utilise la méthode de réduction de 'ordre de Krein [22] afin de trouver une représentation
explicite de la solution. Le résultat obtenu, ici, est

Théoréme 0.4.7 Supposons (H.0) ~ (H.6). Soit ¢° € LP (—1,5; E) avec 1 < p < oo. Alors
pour tout w > w* les assertions suivantes sont équivalentes

1. fie (D(A),E)%+% et f, S (D(A),E)%+%
2. Le probléme (ij) admet une unique solution stricte u’ i.e.,
5 ul, € WP (0,6; E) N L? (0,0; D(A))
u =
u € W2P(—1,0; E) N LP (—1,0; D(A)),

avec u’, (6) € D(H) et u’ vérifie (P2).

On termine ce chapitre par I’étude de quelques cas particuliers, en remplagant ’opérateur H
par l'opérateur nul ou par Popérateur (wl — A)* avec 0 < a < 1/2.

Le dernier chapitre est consacré aux exemples concrets pour illustrer notre théorie
abstraite.
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0.5 Perspectives

Voici ci-dessous quelques perspectives de poursuite de recherche dans la thématique de ce

travail :

» Pour le premier modele (le cas des domaines non bornés)

- Etudier le méme probléme dans les petit Holder,

- Etudier un probléme concret de transmission dans une cellule Biologique,

» Pour le deuxiéme modéle,

- Faire le passage a la limite (quand 6 — 0),

- Considérer le méme probleme dans d’autres cadres fonctionnels, par exemple, le cadre
continu,

- Traiter aussi le cas non commutatif,

» Etudier des problémes de transmission avec ’équation compléte,

» Etudier des cas assez généraux lorsque les opérateurs sont variables.....
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Chapitre 1

Rappels

Dans ce chapitre, on rappelle quelques notions de base concernant les outils d’analyse
fonctionnelle comme les opérateurs linéaires fermés, les intégrales de Dunford, les espaces
fonctionnels, les espaces d’interpolation, la théorie des semi-groupes, les puissances fraction-
naires (pour plus de détails voir [§], [5], [7], [21], [29], [32]). On donnera aussi quelques
résultats sur la théorie des sommes d’opérateurs linéaires dans le cadre commutatif et non
commutatif (voir [13], [20], [25], [26]).

Soit F un espace de Banach complexe, A un opérateur linéaire de domaine D(A) de E
a valeurs dans E, p (A) est I’ensemble résolvant de A.

1.1 Les opérateurs fermés

Définition 1.1.1 On dit que ['opérateur A est fermé si et seulement si pour toute suite
(x,) C D (A) telle que x,, converge vers x et Ax,, converge versy, alors x € D (A) et Ax = y.

Définition 1.1.2 L’opérateur A est dit fermable si et seulement si A admet une extension
fermée i.e.

V(xz,) C D(A): {
La plus petite extension fermée de A est notée A et s’appelle la fermeture de A.

Définition 1.1.3 L’opérateur A est dit positif si p(A) D ]—o00,0] et

<

3C > 0,9 <0 (A= 1) 7| ) < 5 v
Définition 1.1.4 On dit que A est sectoriel si
i) D(A) et Im (A) sont denses dans E,

i1) ker (A) = {0} et p(A) D ]—00,0] et IM > 1 telle que

Ht (A— tI>_1H£(E) <M.



1.2 L’intégrale de Dunford

Notons par H(A) I'espace des fonctions holomorphes dans un ensemble fermé contenant le
spectre de A. La formule analogue a la formule de Cauchy pour les fonctions holomorphes
est définie par l'intégrale de Dunford suivante

1
2

) =g [ G- 2 a:

ol v est une courbe simple inclue dans p(A) et f € H(A). L’opérateur f (A) € L(E) et ne
dépend pas du choix de 7.

1.3 Les semi-groupes

1.3.1 Les semi-groupes fortement continus (C; semi-groupe)

Définition 1.3.1 On appelle semi-groupe fortement continu sur un espace de Banach E
toute famille (G (t)),>, dans L (E) vérifiant les axiomes suivants
(i) Pour tout x € E, l'application

est continue.

(i1) G(0) =1

(i19) Vs 2 0,Vt 2 0: G(t+s) =G (t) G (s).

On dit aussi que (G (t)),>, est un Co semi-groupe.

Remarques

i) On dit que G(t) est un groupe fortement continu si (i) et (i7i) sont vérifiées pour s, ¢ de
signes quelconques.

i1) On dit que G(t) est un semi-groupe de contraction si

1G] < 1.

Exemples
1) Soit A un opérateur borné dans E, alors la famille d’opérateurs

Gt)=¢e" teR

est un groupe sur F.
2) Soit £ = LP (R) avec 1 < p < oo et

(G (&) f)(z) = [z —1),

dans ce cas (G (t)),, est un groupe appelé groupe des translations.
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Théoréme 1.3.1 Soit G un semi-groupe fortement continu alors il existe deux constantes
M >1 etw >0 telles que
VtE>0 |G| < Me ™.

Définition 1.3.2 On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu
(G (1))ys0, lopérateur A défini par

D(A) = {I € E: lim w existe }

t—0+
t _
Aze lim BT
t—0+ t

Remarques

1) Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe (G (t)),sq, alors A est fermé a
domaine dense.

2) Le semi-groupe (G (t)),>, est uniquement déterminé par son générateur infinitésimal A.
8) Le semi-groupe (G (t)),5, est uniformément continu si et seulement s’il est de la forme
(e“\) 150 OU A est un opérateur borné dans E.

4) Si A est le générateur infinitésimal du semi-groupe (G (t)),, tel que pour A > w,

IG @) < Me™",

alors ’opérateur

(A —A)~ / MG (t) adt,
0

est borné et pour tout A € p(A)
|(A —A)” ZL‘” M\—w)".

5) Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu (G (t)),,, alors
i) Si x € D(A) et t > 0 alors
G(t)x € D(A).

i) La fonction t — G(t)x est continiment dérivable sur Ry si et seulement si x € D(A).
De plus

Vit >0, diG<t>$ = AG(t)x = G(t)Ax.
iii) Pour tout v € E et tout t > 0
¢
/G(s)xds € D(A) et A/G(s)xds =G(t)r — =,
0
et si de plus © € D(A)
¢ ¢
A/G(s)xds = /G(S)AZL‘dS =G(t)r — x.

0 0



Théoréme 1.3.2 (Hille-Yosida) L’opérateur A est le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe fortement continu si et seulement si

i) Le domaine D (A) est dense dans E.
it) p(A) D{AER: A >w} et (A — A) surjectif pour A > w et pour k € N* on a
M

Jor-n7 <=5

1.3.2 Les semi-groupes analytiques

Définition 1.3.3 On appelle semi-groupe analytique de type o € |0, 7/2[ toute application
G définie sur ’ensemble
Yo={z€C:|argz| < a}

a valeurs dans L (E) telle que
(1) z+— G (2) est analytique sur 3.
2)Vexe E,G(0)=1 et

lim G(z)z=x

2€¥q 2—0
(3) Vzl, 29 € Za, G (21 -+ 22) == G (21) G (ZQ) .
De plus
L[ -1 iA
=—[e*(z] — A = .
G(t)z 5 | € (z ) xdz = e
v

Théoréme 1.3.3 (de Kato) Soit A: D (A) C E — E un opérateur linéaire vérifiant
(1) A fermé de domaine D(A) dense dans E.
(2) p(A) D{N € C*:ReA >0} et IM > 0 telle que

M
1+ A

VA>0:[[(AT—A)7| <

Alors A est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique G vérifiant
(1) 3C >0, Vt >0 HG(t)HE(E) < C.

(2) ¥t >0, G () € £(E,D(A) et |AG (1)) < ¥

1.4 Les espaces fonctionnels

Dans toute la suite, on désigne par 2 un ouvert de R” (non nécessairement borné) et on pose

n
a = (ay, ag, ....,ap,) un multi-indice, avec |a| = > «; et on utilise la notation
i=1

o [ O\ 2\
(L) (L)




1.4.1 Les espaces d’interpolation

On désigne par X et X; deux espaces de Banach contenus avec injection continue dans un
espace topologique séparé E (c’est a dire Xy — FE, X; — F). Considérons les espaces de
Banach
XoNnX; et Xo+X4
munis des normes
12l xomx, = l2llx, + ll2lx,
et

Le couple { Xy, X} est dit couple d’interpolation.

Définition 1.4.1 Soit { Xy, X1} un couple d’interpolation. On appelle espace intermédiaire
entre Xy et X1 tout espace de Banach X tel que

XoNX; C X CXp+ Xj.
Les espaces X;,7 = 0,1 sont des espaces intermédiaires.

Définition 1.4.2 Soient 6 € ]0,1[ et p € [1,+00]. On appelle espace d’interpolation entre
Xo, X1 Uespace (Xo, X1)o,p tel que x € (Xo, X1)y, si et seulement si

i)Vt >0,3u; (t) € X; (i=0,1): 2 =uo(t)+uy (t)
i) %0 € I? (R4, Xo), %us € L2 (Ry, X))

ol

+0o0
d
L(E) = 3 £ 00,00~ B: [ 505G < o0
0

Propriétés

On donne maintenant quelques propriétés fondamentales de ces espaces, pour tout w, 6,
t€]0,1[ et p,q,r € [1,+00] :
1)Si0< 0 <w<1alors

(X0, X1)g,, C (Xo, X1)

w,q *
2) Si p < ¢ alors
<X07X1)9,p - (X()’Xl)@,q .

3) Si Xy = X; alors
(Xo, X1)op = Xo = X;.

4) Si0 <w <6 <1, alors on a

((X07 Xl)@,pa (X07 Xl)w,q)tﬂ, = (X07 Xl)a,r7

avee 11—t ¢
a=1-t)0+tw e - =—+4-.
r p q



Cas Particulier (D(A), F)

0.p

Soient E un espace de Banach, A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) inclus dans
E. Posons
XO = D(A) et X1 = E,

alors
XoﬂXl :D(A) et X()‘I‘Xl :E,

donc, pour tout 6 € ]0,1[ et p € [1,+00] on a
D(A) C (D(A), E),, C E.

Si p(A) DR, et 8’1l existe une constante Cy > 0 telle que

YA S0 ||[(A = AT <

)71||£(E) N\

alors
(D (A) 7E>9,p = Dr(1-10,p)
= {zeB: |t ANt 2|, € LF}.
Définition 1.4.3 Pour tout 0 € |0,1[, p € [1,+o0] et k € N, on a
Dy (0+k,p) = {z € D(A*): A"z € Dy (0,p)},
avec la norme
12l pyorag) = 2l + 1A ]|, 5.0

Théoréme 1.4.1 (de Lions) Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe forte-
ment continu (G (t)),s,, alors pour tout p € [1,+00] et 6 € ]0,1]

(D(A),E)y, ={z € E: [t (G(t) - I)z||, € L2}

munt de la norme

400 1/p
o—1 p dt
HxH(D(A),E)Q’p = |lzllz + Ht (G () _I)x”E7
0

avec les modifications usuelles si p = oo.

Théoréme 1.4.2 (de Marcel Riez) Soit K : L™ () + LP* (o) — L (Qy) + L™ ()
un opérateur linéaire, p;, q; € [1,4+00] et Q; sont des ouverts de R", avec i = 0,1 telle que

K| pno(ay) € £ (L7, L*) et K|pp g, € L(L™, L™)

alors
K|Lq9(Qo) € E (Lp97 an)

avec 0 <O <1 et
1 1—-60 6 1 1—-6 0

P Po PG Q@ @




Lemme 1.4.1 (de Schur) Soit K : Qy x 3 — R une fonction mesurable telle que

i)3a >0, p.p xg € Qs : /|K(x1,a:2)| dr; < a,

it)3b > 0, p.p 21 € y : /|K (71, 22)| dry <

On définit l'opérateur K par
() (a3) = [ K (ar,0) (1) da,
Q

p. p. T3 € Qy. Alors pour tout p € [1, +00]
K e L(LP(Q),LP(Q)).

Preuve. Ce lemme est une conséquence directe du Théoréeme de Marcel Riez.

1.4.2 Les espaces de Sobolev et de Besov

PourmeNet 1l <p<oo:

On note W™ (Q, E) 'espace de Sobolev des fonctions f : Q@ — E telles que 0*f € LP (Q, E)
pour tout || < m. C’est un espace de Banach avec la norme

1/p
( 2 H@aflleE> si1<p<oo
HfHWm»P(Q,E) = lodsm

max [|0%f| Lo

max ) si p = oo.

Pour s € ]0,1[et 1 <p < o0 :

On définit I'espace fractionnaire de Sobolev

WP (Q,E) =< feLl(E) // (G Sp+n||Eda:dy < 00

Les espaces de Sobolev ne sont pas stables complétement par interpolation, on est amené a
définir les espaces de Besov B} (§2, E). Pour s € ]0,1[ et 1 < p,q < 0o, on définit

a/p
. If (= e,
B (LE) = fel’QE) / / y‘w dy < o0

avec la modification classique quand p = oo et ¢ = 00

Dans le cas ot p = g on a
B, (Q, E) =W (QE).



1.4.3 Les espaces de Holder et les espaces BUC

Soit m € N :

L’ensemble C™ (£, E) désigne 'espace vectoriel des fonctions f : Q@ — F telles que la fonction
x+—— 0% f (z) existe et est continue pour tout |a| < m.

L’ensemble C7" (92, E) est un sous espace vectoriel de C™ (2, E') dont toutes les dérivées
jusqu’a 'ordre m sont bornées sur §2. C’est un espace de Banach avec la norme

||ch;n(Q,E) = Z SugH@“f (@) -

|| <m x

L’ensemble BUC™ (2, E) désigne l'espace vectoriel des éléments de C™ (€2, E') dont les dé-
rivées jusqu’a l'ordre m sont uniformément continues et bornées sur €2, muni de la norme
naturelle

||f||BUCm(Q,E) = Z sup [[0°f (z)] 5 -

la<m e

Soit a € ]0, 1] :

L’ensemble C* (92, E) est 'espace de Holder d’exposant « des fonctions f : Q@ — E telles que

sup || f ()|l < oo,
€N
3C > 0,Yz,y € Q|| f(x) = fW)lz < Clz —y[”.

Muni de la norme

Il = sup @)l +sup D=Ll

= HfHoo + [f]CG(Q,E) J

C* (2, E) est un espace de Banach.

1.4.4 Les espaces UMD

On présente ici, une propriété géométrique des espaces de Banach E, connue sous le nom
UMD (Unconditional Martingale difference property, pour plus détails voir [5] et [30].)

Définition 1.4.4 On dit que E est UMD si la transformation de Hilbert H définie sur LP (R, E) ,
1 <p<oo par

1 f(t—ys) -~
() (1) = - lim / —"lds, Wt € R, Vf € C= (R, E)
e§|s\<%

est bornée.

Définition 1.4.5 E est £-convexe s’il existe une fonction £ : E X E — R convezxe telle que



i) £(0,0) >0
i) & (z,y) < ||z + y|| avec
=] = llyll =1, Vz,y € E.

Théoréme 1.4.3 Soit £ un espace de Banach, les conditions suivantes sont équivalentes

i) E est UMD.

i1) Il existe une fonction & symétrique et biconvexe vérifie £ (0,0) > 0 et

§(z,y) < lv+ylf,

tel que |[zf| < T < [yl Yo,y € E.

Les exemples les plus utilisés de tels espaces sont

» Les espaces de Hilbert (On choisit £ (z,y) = 1+ (z,y) ou le crochet (., .) indique le produit
scalaire).

» Les sous espaces fermés d’'un espace UMD.

» Les espaces construits sur L? (Q, E), 1 < p < oo tel que E est UMD.

Les espaces C*(Q2; E') ne sont pas UMD.

1.5 Les puissances fractionnaires, classe Bip(0; F)

Dans cette sous section, on donne la définition des puissances complexes d’un opérateur
sectoriel. Si A : ' — FE est un opérateur borné positif, la puissance complexe de I'opérateur
A est définie par

1 _
A = — [¢#(t] — A) " adt,
29T
5
ol z est un nombre complexe arbitraire.

Si A est un opérateur linéaire fermé sectoriel, on définit la puissance fractionnaire de
partie réelle positive (pour 0 < Rez < 1) par la représentation de Balakrishnan suivante
+oo
/t“ (tI — A)~" Azdt,

0

sin zm

Ax =

(e

pour tout = € D(A) (voir Haase [21], Proposition 3.1.12, page 67).
Si —1 < Rez < 0, on écrit, pour z € D(A),

—+00

/t”‘ (t1 — A)~" adt.

0

sin(z+1) 7
7r

Afx = AT Ay =

Le théoréme suivant, rassemble quelques propriétés essentielles de A* (voir Dore et Venni

[13])



Théoréme 1.5.1 Soit A un opérateur linéaire positif, alors on a les propriétés suivantes
1) Soit ze C:Rez<0etm,neN:m>n+Rez>0 alors

“+o00

L' (m) / #An=L (A (] — A))F A d

E Afx =
Ve v F'(n+2z)T'(m—n-—2)
0

est absolument convergente.
2) z — A% est holomorphe de {z € C: Rez < 0} dans L (F).
3) SimeN:m2>=2etzeC:Rez<m alors D (A™) est dense dans D (A?).
4) Soit w,z € C: Rew < 0 < Rez alors
AYA* C AV C APAY.

De plus, si Re (w + z) # 0 alors
A" = ATA".

5) Soit « € RY et x € D (A®) alors = — Az est holomorphe pour Re z < a.
6) Supposons que A € L (FE) pour s € R donc

(a) Si Rew <0 et w+ z =is alors A¥t* = AYA* = A*A".

(b) Si Rew < 0 alors A¥AY = AWTis = AWA'™,

(c) Si Rew > 0 alors AAY C AT C AYA' et la seconde inclusion

est en fait une égalité si Rew > 0.

7) Si0 < Rez <1 alors

A=) < M (cosh (rIm>2) + M) .

sin (7 Im z)
8) Soit A" € L (E) avec s € R, pour ¢ € 10, 7/2[ fixé, on pose
Se={pe? :p>0etm—p<f<m+p},
alors A= — A" (dans la topologie forte de L (F)).
9) Soit AC{z€C:Rez <0} et Aj =AN(R) #D. On suppose que

sup [|A%[| < +oo,
zZEA

alors Vw € Ay, AY € L(FE) et A> - A" ot z — w, z € A (dans la topologie forte de

10



10) SiT € L(F) alors
(A-X)'"T=T(A-X)",

pour A € p(A), et

(a) TA* = A®T pour Rez < 0.
(b) TA* C A*T pour Rez > 0.

11) Si (A= X)"" et (B—pul)™" commutent alors
(a) A*B" = BYA* pour max {Rew,Rez} < 0.
(b) si A et B € L(X), Vs,t € R alors A"B* = BYA~

pour max {Rew,Rez} < 0.

Définition 1.5.1 On note Bip(0; E') (Bounded imaginary powers) l’ensemble des opérateurs
sectoriels sur E qui admettent des puissances imaginaires bornées.

1.6 Sommes d’opérateurs linéaires dans les espaces de
Banach

On donne, ici, quelques rappels sur les principaux résultats de la théorie des sommes d’opé-
rateurs linéaires. Soit X un espace de Banach complexe, A et B deux opérateurs linéaires
fermés de domaines D (A) et D (B) respectivement dans X et leurs ensembles résolvants
p(A) et p(B) non vides. La résolution du probléme

Au+Bu—Xu=f A>0 (1.6.1)

repose sur la construction de I'inverse de A + B sous des hypothéses correspondantes a des
méthodes différentes, selon les deux cas suivants :

1- les résolvantes des opérateurs A et B commutent : i.e.,
[(A=2)iB-p) ' ]=(A-2)""B-p) ' =B-p)  (A-2)""=0
2- le cas non commutatif : i.e.

(A2 B-p) ] £0.

1.6.1 Sommes commutatives

Dans ce cas, il y a deux approches différentes.

11



Sommes de Da Prato et Grisvard

Da Prato et Grisvard ont étudié I’équation ([1.6.1]) sous les hypothéses suivantes

(3 Ca,C >0, 04,0 € [0,7] tels que
i) p(A) D XA ={2€C":|argz| <m—0a},

Ve € Sai (A = 2D oy, < CT;"’).

(DG.1) i) p(B) DX¥p={2€C*: |argz| < m — OB},

Vz € Sg; ||(B — zI)leﬁ(X) < 01]37({0).

iii) 04 + 0p < 7.

iv) D(A)+ D (B) = X,
VYAep(A),Vuep(B):

[(A=N""B-p '] =0

\

(DG.2) {

Ces auteurs ont montré, pour f € Da (0,q9)+Ds (0,q),0 € ]0,1[ et g € [1, +00] que 'équation
(1.6.1)) admet une solution stricte et unique v donnée explicitement par I'intégrale de Dunford

—1
U= —
2um

T

(A= (z+ N D) "B+zD)" fdz

oll 7, est une courbe simple orientée de oo e~ & oo € avec 0, € |0, ™ — O4[, demeurant

dans Y A_xNX_g.
W\ Y W
oS 2

z
ald— A (—B)

Ya

De plus, la solution a la régularité suivante

Au,Bu € D (0,q) (vesp. Dy (0,9))-

12



Sommes de Dore et Venni

Dore et Venni ont utilisé la théorie des opérateurs linéaires qui admettent des puissances
imaginaires bornées pour étudier I’équation (1.6.1)). Ils ont supposé que

(DV.0)

(DV.1)

(DV.2) {

(DV.3)

(

\

X est un espace de Banach de type UMD,

Ma

i)p(A) D]-00,0] et IMp > 0: |[(A+tI) 7| < —=,¥t >0

1+t
ii)p (B) D ]—00,0] et IMp >0 ||(B+t)7'|| <

VA€ p(A), nep(B),
1

M—A) (=B ' =l —B) "M —A)"

WseR:A® e L(x) e
JKA > 1, 0o >0, Vs € R |A%*|| < Kaefalsl

ii)Vs € R : B € L () et
JKg > 1, 65 >0, Vs € R: |B”|| < Kge’®ll,

iii) O + Op < .

Alors, la somme A + B est fermée, inversible et son inverse est défini par

1 A—sz—l
(A + B)_1 = — | ———dz,
21 sinmz
¥

ol 7 est une courbe verticale contenue dans la bande

et orientée de ooe™

i /2

{zeC:0<Rez<1},

vers ooei™/2,

Ce résultat a été généralisé par Priiss et Sohr [33], dans le cas ou 'un des deux opérateurs
(seulement) est inversible.

Comme application de cette théorie, on cite ’exemple de Dore et Venni [13] pages 196-197.

Ils ont étudiés, dans le cadre LP(0,T, E) avec 1 < p < 0o, le probléme de Cauchy

lorsque

{ u'(t) + Au(t) = f(t), 0<t<T
u(0) =0,

E est un espace UMD,

A est un opérateur linéaire fermé vérifie

et

p(A) D]—00,0] et IM >0: ||(A+1¢)" H

3K 21, >0, Vs e R: [|A"]| < Ke¥l.

Le résultat est donné par le théoréme suivant
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Théoréme 1.6.1 Sous les hypothéses (1.6.5), (1.6.4), (1.6.5) et pour

fel?(0,T,E), 1<p< oo,

le probléme admet une unique solution stricte

t— u(t) = /e(s_t)Af(s)ds € LP(0,T,E),

0

de plus
t

t— Au(t) = A/e(s_t)Af(s)ds € LP(0,T,E).

0

1.6.2 Sommes non commutatives

Ici, 'hypothése de commutativité n’est plus vérifiée elle est remplacée par une nouvelle hy-
pothése sur le commutateur.

Meéthode de Labbas et Terreni

L’idée fondamentale dans cette méthode est de construire la solution de I’équation ((1.6.1])
sous forme u = (14 T) " S,f o T est un opérateur linéaire assez petit et nul dans le cas

commutatif et

-1 -1 -1
Saf =g [(A—z=N"(B+2)" fd
X

Méthode de Monniaux et Priiss

Monniaux et Priiss [30], ont montré que le Théoréme de Dore et Venni reste valable dans
le cas ou les résolvantes de A et B ne commutent pas, mais vérifient une condition sur le
commutateur du type de Labbas-Terreni.
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Chapitre 2

Probléme de transmission dans un
domaine non borné dans le cadre L?

De nombreux problémes de transmission sont modélisés par des équations différentielles
dans des domaines non bornés (ou dans des domaines non cylindriques bornés et par des
changements de variables on les transforme en des domaines non bornés, voir chapitre 5,

exemple [5.1.1)).

Ce chapitre est consacré a ’étude de ce type de probléeme dans le cadre L” et sous
certaines hypothéses sur 'opérateur A en utilisant plusieurs approches.

2.1 Position du probléme

On considére le probleme de transmission suivant

(Fy) q ui(0)=u?(0)

ou p_, p, sont deux constantes réelles positives non nulles, fi est un élément donné dans un
espace de Banach complexe E. Ici, A est un opérateur linéaire fermé de domaine D (A) C E
a valeurs dans F et

g- € LP(—00,0; F) et gi € LP(0,6; F),

avec p € [1, 00].
On se propose d’étudier I'existence, 'unicité et la régularité de la solution
On donne maintenant quelques lemmes techniques utiles pour la suite de ce chapitre.
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2.2 Lemmes techniques
Lemme 2.2.1 Soient z1, 2o deux nombres complexes, alors

arg (z1) — arg (29)
5 )

|21 + 22| = (|z1] + |22]) cos

Preuve. Voir par exemple, Dore et Yakubov [16] Lemme 2.3 page 98.
Lemme 2.2.2 Pour tout z € C tel que |argz| < 0 < 7/2, on a
larg(1 — ¢ %) —arg (1 +¢7)| < 6.
Preuve. Voir par exemple, Dore et al. [I5] Proposition 4.10 page 1880.
Lemme 2.2.3 Soit b € [0,1] et 0y € [0,7/2]. Alors, il existe une constante
Ky, = min (1 — geocosbo 1 e’”/%”eo) >0,

telle que
|1+ be™?| > Koy,

pour tout

2 € Spyeo i ={2€C t]argz| < 6o} UB(0,e).

Preuve. L’idée de la preuve est inspirée du travail [3]. Soit z € 0Sp, -, (00 0Sp, ., €st la
frontiere de Sy, )
Pour |z| = ¢, on a

‘1 o befz| 2 |1 . befRez| 2 1 — befsocos(argz) 2 1 — 675000590

)

car
arg z € |—0p,0p[ et be[0,1].

Pour |z] > ¢ et argz = 0y, on a
11— be’z|2 =1+ b2 2R _ 2he R% cos (Im 2) .
Si Rez < 7/2tan 6y, on trouve

|Im z| = Re ztan 0y <

Y

ro| 3

alors
0 <cos(Imz) <1,

et
‘1 _ befz|2 >1+ b2€72Rez . 2b67Rez _ (1 . beiRez)Q’

et comme 0 < b < 1, on obtient

‘1 . be—z| >1-— be—Rez >1-— 6—7r/2tan6'0‘
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Si Rez > m/2tan 0, il vient
11— be_z}2 =14 b%e 282 — 2he™Re% cos (Im 2) > 1,
ainsi
[1—be | >1>1—e /2000,
On déduit donc

‘1 — be—2’| > min (1 o 6_5000590, 1 — e—ﬂ/?taneo) ’

pour tout z € 0S5y, «,-
De la méme maniére, on montre que

}1 —+ be*Z‘ > min (1 . e*EOCOSHO’ 1— €f7r/2tan00) '

Corollaire 2.2.1 Pour tout z € Sy, o, et b € [0,1], il existe une constante

Cy, = min <1 —e COS(WEGO), 1— e_”/“an(ﬂ;eo)) > 0,
indépendante de § € 0, 1] telle que
1be 27 > G,

Lemme 2.2.4 Soient p > 0, § € |0,1] et z € Sy, avec 8y € [0,7/2[. Alors il existe une
constante Cy, positive telle que

A0 0)] > T sin (60/2) oV,

avec

A, (6, ) = cosh(v/—20) + psinh(y/—z0).
Preuve. Grace au lemme [2.2.1] on trouve

eRe\/jzé o o

A @) > o | e ) (1 - e
Re/—20

> e y (‘14_672@5 _i_,u’l_edﬁ&)

arg(1 + e 2V=29) —arg(1 — 6_2\/;5))

cos( 5

Du lemme et le fait que

arg(2v/=20) = arg(yv/—=7) = =20

2
on obtient
1A, (6, )]
Re+/—2z8 -0
A I e .
Re+/—20 0
> ) 14 e 2V72 sin(;o).
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En appliquant le corollaire 2.2.1] pour b = 1, on aura

7
@) > S im0y

De méme, il vient que

A0, )] > T sin( )RV,

Lemme 2.2.5 Soient 1 > 0, 0 € ]0,1] et z € Sy, avec 0y € [0,7/2[. Alors pour tout
x €]—00,0] on a

[sinh (v=22) + peosh(v/=zz)| < (1 + p)e eV,

et
A (2,0, 1) < (14 p)elev==0-2),

telle que
A_ (z,0,p1) = cosh(v/—zs) cosh(v/—20) — psinh(v/—2z9) sinh(v/—zx).
Preuve. On a

|Sinh (V—zz) + ucosh(\/__zaj” < (14 1) cosh (Rev/=2z)
< (L p)e e (Hf)

< (1+M)6—Re —z;c’
et

A (0, p)]
= |cosh(v/=zx) cosh(v/—28) — psinh(v/—2z8) sinh(v/—zz)|

< (1+ p)cosh (Rev/—zz) cosh (Re/—z6)

—2Re+/—26 2Re/—zx
< (vl T AR
< (1 +M) 6Re\/—7z(6—x)'

Lemme 2.2.6 Sous [’hypothése , pour 6 € 10,1] et u = 0, l'opérateur
DM:I+€26B+M(]_€263),

est inversible et son inverse est donné par

20z
pi- L 1/be—(zI—B)_1dz),

BT Tt 2im) 1 beo
v
ol ]
ey
IT+u



208 ) admet

Preuve. Le cas u = 0 a été traité par Lunardi [29], page 59. L’opérateur (I +e
un inverse borné donné par

i 268\ 1 — 7] 1 626Z I -1
(I+e*P)  =1- 9in | 150 (21 — B) dz.
v

Pour p > 0, I'idée de la preuve est inspirée de la méthode de Lunardi. On écrit

Dy = (L4+ I+ (1—p)e*?

1—p o208
= (1 I
(L )0 + )
= 1+ +7),
ou
T = be?B,
Posons
1 b€252 4
=5 | T 0 (21 — B)™ dz,
v
avec 7y la courbe représentée par la figure
Y Imz
o(B) I p(B)

cette intégrale est absolument convergente grace au Corollaire [2.2.1] D’autre part, on écrit

2im
v

!

ot 7' est la frontiére de Sy /p1,y o, orientée comme ~y avec i’ <7 et gy < g9. Donc

262 26)\ 1 1
T I-B) ' (zI-B)" .
U= (m) / / g M = B)T (2 = B) dzd)

En utilisant 'identité de la résolvante

(M —B) (21 - B)™" _M-B) (- B)”
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et le Théoreme de Fubini, on trouve

b 2 . 6262
U = (| — M — B) ' e? / dz | d\
v <%W>L/( ) e 1 +0e2) (2 - N
ol vy
b 2 0202 20 .
— — d\ I —B) "dz.
<2i71'> /1+b6262 /z—)\ (= )z
ol ol
On a
e25z 625Z d
dz = 1i
(/O+Wé&ﬂz—A)z Aeo | L+ be2%) (z — N) 5
Y TR
et oA oA
e? e?
— 1
/z— )\d)\ Jm o )\d)\,
v g
avec

Yr=A{2 €vr: 2l S R} et 7 = {z €Y : [z < R}.

En fermant ces courbes par des arcs et en appliquant le Théoréme de Cauchy et le lemme de
Jordan, on obtient
b2 646)\ 1
TU = — | ———— (A — B) " dA.
2i7r/1 + be20A ( )
,7/

D’autre part, on a

T = ll/;%AQ]—Eﬂ*dA
2w
0é

b 25)\1 + b€25>\ ~1
= 5[ T (B
0l

b e2(5/\ 1
= z;/fiaﬂi“[—3>‘”
’Y/

b2 646/\ 1
— [ ———— (AN — B) " d\
+2z'7r/1 + be20A ( )

vy

= U+TU,

!

!

!

ce qui donne
TU =T -U.

Similairement, on trouve

UTr=T-1,
doa (I4+T) ' =1-U.
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Lemme 2.2.7 Sous l’hypothése et pour p € |1,00[, on a
1. p e (D(A), E)%Jrép si el seulement si x — /—Ae *V"Ap € LP(0,8; F) .

2. o€ (D(A),E) , siet seulement si x —> Ae=™V=Ap e [P (0,6; E).

%7

Preuve. Posons B := —v/—A. Comme B génére un semi-groupe analytique, alors pour tout
6 €10,1[, m € N* on a

P

(D(B™),E),, = p€E :/HtmeBmethDHP% < +00 o,
0

(voir Triebel [36] page 96). Soit ¢ € (D (B™),E) 1 ,, donc

mp’
) o9
/HBmethodet < /
0 0

< / “tm(%p)BmetB@
0

pdt

pdt

< HSOH(D(B’");E)LP

mp’

Réciproquement, si B"eBp € LP (0,0; E), alors

1 pdt
A
0 0

0 ()
= [lBrerelrar+ [ Breo)ar
0 0

e

t%Bmeth "

= HBm@-BSOHZp(M;E)_|_/||Bmethp||pdt.
d

Grace aux propriétés des semi-groupes, il vient
Jlimeselfy i< ar [ermevanoly < k@)l
5 5

on en déduit que

pe(D(B"), E) L

mp’

, sietseulement si x — B™e"Pp e I[P(0,0; F).

En appliquant cette propriété pour m = 1, on obtient

pe(D(B),E)s,

1
P’

si et seulement si x — Be*Pp € LP(0,0; ),
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grace a la propriété de réitération (Voir Lions et Peetre [2§]), on trouve

(D(B),E):, = (D (B ’E)%+ﬁ,p -

ce qui montre le premier point de ce Lemme.
Pour le deuxiéme point, il suffit de prendre m = 2.

Corollaire 2.2.2 Sous [’hypothése et pour tout p € |1,00[, on a
pe(D(A), E)%Jr%p si et seulement si © — /—Ae V" Ap € [P (-0, 0; E).
p 9.

Proof. La preuve est similaire a celle utilisée dans le Lemme

Lemme 2.2.8 Sous les hypothéses (H.(), (H.1), (H.9) et pour

g% € LP(0,0; ) avec 1< p < o0,

on a

T

Lo I8 (2,60) ::B/ =88 (s)ds € 17 (0,6; E),
0

)
2. x> LY (5—3:,91(5—.)):3/ (s=2)Bgd (s)ds € L?(0,6; E),

0
8. x— L5 (z,90) ::B/ (@t9)Bgl (s)ds € L? (0,6; E).
0

Preuve. Les deux premiers points sont des conséquences du Théoréme de Dore et Venni [13].
Pour le troisiéme point, on a, pour presque tout x € (0, J)

x )
Lo (z,6%) = B/ @B 50 (5)ds + B/e(”s)Bgi (s)ds
0 T
T 1)
_ B/ (z— s)B 2sB 5 ( )dS+€2$BB/ (s— )Bgi (S) ds
0 T

= L% (,e"Pg]) + 2 PLY (0 — 2,90 (6 1)) -

Lemme 2.2.9 Supposons (H.0), (H.1) et (H.9). Soit g_ € L? (—00,0; E) avec 1 < p < oo.
Alors, les applications suivantes

0
1. v+ Ly (z,9-) = B/e(SI)Bg_ (s)ds,

xT
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T

2.0 L o (x,9-) = B/e(m_s)Bg (s)ds,

0
3 x— L (r,9.)= B/G(HS)BQ_ (s)ds,

— 00

sont bien définies pour presque tout x € (—o0,0) et sont LP (—o0,0; F) .

Preuve. 1. Soit g € LP (—00,0; E). On écrit, pour presque tout x € (—o0,0)

—T

0
Lo (z,9-) = B/e(S DBy (s)ds = B/e(_x_T)Bg_ (—7)dr
o/

0

= B[et T)B T)dr = Ko (t,9- (—.)),

avec t € (0,+00) et g_ (—.) € L? (0,400; F). Grace au Théoréeme de Dore et Venni, on a
Ko(,9-(=)) € LP(0,T; E),

pour tout 7" > 0 et par le Théoréme 2.4, page 28 dans [14], il vient que
Ko (., 9- (=) € L7 (0,00, E)

donc, il est clair que
Lo(.9-) € L7 (—00,0; E)

si et seulement si
Ko (oo () € L7 (0,00 E).

2. L’idée de la preuve est inspirée de Dore [14] pages 28-29. On écrit, pour presque tout
z € (—00,0)

z—1 T
L_ o (z,9-)=1B / @By (s)ds+ B/e(xs)Bg (s)ds.
—o00 z—1

En utilisant I'estimation ((0.4.1)), pour la premiére intégrale, on obtient

/||/Bex IBg_(s)ds|Pdx

_ p

1
< / / e @9 g_(s)ds | du
Xr — S

0 r—1 P
< [ e s | e
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On écrit

L/ez“’@ﬂmwnus=<h*ﬂw<xm

Mo:{o pest

e % sié>1,

ou

et

_(w siw <0
wm:{”g(”

0 siw >0,

il est facile de voir que ¥ € LP(R) et h € L}(R). Alors, I'inégalité de Young implique que
hx ¥ € LP(R), c’est a dire

0

/HB/ 9By (s)ds|Pdx < oco.
/HB/ @=5)Bg_(s)ds||Pdx < oo.

On considere, pour j € N, la fonction g_; définie par

Il reste & montrer que

9-5 = Li—j1,-51 9

ot I[_;_1,_j est la fonction caractéristique sur [—j — 1, —j[. Il vient que

0 T P
/ B/e(x_s)Bg(s)ds dx
700 -J —J—= T p
Z/ / g j— 1( )dS-f—B/e(w_s)Bg_j(s)ds dx
j:O—]—l _ —j—l
o Ny —Ji-l P o —J T P
< 210—12/ B/e(w_S)Bg_j_l(S)dS dl’—{—?p_lZ/ B/e(az—s)Bg_j(S)dS dz.
J=0_5 1 o1 i=0 || i
Posons
—Jj x p
= / b / =g ;(s)ds|| dz,
—j—1 —j—1
et
_j —j—1 p
J; = / B/e(”_s) g—j—1(s)ds|| dx
—7—1 x—1



Par le changement de variable
T=—-1—-2—j et 0=—-s5s—7—1,

il vient que

0 —j—1-7 p
I, = / B e1Imm=B g (s)ds|| dr
S —1—j
0 0 P
= / B/e("_T)ng(—a —j—1)do|| dr
1 T

= ||L0 (0-7973'(_1 —J - '))Hip(—l,O;E) )
par conséquent, il existe C; > 0 tel que
Ij < Cf Hg—j(_l —J- '))H]]ip(fl,o;E) < Cij ||g—j||ip(fjf17fj;]5) : (2'2'1)
Pour Jj, on utilise le changement de variable

T=—1l—-2—7 et y=s+7j+1,

on trouve
0 —j—1 p
J; = / B / eT1TmimBy o (s)ds|| dr
-1 —2—7—j
0 0 p
= / B / By —i— 1)dyl|| dr
R | -
0 /0 p
S / HBG(_T_y)BQ—j_1(y —i—1)||dy | dr
S1o\1
0 0 . p
< MP —lg_jaly—i—1)|dy | dr.
[ [ ot == vliay | ar
“1o\
Le noyau définit un opérateur borné sur LP(—1,0;R), c’est a dire, pour tout

TTY
f € LP(—1,0; F) la fonction F' définit par

vérifie

FeL(I”(-1,0:E)).
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En effet

ou g = ]I[*l,()] f Ainsi

F0 =t [ iy (D) o) =600,

e—0 T
6<|T‘<%

tel que V), est la valeur principale de Cauchy et H est la transformée de Hilbert, par consé-
quent, il existe Cy > 0 tel que

Jj < CoMP Hg—j—l(' —J— 1))”217(_1,0;19) < CoMP ||g—j—1||ip(—j—27—j—1;E) : (2'2'2)

De ([2.2.1) et (2.2.2)), on déduit que

/||B/ =3By (s)ds|Pda

< 021” IMPZHQ Jj— l”Lz7 —j—2,—j— 1E)+2p 1CPZ”9 ]” (—i=1,-5;E)

J=0 j=0
Comme
Z ”g*ngP(—j—l,—j;E) = “ngIzp(_OO,O;E) ’
et
Z Hg—j—lHIzp(_j_g,_j_hE) < Hg—Hip(_OO,o;E) )
alors

/w/ms (s)ds||Pde < 27 max (CF, CoM™) lg- -

3. Le dernier point est une conséquence des assertions 1. et 2. de ce lemme et le fait que
L oo(z,9)=e2PL_ o (2,9-) + Lo (a:, e"2Bg,) ,
pour presque tout z € (—oc,0).
Lemme 2.2.10 Supposons . Soient ¢ € E et 0 €]0,1], alors on a
Vr>0:r9HA( —) go”E

st et seulement si
Vzeny: |Z|9HA( — 2) SOHE
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ot 7y est une courbe simple joignant coe™® & coe™ aqvec Oy € 10,7/2].

Imz

7(4) p(4)

k]
m

Preuve. Supposons que
0 -1
r HA(A—’I“) gp”E <K
pour tout r > 0. Soit z € v, on a

AA=2)o=Al(A=2)" = (A=) o+ A(A=I2) o
En utilisant I'identité de la résolvante, il vient que
AA=2) o=z =) (A=2)TTA(A -z e+ A(A-2)) Ty,
donc

1404 =2 ¢ll,
< flz=1leh A —z>1A< — D el + A =12 el
< BllAA- D el <

Pour la réciproque, on a
AA=-1Tlo=AA- 2o~ (2 —71) (A= r)TTA(A - 2) "1y,

donc

}}A(A—z)*l@HEJrH(z—r (A— )*1A(A—z)*1go“



Lemme 2.2.11 Ltmage de [’espace
Wy :={u € L? (0, +o00; D(A)) : v, Au € LP (0,400; Da(6,p))}

par u — u'(0) est
l)A(9'+'% _'ééap)‘

Preuve. On raisonne comme Grisvard [20], Lemme 4.14, page 337. On écrit I'espace W dans
les notations de Lions-Peetre [2§], par

Va(p,0,Da(0 +1,p); p,0, Da(0,p)).
dong, lorsque u est dans Wi, alors «' (0) est dans

T{(p, 0, Da(0 +1,p);p,0, Da(6,p)),
comme

T{(p,0,Da(0 +1,p);p,0, Da(8,p))
= (Da(0+1,p); Da(0,p))
= (Da(8,p); Da(8+1,p))

+ 7p

m‘,_.
N

P

1 .
_%J)

D=

D’autre part, on sait que

(Da(0:p); Da0 +1,p))3 1, = Dala, p)

N

avec

a=(-G-g)0+(G-FO D =0+-4.

2.3 Utilisation des intégrales de Dunford
Dans cette section, on étudie le probléme (Pg) sous 'unique hypothése

3C > 0 tel que p(A) D [0, 400
C (H.I)

. _ —1 <
U € [0, ool (4 = A7 < Ty

Les techniques employées ici, sont basées sur une construction explicite de la solution

{ ui (), ppxe(0,9)

uw (x) =
(=) u’ (z), ppax € (—00,0),

en utilisant le calcul fonctionnel de Dunford et les espaces d’interpolation.
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2.3.1 Représentation de la solution

La représentation de la solution du probléme est donnée éventuellement sous la forme

u () = % (A—2)" 0 (2) dz,

oll 7 est une courbe simple orienté de coe® a ocoe™% avec 0, € |0, 7/2[ et v° est la solution
de probleme dans le cas scalaire i.e., en remplacant A par le nombre complexe z. La
résolution de ce dernier est équivalente & la résolution de deux problemes auxiliaires, le
premier posé sur la couche mince (0, ¢)

(v3)"(2) + 204 (x) = g (x)
pd
R P
et le deuxiéme posé dans un domaine fixe non borné (—oo,0)
() { (v2)"(2) + 2% (z) = g (x)
(v2)(0) = ¢,

ou v, ¢ sont deux éléments donnés dans E tels que

_|_

P =00 (0) =0 (0), ¢:= (U‘S_)/ 0)=p (vi)/ (0) et u= Z—+

On commence par résoudre le probléme (Pji), il est connu que la solution de I’équation
homogeéne est de la forme

V) (7) = aeV ™ 4 pemVTE a,beR.
Ici, la détermination analytique de la racine carrée de —z est choisie de telle sorte que

Rev—2z >0,

et
V—2z€ Sy, ={2€C":|argz| < (m—0)) /2}.

Pour ’équation non homogene on utilise la méthode des variations des constantes i.e.,

v} (z) = Cy (2)eV ™2 4 Cy(z)e V757,

telles que C; et C; sont deux fonctions & déterminer vérifiant le systéme suivant
Cy/(z)eV=* + Cy'(z)e V= =0
V=20 (x)eV= — /=20y (z)e V=" = ¢’ (),
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qui admet une solution unique donnée par

T

Cy () 1/6_ — g8 (s)ds +
1(z) =< 95(s)ds +a
2 —
0\/2'

par conséquent

Ui (x) = aeV = 4 pe VT 4 /sinh (\/\;_j—ix — S)) gi(s)ds»

et sa dérivée

(Ui)l (2) = av/—ze¥ ™% — by/—ze V7 + /cosh (V=2 (z —s)) 9% (s)ds.

0
donc, les conditions aux limites nous donnent

. eV, N f B icosh (\/— (0 — S)) 48 (5)ds
2cosh (v/=28) = 2y/—zcosh (v/—20) / 2y/—z cosh (v/=20)"" ’

_ V=) - f2 N /6c08h (V=2(6—s)) 4 ()ds
2 cosh (\/—zé) 24/—z cosh (\/—25) / 24/—2z cosh (\/—2(5) + ’

en reportant ces deux expressions dans v‘jr (x) et apres des simplifications, on obtient

v (z) = sinh (V=22) 4 | cosh (V=2 (0 - x>)¢
+ v—zcosh (v/=26)"" cosh (v/=z0)
_jsinh (\/—_zs) cosh (\/—_Z (6 — x)) 5 (s)ds
/ v/—zcosh (v/=26) I
_jsinh (V—zz) cosh (v/=z (6 — 5)) 5 (s)ds
J v/—z cosh (v/=26) o .

D’une fagon analogue, on trouve que la solution de 1’équation non homogeéne du probléme
(P?) est donnée par

0 0
1 e\/—z(x—s) 1 6\/—,2(3—:1:)
) _ —V/—zx —zr __ d - - d
vl (z) = ae + Be 2/ Ve g-(s)ds + 3 Nar: g9-(s)ds,

T
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ol « et [ sont deux constantes & déterminer. Une méthode permettant d’obtenir la condition
v’ (—o0) = 0 est de prendre

0
1
a= —2\/__Z/eﬁsg_(s)ds.

Pour déterminer § en utilisant la deuxiéme condition aux limites, en effet, pour presque
tout x € (—o0,0)

T 0
1 1
(/U(s_)/ <$) _ /—266 —2ZT + i/eﬁ(s_z)g—(s)ds _ 5/6\/3(1_8)9_(8)d87

donc

0
o= vz [ (o)

ce qui implique que
0
1 1 [ev™>

Vel ) vt

(s)ds.

Par conséquent

eV =S /Osinh(\/—_z(s — x))g_(s)ds.

v (z) = £¢ - /O—COSh( —zx)g_(s)ds +
- V=2 ) Vs V=2

T

On construit maintenant la solution du probleme dans le cas scalaire, en utilisant
les solutions des problémes auxiliaires et les conditions de transmission.
Pour presque tout x € (0,4), on a

A ) i ) il L)W
+ ~ cosh (v/=20)"" cosh (v/—20)

[ sinh (v/=zs) sinh (V=2 (6 — )

+o/ cosh (v/—z9) g+ (s)de

_jcosh (v/—zz) cosh (v/=z (6 — 5))
cosh (v/—z0)

gi (s)ds,

1 s /—zsinh (\/—_zé) v /6cosh (\/—_z (0 — s)) 5

Y (0 — B s)ds.
( +) (0) cosh (\/—_zé) + cosh (\/__25) cosh (\/—_25) 94 (s)d
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Il vient que
0
o=V = [ g (s)as

et
cosh (\/—_25) & + p\/—zsinh (\/—_2(5) ) = pfj‘r — u/ cosh (\/—_z (0 — s)) gi (s)ds.

Le déterminant de ce systéme est

1 — /-

cosh (\/—26) N/ — zsmh (\/ 5)
= -z (cosh (\/—26) + psinh (\/—25))

V=20 (0, 1),
donc
5
,usmh = nfe cosh (v—=2 (6 — s))
/ d8+AZ(6,u)_M/ N 9% (s)ds,
5 0
B L cosh (v=2 (6 — s)) cosh (v=20)
N L e B Ve M

En remplacant ¢ et ¢ par leur valeurs dans les expressions de vi, 1% et aprés des simplifica-
tions, on trouve

. é
Uf_ () — sinh (\/__\/Zf_)zz ,ll(;OZ})l<\/—_Zx) f—?— _ /K%’é (z, ) gi () ds (2.3.1)

B /0 cosh (v/=z (6 —z)) eV™>*
V=24 (6, 1) )

-0
ou

sinh (v/—2s) + pcosh (v/—zs)
V=2 (6, 1)

sinh (v/—zz) + pcosh (v/—=zz)
V=24 (0, 1)

cosh (v=2(6 —z)) sis<=z

Kj/_—zﬁ ('Ta 3) =

coshy/—z (0 —s) sixz<s,
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et

s
ev A cos —z(0 —s))ev—**
P @) = A [ )

Ao 95 (s)ds (2.3.2)

Ky @99 s)ds,

ou

e CILIY) BV P
K\_ﬁé(a:,s) = V=EAL 0 p)
> A_(s,0,p) /=
\/—_ZTM si x < s,
et

A_ (5,8, 1) = cosh(v/—zs) cosh(y/—20) — psinh(y/—2z0) sinh(y/—zs).

Par conséquent, la solution du probléme abstrait est donnée formellement par

ui(x) — %/Slnh (\/—_ZJJ) + MCOSh<\/—_zx)

.0 (A—2I)" fldz

cosh )) eV—zs B
2271’// \/_A (0, 1) (A—=2I)" g (s)dsdz

i -1 39
227T//K 2I)"" g% (s)dsdz

- +('T7A)f++v+ (l’,A,g_)—i—U)i (quvgi))

pour presque tout z € (0,0), et

5 1 ue\/—zx 1 s
O ) A
cosh —5))evV " 1
2m// I (A=) g (5)

2m//wacs A (s)ds

= —(va)f++U— (2,4, 9%) +u’ (2,4,9-),

pour presque tout z € (—o0,0).
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On montre maintenant la convergence absolue des intégrales. Pour presque tout = €

(0,9), on a
1+,u cosh (Re\/ ZL‘
s |z P2 AL (0, p

) el 1z

IS, 4) £ ]| <

du lemme [2.2.4} il vient que

25, A4) £l

. 1+:U’ /‘eRe\/TZJJ _"_e—Re\/TZCE |dz‘ Hf H
= wCy, sin (0y/2) 2| 2|2 eRe V=20 e
Y
_ 1+u /eReJTz(x—é) |d | Hf5||
z
S TCasm(60/2) ] P +le
5
1 + eRe\/jz(:pr) s
< | e

7Cy, sin (0y/2)
5

dz
De la convergence de / ‘| | on obtient

2‘3/27

IS (2, A) S < K @) [ 1211 -

Grace au lemme et l'inégalité de Holder, pour g_ € LP (—o0,0; E), on obtient

[} (2, A, g-)]|
cosh Re V=2 (6 — )) N
< e e\/—zs g (s ds |d=
// e lo- (5 s 42
< 1 Cosh(Re\/— (5_@) @zl o
S oor 2 9=l o (—os.0:
‘Z|3/2+1/2<1 |Az (57ﬂ)’ LP(—00,0;E)
V—z(6—x)
S 7TC,90 sin 90/2 /’2‘3/2+1/2q Re \/75| Z| Hg*HLp(foo’O;E)
< 1 e—Re —zx

dz |lg- .
71'090 SIH(QO/Q) |Z|3/2+1/2q ’ Z| Hg ||LP(7oo,O,E)
Y

d’ou
Hvi (LE, A’g_>HE < K (00> ||g—||LP(—oo,O;E) :

(2.3.3)

(2.3.4)

Pour wi (.r, A, gi), on applique le lemme de Schur, en effet, pour presque tout z € (0,0)
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5
(Lt pheosh (Re /== (6 —a)) o
BRI / R

(14 ) cosh (Re v/—zx) p L (R
73 cos evV—2(0—s))ds
A ) / Rev=e(6=s)

1+—'ucos. ev—z(0—x))sin e\ —zx

Bz b (Re /=2 (5 —2))sinh (Re v'=21)

icos e+/—zx) sin ev—z2(0—=x
T o, o (e ) snh (Reo/=2 (0= )
—1 T H sin ev—z 2(1+p)

T ) S (ReV=20) < GGG T

On en déduit

K (0o)
<
ve(0.) /‘Kﬁfi(‘"” )| ds < 2]

et grace a la symétrie du noyau, il vient que

Juf (o ) <[22

<K (00) 19° N 1o osimy -

|21

Pour presque tout = € (—o0,0), on a

5 5 L eRe\/jzw 5
Hn_ (x,A) f+HE < %/’2‘3/2 |Az (57M)| |dZ| ||f+HE
v
1 eRe\/?Z(I—é) 5
mCy, sin (00/2)/ ER& =[] 721 5
vy
< K (00) [|£5 15
et
cosh Re _ S)) €Re —zx
v (2,4, < // & (s)|| . ds |dz]

N
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7Cy, sin (90/2)// |2/ g% ()| g dsdl |2l
v 0

(2.3.5)

(2.3.6)

(2.3.7)



de l'inégalité de Holder, il vient que

eRe —zx

Jof @A) < K60 | [l ) o s

2
J 12

< K (o) HgiHm(o@E) '

Pour le terme w® (x,A4,g_), on a

0 T
1
/‘Kh,é(x>3)‘d8 < K ('u+ ) /é%eﬁ(s—i—w)ds
. |2|2 Cy, sin (6y/2)

0
1
. (:u + ) /eRe \/—72(8+w)d8
|2|2 Cy, sin (69/2)

(/J“ + ]') eRe —zx
|z| Cp, sin (0y/2) '

En appliquant le lemme de Schur et le fait que

0

_ K (0o)
K ,8)|ds < ;
rel00) /’ v==a (7:8)| ds |2|
on trouve
dz

[w? (2,4, 9-)|| < K (60) P 19N 2o —c0.0:) < K (00) 19~ 2o~ co.0)

2.3.2 Solution stricte

Pour montrer que la solution obtenue est stricte, c’est a dire
ul, € W*P(0,6; E) N LP(0,8; D(A))
u® € W2P (—00,0; E) N LP (—o00,0; D(A)),

et vérifie , on écrit la solution du probléme sous la forme

_5 , =0
u5:u5+u,

0

telles que w°, u sont les solutions des deux problémes suivants

(@) (2) + AT, (2) = ¢’(z), p.pa € (0,0)
) (i_)/ () + Aaicc) = g_;x)’ pp.x € (—00,0)
(@) (6) =0, @) (0) =u’ (0)
L e (@) (0) = py (@) (0)),

(2.3.8)

(2.3.9)

(2.3.10)



: =3
La solution du probléme (P,)) est donnée par

{ﬂi(:v)—vi(:c,Ag)+w+(xAg+) p. p.x € (0,0)
O (z, A, ¢)) +wd (2,4, 9-) p. p. ¢ € (—00,0).

S
3

—

aF
||

On définit, dans l'espace X := L? (—o0, §; E), les deux opérateurs suivants
{ D (A) = LP (—00,0; D (A))
(AY) () = A (z), p.p. 2 € (—00,0),
D(B%) = {a6 € W2(0,5; E), @ € W2P(—00,0;E), ()’ () = 0

@ (0) = (0),u_ (@) (0) = p, (W) (0>}’
(B7) (2) = (@)" (2),

. -0 .
de domaines denses dans X. Alors, le probléme (P,) s’écrit sous la forme
AT + B’ = ¢°.
La proposition suivante regroupe les propriétés spectrales des deux opérateurs A et B°.

Proposition 2.3.1 Les opérateurs A et B° sont linéaires fermés de domaines denses dans
X et vérifient les hypothéses (DG.1) et (DG.2).

Preuve. Soient g‘s € X et A > 0. L’équation
Av® — M’ = ¢,
avec v° € D(A), s’écrit pour presque tout x € (—o0,d), sous la forme
AV () = M’ (z) = ¢° (),

donc
V(x) = (A=A g (x)

pour presque tout z € (—o0,d), ainsi

@)l < 755 1@l P po 2 € (=00,9),

qui implique que

C
1ol < 75 19"l -
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D’autre part, on a pour tout ¢° € X et pour A > 0
(A=A g} ) = (A =AD" (e,

pour presque tout x € (—o0,d).
L’étude de I'opérateur B° repose sur la résolution de I’équation spectrale

Bv’ + 20° = ¢°,

pour ¢° € X, z € C et v° € D(B°). Cette équation s’écrit sous la forme
V(@) + 200(@) = ¢°(2)  pop. 3 € (—00,0),
W (0:) =0 (00), (o) (00) =, (o) (04)
(v9) () = 0.

Son éventuelle solution est

V(z) = {(85 + z[)fl g‘S} (z)
{ v)(x) p.p.x€(0,0)
v (z) p.p x€(—00,0),
avec

0 cosh (\/—_Z (6 — ZL‘)) 6\/jzsg
VA7)

(@) = / (v,5) g, (5) ds —

=HK)+H(L

—00

0 1)
V() = —/Kh,(; (z,5) g (s)ds —u/co%fgg . D evHegs (5) ds

=1, () + 15 ().

D’autre part, on a

o

6HLP(7oo,6;E) ||vé—||LP(foo,O;E) + ||UiHLP(O,6;E)

NN

||Il_ HLP(—OO70;E) + HIQ_ HLP(—OO,O;E)
N oy + 12 oo

Pour I; et I}, on utilise les deux estimations suivantes

z€(—00,0)

0
max /)K\/_fzﬁ(a:,s)‘dsé
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max ds <
we( 05)/‘ vz 2|
En appliquant le lemme de Schur, on trouve

K (6)

HII_”LP(_OO,O;E) X W Hg—HLP(—oq(];E) 3 (2.3.11)
K (0o)
H];_HLP(O,J;E)\ |Z|0 ||g+HLP(O76;E)' (2.3.12)
Pour I, , on a
0 /6 P
er e —z(xT—S8
I ey < S | | [ It @l s
—00 0
p
Kp(@o) / pRe/—zz h s
S 272 /6 dz /6 g3 (s)]] 5 ds
oo 0
K7(6o) gRev=Es)
S | |P/2+1/20+p/2q (1_6 " Fé) H +HLP(O,5;E)
B
donc
15 0| 1o ooy < |Z| || orosim (2.3.13)
De plus,
5 /0 p
K?(0
15 sy < S [ [y s | o
2775\
5 /0 i 0
< KPS;))/ /eqReﬁ(saz)ds d:c/ lg— (s)|% ds
2775\ J
KP
< 0 o onn
ainsi K(60)
HI;_HLP(Q(S;E)\ ’Z’O ”g—HLP(—oo,O;E)' (2.3.14)

De (2.3.11), (2.3.12), (2-3.13) et (2.3.14), il vient que

K (6,)

| z

|8 4= | <= 1
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Les résolvantes des opérateurs A et B° commutent, donc, les hypothéses (DG.1) et (DG.2)
sont satisfaits.
D’autre part 'espace D 4 (0, q) est le sous espace de X formé des u tels que

e 1 g dt
/0 A (A1)l % < oo
c’est a dire s i
/ / HtaA (A—t])flu(m)HI; dx % < 0.
0 ‘oo X

Lorsque p = ¢, on applique le Théoréme de Fubini, on obtient
DA (eap) = L7 (_007 57 DA (gvp)) .

Alors, pour ¢° € LP (—00,8; D4 (0,p)) avec 1 < p < 0o, la solution 7° du probléme (Ff)) est
stricte 1.e.

u’. € WP (0,0; E) N L (0,8; D(A))
W € W2P (—00,0; E) N LP (—00,0; D(A)).
De plus, on a la régularité suivante

(@)" () € L" (—00,8; D4 (0, p)).

et
AT’ = AT°(.) € LP (—00,6; D4 (0,p)).

Le résultat pour ce probléme est résumé par
Proposition 2.3.2 Supposons . Soit
96 S (_007 57 DA (07p)) )

—5 . . ,
avec 1 < p < 00, 0 < 0 < 1. Alors le probléme (P,) admet une unique solution stricte
vérifiant

(@) (), AT(.) € L¥ (—00,8; D4 (6, p)).

La solution du probleme (P,) est donnée par

ils(l') = { ﬁi ($) - ni (l‘,A) j;r p.-p.-xc (075)

Proposition 2.3.3 Sous I’hypothése (H.1) et pour 1 < p < oo, le probléme (P,) admet une
unique solution stricte si et seulement si

f-(‘,s- € DA(% - Qip7p)
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Preuve. Pour presque tout = € (0,0), en effet
5 1/p

[ @)

dx
0

E

)

0 v

é
o IL+p / d|z|
~ .
mCo, sin(3) \ J 2]/
Y

p

< K (00) 174

Pour presque tout x € (—00,0), on a

0 1/p
=5 p
L/ u_ (z) de
0
- (/] pev
B \ﬁ 2im | /—zA, (6, 1)
o0 o

0

pll 2 s /epsin(eo/z)\/a(x—a)dw

7Cly, sin(6y/2)

[e o]

< K@) |2l

B / 1 [sinh (vV/—zz) + pcosh(y/—zx)
2T V=24, (6, 1)

1/p

THE

(A—20)7" fod

1/p

On suppose maintenant que fJ € Da(3 — ZLp’ p), c’est a dire

+/oo
0
et grace au lemme [2.2.10]il vient que

/

Y

HAA )

TéfﬁA(A - r)_lfjiHZ % < 00,

P d|z]

e

On commence par examiner le cas p = 0o, en montrant que si

f1 € Da(1/2,00),

alors

AT, € L®(0,6,E), AT € L®(—00,0,E).

41

(A—2D)"" fodz

p

dz

1/p



On a, pour presque tout x € (—o0,0)

A:6 H
H - (m) E
Re v/—z(z—9)
K € 1/2 1 4
WC@OSin(Ho/Q)/ 2] |- PA(A=zD) izl
Y
Re v/—z(z—3)
v ] dlel | 73]
wCy, sin (6 /2) 2] +11DA(1/2,00)
v
5
< K(QO) ||f+||DA(1/2,oo)’
car N
e—(0—2) Re+v/—2z i e—sin(6o/2)0
/Td|2|—2 / —do < 0.
z o
¥ (6—z)v/éo
De plus, pour presque tout z € (0,9) on a
=5
47 @],
1 + 1 ef(éfm)Re\/jz s 1 s
7Cy, Sin(80/2)/ |z| ”Z/ A(A_ZI) f+HEd’Z‘7
S
—(6—z)Re/—2
i) k5]
7Cly, sin(6y/2) || T1D4(1/2,00) 7
R

donc 5
HA@+ (.r)HE < K(0o) ||fiHDA(1/2,oo) ‘

Pour 1 < p < 00, en effet

0
—5 p
Au d
p 9 (0—8) Re =2
< H / /u zéfiA(A—zI)flf‘sH dlz|
wCy, sin(6y/2) 2|1/ e |z
o \y
et
’ (-6) Re /== g
e e 1.l dlz|
3 A (A — 2] fH = g
/ / 2|/ ( VA 2|
S\
y —dRev/—2 d
< /e“i“(eo/mﬁdaﬁ /_€|Z|1/2p_ Z%_%A(A—z[)_l fiHE |Z|
% vy
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par l'inégalité de Holder, il vient

P

e—O0Rev=z | | ) d‘z|

22w A(A = 2] 5“ -~

|Z|_1/2p z P ( < ) f+ B |Z‘
5Rov=3 p/q | |
e 0neV T2 11 1P dlz
< WT/QPCZ|Z| / 22 2PA<A—Z]) T EW

v
/a

p
/ Sl | 1

avec 1/p+1/q = 1. Posons § |z|"* = o, on trouve

€_q6Re\/TZ e—qéRe\/TZ 2 i e—qsin(90/2)g
7 Y

AN

par conséquent

1/p

0
_ p
/ HAﬂi (7) de < K(bo) ||fiH(D(A),E)

1 1
§+Q?;P

Idem pour ii.
On peut alors établir le théoréme suivant.
Théoréme 2.3.1 Sous l’hypothése et pour
9° € LP (=00,8; Do (6,p))

avec 1 < p < oo, 0 < 6 < 1, le probleme (@ admet une unique solution stricte si et
seulement st

fi € Da(3 — QLp,P)-

2.3.3 Régularité Maximale

Le but principal de cette sous section, est de montrer que
()" (), Au’() € L" (~00,8; Da (6,))
c’est a dire (u5),/ (.) et Au(.) sont aussi régulier que ¢g°. On a déja vu que

(@) (), Aw(.) € LP (—00,8; D4 (6,p)).
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— , o .
D’autre part, si u a la régularité maximale alors

f—f- € DA(9+ % - Qip)p)a

grace au lemme [2.2.11}
Soit f9 € D4(6 + % — %p,p), montrons que

(@)'(.), AW (.) € L¥ (=00,8: Da (6,))
Pour presque tout x € (0,9), on a

A(A = N AT (z)
— AT () + A(A - \) AT ()
1 /sinh( —za:) + pcosh/—zx
V=24 (0, 1)

N sinh (\/—zx) + pcosh/—zx
2im V=24, (9, 1)

v

_ _ -1 £6
5 A(A—=zI)" fldz
S

(A= N"TAA—2D)7" fodz.

En utilisant I'identité de la résolvante
A—zD) ' —(A=M)""=GE=-NA-z)""A-I)"

on trouve

1 oz sinh (v/=zz) + pcosh(y/=zz)

2im | 2z — A\ V—zA, (6, 1)

Y

A(A = N)TAT (2) = A(A—=zD)t fldz.

(2.3.15)
On traite le cas p = 0o, en supposant que f2 € D4(0 + %, o0) avec 0 < 0 < 1/2, alors

[aca -2 147 (@ /u|p—M’9HQA“‘ 7 £ e

d|z]
ERERP]
;

< KN o m)

comme
d|z| o K
2] = Al A"
Y

(voir, par exemple, [2] et [4]) alors

Jaca 2742 @], < G5 1oy
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Pour 1 < p < o0, on raisonne comme [12], dans la démonstration du Théoréme 3.11 page
329, en effet

+o00 1/p
_ A\
/ [vaca - x| 2
0
to 0 |,|3/2 JRey/=2(z—0) H pd)\ Vp
Az ev—ar— dlz
<[/ K/ o Jaca-en ), ) 3
0
400 p 1/p
A7 |2|3/ dlz ) dA
<[/ K/|z— A== Al 0 | T
0
Il s’ensuit que
e 1 sy 47 E |2 d|z|
A(A—2D)'f <K I, )2 =l
roay A= Rl < K 3 =5y el 207

/
ou o N
Pl2] . f2) = sup { A (A = |zl ™) " fL A (A= |z ™) £

et comme f2 € Da(0 + 1 — zip,p) alors

2”575 (12, f]) € L2
En utilisant le Théoréme de Young, il vient que

1/p
/H)\e (A=) 1A—5 (z )H % <K||fiHDA(e+%7i,p)a

par conséquent
1/p

do | <Kl eea-n)

/ |4

4(0,p)

Comme J ’
A (2) = —(T)" (2),
alors
(@)'() € P (0.5: D4 (0.1)).

De méme pour 56_. Ainsi, on peut établir le théoréme suivant
Théoréme 2.3.2 Supposons . Soit g° € LP (—00,0; D4 (0, p)) avec

l<p<oo et 0<O<1/2
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Alors, lunique solution stricte du probléme @) a la propriété suivante
S\ Ey D
(u ) , Au’ € LP (—00,0; D4 (0,p)),

st et seulement si
5 1 1
[y € Da(0+ 3 — 5, p)-

2.4 Utilisation des semi-groupes

On étudie dans cette sous section le probléme (P(‘f) , pour 0 fixé et quand 6 — 0, sous les
hypothéses suivantes

(H.0) E est un espace UMD,
p(A) D [0,+o0[ et 3C' >0
C

(H.1) o
A=A < ——,
VA € [0, +oof : |(A = ADTH < 7
(H.2) VseR, (—A)* e L(E)
' 3C > 1, a€)0,7[:VseR,|(—A)*| < Celsl.

Notre approche consiste & résoudre les deux problémes auxiliaires suivants, le premier est
posé sur la couche mince (0, 6)

(v3)" (z) + AvS. (x) = ¢5.(x)
(P}) { vi+(0> — 4, (Ji)'(a) =7‘fi,

et le deuxiéme posé sur la demi-droite négative (—oo,0)

b [ @) @)+ A (@) = g (2)
(7) { (07§ (0) = 6,

tels que ¥, ¢ sont deux éléments donnés dans F.
On cherche maintenant les solutions strictes des deux problemes (P?) et (P?), c’est & dire

les fonctions vi, v® vérifiant

v} € W2P(0,8; E) N LP (0,6; D(A))
v? € WP (—00,0; E) N LP (—00,0; D(A)).

On construit maintenant la représentation explicite de vi. On sait que la solution de I’équa-
tion homogene

(v3)" () + A0S, (x) = 0,

est de la forme
v () = e"Pg, + eCBg,

pour presque tout z € (0,9) avec &, ; sont deux constantes dans E. Par la méthode de la
variation des constantes, on trouve
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T

b

1 1

V) (z) = e"Bey + e BE, 4 §/e(x_8)BB_1gi (s)ds+ §/e(S_I)BB_1gi (s)ds.
0 T

En utilisant les conditions aux limites, il vient que

)
Eo=(I+2) ' BB+ (1+2)"! w——I+Z /[—|—655 )e*PB71g% (s) ds,
0

)
G =—I+2)"' B+ (I+Z)1‘*B¢+ (I+2) 1/ e28) 0B =168 (5)ds,
0

avec
7 — 6253

L’opérateur (I + Z)~" est inversible selon Lunardi (Voir aussi le lemme [2.2.6)).
A Taide des fonctions LS et £, qui sont définies dans le lemme la solution s’écrit

v () = e"PE + “Bgl+1BQL5( )+;B2L5(5 z,9% (6 ),

ou
ePe = (I+ A B_1€(5+I)iji +(I+ Z)—l " Bi)
A2 B (o 2]
U2 B ).
et

6(6—:5)B§1 _ (I+ Z)*l 6(26_I)B’¢J _ (I + Z)*l B—le(é—z)ij_
1 1
+5 (I +72) "B (6 — w6 (64 )

1 _
—3 (I+2) ' B 220080 (2,9%).

En appliquant A a vi,

B 1 1
AvS (z) = —B%e"B¢, — B2 B¢, §Li (z,9%) — §Li (6—z,95(6—"),

avec

BB, = (I+2)7 B8 (0 4 (I+2)7 B*P
1

—5 (I + Z)_1 [,i (x, 62(6_')ng_)

1 _
—§(I—|—Z) lﬁi (az’,gi),
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et

BB = — (14 2)7 B B 4 (14 2)7" B2 95y
1 -
+5(I+Z) "L (06—, (0+))
1

L2 L (o).

Grace aux lemmes et [2.2.7, on déduit que
v, Avl € LF (0,5 E),

si et seulement si

pe(DA),B),, e fLe(DA),E)y,,.

On obtient ainsi la Proposition suivante.

Proposition 2.4.1 Supposons (H.(}), (H.1) et (H.4). Pour g% € L?(0,0;E) avec 1 < p <
+00. le probléme (P2) admet une unique solution stricte si et seulement si

JLeD(A),B)y s, e ve(D(A)E),,.

Par une méthode analogue, la solution du probléme (Pf) est représentée par

x

0
1 1
v (2) = e e, + 5/316(”‘"5)39 (s)ds+ §/Ble(sm)Bg (s)ds,

— 00
pour presque tout z € (—o0,0), ol

0

1
§,=—-B ¢+ §Bl/eSBg(s)ds.

—0o0

Toutes les intégrales parues dans v et &, sont convergentes grace a I'inégalité de Holder et
les propriétés des semi-groupes, par exemple, pour presque tout = € (—oo, 0)

x T l/q T 1/p
/ B8 (s)ds| < M / e—a(a=9) g / lg_ ()| ds
< C ||9—||Lp(_oo,0;E) .

D’autre part la condition v° (—oo) = 0 est vérifice. En effet,

xT

M
o8 @y < Melelo+ 5 [ g @lpds

—00

z

0
M —(s—x)a M —(s—x)a
s e g ds 5 [ g ()] ds
3

xT
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En utilisant I'inégalité de Holder, il vient que
1/p

I8 @), < M |j&]l,+C / lg-(s)|I” ds

/2 Up /w2 1/p

M
= / et / lg— ()] ds

0 1/p 0 1/p
M
s | Jetomas | [la-olras)
x/2 00
alors
T 1/p
18 (@) < M |6, +C / lg— ()| ds
1/p

x/2
+% 1—eml? v llg—(s)||” ds
2 aq 9=

M o (1= e\
T (a—q) 9= £o(0.6:) -

quand x — —oo on trouve que v° (z) — 0.

Proposition 2.4.2 Sous les hypothéses (H.0), (H.1) (H.9) et pour g_ € L? (—o0,0; E) avec

1 < p < oo, le probléme (P°) admet une unique solution stricte si et seulement si

0€(D(A).E)s,s,.

2p

Preuve. Soient g_ € LP (—00,0; E), 1 <p<ocet ¢ e (D(A),E)

x € (—00,0), on écrit

1,1 .. Pour presque tout
op T2:P

1 1 1
'Ud— (fL‘) = _B_le_aCng + §B_2‘C—oo,0 (l’,g_) + §B_2L_OO (m7g—) + §B_2LO (‘Tﬂg—) ;

et

1 1 1
Avé— ({L‘) = BB_IBQb - 5[’—00,0 (ZL‘,g_) - §L—oo ({L‘,g_) - §L0 (iL‘,g_) .
Alors, d’apres le lemme [2.2.9] et le corollaire [2.2.2] il vient que

v’ € WP (—00,0; E) N LP (—o0,0; D(A)) .
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2.4.1 Représentation de la solution

En utilisant les représentations de v, vi et les conditions de transmission, on obtient le
systeme suivant

( 0

B7'¢+¢=B"" /e_SBg(s)ds,

—00

1)
p—uBI+2)" I —2)p=2u(I+2) " B —pu(I+2) 1/ (eF + e@=98) b (s)ds,

\ 0

20B

tels que p = p, /p_et Z = e*”. Le déterminant de ce systéme est

I+2) "I+ Z+pu(I—-2):=+2)"D,.

L’opérateur D, admet un inverse borné selon le lemme alors 1'unique solution (¢, ¢)
est

5
v = —2MB_1D;16‘Sij‘r + uB_lDljl/e‘GBgi( )ds
0
0 0
S DB [y ()ds + DB [Py (s)as

et

¢ — 2/LD 1 6Bf+ ,U/D /sB 1 )dS

—puD, / (20-5)B 5()ds+uD (I — Z)/ Bg_(s)ds.

—00

En remplagant ces expressions dans £, £;, &, et aprés quelques simplifications on obtient une
formule explicite de u°, donnée par

T

0
1 1
u}y () = ey +eCTg + / B8 (s)ds + 5 / BB (s) ds,
0 T

pour presque tout = € (0,0) et

x

0
1 1
u’ () = e "BE, + 5/3_16(””_8)39_ (s)ds + i/B_le(S_“”)Bg_ (s)ds,

—0o0

20



pour presque tout z € (—o0,0) o
0
& = (1—p)D,'B™ P fl +D;1B_1/e_5Bg_ (s)ds

—00

)

-1
—i—'uTD B_l/ (I+ 62(6_8)3) e Bgl (s)ds,

€2 _ _QMDIIlB_le(SBfi_‘_uD;lB_l/ <[+€2(6—S)B) engi (8) ds

0
0

—i—;DulB (I+Z—p(l—-2) /e_SBg_ (s)ds.

—0o0

2.4.2 Solution stricte

Pour montrer que la solution obtenue est stricte, on a besoin des Propositions suivantes

Proposition 2.4.3 Sous les hypothéses (H.0), (H.1), (H.9) et pour ¢5 € LP(0,0; E) avec
1<p<oo, ona

5
1. x— J; xg+ :B/ s)ds € LP (—0,0; F),
0

2. x— Ji(x—0,05 (6 —.)) =B [ 598y (s)ds € LP (—o0,0; E) .

o\%

Preuve. Il suffit de montrer le premier point, en effet
p

0 0o 4
/ HJl(x,gi))”‘z dx = / B/e(SH)Bgi( )ds|| dt
e 0 0
s
0/ 0

E

p p

B

s
o0 0

eTIB G (s)ds|| dt +/ B/e(ert)Bf|r (s)ds|| dt.
5 0

E E
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La premiere intégrale converge car

)

B [ 05 (5)ds = £ (t.62)

0

et t — L (t, g% ) € L?(0,0; E). Pour la deuxiéme intégrale, on a
00 ) P 00 ) (s+ p
e—a
/ B/e(smBgi (s)ds|| dt < M/ / p Hg+ s)||pds | dt
§ 0 E é 0
o / & p/q
1
—qa(s+t 6 ||P
< 5P /6 e ds dtHg-f-HLP(O,6;E)
5 \o

< K Hg+HLp 0,6;E)
Par un changement de variable on déduit le deuxiéme point.

Proposition 2.4.4 Sous les hypothéses (H.0), (H.1]), (H.9) et pour g_ € LP (—o00,0; E) avec
l1<p<oo, ona

0
L xHJQ(m,g):B/e(x IBg (s)ds € 17 (0,5: F),

—0o0

0
2. m»—>J2(6—$,g_(.—5)):B/e(25 s=0)Bg (s)ds € LP (0,6 F).

Preuve. Soit g € L? (—00,0; E). On a
1) 0 p 0 0 4
/ B/e(x_S)Bg_ (s)ds|| dx = / B/e(_t_s)Bg_ (s)ds|| dt
0 —o0 -4 —00
0 0 P
< / B/e(Hs)Bg (s)ds|| dt

grace au lemme [2.2.9,
Théoréme 2.4.1 Sous les hypothéses (H.0), (H.1]), (H.9) et pour
gj— S (Oa 5a E)v g- € Lr (_OO7O?E)a

avec 1 < p < 0o, le probléeme (@l) admet une unique solution stricte si et seulement st

fLeD@A);E) 1,

2p’
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Preuve. Soient ¢§ € L?(0,0;E), g— € L (—00,0; E) et f0 € (D(A);E) 1

2p

1y On écrit,

pour presque tout x € (0, 0)

2 I__ I__
ui (z) = e®Bey + OB 4 §B QLi (a:,gi) + §B 2Li (5 — x,gi (6 — )) ,

avec
e"Bey = (1—p) D;lB’Ie(‘HI)ij;r + MT_lDulB2£i (az,gi)
+/LT_1D;13—2£:5F (:1:, 62(5_')Bgi) + D;lB_sz (r,9-),
et
eOIBe — (14 p) D*IBfle(‘;*"”)iji n MT_lDHlBQe2(6’”)B£i (x.9%)
L J2r MD 'B2LY (6 —z,¢5 (64 .)) + D;lB_ng (0—x,9-(.—9)).

En appliquant A a ui, il vient que

e 1
Au’, (z) = —B%e"B¢, — B2e0B¢, L5 (z,9%) — §Li (6—z,95(6-"),

ou
T — x /Jl_l —
B*e"B¢, = (1—p) DulBe(‘H )Bfi%—TDMlEi (a:,gi)
-1
—i—'uTD;lﬁi (z,e 200-)B 5)+D Yo (2,9-),
et
BZG((S—Q:)BS - —(1+ DlB 6ach 11312((5 xB£5 .Z'g
1 H vt 9 +
1+ .
MD el (5—x,gi(5—|—.))—i—D“IJQ(é—x,g_(.—(S)).

2
Grace aux lemmes [2.2.6] 2.2.7] 2.2.8 et 1la Proposition [2.4.4] il vient que

o € W (0,8; E) N LP (0,8; D(A)).

De méme, on représente u° par

1 1
u (z) = e P, — §B_2Lo (,9-) — §B_2L—oo (,9-),

ou

oy = oD B g | uD- B )
+uD, ' B~ 2z — 6,95 (6 )

1 —2 -2
+2D# (I+Z—pu(I—-2)B 2% *BL_ (x,9.)

1 _ _
+§Du (I+Z—p(I—Z)B Lo (z,e*Pg_).
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En appliquant A a u , on obtient

1 1
Au? (z) = —B%e P&, + §L—oo (z,9-) + §L0 (z,9-),

avec
—B? B¢, = 2uD,'Be® B0 — DV (2, g5) — nDy i(x = 6,9 (6 — 1)
1 - —2z
~5 D U+ Z = (I = 2) e P L (2,9-)
1 -1
2 M

Par les lemmes [2.2.9] [2.2.6| le Corollaire et la Proposition [2.4.3, on déduit que

I+ Z—p(I—Z)) Lo (z,e>Pg_).

ub € WP (—00,0; E) N LP (—00,0; D(A)).

2.4.3 Probléme limite

On se propose dans cette sous section d’étudier, sous des conditions naturelles sur les données
fji et gi, le probléme (PéS ) lorsque I’épaisseur de la couche mince § tend vers 0. En supposant
que g_ ne dépend pas de J et que

9% (z) = g% (6t) = K’ (t) avec t € (0,1).
On traite, ici, le cas particulier y = 1/0 sous les hypotheéses suivantes

(1) 3C > 0 (ne dépend pas de 0),¥d > 0 : trer%g% Hhi (t)HE < Cet

1

lim [ b’ (t)dt existe et vaut L,

6—0
0
5
E
?
(151_1)% 5 existe et est égal a [.

Il existe plusieurs méthodes pour faire le passage a la limite, par exemple, on calcule la limite
de la solution u’ en utilisant sa représentation et on cherche le probléme que doit vérifier
cette solution notée u_.

On rappelle que, pour presque tout = € (—00,0), on a

1 [° 1[0
u’ () = e "BE, + 5/ B~ e 9By (s)ds + 5/ B7lets=0)Bg_ (s)ds,

—00
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avec

- 5 ]' ’ -5 s
£y, = 2D1/5B f++D1/5B 5/0 (]+€2(5 )B)eBgi(s)ds

1 1 0
+§D1’/1(;B’1 ([ +7Z - 5 (I — Z)> / e *Bg_(s)ds,

—0o0

et pour presque tout x € (0, 0)

T 1)
1 1
W (@) = PGy + 00, 3 [ B (s)ds 45 [ B0 (),
0 T
tels que
0
& = (06— 1)D1/5B ! 53]; +D1/5B / e *Bg_(s)ds
5
1— 11 2(6—s) sB 6
+— Dl/éB 5 I+e ) e*P gl (s)ds,
0
et
5
d+1 1
6 = ~G+yops M pnged fioang g a,
0
5 0
1=0 4 0l [ e s 11 [ (5-9)B
+TD1/5B 5/e¢ 95 (s)ds+ Dy ;B e g (s)ds,
0 —o0
ou ]
Diys=I+2Z+5(I=2) et 7 =¥,
Tout d’abord, on examine la limite de DI/I(;. D’aprés le lemme , on a
5 16-1 de?*
Dif=—rl— — B—zI)""d
=15, 2i7r1+5/1+5+((5—1)€252( D) dz,
v
et 05 .
o (B-2D7Y < 62|
14+6+ (0 —1)e= Tzl |1 = e 4 (1 + e22)]

pour ¢ €]0,1]. Grace aux lemmes [2.2.2} [2.2.1] et [2.2.3] il vient que

|1 —e®% 461 +e25z| > (!1 —625Z| —1—(5‘1 —1—62‘52‘)005%

> 5|1—|—625Z|cosg2 K (0y),
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ainsi

§e20% . p20Rez o2Rez
[+ @y B ) S K —m < K(bo) =
De la convergence de 'intégrale
2Rez
%/K (6o) 6’7‘6127
gl
“ §e2* 14220 +0(9) 1
0— 0,

140+ (6—1)e?= :2+25z—22+0(5) o2y

on trouve que

1 1

: -1 _ -1

zlsl—{%Dl/‘S_ 4i7r/z—1(B ) dz
g

grace au Théoréme de la convergence dominée. Du Théoréeme des résidus, il vient que

1 1

M 1—2
¥

(B—20)""dz = —% (B-1)" = —% (—M— I)

D’autre part, on sait que pour ¢ € D(B) on a

ePo—p _

. B, (2.4.1)

lime®Bp = ¢ et li
e =g e i

car B génere un semi groupe analytique.

Comme 5
- 2] <.
0 ||g
alors (663 —1I ) % tend vers 0 lorsque § — 0, par conséquent
5 5 5

N DAY o _pde T

A _(lsli%((e N5+ 5)‘5'
On écrit

1 /9
5/0 (I + 62(5_8)B) eSBg‘jr (s)ds =

| =

0 0
/ ((I+e2B) esB —21) ¢} (t)dt + % / g9 (t) dt,
0 0

la premiére intégrale tend vers 0 quand § — 0 et
5

.1 2(6—s)B\ ,sB .0
(1;5%5 i (I + 0 9B) e Byl (s)ds = 2L.
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0

En utilisant (2.4.1)) et le fait que / e=*Bg_(s)ds est indépendante de §, on trouve

—00

0
}Sir% (I +7Z - %) /e_SBg_ (s)ds=2(I+ B) /e_SBg_ (s)ds.

Ainsi
1 [ 1[0
(l;m%u (3(:):5/ B lele=s)B ()ds—i—E/ BBy (5)ds + lim e "¢,
et
. 5 f 2(6—s s 1)
(1513(1)52 = —2hmD1/éB ! B(;r—l—hle/&B 5/ I—l—e ))eBg+()ds

L. 1-2Z\ o [0 s
+§(151_r)r(1)D1/5 I+Z—T B e Fg_(s)ds

—00

= (B-I)"'B'(-1L)- % (B—I1)""(I+B)B™! /eng (s)ds.

Posons (lsin(l)fg =a. On aa € D(B?) = D(A).

En revanche, on remarque que la couche mince coincide avec le bord {0} lorsque ¢ tend vers
0. On fait un changement d’échelle, il vient que

t 1
) )
ui (5t) _ 66t350+66(1—t)351 + 5/3_166(t_7)39i (57_) dr + 5/B 1 6(7— t)B 1) (57’)
t

d’autre part, on a

0

1 1 1
lim &y = - (B — n"'B1— 5 (B - N'B'L — 5 (B - n'B /e_SBg_ (s)ds,
0
1 1 1
lim &, = o (B - nH"'B— 5 (B NH'B'L — 5 (B - n B—l/e—ng_ (s)ds,

—00

par conséquent, pour tout ¢ € (0,1), on a

lim wb (0t)y=(B-1)'B'(1-L)—(B-I1)"" B_l/e_SBg_ (s)ds.

On remarque que
lim ud. (6t) € D(B?) = D(A).
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On cherche maintenant quel probléme vérifie u_. On dérive

1[" I
u_ (r) = e "Pa+ 5/ B~ e 9By (s)ds + 5/ BBy (s)ds,

—0o0

il vient que

T 0
1 1
U (r) = —Be *Pa+ = /e(ms)Bg (s)ds — §/e(sx)Bg (s)ds,
et
T 1 0
u” (x) = g_ (z) + B¢ "Pa + —B/e(w_s)Bg_ (s)ds + 53/6(5_””)39_ (s)ds,
donc

et comme B := —v/—A alors

De plus, on a

1
u_ (0) = —/B_le_SBg_ (s)ds + a.
En remplacant « par sa valeur et aprés des simplifications, on trouve
0
W (0)=(B—1)"B ' (I—L)—(B—1)" /Bleng_ (s) ds,

pour presque tout x € (0,4), on a

u_(0) = (lsim ul, (z) € D(A).

—0
D’autre part, on a

0

u (0) = %/6339 (s)ds — Ba
— %/eSBg (s)ds—(B—I)""l+(B-1)"'L
B0+ B) [Py (s

—0o0

= -(B-D)"(1-L)+({I+B-I)" /eSBg (s)ds,

—00
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il vient que u_ vérifie la condition suivante

0

W (0) = I-L-BMB-1I)'(l-L)+BB-I)" /e—ng (s) ds
. 0
= |-L-B*B-I)"'BY(1-L)+B*B-1)" /B le=sBg_(s)ds
= |- L—B*_(0),
et comme B? := — A, alors

u” (0) — Au_(0) =1 — L.

Par conséquent, le probléme limite de (Pf) est

ou

avec

) { (”LIL—) () + Au_ (2) = g-(x), ppx € (-00,0)
u_(0) — Au_ (0) =1— L,

£
b= lm =5

1 1 6
_ 1 5 i [ 8
L—(lsl_r%/o g+(5t)dt—(lsl_r)r(1)5/og+(s)ds

On écrit u_ (x) sous la forme

u_(x) =

De plus, on a

Au_ ()

(B—I)"'Ble*B(1-L)- % (B—I1)"'(I+B)B2L_ (z,9_)
1

1
+§B_2L—oo (‘Tﬂg—) + §B_2L0 (ZL‘,g_) .

— —B(B-I)"'e*B(-1L) +%(B—I)_l (I +B) Lo (2,9-)

1 1
—5Ll-s (,9-) = 5Lo(z,9-).

D’apreés le lemme ([2.2.9)), on trouve que

u_ € WP (—00,0,E) N LP (—o0,0, D(A)) .

Le résultat est donné par

Théoréme 2.4.2 Soient g € LP (—00,0; F) avec 1 < p < oo, s’il existe |, L € E tels que

T S
=l el }sli%a/g*

alors le probléme (P_) admet une unique solution stricte.
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Chapitre 3

Probléme de transmission dans un
domaine non borné dans le cadre
continu

3.1 Position du probléme

On reprend le probléme

ol A est un opérateur linéaire fermé de domaine D (A) a valeurs dans E, vérifiant 'unique hy-
pothese (H.1J). On s’intéressera a lexistence, 'unicité et la régularité maximale de la solution
stricte

- B

() = { 40 poure €
u’ (xz) pour z € [0,d]

dans 'espace
BUC(]~00,0]; E) U C([0,6]; E),

lorsque le second membre

o) = { g_(x) pour x € |—00, 0]

¢ () powr € [0,4],

est assez régulier i.e.,

g € BUC*™ (]—00,0]; E) et g5 € C?*([0,6]; E),
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avec 0 < 2ag < 1. On rappelle que la représentation de la solution est donnée, pour z € (0,0),
par

1 [sinh ( —zx) + pcosh /—zx

ui (ZE) = % \/—_2A ( ) (A— z])_l fidz
cosh w)) e, B
2@#// \/—_ZA L) € (A—2I)"g_(s)dsdz

K n"g
2@7// —2I)7" g% (s) dsdz

= +(x,A)f++v+ (ZE,A,Q—)_’_wi (JZ,A,gi),
et pour z € (—o00,0), par

s 1 ue\/Tzw

u (x) = % \/__ZTM(A—ZI)flfidz

2@#//008}1\/__2 (6 e (A—2D)"" g5 (s)ds

(6, 1)

2Z7T//Kr6ms A— =D g (s)ds

= n- (53714) fi 02 (2, A g0) +wl (2,4,9-),
otl v est une courbe simple joignant oo e~ & oo e avec 0y € |0, 7/2],
A, (6, t) = cosh /=28 4 psinh v/— 20,
A_ (5,0, 1) = cosh v/—zs cosh /=20 — psinh /—26 sinh v/—zs,

MCOS —z(0—x sis<z
VA o) YO ) st

= D= A
V=24 (0, 1)

A (z,6,p)
(z,5) = V=24 (0, 1)
VEROET ) AL (8,0, )

V=2A (6, 1)

coshy/—z (0 —s) siz<s,

A si s<uz

—ZIT
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3.2 Conditions nécessaires

Proposition 3.2.1 Siu’ est une solution stricte du probléme @/ c’est o dire
ul € C2([0,6]; E) N C([0,6]; D(A)),
u® € BUC?(]—00,0]; E) N BUC (]—00,0]; D(A)).

Alors
g% (0) — g (0) € D(A),
et
g% €C([0,];E), g€ BUC(]—00,0]; E).
Preuve. On a .
g-(z) = (u2)" (2) + Au’ (),

donc g_ est bornée et vérifie pour z, 7 € |—00, 0]

lg-( > <>||E
< | @) )|, + 4w (@) - Aut(

(Ml
< H u® )" () — (u_ (1 HE+ |u (2 _U(S—(T)”D(A)
ce qui donne la continuité uniforme de ¢g_, donc

g- € BUC (]—o00,0]; E),

idem pour gi. D’autre part, on a

g2(0) = (u2)" (0) + Aud (0), g-(0) = (u2)" (0) + Au® (0),

ensuite

et

alors, g% (0) — g_(0) € D(A).

Pour justifier la représentation de u°, on montre la convergence absolue de toutes les inté-
grales. Pour les termes en fj‘r, le lemme suivant rassemble toutes les propriétés de ni.
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Lemme 3.2.1 1] existe une constante K indépendante de § telle que
1. Pour tout x € [0,6] et f0 € E, on a

o5 G, A) Sl < K2
2.n% (z,A,) fS € D(A) pour chaque f$ € E etz € [0,4].
8. 5i f € Dy (1/2 + ag, +00) avec ag € 10,1/2[, alors pour tout x € [0,6] on a
14ns (2, A) 2 < KNP b0 24k
4. Soit fi eD (m) Alors, on a
i) n (., A) f2 et AnS (., A) f$ € C([0,6],E) si et seulement s (—A)? fo € D(A).
i) And, (., A) f2 € €% ([0,6], E) si et seulement si (—A)"? f2 € D4 (ag, +00) .

Preuve.
1. Soient z € [0,6] et f© € E. On a

C(L+p) [efev—=9)
sty | a2 < K
Y

o5 (2, 4) £l <

2. Ce résultat découle, d'une part de la convergence de I'intégrale

1 /Sinh( —za:) + pcosh/—zx

A—2D 0y
VA G AT

20w
5

et d’autre part du fait que (A — 2I)~" f2 € D(A).

3. Soit f2 € D (1/2+4 g, +00). Pour « € [0,6], on a

C(14p) [eRev=2==9) . .
I < e sm(eo)/ || oo |2/ A (A= 2) 7 f2| p 2|
Yy

HAn+ z, A) f}

C (14 p) d|z|
7Cp, sin (00) |Z’1+ao ||f+||DA(1/2+a0,+oo)

< (6o) Hfi||DA(1/2+ao,+00) :

4. Soient fiED(\/—A) et 0<s<2x<6.0na
n’ (z,A) f —nd (s, A) [}

L/sinh ( —zm) — sinh ( —zs) + (cosh v —zx — cosh —zs)
\% —zA, (67 :U’)

B //cosh —ZT + psinh \/—z7
- 2in 2 (0, 1)

A=zt e
%y ( ) fidz

(A—20)7" fodrdz,
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donc

H”+ x A)f+_”+ (s, A) f+HE
cosh Re\/_T) A

1+u

/A

— D)7 Y| drd 2]

< (1+u) (:B—S)/e eﬁ(m_6)d|z| 11,

7Cy, sin (90) ||

< K@=l

d’ou
nf (., A) f € C([0,0[;E).

A T’aide au calcul fonctionnel de Dunford, n‘i (x,A) fj‘r peut s’écrire sous la forme
ni (x,A) ff_ = D! (I — e AT L (I + 6_2\@%)) (—A)_1/2 e_QM(z_J)fji,

ou
D=1+¢e 24 + @ (I — e*QH‘S) .

Cet opérateur est inversible grace au lemme [2.2.6

On utilise le travail de Sinestrari [34], la Proposition 1.2 page 20 et le Théoréme 3.1 page 39,
pour la continuité de n’. (., 4) f en 4.

ii) En appliquant A a nd (z, A) f¢, on obtient
Ani (x,A) fjsr = D! <[ — e A ,u (I + 672\/77”)) e~V A=9) (—A)l/2 fji.
Grace au résultat de Sinestrari [34], il vient que

And (., A) 1 € C([0,8], B) = (—A)"* 1 € D ((-4)"?),
et
Anly (., A) f2 € C*((0,6], E) <= (=A)* 2 € D _ 172 (200, +00) .
En outre, on a
D((-A)"*) = D(4)

et
D(iA)1/2 (20&0, —|—OO) =Dy <a07 +OO> .

On donne, dans ’énoncé suivant, les propriétés de n? .

64



Lemme 3.2.2 Soient x € |—00,0] et fo € E. Pour § €]0,1] on a
n (,A)f2, An® (,A) f° € BUC (]—00,0], E).
De plus, pour ff_ eD (\/—_A) , O G
An’ (., A) f° € BUC*™ (]—00,0], E),
si et seulement si [ € D4 (1/2 + ap, +00) .

Preuve. Pour = € |—00,0], on a

Rev/—zx
5 (z, A) f° <ﬁ/ € d .
||n, ((1: >f+HE 27-‘-’Y |Z’3/2’Az (5”“)‘ | Z‘ Hf+HE

Du lemme ([2.2.4)), il vient

1 eReJTz(m—é) 5 5
In? (2, 4) 9] < TCg, SIN (00/2)/ 122 =] [ 4] < K 0o) || £l -
Y

De méme, on obtient

A o, ) 2l < s [ el 72 < 0 2
+ilE ™ TCh, sin (90/2) |Z|1/2 +IE +IE
¥
Montrons maintenant la continuité uniforme de n’ (., A) f2 et An? (., A) f sur |—o0,0]. En

effet, pour s <z <0

‘eﬁ a-6) _ eﬁ(s—&‘
I o 7= 00 8 < 00 [ 0l

et

‘e\/jz(fo) B e\/jz(sffi)‘ _ / (22 (ReVTET=) g1 < (g — 5 |5] /2 eReVTEED),
alors

eRe V—=2z(z—96) s
[ () £ = 5 ) Pl < KO0 (0= 5) [ a2

< K(y) (x—s) || £2]],,-

De méme, on trouve que

Wﬁmmﬁ—ﬂwﬂmm;<QF@mm/ﬁﬁmﬂmwmu
Y

N

K (00) (= =) || 1] -
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Ainsi
Soient f$ € D4 (1/2 + ag, +0), en effet, pour s <z <0
e\/sz _e\/TZS

8!
V—zx —zs
Hofe —€ —1 46
= — | ———A(A—2zI] d
2im ) /—zA, (0, 1) ( ) frde
A/+
V—zx _ \/—zs
pofe e 1
— [ ————A(A— 2] d
+2i7r vV—zA, (6, 1) ( ) fide
e
= L+ Iy,
telles que
v = 267:|z|>; ety = 267:|z|<; .
CEDE CEDE
On a
. oV 2 (@=0) _ eﬁ(s—a)’
Ll < V2o g (A— 27" fo| d
Il WC@OSin(Qo/Z)/ |Z|1+O“0 HZ ( ) f+HE a
At
1 d|z
. S 11—
megy sin (00/2) ) 2| A 0,
At

Posons o = (z — s)°|z| , alors

1 (z—s)" 5
Il < WCgOSin(QO/Q)/(U(x_S)2)1+a0d0Hf"‘HDA(1/2+ao,+OO)
1

2 )
< K(0) (x— )™ Hf-l‘HDA(1/2+ao7+OO) '
Pour I, on a
. ‘eﬁ(xﬂs) _ e\/jz(sfzS)‘
LI < AA—zD)""f2 . d
I < TCh, SIN (90/2)/ Ek& |4 (A= =D 12| p el
e
< ] a2
X N z
TCp, SN (90/2) |Z‘1+a0 + D4 (1/24ag,+00)
e
d|z| 5
< K (0) (v —s) ‘Z|1/2+a0 HerHDA(l/Z—l-ao,—l-oo)
2a )
< K (6) (x —5)™ ||f+HDA(1/2+O¢07+OO)’
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par conséquent

| An? (. A) £2 = An (s, A) £2]] < K (80) (2 = ) ([ £ 51/, 00)
D’ou
An® (., A) f0 € BUC* (]—0,0], E).

Pour la réciproque, on utilise le résultat de Sinestrari et le calcul fonctionnel de Dunford.

Lemme 3.2.3 Pour ag € 10,1/2[, on a

K
_ 2
/‘Kﬁ,a(i’%s) |z — ] OdS<W—+%-

Preuve. En effet

0

/ K~ (x, s)‘ (z — s)**ds

(x — 2“°ds+/‘\/is & M))e T

T 0

Je—Rev—zz
) ¢ Siz (60/2) |Z|1/2 /eRe*/jzs(x —8)ds + /COSh (Re —zS) (s — )?*ds
0o 0

(z — 5)?*ds

_ / A (2,0,1) =
V=22, (8, )

T

Grace a I'inégalité de Holder, on obtient

x T 1-2a9 x 200
/eRe ﬁs(w —5)%ds = /eRe V=254 /eRe\/Tzs(x — s)ds
— 00 o0 — OO
eRe —zT

(Rey/—=2)

et

0
/cosh (Rev/—zs) (s — z)**ds

1—2ag 200

0
cosh (Re v—2zs) ds /cosh (Rev/—zs) (s — z)ds

1—2ag 200
(6 Re —zr) <€_ Re —zz) o= Re/—2z
<

(Rev/—2) "2 T (Rey/—2)
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par conséquent

K K
(ZE — 3)2a0d3 < v (9) — < -
Elsd (Rey/=2) " [z

0
[5G

Lemme 3.2.4 Pour ag €10,1/2[ et § €10,1], on a

)

K
200

/)K\jjz,S (.I,S)‘ |.1' - S| *ds < |Z’1—+a0.
0

Preuve. On a

)

Jay

0

2(1 h (R (5 — z
(1 + p) cos ( ev—2z( : f))/cosh (Re —zs) (z — S>2a0d8
Cgo sin (90/2) eRev/—z0 |Z| / /

)

|z — s|** ds

2 (1 + p) cosh (Re v/—2x) /
+ cosh (Rev/—z (6 — s s—1 2a0d8
Co, sin (0p/2) eRev=20 | z|1/? (Rev—=2 (6 —5)) (s — )

x

2(1+p) eRevV=2(6—x) cRe v—zz oRev/=2(2-0) JRe v/=2(6-2)
—"_ )
Coy sin (80/2) 2] \ BV 0 (Rey/=2) ™ (Rey/=2)
comme
/cosh (Re v=2s) (z — s)**ds
0

x 1—20{0 T 20(0

— | [ cost (Rev=zs) ds [ cost (Re v=5) (o 5)ds

(Re \/—_Z)1+2a° ’

et
eRe V—z(6—x)
(Re/=2) +2a07

/cosh (Rev—=2 (6 — s)) (s — 2)?*ds <

alors
§

/)Kﬁyé (2, 5)

0

K

2
|z — s a°d8<|z|1—+ao.
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Proposition 3.2.2 Soient g~ € BUC (]—00,0]; E), ¢5 € C([0,8],E). Alors, pour x €

0,6], il existe une constante K telle que

||Ui (l.?Aag*)HE <K Hg*HBUC(foo,O;E) )

et
Hw+ (z, A g+)HE K HgiHC([O,é};E)‘

Preuve. Soit z € [0,6]. Du Lemme et l'estimation (2.3.5), il vient que

Re V—z(s—x)
1
||vJr (:C,A,gf)” S 7TC,90 sin 00/2 // E |3/2 dsd |z| ||g*”BUC(foo,O;E)

20 e—wRer
/ 1l pror o
7Cly, sin(6y/2) 2|
N

< K (0o) Hg*HBUC’(foo,O;E) ]

et

d|z|
Juf (@A), < / EENEBITR B VA P

d|z
< eo/ "H 8 oy < K @) 9% oo

Proposition 3.2.3 Soient g € BUC (|—0,0]; E), ¢5 € C([0,4], E). Alors pour x <
existe une constante K ne dépendant que de vy telle que

o2 (2, 4, 93) ], < 5 (00 [195 | g0 1

et
1w G, A gl < K (B) l9-llpve-ccim

Preuve. Pour x < 0, on a

1o (A g L G PRI
I )l S 2 gy sin (By/2) ]2]3/2 9+llc(o,6;E)
0

v

H —Re+/—26 d|Z|
27T09()sin(90/2)/<1 ‘ ) |2)? H +HC [0,6); )

N
< K(6o) HgiHC([O,é];E) ’
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En utilisant le lemme et 'estimation pour w’ (x, A, g_), on trouve

0
1 d]z\
5 —
H’LU_ (a:,A,g_)H < %//‘Kﬁ75($73 ’ ’ ||g ||BUC |—00,0];E)

dz
< K () B |2 lg- ||BUC] 00,0;E) X < K (0o) [|9- HBUC(] 00,0;E)

3.3 Solution stricte

Théoréme 3.3.1 Supposons . Sotent g5 € C?* ([0,0]; E),g- € BUC** (]—00,0]; E)
avec 0 < 209 < 1 et f) € D((—A)"?). Alors le probleme admet une unique solution
stricte u® si et seulement si

g2 (0) —g-(0) € D(A), (~A)"*f; € D(A).

Preuve. La preuve se fait en deux étapes,
1¢¢ étape : Pour x € [0,4], on a

W) = nd (@A) - / / };_A 5;)@)6 (A 2D) g (s) dsdz

YN,
22%//[( 2I)"" g5 (s) dsdz.

En écrivant

il vient que

ui (x) = (x A) f+ 2m// Cosh( ZAZ : u)w)) eV (A — Zl)fl g (0)dsdz
cosh - x)) —. .
217r// (5 N) ¢ (A==zI)" (9-(s) — g-(0)) dsdz

22#//K\ﬁ6x8>(14_21> (g+()—g+())dsdz

K — 207 g .
2z7r// 2I)"" g% (x) dsdz
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Par ailleurs, on a

Jimptn i = RO ) e
—2,0 9

zA; (0, 1) A, (0, ) - L
donc
ui (z) = (55 A) f+ 2; o i\A/:_(ig’(i)_ SL’)) (A— Z[)_l (97 (0) — gi (0)) dz
cosh - 3;)) — .
227// \/_A 5 N) € (A—=2I)"(9-(s) —g-(0))dsdz

227r// vz (08) (A= zI)” Y (g5 (s) — g5 (x)) dsdz

cosh /=2 (6 — ) s S
2277/ 2, (0, 1) (A—=zI) (9+ (x) — g5 (0)) dz

ol

,LL_1 6\/36 B _1 L (A_ZI)—I 5
* i /zAZ (0, 1) (A= 2) ( )dz + ——4, () dz.

K ¥

Pour la derniére intégrale, on applique le Théoréeme de Cauchy, il vient que

1 [(A=zD)7" s
5| ok )= AT ).
¥

De I'hypothese (H.1)) et 'holdérianité de g%, on déduit que
|47} (@] < C ||9+Hc2ao (10,81;B) °
Grace au Lemme [3.2.1] il vient que
nd (., A) f2 € C([0,6]; E) siet seulement si (—A)? f2 € D(A).

Posons maintenant

L feosh (=0 -x)

Bin)  ea Gy AT O -d )

& (x, A) (g_ (0) — ¢ (0)) =

v

2177// vz (@8) (A= zI)” Y45 (s) — g5 (x)) dsdz,
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L1 eV X
L= (A= 21" g1 () d2.

2ir | ZA. (0p)
et o '
L / / 5(_“: )>)e (A= 20) (g () — g (0))dsd
Alors
Bo(x) = A ()l (e, A) £+ (2, A) (9 (0) — . (0)
+f xA(g(@—¢U®)+ﬁ@%+h@%+@@%

1 feoshy/—z(0—=x
2im 2z, (0, 1)

= d (z,4) (¢} (z) — ¢ (0)).
On écrit d’, (z, A) (9 (0) — g% (0)) sous la forme

A= 27 (¢0 (a) - 2 (0) dz

& (2, 4) (g (0) — g% (0)) = D'(1 4 eV A0-2) 41e~V=2 (g (0) = g7 (0)) . (3.3.1)
En appliquant le résultat de Sinestrari [34], on trouve que

dy (2, 4) (9- (0) — 9% (0)),  Ad§, (x, A) (9- (0) — g5 (0) € C([0,6]; E),

si et seulement si
g9-(0) = ¢ (0) € D(A).
On utilise P'holdérianité de g5 et le lemme [3.2.4] on trouve que

C
||[f(:c)H S /’Z,‘?—-Hlodyzy HgiHCQ%([O,é];E) < K (o) Hgiucho([o,(s];ls)'
Y

On examine maintenant la convergence des intégrales suivantes

dl
1@< G / 192 oo < K0 192 oneogo

et

5 e—Re —2zT p ) Re v=3
112 (2)]] < K(HO)/H—g/z /S w0tV ds | d 2] |9-ll prozeo oo -
z
¥ oo
En utilisant 'inégalité de Holder, on trouve que

0

1 1
2a0 Re+/—zs
/ ve I < (Rey/=2) 7270 S por

—0oQ
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par conséquent
d|z|
1B < K@) [ v l9-lmonoq-seos) < Klo) la-llpucmoq-seoe
Ainsi u) € D(A) et

Aui (x) = gi (x) + Ani (x,A) fjsr + Ad‘i (x,A) (g_ (0) — gi (O))
+Ad, (2, 4) (¢ (z) — g5 (0)) + AL (2) + AL (z) + AL (z) .

Il reste & examiner la convergence de AI)(z), AL (x) et AIS (x). En effet

<o/

HAIf@) 1z |l+a0 ” Hc2ao ([0,6);E K (6o) HngHc‘mo ([0,0);E) °

d|z|
R 19- 1 5rrc200 (—c0,01,) < K (00) 19—l 5rrc2o0 ) —c00):) -

| AL (z)|| < K (o)

et
6_2 Re/—z0

= 1]
Al <
AL (z)|| 5 7
,

g% () d]z] < K (6o) ||giH02a0([0,6];E) :

En conclusion
uf, € C*([0,6]; E) N C([0,0]; D(A)).

Montrons maintenant que ui vérifie I’équation

(uh)" (@) + Aul. (z) = g} (x).

)

%, on trouve

On dérive u

, B cosh (v/—zz) + psinh /—zz .
(u)) (z) = %ir A (A—zD)"" f2dz

1 Osinh(\/—_z(é—:v)) Es 4 _ ! 3 dsds
+2m// A O AmED g (s)dsd

2@#//8x z,5) (A — ZI)_l gi (s)dsdz

== H1—|—H2+H3.

Examinons la convergence de ces intégrales, on commence par II;, on décompose v en deux
courbes v, et y_ définies par

1 1
_ AP = < ——— V.
= {reri ke ) e = frer ik < )
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Alors

1 AZ(Q?,M) —1 p6 1 /Az (337“) —1 p6
M, = — [ =220 (A S e
VT 9 ) AL ((m)( ) fide o AL (&u)( ) iz
v
1 Az((s?/JJ)_Az(xa:u) —1 g6
= A—zI
Dim A, (6, 10) (A =zl fidz
v
1 1 [A(z,p) 1
(A= ALl TR
2T ( ‘ ) f+d +2z /A (5,u)( 20) T fadz
v o

= II; + 1L 2 + 11 5,

et comme
5

A, (0, 1) — AL (x,p) = /\/—_z (sinh (v/—zs) + pcoshv/—zs) ds,

T

alors

1+M —Rev/—2(5—s) s
[l < 7Co, sin(0o/2) // PRE dsd |2| || 4] 5

1/(6—x)

0 —=x dr
S e el el [ PR Vel

€0

Pour II, 5, on considere I'arc
r= {zE*y largz| < fp et |z] =1/(5 — )2},

donc

1 _1 5 ]_ _1 (S
I, = —— A—zI — A—zI :
12 50 ( 21)" fldz+ 2@.7T/( 21)7 fldz;
y_UJr' T

Par ’analycité de la résolvante on déduit que l'intégrale sur v_ UT" est nulle et I'intégrale sur
I' est converge car

o
1 d|z| C 0
o [ (=20 | < o / S < o [l < 20
T —0o
D’autre part,
20 efRe\/jz((Sfx) 5
Ml < ) / el 1721l

+

7TC’90 sin 6’0/2 /

1

—osin(60/2)

do || £2]l p < K172
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On examine maintenant la convergence des intégrales Il et II3. En effet

C e—ReJTZ(x—s)
| < —dsdz|g-
M| < WCgOsin(HO/Q)// 2| 542 |l9-ll cg-oo,0im)
Yy o0

C ~Rev=
[zl
71Cl, sin (0o /2) EEE ~IIBUC(]~00,05;E)
Y

< K (6)) ||g—||BUC(]—0070];E) ’

et
T )
141 / eReV=z(s+5-x) cRevV=z(z+6-s) 5
3] < —— -+ [ | |95 (5)|| . dsdz
N AV A i REr s L
0 T
1 9 _ —zRev—2z _ ,—(6—z)Re/—2
< ot 6 I )] s
wCy, sin (69/2) ||
Y
o 2(1+4 p) d|z| 162 |
= wCyysin (00/2) ) |2 HIC0:E)
Y
5
S KH9+||C([0,5];E)'

En outre, soit € > 0 telle que
OD<e<z<d—z <.

On considére la fonction

[(@))] @

1 AZ(.I',/L) -1 £5
_ L[
2in | A. G ) A H) T S

2Z7r//osmh o~ .0 u)>) 2 (A—zI)"" g (s)dsdz

QW//‘ ) (V5 0 1) (A 207 o (5o

2@7//A COSh\/__Z( s) (A —ZI)_lgi(s)dsdz.

v T+e€

On utilise ici la méthode développée par Tanabe [35], car il y a deux intégrales dans la seconde

dérivée qui sont divergentes. D’autre part, on a [(ui)l} ) (x) — (ui)/ (z), lorsque € — 0. La

75



s v s /
dérivée de } ) est
€

0
([62) ’L)'

= i/ 94 (@ (A—zD)"" fod

2 A, (0

eV (A= 2D) (g (s) — g (0)) dsdz

_%// J—_zcosiz(ﬁ(é — 1))

OA, (z — €, )

+% A 00.1) sinh (V=2 (6 — 2)) (A — 207 (6% (x —¢) — ¢ (x)) dz

L / / 8A V=2(6—2)) (A= 2D)"" (g% () — ¢}, (v)) dsdz
% S («s’ui cosh /=2 (0~ =€) (A= 21) " (g, (w+ ) = g} () d2
2m/+/aA V=2(6—5)) (A= 2D)"" (g% (s) — ¢}, (v)) dsd=
_% /cosh (Xj,(i)— D) (4~ ) (9- (0) — g (0)) dz
+%v A, (2w +e— 5,2 (_(Si) (Qe—c=8p) y pm (1)
% cosh (ﬁ)(ﬁ)— z)) (A= 217 (g () — & (0)) dz

9
= D_Jilx)
i=1
En utilisant I'identité de la résolvante, on obtient

Ji(x) = — A(A -2 fldz

1 /sinh ( —zw) + pcosh v/ —zx
2im vV—zA, (6, 1)
v

= —An’ (z,A) fS.
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Pour Jy(x), en effet

1 72()

cosh (Re /=2 (6 — z)) %00 Rer/=3
—5 eV dsd | 2| ||g— CoOlE) -
- / / ey CY TR

De plus, grace a l'inégalité de Holder, on a

0
1
/(_S)Zao eRe\/Tzst <

el

—00

il en découle que

1 efRe —zx

J. < d - a :

H 2(]})“ 27'('000 sin (90/2)/ |Z|1+a0 |Z| ||g ||BU02 HmeediE)
v

< K (6o) “g—HBUCQ(’O(}—oo,O};E) :
On effectue le méme raisonnement pour Jy(x) et Jg(z). Pour J7 (), on trouve

—Re\/sz
1y ()] < K(eo)/ o ©) = O

Y

Cette intégrale converge pour tout = € ]0,0]. D’autre part, on écrit J;(x) sous forme expo-
nentielle

Jo () = —D! (1 + ﬁm@—m)) e~V (g_(0) — g% (0)) .

En utilisant Sinestrari [34], on trouve

J7(.) € C([0,6]; E) siet seulement si (g (0) — g% (0)) € D (A).
La convergence de Jy s’obtient en écrivant

Jo () = d’_ (z, A) (¢ (z) — g5 (0)) .

Pour J; (x) et J5 (z), on a

N 6—6Re\/—7z
15 (2)|] < K (60) € / a4l lezeoosey (3.3.2)
Y
et S
—eRev—2
o (&
1Js ()] < K (B) €20 / a9 oo (3.3.3)
Y
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Pour Jg (x), on utilise le fait que

2r+€e—9
A, (22 +e—0,p) — A, (25 —e— 6, 1) < (1+ p) |22 / cosh (Rev/—zs) ds
2r—e—9§
on obtient
1 + M —Reﬁ((S
s ()] < WC@O qin %o / / 272 d 2] ds HngHc%vo ([0,0]:E) (3.3.4)
2:(: e—0
2x+€e—0
< 2(1—1—/;) e—ReVTz(5—s)d el
= 7Cl, sm— |Z|1/2 |z| § ||9+H02a0([0,5];E)
2:c €—0 |Z|>(a oE
2x+e—0 d| |
(1+ M z 5
+7r090 sin % / / 1z ‘1/2 —izds g4 chao([o,g];E)
2x €=0 |z|<
(1 ) 2x+€e—0 5
coe” (1 +pu 5
< 7Cor s %0 / (—5 e 60) ds H9+||czao([o,5];E)
2x—e—9

20 — 2x + €
< K(f)In (W) [ +Hc2ao (10,01:E) °

/
Montrons maintenant que ([(ui)l] ) (x) tend vers (ui)” (x), En effet

([(ui>’]€)’ (@) + A} (2) - g (2)
OA. (z —€,p)

€, 1t) .
- 2@7‘( \/—_ZA ( ) sinh (\/_<5_:L‘)) (A_ZI) (gi (l‘—e)—gi (;p)) dz

2@7?// aA COsh (V=200 =) (A= 27" (92 (s) — g} (x)) dsdz

v x—e

+% %C%h\/—_zw—x— ) (A==D)"" (g% (v +€) = g (1) dz

8A B
22%// cosh (V—=2(6—35)) (A—=2)"" (g% (s) — ¢5 (2)) dsdz

1 [A,2e+e—06,u)— A, (2 —€e—0,pn) 1 s
— A—zI
+2@'7T A, (6, 1) ( ) g (w)dz
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En utilisant les estimations (3.3.2)), (3.3.3) et (3.3.4)), on trouve que les intégrales J;(z), J§(x)
et JE(z) tendent vers 0 quand € — 0. Pour J§(z) et J{(x), on a

e~ Rev/—zx

|J3(@)] < Kwo)/T /cosh(Re —28) (x — 8)** ds | d|z] HgiHCQO‘O([O,é};E)

Y —€

d|z]
< eK(0y) \z|1—+°‘° HngHc%o([Oﬁ};E) ’

et
r+e
. ¢~ Re V=z(z+96) 20 5
@) < K(0) / e / cosh(Re v=25) (z — 5" ds | 121 |9 | camoossm
v x

d|z|
< €K (0y) |Z‘1—+%Hg+”02°‘0([0,5};E)'

Grace a I'inégalité de Holder et 'inégalité des accroissements finis on trouve

T

cosh (Re v/—zs x—szo‘odséK;m,
[ cosh (Rev/=2s) (2~ 9 ek

r—e

et
T+€

/ cosh (Rev/—2s) (z — 5)**ds < K;m.
J (Rey/=2)™"

Ainsi, lorsque € — 0, alors J§(z) et J{(z) tendent vers 0. Finalement
!/ ! "
(1)) @) = (@) = A (@) = ()" ().
2éme étape : Soit x € |—00,0]. On a
1 [(A—zD)""

227? z

W (x) = (e AV

cosh \/_ —5)eV L )
2271’// . (6, 1) (A—zI) (9+ (s) — g5 (0)) dsdz

/smhv (5 —
2m

Ao W- 1) (g% (0) = 9-(0)) d=

. /Kmxs A=A g () g (o)

/smh \/—26 =
 2ir

A G A g @) g (0)

v
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pour le n® on applique le lemme , et pour la deuxieme intégrale, on utilise le théoreme
de Cauchy, on trouve

o (A ya= Aty )
Posons '
0 4) (00~ .0) = g [T A D (6 0)-0) b
2m// S (@8) (A= 2D (g (5) — g (2)) dsdz,
et
“2ir / / Y e  (9) o 0)
Alors

ul (z) = A'g(2) +nl (2, A) fL +d2 (2, A) (9- (0) — g2 (0))
—d (2, 4) (g (2) = g- (0)) + L2y (x) + 125 ().

On écrit le terme d° (x, A) sous forme exponentielle

d’ (2, A) (- (0) = ¢ (0)) = D" (I - 6’2‘5H) A7V (g (0) — g5 (0)),  (3.3.5)
et en utilisant le resultat de Sinestrari [34]. De méme pour d° (z, A) (g_ (z) — g_ (0)).

Grace a ’holdérianité de g_ et le lemme il vient que

]. ]. _ 2
@) < 5 f E / 1 (9)] (= 57 ds g pucaeoq oo 12
J 1.

dlz[
27T | |2+a0 || —||BUC’2°‘0(]—oo,O];E) <K ||g—||BUC’2aO(]—oo,O];E) :

N

De plus, on a

el V—z 0
/. 2 1)
(@) < 27r/\z|3/2 )] /COShRe —2(0 = 5)s™0ds | dlz| ||9+Hc2ao<[o,6};E>’
0

comme

9 Re /=26
N e ] —Zz
0/cosh (Re V—z(0 — s)) s20ds < (Re \/_—Z)1+2040’
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alors

U eRe —zx
[12,(2)| < 7Coy sin (00/2) ] |2 [FF d|z| Hgichao([o,(s};E) S K Hgi“C?ao([O,é];E)'

~

Par conséquent u’ (z) € D(A) et

Al (2) = g (2) + An (2, A) [+ Ad° (2, A) (9 (0) - ¢ (0))
—Ad (2, A) (9 (2) — g- (0)) + AL (2) + AL, (1),

et
1 0
|A]i1(l‘>‘ g a_ K_,Z(; (ZL‘, S) (‘T - S)2a0 ds ”g—HBUC’2a0 —o0,0;E d|Z|
2 V==, (1 I E)
vy —0o0
C [ dl|z7]
S o s 19-11 v c200 00,08 < K91 Brczso (oo 05)
Re "% y
/1/ e e\ —ZT % s
AL, (2)] < —/ /coshRe\/—z (6 — ) s*ds | d|2| ||’
B = C2 O E
27 12218 0| \ o(05):8)
Re v —zx
K e 5 5
7Co, sin (60/2).) |27 d|z| H9+||c2ao([o,5];E) S K H9+||c2ao([o,5];E)'
Y
Donc

u’ € BUC? (]—00,0]; E) N BUC (]—00,0]; D(A)).

Ensuite, en utilisant le méme raisonnement fait pour ui, on montre que

(ui)/l () + A () =g_().

On suppose maintenant que la solution est stricte, alors, de la Proposition [3.2.1] il vient que

g-(0) = g3 (0) € D (A),
de la représentation de la solution on déduit que
n’ (z, A) fl € C([0,0]; B),

il vient, grace au lemme [3.2.1] que

(~A)" 2 € D(A),
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3.4 Reégularité maximale
On donne ici, le théoréme suivant regroupant les propriétés de régularité de la solution
Théoréme 3.4.1 Soient
0 € C?(0,8;E), g- € BUC* (—0,0; E),
avec 0 < 2ap < 1 et f{ € D((—A)"?). Alors
(ui)”, Aui € C?(0,5; F) et (u‘i)”, Au’ € BUC?™ (—0,0; E),
si et seulement si
92 (0) — g (0) € Da (g, +00), (—A)? f0 € D4 (ag, +00).
Preuve. On etudie la continuité de

Aui (x) = gi (x) + Ani (x, A) ffr + Ad‘i (x,A) (g, (0) — gi (O))
+Ad, (2, 4) (¢ (x) — g5 (0)) + AL} (2) + AL (z) + AL (z) .

Soit 0 < 7 < x < 4, alors

A’ (z) — Au (1)

= gi (x) — gi (1) + Anfg|r (x,A) fji Ani (T A) fji

+Ad, (2, A) (9- (0) — g} (0)) — Ad’. (7, A) (9- (0) — g3 (0))

—l—Adi (z,A) (gfr (z) — gi (0)) Ad(s (7, A ( (1) — gi (0))

+ AL (z) — A (1) + AL () — AL (z) + AL (1) — AL (7).
Grace a ’holdérianité de gi, on a

Hgi (z) — gi (T)” <C(z— 2a0 ||9+Ho2ao ([0,6;E) *

Selon le lemme [3.2.1] on trouve que
An’ (., A) f2 e C*™ ([0,4], E),

si et seulement si (—A)l/2 f2 € Da (g, +00).
D’apres le résultat de Sinestrari [34] et I'écriture [3.3.1] il vient que

& (. 4) (9-(0) — g5, (0)) € C* ([0, 6] F)

si et seulement si g_ (0) — g% (0) € D4 (g, +00) .
Posons
AdY, (2, A) (g} () — g3 (0)) = ATy (2).
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Alors, on a
AJi(z) — ATy (7)

1 cosh/—z (6§ — x) — cosh /=2 (6 — 7) 1
= 5 ( A ) )A(A—ZI) 9% (0)dz

v

v
g
% COSthZ__(Z(S,(Z)_ 7) AA =2 g8 (1) dz
gl
_% COSth,:_(Z(s,(i )_ ) (A—20)"" g2 (1) dz,
g

il vient

AJy(z) — AJ, (7)

o (gm0 sy
o [ A (g ) - of 1)
(Y ) s
— o[ (O RO i () - o 0)

Y

_% COShZ\A/:_(ZéfZ)_ 95),4 (A—20)"" (5 () — g5 (1)) d=

= J+71 + J+72.

En utilisant ’holdérianité de gi, on obtient

200 1| 6 1 e—xRe\/TZ
|42l < (# —7) H9+Hc2a0([0,6];E) TCl, sin (90/2)/ |2| 4z
gl

On consideére
. 1 . 1
Yr=qzEeyilz| 2 ety =Jzey 2 < 50
x x
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Alors

efoe\/jz ef:L‘Re\/iz d
/—d!z\ < /—dH-i— dlz|
y

2| 2] IER
Y+ Y-
+oc0o e
< 2/ d0+2/— < 00,
1 Veéo
donc

2a

[ T2l < K (z—7)™ H9+Hc2ao (0,61:E) °

Pour la premiére, on a

-1 coshy/—z (0 —x) — coshy/—2 (6 — 1) 1, 5
= — A(A—=z1 - d
J+,1 % < ZAZ (57 ,LL) ( < ) (g+ <T) ng (0)) z
g
]_ vV —% i . 1
= % m /smh VvV —Z ((5 — S) ds | A (A — Z[) (gi (7') — gi (0)) dz
V—z smh \/—z( s) _
= % / ) A(A—=zI) l(gi (1) — ¢ (0)) dz | ds,
d’ou
C coshRe/—z (§ — s) 2
|J+71| S % / | |1/2 |A ( )| ‘dz | ds Hg‘FHC’ZO‘O ([0,8];E)
Rev/—z 5
< K/ / PG d|z| ) ds H9+Hc2ao([o,5];E) .
En faisant le changement de variable |z|l/ ’s =0, il vient que
+0o0
este\/jz 2 o K
/‘Z’TCHZ'_E/G d0<;7
vy sy/€0

alors

y 20 K
| Jia] < K/TTdSHin”o?ao([o,(spE) S K/82a0_1d8||gi“02ao([o,5];E)

J
< K (2% -7 < K (z—71)%

20) ||9+H02ao ([0,01:E) X H9+H02ao(05} E)"

Par conséquent

AJ () e C*™([0,0];E).
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Pour AIY(.), en effet
AL (x )—AI5( )

// 2 (s, 1) (cosh /=2 (0 — ) — cosh /=2 (0 —
2

7)) o
V=2, (6, ) A(A—=2I) (Qi (z) — gi (s)) dsdz

_L MCOS —z — — -1 k) s) — F) T sdz
2m//\/_—mz(5,u) h(V=2(0—2)) A(A—zI)"" (¢ (s) — ¢’ (x)) dsd

A, (T, 1) i 5
2m// G cosh /=2 (0 — s) A(A—2I)" (g3 (s) — g5 (2)) dsdz

1 A, (7, ) -1/6 —¢® (1)) dsdz
+%7//mcoshﬁ(5—s)A(A—zI) (9% (s) — ¢} (z)) dsd

1 [sinhy/—2(0+7—2)+ psinhy/—z (6 +7 — x) 1,5 5
i - = dsd
2im 2, (0, 1) A(A =zl (9+ (z) — g% (7')) saz
v
pp feoshy/—z (0 —
2im zA, (0, 1)

Y
6
— § 0
i=1

Pour If2 on a

x)A (A—2D)" (6 () — g5 (1)) dsdz

Re V—z(s—x)
‘If’z‘ S 7Cy, sin 90/2 // ‘2]1/2 m_s)mo dsd |z| Hgi”cMO([Uﬂ;E)

Re V—z(s— x)dl | 2a0
_ d .
s D / el [

En faisant le changement suivant |z|? (z — s) = o, il vient que

+oo
/eRe \/—z(s—w)d |Z’ 9 / -
< e “do,
|['/2 (x —s)

¥ (z—s)v/eo
donc
") 20 f 200—1 ) 2040
{11,2‘ < 7Cy, sin (90/2)/ (z —s) ds ||9+H02ao([0,5];E) < K(z—7) H9+”c2ao(05} E)

T
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De méme, on obtient 2
“374| <K (z—7)™ H9+Hc2ao ([0,61;E) °

Les intégrales I7 | et I7 5 sont traitées de la méme maniere. On écrit par exemple I7; sous la
forme
5

avec

DAA— 21y (6 ()~ o (7)) dsd.

e

et

(s, 1) (cosh /=% (6 — x) — cosh /=2 (5 —
) IS
2@71'

7)) s ;
V—2A. (0, ) A(A==zI) (9+ (1) — g2 (S)) dsdz.

Pour J,, on utilise le fait que
coshy—z (0 —z) —coshy/—z(0 —7) = —/—2 / sinhv/—z (0 — t) dt

on trouve

(s, ) smh\/_( t) .
22%/// .(0, ) A(A—zI) (gi (1) — gi (s)) dtdsdz.

Par conséquent

| Jo

Re+/—z(s—t) )2« 5
7T09051I1 (00/2) // / Vat | (1 s) OdSH9+||02ao([o,5];E)

T

Re v/—z(s—t) _ )220 5
mCy, sin 6’0/2 // / d|z| (7 — )™ dtds Hg+HC2"‘0([Ov(5];E)'
0

T Y

4
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1/2

Posons (s —t) = —n et |z| /" n = o, alors

2a0
|o] < K// /QJeCOUdadnds ||giHC2a0([O,5];E)
0 7—s nveo
f o Hdn
< K / SRR ) ety
2a 1 1 1)
< K/ ’ ( S S) ds HngHCQQO([O,(ﬂ;E)
o1 [T —T
< K / (7= (20 ) s o
(7_ 2a0 1
< (x—7 /x T+T H9+H02ao ([0.0]:E) *
0

On fait le changement de variable (7 — s) = & (z — 7), il vient que

7/(x—T)

T 2a0—1 2a0—1 T o
0

rT—T+T—5 r—17+E(r—1)

0

d’ou
2a

| Jo| < K (z— 7)™ ||9+H02ao ([0,0;E) *

Pour J; on utilise I’holdérianité de gi, on obtient

(l—l—,u 2a0 —Re+v/—2z(t—s
|J1| S 7Cp, sin 90/2 “ )dl |dtd8Hg+HC2a0 ([0,0;E)

< K(6p) (x —71) 2a°

||9+Hc2ao ([0,6];E) °

5 6?
Pour I 5 et Iy, en effet

5 1 + 1 e—ReJTz(w—T) 2a
‘11’5‘ mCo, Sin(90/2)/ 2| dlzl (@ = ' Hg+HC2“0 ([0,0;E)
Y
< K(0) (z — 7)™ H9+||02ao(05] )
et
d, 1% e—Rerzx 2a
‘[1,6) < 77'000 Sln(90/2)/ ’Z‘ d ’Z‘ (l‘ ’ Hg-Q—HCQDCO([O O;E)

v

< K () (=7 [|95 [l 2o 0.5 -
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On étudie maintenant A7, (.), on a

_ e )
AL@-ALG) = = [ AT 6 @) - () d:

2€7:|z|>1/62

_ o—V=26 )
+M2m1 / mﬂA—HY (5 () — g5 (1)) d=.

2€7:|2|<1/82

Posons |z|"* 8§ = ¢. Alors
+oo
(&

AL () - AL < C(6o) |

1
1

do o
0(90)/ . (z—71) H9+Hc2ao ([0,6]:E)

€

< K (90) (ZL’ — 2a0

00 2
do (x — 7)™
o

H9+Hc2ao ([0,0];E)

||9+Ho2ao ([0,6;E) *
Pour I3(.), en effet
AL (z) — AL ()

- o/ / / st (V2O Z0) =y (4 ey g (5) — g ()i

A (6, 1)
’Y -0 T
comme
0 i 1
2a0 ,Re/—zs
/8 %¢ ds < (Re\/jz)u_mxo < |Z’cx0+1/2’
alors
}AI5 ) — AL (7)]
—tRe V—z
< K// a0+1/2 —d 2l llg- ||BUC2ao(] 00,0];E)
/ d
e —coo o
< K/tQaO ! / d0-|— /Uzao dtHg—”BUc?aoQ—oo,O};E)
tyv/éo
< K($2a° - 2%) 19— ||BU02ao(] 00,0); E)
2
< K(-T - T) ’ ||g—||BU02ao(]—oo,O};E) )

On montre la continuité de

AW (@) = g (@) + And (5, A) £ + A (2, 4) (9 (0) — & (0))
—Ad® (2, A) (9_ (2) — g_ (0)) + A’ | (x) + AI’, ().
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Soit
T<x<0,

alors
Al (x) — Aul (1)
= g-(z) —g-(7 )+An5( JA) [ - An& (T A)fi
+Ad’ (2, 4) (9- (0) — g3 (0)) — Ad’ (7, 4) (9- (0) — g%

—Ad’ (z,4) (g- ( ) g- (0 ))+Ad5 ( A) (9- () = 9-(0))

+AL (x) — AL (1) + A[i2 (x) = A%, (7).
Grace a ’holdérianité de g_, on a

lg— (@) = g- (D) < C (= = 7)**° ll9-I| 200 —o0,05) -
D’apres le lemme [3.2.2] on trouve
An® (., A) f1 € BUC™ (|=00,0], E)

si et seulement si (—A)"? f2 € Dy (ap, +00).
Grace au résultat de Sinestrari [34] et I'écriture (3.3.)), on obtient

Ad’ (., A) (g-(0) — ¢} (0)) € BUC*™ (|~00,0]; F)

si et seulement si g_ (0) — g5 (0) € D4 (g, +00) .
Posons

Ad’ (x, A) (g- (z) — g (0)) = AT ().
Alors, on a

AJ_(x) —AJ_(T)

B /smh V=20
2] 2AL (6, p)

v

bt [ (a0 - (o) - g (1)

v

- J_71 + J_72.

En utilisant ’holdérianité de g_, on obtient

(75 =) A(A =21 (g (7) = g (0)) d2

Rev—zx
7] € 2a
-l € gt [ S dlel @ =) g Dpwcmoq e

mCy, sin
8!

20
< (x—T1)™° ||g—||BU02°‘0(]—0070]§E) ’

ezRe\/jz
/ ] dlz| <2

Y

car

]
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Pour la premiére intégrale, en effet

v/ —zsinh v/—20

/ eVt | A(A—2I)"" (g_ (1) — g-(0)) dz

I il
! 2i7r 2z, (0, 1)
V- h\/ 20 _
- / / ~ eV HA(A = 2D) 7 (g- () — g-(0) dzdt,
2im
d’ou .
L ) 6tRe\/fiz
@
a1 < vy | 7 T A oo
T 2l
En faisant le changement de variable |z|1/ *t = —o. 1l vient que
(tRev=2 5 7 . K
/|Z|—l/2d‘2|25/6 daé?,
¥ ~ty/@
alors

2a0)

1911 5y c200 -0 0y < K (#°7° — 19-1l 200 (00,01 )

€T
2ap
7 < K/T
J

2«
< K (2 —7)" 9=l srco0(—co0)m) -

Par conséquent
AJ_(\) € BUC?* (]—00,0]; E) .

D’autre part, on écrit
A[il( ) A[(S Z[(sl]’

telles que

_ 1 TA—(J:757N)_A—(775’N) sv/—z -1 _
=g | | S e AU = ) (o) — g (e) s,

vy —0o0

Pro= g / / L (e =) A= 2D o) =g (0)

Py = =g [ E A= 2 - 0) - g (1) ds

Y
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Pha= ot / S;“Ah E{S_u)é (r—a)v== (1 —el‘ﬁ) A(A = 2)"Y (g_(z) — g_(7)) dsdz,

1’ 5 ,u sy/—z —1
Pis=o / / A A = 2 (- (a) = g-(9) dsd

et

$,0,1) /= .
16 2Z7T//\/—_2A (6, 1) FA(A_Z]) (g-(1) — g-(s)) dsdz.

Pour 15173 et I_174, en utilisant ’holdérianité de g_, on trouve

(37 . 7_)2a0 6(7—2:) Rev/—z
| 513} < s d|z| ||9—||BUC2%(}—OO,O};E)
7Ch, sin(6y/2) ||

,
2
< K(0o) (= 7)" [l9-ll srczeo(—co0:) »
et

P iy i
o ) |

d _ . .
~Costn02 e 9 g i
/

2
< K(0o) (= 7)" 9=l suczeo (—oo0:) -

Les intégrales [ i1,1 et [ 51’2 sont traitées de la méme facon. On a

1 + /,1/ S— e —Zz &
|151,1| wCy, sin (69/2) /// DeV _3)2 " dtdsd |z| ||g—||BUC2‘*0(]—oo,0];E)'
0

Y -0 T

Posons (t — s) |z|"/* = o et t — s = 7. 1l vient que

[121,4]
< o | ———dtds || g_| nyreze .
WCGO sin QO/Q // / ge g (t—s) sllg-llpue 0(]—00,0;E)
-0 T (t—s)+/€o
2 (1 + :u) r 2a [ d77
s 7Cly, sin (0o /2) / (T —8)™" 7? ds [|9- |l prrc2eo g—co01:8)
. 2001
PC G [T oy e
7'('090 sin (90/2) T—T+T7T—5 —HBUC?*0(]—00,0E) *

En faisant le changement de variable

T—s=plr—r7) et —ds=(x—7)dp.
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On obtient

+oo

2 (e

ol < d [P, .
| —1,1} S 7Cy, sin (60/2) 1+p o | lg-llce 0(]—00,0];E)

0
< K (0o) (@ = 1) [l9-ll o200 -0 015 -
Pour 15175, on a

xT

5 1 ) e(sfm)Re\/fz
@Q
sl < o @ /—W 4121 ds 19—l oo

T

En utilisant le changement de variable |z|"/? (z — s) = o, on trouve

6(s—ac) Rev—2 9 oo B K
——d|z| = e o < ’
|22 (x —s) (x — )
(z—8)y/eo
donc
K X
5 200—1
Toas] < 7Cy, sin (00/2)/(55 = 8)ds 9l caeog-oo 018
K 200
7Cy, sin (0p/2) (@ =7 llg- HCQQD(]—oo,O];E) :

A 1/2 I
De méme pour I, ,. Posons |2|"/? (s — 7) = o, il vient que

e(s—z)Re\/Tz 2 i _ K
—d|Z|: 6000d0-< 9
2|/ (z — s) (s —7)
¥ (z—s)y/eo
donc
I(; ] T - 67(57T)Re\/jzd J
< ; —7) | —llc200 (1—0,0);
Pl < s -0 R C L VA P
T ¥

< K(z—7)% Hngc%o(}foo,O];E) :
Pour Iig(-)a en effet

AIiQ@) - AIi2 (7)

6 =z
K cosh /=2 (0 — s) eV~ “1(.6 5
= 5. A(A—zI _
2m/// A (. (A—=21)"" (g5 (0) — g5 (s)) dtdsdz,
vy 0 7

)
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donc

| AL,

—AI‘s (T)|

Re\/Tt y
zw/ / A / coshRe v/=2 (8 — ) 8 | {|92 | caug(.57.) dtds]2] -
0

Par I'inégalité de Holder, on trouve

alors

52?0 cosh / —z(

N

N

N

N

eRe v—z8

“ cosh v/ —zsds < ma

\o)

|AI° y(z) — AI° ()\

7TC’9031n (00/2) //| |1/2+a0 H9+H02a0([0§] E)d|z]dt

+o00

H 2 1 €_C
o do | dt
7Cl, sin (90/2)/ / o2an 10 ||9+H02ao ([0,6);)
T —t\/€0

ook
7Cl, sin (0o /2)
K(8) (z — 7)>*

200 20&0

H9+H02ao [0,0];E)

Hg+||02(10( [0,6];E) °
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Chapitre 4

Probléme de transmission avec
conditions aux limites de type Robin
dans le cadre [P

4.1 Position du probléme et hypothéses
Dans ce chapitre, on étudie I’équation différentielle opérationnelle du second ordre
()" () + Au’ () —wu’(z) = ¢°(z), = €]-1,0[U]0,4[,

pour w > 0 assez grand et
g6 S (]_170[U]075[7E)7

avec les conditions aux limites non homogénes & coefficients opérateurs de type Robin
(W) (1) =f et («°) () + Hu (5) = f,

( fjsr et f_ appartiennent & un espace de Banach complexe F, A et H sont deux opérateurs
linéaires fermés de domaines D(A) et D(H) respectivement) et les conditions de transmission

W (0) =u’ (04) et p (u) (0-) = py (u) (04),

p_ et p, sont deux coefficients positifs dépendent de 0.
On s’intéresse a l'existence et I'unicité de la solution stricte u’ du probléme opérationnel

suivant
[ (u®)" (z) + Avd(z) — wul(x) = ¢°(x), w>0

p.p. x € ]—1,0[U]0, ]
() ()= 1 () (5) + Hud (5) = 7t
(00 = (04), e () (0) = oy () (0.

Dans toute la suite, posons

A, =A—wl, u:M—+,
[
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et
() = { g- () ppxe]-1,0[

| S @) ppaelod

Cela nous permet de décomposer (P°) en deux problémes auxiliaires

)/ (@) + A, (2) = o4 (2)
(PE) } () @)+ Bt 3) =

et
( ()" (2) + At (2) = g_ ()

(P) 3 @) (=1 =1-
[ (©2)"(0) = pu (u})"(0) = 9,

ou ¥, ¢ sont des éléments auxiliaires données dans F.
Les hypothéses essentielles faites ici sont

E est un espace UM D,

il existe wy fixé et positif tel que p (Ay,) D [wo, 00|

Ca

1+ N

K4 > 1,304 €]0,7[: Vs e R ||(_AWO)iS|| < K efalsl
ACH > 0:p(—H) > [0,+00]

304 >0:VA 2w [[(Auy = AD) 7| 1) <

- C
VEZ 0 ||(H +¢D) 1HE(E) < 1_H

+ &
AKy > 1,30y €0, 7[: Vs € R HH“H < Kyelnlsl,

et 9
7A+9H<7T.

(H.0)

(H.1)

(H.2)

(H.3)

(H.4)

(H.5)

On suppose, aussi, que les deux opérateurs A et H commutent au sens des résolvantes c’est

a dire

VA > wo,VE>0: (A=) (HAED) " = (H+E) (A=)

(H.6)

Remarque 4.1.1 On note maintenant quelques conséquences qui sont trés utiles pour la

suite
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1. Les hypotheses (H.1), (H.2) sont valables pour A, (pour tout w > wy) et se traduisent

sous la forme
A, est un opérateur linéaire fermé dans E

3C >0 : |w,+oo[ C p(As) (H.7)
_1 c
JK, > 1,30, €)0,m[: Vs € R [[(=AL)"| < Kaelalsl, (H.8)

Les constantes sont choisies indépendantes de w, voir Priis et Sohr [33] Théoréme 2 page
437.

2. Pour tout w > wy, 'hypotheése (H.7) implique que @, := — (—Aw)l/ ? est un générateur

infinitésimal d’un semi-groupe analytique (er“’)pO .

3. L’hypothese (H.8) implique que (—Aw)l/2 est de classe Bip(64/2, F).

4. L’hypothese (H.0) entraine la réflexivité de F, cependant les opérateurs A et H sont sec-
toriels et donc les domaines D(A) et D(H) sont denses dans F, voir Haase [21] Proposition
2.1.1 pages 18-19.

5. De I’hypotheése (H.6) on déduit que
1) les opérateurs A, et H commutent au sens de résolvantes.

2) les opérateurs (), et H commutent au sens de résolvantes.

Soient A >0, € p(—H) et = € E. Pour 2) en effet

_ 11 (2D -A)
A= Q)" = <)\I—\/—A 1) :—/—d
( Q) T i )\—\/w—zz
8!
ou v est une courbe de Jordan entourant le spectre de A dans le sens direct. De 'hypothése
(H.6), il vient

1 1 (zZI—A) " (H+e)
A=) renTe - g [ T
I
1 [HA+E) I -A)
N %/ A—Vw—2z dz

N
= (H+ED) "M -Qu) 'a.

7. Sous les hypotheses (H.0) ~ (H.6) et par la théorie des sommes d’opérateurs linéaires de
Dore et Venni [I3] 'opérateur H — @), est fermé et inversible et son inverse donné par

(H-Qu) " = /F Q) A,

sin 7z
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telle que I' est une courbe verticale contenue dans la bande

{zeC:0<Rez< 1}

et orientée de coe /2 vers ooe’™2. De plus, pour £ € E on a

(H-Qu) () eDH)ND(Q.)-

4.2 Lemmes techniques
On rappelle quelques lemmes techniques, qui sont utiles pour la suite
Lemme 4.2.1 Sous les hypothéses (H.0) «~ (H.2) et pour

g% € [7(0,0,E),1 < p < o0,

on a
l.x — Lf}7+ (a:,gi (1) = Qw/xe(x $)Quw g0 % (s)ds € LP(0,0; F) .
0
20 o I (5—ag (6-.) = Qw/ (=2)2ug? (5)ds € LP (0,6; E)
3.z — Ei;,+ (x,gi () = Qw/6 (@+9)Qu g0 (5)ds € L7 (0,6; E) .
0
Preuve. La preuve est analogue a celle du lemme [2.2.8
Lemme 4.2.2 Sous les hypothéses (H.0) «~ (H.2) et pour

g- € LP(-1,0; F), 1<p<oo,

on a les assertions suitvantes

Lo — Ly_(z,9_( Q/(S Qg (s)ds € LP (—1,0;F).

2.2 — L, (—1—x,9 (-1 Q/(”C Qg (s)ds € L (—=1,0; E).

0
3.2 — Ly _(z,9-())= Qw/e_(”S)ng_ (s)ds € LP (—1,0; F).

-1

Preuve. La preuve est similaire & celle du Lemme [2.2.8|
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Lemme 4.2.3 Supposons (H.0) «~ (H.2). Soient
g- € Lr (_1707 E)7 gi eLr (0757E)
avec 1 < p < oo. Alors

1
L oxw Jo (2,40) = Qwofas—m)a)wgi (s)ds € LP (—1,0; E),

0
2. x> Jua(r,9-)=Q, [el#9%g_(s)ds € LP(0,5; E).

-1

Preuve. En effet

~1
0 s p 1 s p
= [l fertegt spas| dt= [ Q. [t (as| an
-1 0 E 0 0 E
5 5 p 1 5 p
= [ o feegi s dot [ Q. [eereg s)as| e
0 0 E 1) 0 FE
la premiére intégrale converge car
5 5 p 5
/ Qw/e(s“”)Q“’gfr (s)ds|| dx= / 125 (2, %) ||} do < o0
0 0 B 0

pour la deuxiéme intégrale on utilise les propriétés des semi-groupes et 'inégalité de Holder

1 ) p p

1 /4
e—a(s-‘,—a})
/ Qw/€(8+w)Qin(s)d8 dr < M/ /s+x Hgi(s)HEds dx
5

1) 0 E

q

0
) 1
< | [ememas) d ot
1 0

1

S K ||giHI£p(O,6;E)’

Lemme 4.2.4 Sous l’hypothése (H.1) et pour 1 < p < oo, on a

i)pe(D(A);E) si et seulement si z — Q"% ¢ € L? (0,4, F).

25 T3P
i) p € (D(A); E) 1, siet seulement si z — A,e*@p € L7 (0,6, E).

2p7

P
Preuve. Voir Lemme 2.2.7
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Lemme 4.2.5 Sous I’hypothése (H.1) et pour 1 < p < 0o, on a

i) o€ (D(A); E)LJF%JD si et seulement si z — Que "%y € LP (—1,0; F).

2p

it) p € (D(A); E)

2p”

si et seulement si z +— A, e *% g € [P (—1,0; ).

Lemme 4.2.6 Sous U'hypothése (H.1) les opérateurs (I — @), (I + e*179@) sont inver-
sibles et ont des inverses bornés.

Preuve. D’aprés le lemme de Dore et Yakubov [16] page 103, il existe deux constantes
positives (C, k) ne dépendant pas de w telles que pour tout = > 0

1/2

H (—A + wl)® 2 CATD N < Cehove (4.2.1)

pour a € R. En particulier
HezQwH < Ce2hVe He2((1+5))QwH < Ce 20+ (4.2.2)

ce qui implique Dexistence de w; > w tel que |[e*@|| < 1 (respectivement ||e2( )@ | < 1
pour tout d € [0, 1]). On peut montrer ce résultat en utilisant la méthode de Lunardi [29].

Lemme 4.2.7 Supposons (H.0) ~ (H.6). Alors il existe une constante C > 0 telle que pour
tout w = wy

1(Qu = H) 7 oy < % (4.2.3)

Preuve. On a

1 ( _Aw)iz Hz—l

H-Q,) "' = = d
( Q) 21 sinmz §
T
1/2—ic0 .
1 / (V—A,) Hz—ld
= — z
21 sinmz
1/2—ico

pour tout w > wqy. Posons
z=1/2+1i8, [eR.

En utilisant les propriétés des puissances fractionnaires complexes
(_Aw)fiﬁ/Q (_Aw)fl/ﬁl c (_Aw)fz/Z :
((_Aw)1/2> N _ (_Aw)—z/Q ,

et le fait que .
(A, PP eL(BE) et (-A) Y'eL(B),
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(grace aux hypotheéses (H.1) et (H.2)) il vient
(_Aw)—iﬁ/Z (—Aw)_1/4 _ (_14w)—2'/27

par conséquent
s, = a0 s

En utilisant ’hypothése (H.2) on trouve

' e

H(_Aw)—iﬁ/Q < CelPloar?,

Par ailleurs, grace a la définition des puissances fractionnaires

< M/S—MH St w— A)Y|ds

™

foar

~X

C'sin ( 7r/4 / s~1/4

1—|—s—|—w
0
C'si A —1/4,—1/4
< 51n(7r/) wH AT wdr
T l+w(l+7)

et
400

+o0
—1/4 —1/a -
/ ——————wdr < / —dT = ———,
l+w(l+47) 1+7 sin (7/4)
0 0

alors

H(_Aw)%ﬂmu < Celfloar2,=1/4 [Ee
E

D’autre part, on a

eml8l

|sin (72)| = |cos (im )| = cosh (73) = cosh (7 |5|) >
pour tout z = 1/2+i5, (€ R. Alors

- T ClelBloar2,—1/4 | r=1/2|| || 8
-0 Yy < [ ORI,

2

—00

8. °°€\m<eA/z+eH)d _cC
wl/4 emlBl |B| o ol/4r

—0o0

Lemme 4.2.8 Sous les hypotheéses (H.0) ~ (H.6) les opérateurs (Q., — H) ™" et (I — 62QW)71
commutent.
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Preuve. Soient 7 et 7' deux courbes sectorielles homotopes entourant le spectre de @, alors

(Qu—H) (I —e%)™"
= L/(,zI—H)‘1 (eI — Q) dz L/G—M(AI—QN)_lderI

um 2w | 1 —e2A
ol v

2 2
B (%) // 1 i o2\ (21 — H)_l (21 — Qw)_l (A — Qw)_l dzd)\
v

1
+— [ (2l —H) ' (2] = Q) " dz
2w
5

par Fubini on trouve

(Qu—H)™ (1= e
1 / TR /(1 H)Y (21— Q) d
= o — 5y — Yo - — — Yo z
2mr | 1 —e2X & AT & i
vy v

— (I-e) (Qu—H)™".
Lemme 4.2.9 Sous les hypothéses (H.0) et (H.6), pour w > wy, £ € D(H) et x >0 on a
He* @« ¢ = "9 [¢.

Preuve. Soient £ € D(H) et x > 0 (le cas x = 0 est évident). On sait que

-1
V£ 2 0 erw = T/eAt (Qw - )\I)_l d)\
(e
Y

alors
-1
He"”ng = f/eMH(Qw—)\I)_léal)\
2w
Y
—1 At -1
= — — M) H
— [ Q- Heay
5
= e"““HC.

*

Lemme 4.2.10 Supposons (H.0) ~ (H.6). Alors il existe w* > wy tel que pour tout w > w
[’opérateur
{ Ay = (H = Qu) =9 (Qu + H)
D (Ay) = D(H) N D(Qu),

est fermé et admet un inverse borné.
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Preuve. L’opérateur A, s’écrit sous la forme
Ao = (H-Q,)—e*% (H—-Q,) —2Q,e*%
(I B 625Qu) (H _ Qw) _ QQM(B%Q“,

puisque l'opérateur (H — @Q,,) est fermé, (I — 625QW) est inversible et I'opérateur Q,,e?°?« est
borné, alors 'opérateur A, est fermé, de plus

Ay = (I — e29) (I — 2 (I — ¥9) 1 Q¥ (H — Qw)_1> (H—-Q.).
Il reste & montrer que I'opérateur
I—2(I- 625Q“)_1 Q.e¥% (H —Q,) "
est inversible, en effet

Q.|

H2 (I =€) Que@ (H—-Qu) | < QW I(H = Qu)|.

L(E)

De (4.2.3) et (4.2.2)), il vient

Ce—Qk(S\/LU
<2 ,
cE) (1= Ce2kovi) Wl /4

2 (1= e®9) ™ Que- (1 - Q)

pour tout w > wy, alors il existe w* > wy tel que pour tout w > w* on a
H2 (I o eZéQw)*l Qwe26Qw (H N Qw)fl

Lemme 4.2.11 Sous l’hypothése (H.1) et pour b € [0,1] il existe w* > wy tel que pour tout
w = w* Dopérateur

< 1

T, =1+ 2(140)Qu _ g (I + 62(1—6)Qw) 626Qw7

est inversible.
Preuve. On écrit
Ty = (1= be®) (1= (1= ¢¥0) ™" (b] = ¢90) 20 )
I'opérateur ([ — be%Q“’) est inversible car b € [0, 1] . Pour 'opérateur
(] — (] — e%Q“)_l (b[ — 625Q“) eQQ“> ,

en effet

R

26Q.\ 1 20Quw\ ,2Qu
e AN UR S Ea I v

le*%- |
1+ Ce 20vw v
Sy el

*

donc il existe w* > wy tel que pour tout w > w

< L

H 26Qw (b = 625Qw) £2Qu
L(E)
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Lemme 4.2.12 Sous les hypothéses (H.0) ~ (H.6). Il existe w* > wq tel que pour tout
w = w* lopérateur

{ Ay = (I—e*)A,+p(I+e*) ((H—Qu)+e¥% (Q, + H))
D (Au) = D(Qu) N D(H),

admet un inverse borné donné par

1

AL ! (H - Qu)" (I +2T,1Que®@ (bI +&*) (H - Qu)™")  T,%

w:m

Preuve. Posons
Z&w ::(1'+’M)11w7

avec
I, = ((H = Qu) + "% (Q, + H)) — 0™ ((H + Q) + 21 7% (H - Q,,))

et

On écrit alors

L, = ((H-Qu.)+ 2+0Qw (H — Q,, ) +2Q. e2(1+6)Qu
+2bQ €% + b ((H — Q) + 21799 (H — Q)
= T, (I+27,;'Que® (bI +e*%) (H — Q.)™") (H — Qu).
Les opérateurs T, et (H — (@,,) sont inversibles, donc il reste & montrer que 'opérateur
I+2T,1Que® @ (bI +&*%) (H — Qu)™"

est inversible, en effet

127, Que™ = (bI + €*%) (H — Qu,) ||
—2kf(|b|+cve—2k\f)

NG
e 2hVE(1/2 4 Ce2kVw)

Vo )

alors, il existe w* > wy tel que pour tout w > w*

< 2K

< 2K

1271 Que™ @ (1 + %) (H — Q) '|| <

Lemme 4.2.13 Sous les hypotheéses (H.0) ~ (H.6), les opérateurs (Q, — H) ™" et T, com-
mutent.
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Preuve. Grace au lemme [4.2.9, il vient
(Qw - H) Tw
= (Qu—H)(I+ 62(1+6)Q“’) —b(Q,—H) (I+ 62(175)%) 20w
(1409 (Qu = H) = b (I + H0-9%) 30 (Q, — H)
= Tw (Qw - H) )
en appliquant (Q, — H )71 a droite et & gauche il vient
Tw (Qw - H>_1 = (Qw - H)_l Twa
de méme pour 7!, par conséquent

(Qu—H) T, =T, (Qu—H) "

w

Lemme 4.2.14 Sous les hypothéses (H.0) ~ (H.6), les opérateurs (Q, — H) et AS' com-
mutent.

Preuve. on a
(Qw - H) Aw
= (14 1) (Qu—H)T, (I +2T,7Qu.e®? (bI +&**) (H —Qu) ") (H — Qu)
— (14 ) T (142751 Que@ (b + %) (H — Q) ™") (Qu — H) (H — Qu)
- Aw (Qw - H) )

en appliquant AJ! & droite et a gauche, il vient
A;l (Qw - H) = (Qw - H) Aujl
Lemme 4.2.15 Sous les hypothéses (H.0) ~ (H.6), les opérateurs A" et A1 commutent.

Preuve. Montrons tout d’abord que les opérateurs A, et T,, commutent au sens de résol-
vantes, on a

AT,
_ (] _ edew) (H - Q) (([ 4 e2(1+6)Qw) _b (I 4 62(1—5)@2“,) 626Qw)
—9Q),,¢*Q- (([ i e2(1+6)Qw) b ([ + 62(175)%) 626Qw>
_ ((I + e2(1+6)Qw) _b (I + 62(1—6)Qw) eQ(SQw) (I _ 625Qw) (H—Q.)
_ (([ 4 62(1+5)Qw) b ([ + 62(175)%) 625Qw) 20Q,,6%0
= TwAwa
par conséquent
AT =TPA
D’autre part, en effet
ALAL
= () AT (14 205 Que™ (b + %) (H — Qu)™) (H - Q)
= (14 p) T, (I +27,1Que®@ (bI +&*%) (H — Qu) ") (Qu — H) (H — Q.)
AL,
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4.3 Résolution du probléme P’

On utilise la méthode de la réduction de I'ordre de Krein, qui se base sur la transformé

suivante .
v (x) = =Q5" (v°) (2)
1
J () = 5 (1 ()~ o (@)
1
2% (7) = 3 (ud. (z) +0° (z)) ,
avec (), ;= —v/—A,, afin de trouver une représentation explicite de la solution.

4.3.1 Résolution du probléme P’

Posons, ici, pour presque tout = € (0, )

la dérive de y (x) est

) @ = 5 () @ - (%) @)
1
2

de I’équation

il vient
de plus yi vérifie

Similairement, on obtient

et
1 _ /
A0) =3 (v ) -t () ) = &
On a trouvé, ainsi deux problémes de Cauchy
/ 1 1
(v3) () = 5Quyl (2) + 5Q"gd (2)
yi (0) = 507
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() (@) = —5Quh (¢) — 2Q3'd} (a)

Zi (5) = 567
(

il est connu que les solutions des (PC'1) et (PC2) sont données par

(PC?2)

x
1 - r—S
0 (@) = gy Q00 [ g (),
0

et
P
1
A (@) = 00 501 [ (),
et comme
ul () =y (x) + 21 (x),
alors

—X 1 — r—S
Wa) = gy g SQut [ eyl (s
0

0
1
e

En utilisant les conditions aux limites

s 5\ 5 5
ug (0) =, (U+) (0) + Hul (0) = f1,
pour déterminer les constantes &, 5. En dérivant ui et en posant z = ¢, il vient

s
(ui)/ (0) = Qwe‘;ngo — Qué;s + é / ew*gQ“’gi(s)dS,

0

de plus
5
1 — s
ui (0) =&, + e‘SQ“é‘(g + éle /e Q“gi(s)ds,
0
et 5
1 - —s
0 (0) = %y 4 €5+ 5031 [ gl ()i
0

alors, pour &, € D (Q) et {5 € D (H) N (Q,,) on trouve
5
JL=(Qu+ H) &+ (H — Qu) &5 + % (Qu+H)Q" / el (5)ds.
0
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D’apres le lemme [4.2.10,on a
AV (E) C D(H),

w

alors

AL = (Qu+ H)AS' %+ (H — Qu) AL,
1)
(Qw +H A, lel € ds.
[

La deuxiéme condition aux limites, nous donne

5
1
Eg =1 — e‘;ng 2@ 1 / eSngi(s)dS,
0

et donc
AL = (Qu H)AS' ey + [(H = Qu) — (Qu + H) e® ] ALY
s
45 @ur HAJQL! [ (099 = 0099 g (5)ds,
0
d’ou

G = AL Q) AT
Qo+ H)AS'Q; / (399 (34992) g (s)ds,

par conséquent

S0 = (H—Qu)A Y — A" f?

)
1 o L
5 (Qu+ H)AS'Q / 799 gl (5)ds

o
(=%}

3 U= QuAQ [ gl (s
0

4.3.2 Résolution du probléme P°“

Par un calcul similaire, en utilisant aussi la transformée de Krein

v (@) = —Q." (u2) (x)



on trouve deux problémes de Cauchy

(PC3) { (12) (#) = Quy’ () + 3Q5 g (x)
yi (1) =&y,
() () = —Quz’ (z) — 3Q5"g- (v)

PC4
( ) { 22 (0) =€_,.

Les solutions sont données par

x

xT 1 — r—s
o (0) = I 5o [ (o)

-1

et

0
1
2 (o) = e 3@ [ g (5)ds
donc

1 x
—1

0
1
+§Q;1/G(S_Z)Q“g_ (s)ds.

On utilise les conditions aux limites
! !
(u‘s_) (=1)=f_ et (u‘i) (0) = ¢,

pour déterminer £ _;, £_,. On a

0
1 s
WD) =€y e g Q0 [ (5 ds,
s}

et
(@) (@) = Quel%¢ | —Que ¢,
x 0
L[ 9. L[ —oa.
+§ e g-(s)ds — 5 /¢ g (s)ds,
1 T
donc

N | —

0
(u?) (1) = Qué_y — Que®E_y — / g () ds,
-1
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et
0

(u‘i)/ (0) = QweQ“5_1 — Qué_o + % /eSQ“’g (s)ds.
X1

Par conséquent

f-=Qu& 1 — Qwewa—o - % G(SH)QWQ— (s)ds

,_.%O

¢ - Qweng—l - ng—ﬂ + % f eisng— (S) dS,
1
le déterminant de ce systéme est donné par
Q? (I — eQQw) .
C’est un opérateur inversible, donc la solution (§_;,£_,) est unique et donnée par
5—1 — (I _ €2Qw) 1f_ ( 2Qw) 16Qw¢

0
1 - e / (199 4 oD@ ¢ (5 ds,

N —

et

S = (I=%) Qe f —(1-e%)7"Q¢

0

1 _
+3 (I —e*@) LQo e /6(1“)"2“9 (s)ds
21
X 0
+3 (I- 62Q“’)_1 Q1 /esQ“g (s)ds.
21

4.3.3 Solution compléte
En utilisant les conditions de transmission on trouve le systéme suivant
b+ (I —e22) 7 (29 + 1) Q7' = by
{ —11Qu (H = Qu) +€*% (Qu + H)) A+ ¢ = by

avec

0
by = 2(I— 62Q“)_1 Qe fo+ (I — e2Qw)_1 Q! /eSQ“g (s)ds
21

0

(=)t [ et (s ds

-1
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et

5
by = —2uQu A1’ f0 + 1 (Qu+ H)A; 1/6(26 Qg0 (5)ds
0

19
n(H = QA [ %)
0

Le déterminant de ce dernier systéme donné par

I+ p((H=Qu)+e®% (Qu+ H)) A (I — 62%)—1 (29 + 1)
AL (1) A,

est inversible grace aux Lemmes [4.2.6] [4.2.10] et [4.2.12] Alors

P = QAwAtle;leQwﬁ +2MA;1 ([+62Qw) e‘SQ“fj‘r

—H\UJAJIQZI / (e—SQw + 6(2+s)Qw) g_ (s)ds

—p (I + ) Q. (Qu+ H) AL [ e®79% g0 (5)ds

\%

(I +e*) Qo  (H — Qu) AL [ ey

o"\oq

0 = 2N A e [ = 2uATH (I — %) Que’ f]

0
‘f‘MAwA;l / (e_SQ“ + 6(2+5)Qw) g_ (s)ds
-1

i (H = Qu) AT (1 - ) [ g (s)ds

(26—5)Qu 0

e g5 (s)ds.

1(Qu + HY AT (I — )

S . O —0

En remplagant ¢ et ¢ par leur valeurs dans &, £, £_;, £_, et aprés des simplifications, on
trouve que

T 0
1 1
W () = eI g 11 / g (5)ds + Q! / 6D (s) ds,
-1 T
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pour presque tout z € (—1,0) et

x

1

1 1

ui (33) _ ezngo +e(67m)Qw€6 + §Qw1/€(xS)Q“gi(S)d8—l— §Qw1/e(sm)ngi(S>dS’
0 T

pour presque tout = € (0,4), telles que

£ = AN (I — % 4 pu(I+e*%)) f0—2(Qu+ H) A Qe f_

§
1 _ - —s
3 (Qu+ H) Awl (I — 2@ 4 1 (I + eQQ“)) le/e(‘S )Q“gi(s)ds
0
X 5
—i—g (Qu+ H) A;l (I — e2Qw 1 (I + 62Q“)) e‘sQngl /eSQ“gi(s)ds
0

0
—(Qu+ H) A @)t / (e@T9)Qu 4 e75Qw) g (s)ds,
-1

§o = A(EW =T+ p(I+6%)) %[ + 200" (H — Qu) QL e f-
é

1. _ - —s
AL (I =% — (I + %)) (Qu+ H) Q' /6(25 Qg (s5)ds
0
)

(€% =T+ pu (T +€%)) (H = Q) AS'QL / €% gl (s)ds
0

+

0
+ (H . Qw) AJIQJI / (6(2+S)Qw + e—SQw) g (s) ds,

-1

£,
= 2uA; eI 0 L (14 ) (H — Qu) — be®% (Qu, + H)) AJ'QL -
)

)
(= Q)AL [ gl (s)ds Qo+ H)AJ'Qe [0 g1 (5)ds
0

0

0
1+p

—I—T ((H — Q) — be®% (Q,, + H)) AQ? / (e(SH)Q” + e(l_s)Q“’) g— (s)ds,

-1
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et

§o = 2uAJ'e [ + (1 - p) ((H — Qu) + ¥ (Qu+ H)) A1 Qe f-
1)

T (H - Qu) AT / Qg (s)ds — 1 (Qu + H) AT'QS / (25-9Q0 8 (5)ds

0

+1; ((H = Qu) +€*% (Qu + H)) AL'QL! / (2919w 4 ¢=5Qw) g (s) ds.

4.4 Solutions strictes

On donne dans cette section, les conditions nécessaires et suffisantes sur les données
assurant l'existence de la solution stricte du probleme (PJ) c’est a dire

5 u’, € WP (0,6; E) N L? (0,0; D(A)
u =

u® € W2P(—1,0; E) N LP (—1,0; D(A)
avec u}, (6) € D(H) et u’ vérifie (P2).

Proposition 4.4.1 Sous les hypothéses (H.0) ~ (H.6) et pour ¢ € L? (0,6; E) avec 1 < p <
0o. Alors, il existe w* > wq tel que pour tout w > w* les assertions suivantes sont équivalents

1.v¢¢€ (D(A),E)ﬁ et o € (D(A),E)%%.

2. Le probleme (P>*) admet une solution stricte .

Preuve. Soient

Ve (DAL E)L, f1eDALE),,

On écrit la solution u’. (en fonction de Li + et £ qui sont définie dans le Lemme [4.2.1)
sous la forme

. 1
ul () = €76y +eCTINE + SO (w95 () + 5 QLS (gl (5 )).
avec

6(6_$)Qw€6 — A;1€(5_$)waj_ _ (Qw + H) A;1€(25_$)wa

1

—5 Qu+H)AT QLY (09— .62 (0 - )

by (Qut H)ASQ2 L5, (5~ .47 ()
et
Ol = (= QAT = N
5 (Qut H)AZ'Q2EL) (2.6} (0 - )

(H — Qu) A QLY (.90 ().

l\DIb—‘[\D
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En appliquant A, := —Q? a ui il vient

Al () = —Q2e" P&, — Qe Mgs —§in+( 91 () = 5Ly (0= 205 (0= 1),

avec

—QLeTIEs = Q 07N [+ QL (Qu+ H) A1 790%y
+ (Qw +H) AL, (0= 2,95 (0= )

1 _
_5 (Qw + H) Awle5Qw‘Ci,+ (5 -, gi ()) )

et
—QRer g, = —Q2 (H — Qu) AZ e @ + Q2N e+ 202 f
Y (Qw+H)A ! EQwﬁ(s (l’,g+ (5_))
1
g (= QAT (r.65.0)).
Comme
QuAy', Que’®, (QuE+H)A' € L(E),
et

v € (D(A),E) fi € (D(A), B)y

alors grace au lemme (4.2.4), les applications suivantes

S

o QAT Y wio QRALTOTI L,

x> Q2 (Qu+ H) A e®muy,

et
T Q% (H — Qu) A e™@q),

sont L? (0,d; E'). On en déduit que

ul, Al € LP (0,6, E).

D’autre part, on a

W (0) = —2MJ1Quey — ST+ S
5 0
—A;l/ )Qw ( )d3+A 1€5Qw /GSngi(S)d87
0 0

ainsi

ul (6) € D(A,) = D(Qu)N D (H),

et par conséquent
ud, (8) € D(H).
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Supposons maintenant que le probléme (P_‘i) admet une unique solution stricte, alors

!
b e(DA)E),, e (u)) ()€ (DA)E), .
de plus, toutes les intégrales et les applications suivantes
x> QAAL TR f s Q2 (Qu + H) AL e,
sont L? (0, 9; E), par conséquent
Qwe(é_‘)Q“fi € L”(0,0;F),

ensuite, grace au lemme (4.2.4))

2

S

Proposition 4.4.2 Supposons les hypothéses (H.0) ~ (H.2). Soit g € L?(—1,0; E) avec
1 < p < o0, alors il existe w* > wq tel que pour tout w > w* les assertions suivantes sont

équivalentes
1. ¢ c (D(A),E)%Jrﬁ et f, c (D(A),E)%Jrﬁ .

2. Le probléme (Pf) admet une solution stricte u’ .

Preuve. Soient
¢ € (D<A>7E)%+% ) f— S (D(A)7E>%+% .

)

La solution u? s’écrit en fonction de L, et L, _ par

_x 1
u’ () = 6(1+$)Qw§—1 +e wa—o + §Qw2Lw,— (z,9-())

+%Qw2Lw, (_1 - T,0- (_1 - )) )

avec
eH9Que - — (T 62Qw)_1 Qe — (I - ezQw)_l Q. e
% (I— ) €L, (—1—x,9_ ()
—i—% (1 - 62@“)71 QLo (1 —2,9-(-1-)),
et

e Qg = (I- 62Qw)’1 Q le®ee ™ — (I - BQQW)*l Qe Qg

+% (I - eQQ“’)il Q2% Ly (w,9- (-1-))
—i—% ([ — €2Qw)_1 Q;Qﬁwﬁ (@, 9- ().
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De plus, on a

Awué (:U) e Awe(l—"—x)ng,l +Aw€_l‘Qw€70

1 1
__LW,* (mag* ()) - _Lw,* <_1 —Z,9- (_1 - )) )
2 2
avec
x -1 x -1 x
Awe(1+ )Qwé‘_l - ([ o €2Qw) Qw€(1+ )wa, _|_ ([ _ 62Qw) Qw€(2+ )Qw¢
1 _
_5 (I_QQQW) 1€Qw£w,* (_1_',Eag* ())
1 ~1
_5 (I_€2QUJ) Ew,— <—1—C(Z,g_ (_1_))a
et

Aye ¢ o = —(I— eQQ‘*’)fl QuePee ™ f_ + (I — eQQ”)fl Que "¢

(
L—ee)ter (g (1o )
1

—5 (1 =) Lo (w,g- ().

En appliquant les lemmes et [£.2.2] on trouve le résultat.
Le résultat essentiel de cette partie est

Théoréme 4.4.1 Supposons les hypothéses (H.0) ~ (H.6). Soient
g- € P (-1,0;E) et ¢} € L”(0,6;E)

avec 1 < p < 00, alors il existe w* > wq tel que pour tout w > w* les assertions suivantes
sont équivalentes

L f3, f- € (D(A),E)y o .
2. Le probléme (P‘S) admet une solution stricte u®.

Preuve : Soit
f-?—’ f— S (D(A)7E)%+

S

On a
. — 1 1
ui (z) = e®@wg, 4 0 DQug, 4 §Qw2Li,+ (a:,gi ()) + §Qw2LfJ’+ ((5 — x,gi (0 — )) ,
pour presque z € (0,0) et

. 1 1
W () = g e QL (39 () + 5 QU e (-1 - g (-1- 1)
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pour presque = € (—1,0) tels que
erwgo

1
+§A;1 (I —e*@ —p(I+e*%))(Qu+H) Q;ze‘sQ“Ei,Jr (2,95 (0—"))

1
FS AL (2 = T (T4 e*9)) (H = Qu) QL5 1 (w95 ()
+(H = Qu) A1 Q%% o (x,9- (=1 = ) + (H = Qu) AT Qo (w,9-)
e(é_x)ngts
— A;l (_[ _ €2Qw _|_ 1 (I _|_ GQQw)) 6(5_33)wa5 _ 2 (Qw + H) A;16(1+5)QwQ;16(5_$)wa_

5 @t H) AT (1 - 2Qw+u(l+e”“)) Qoo (0= 2,020 =)

@Al (1- 0 - +e2Qw>> Q2Lh, (65— ,9) ()
—(Qu+ H)A, eHé)Q“Q w0 =2, 9-(=1-)

- (Qw + H) Awle6Qwa2J27w ((5 -, g—) )
6(1”)%5—1

= (L) ((H = Qu) = e (Qu + H)) AJIQ 0 £
AN f gy (H = Qu) AN QU (-1 - 2.6 ()
*HTM ((H = Qu) = be®@ (Qu + H)) AJ' QLo (-1 = z,9- (=1 =)
EEE (0 = Qu) = 06 (Qu + H)) A Q%% L (—1 — 2,9 ()
p(Qu o H) MG IR QERT] (<1 — w98 (6 1).

et

e‘waffo
= 201 f (L= ) (H = Qu) + (Qu + H) ¥ %) AJIQ, e f
e (H — Qu) A Q20 (2,65 () — n(Qu + H) AL'Q%e% J0 (2,90 (6 — )

+% (1= 1) ((H = Qu) + (Qu + H) *%) AJ'Q 2L, (2,9 (=1 -))
b (1) ((H — Qo)+ (Qu + H) &) ATQ5 Lo (.9 ().

En appliquant A, on trouve

1
Ay (2) = = Qe € — QL ™% ¢ —§Li+( 91 () = 5Ly (02,01 (6-1),

et
1 1
A (@) = Q2 %G = Q2 ¥C o= DL (0,9 () = Lo (1= (<1 1)),
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tels que

_Qierwgo
- —All(w“ ! +u(f +e20)) 02 1 — 9N (H — Q) Qe Q2™ f

—= ( —,u(I—i-GZQ“’)) (QM+H)65Q“£2’+ (a:,g+ (5—.))
o (2 = T p (T4 %)) (H = Qu) L5, (7,95 (1))
H — Qw) AgleQwJZw (x,g_ (_1 - )) - (H - Qw) A;1J27w (x,g_) )

_Qie((;*m)Qwé'&
= AL (I =% (14 ) QeI +2(Qu + H) ALNQ IR f

1
—1-5 (Qu+ H) AL ([ — 2 4y (I+ 62Q“)) £i7+ (5 — x,gi (0 — ))

2
N
38
—(

1
—3 (Qu+ H)AL (I — €@ — p (I +€*%)) e L) (6 —2,9 ()
+ (Qw + H) A;1€(1+5)Qw<]2,w (5 —Z,9- (_1 - )) + (Qw + H) Az;le(SQwJQ,w (5 - flf,g_) 5
_Q2 e(lJr:r ng_
_ _2MA; 1+5)QMQ2 1+$)wa§ 1+,U/
i (H = Qu) AT, (1~ gl (.

(L4 p)
2

_(d+p
2

(H = Qu) = 0e®% (Qu + H)) AJ'Q Q2% f
+p(Qu+ H)A eI 0 (=1 — 2,65 (6—))

((
)

(H = Q) —be®% (Qu+ H)) A Lo (-1 — 2,9 (=1-))
)AL

((H— Q) — be®% (Qu+ H)) A e Lo, (-1 —z,9-(.).

et
Qe ¢
= =2l QLe Y ] — (1= p) ((H = Qu) + (Qu+ H) e¥¥) AJ1Q, Q2ePe 2
i (H = Qu) AL, (2,65 () + 1 (Qu + H) AP0 ) (2,95 (0 ))

5 (=) (= Qu) + (Qu + H) ¥9) AL, (9. (<1 )

—% (1= p1) ((H = Qu) + (Qu + H) ®%) AZ Lo, (2,9- ()

Finalement, grace aux lemmes (4.2.2)), (4.2.1)), (4.2.12)), (4.2.5) (4.2.4) on trouve que

u’, € W% (0,6; E) N LP(0,8; D(A))
u® € WP (—=1,0; E) N LP (—1,0; D(A)).

4.5 Cas Particuliers

On étudie ici, quelque cas particuliers, en remplacant I'opérateur H par 'opérateur nul
ou l'opérateur (—A, )" avec 0 < a < 1/2. On commence par les cas les plus simples H = 0,
H=al,a>0et H=+/—-A,.
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4.5.1 Lecas H=0
On considére le probléme abstrait suivant
(u)" (2) + Au’ (2) = ¢* (x), p.p. x €]-1,0[U]0, 0],
() 3 () (D=1 () () = £, |
w (02 =t (0,), () (0-) = i, () (0).

Dans ce cas les hypothéses (H.0) «~ (H.6) sont réduites aux

E est un espace UM D (H.0)
A est un opérateur linéaire fermé tel que R, C p(A)
| (1)
IC>0:VA=0 |[[(A= )" ||£(E<1+—X
et 4
3C > 1,304 €10,7[: Vs € R |[(—A)"|| < CePl. (H'.2)
Posons B := — (—A)"2. La solution du probléme (Pb}) s’écrit

xT

0
1 1
w (2) = eMHIBC 4 e Be + EB*I / @By (s)ds+ 5371 /e(sm)Bg_ (s)ds,

-1

pour presque z € (—1,0),

z )
1 1
ui(m):emBC2+€(6—x)B<3+§B—1/ (z—s)B 6( >d8+2B / (s— x)Bgi( )dS
0 x
pour presque = € (0,6), tels que
Co = _QMH—1B—1€(1+6)BffL + (14 p) m1ip-1! (1— + be258) i

0

+(1 J2r M)Hleq (1 + beB) / (eCHDB 4 1-9B) g () ds

-1

d
_’_MH—lB—leB/(e(Q(S—s)B +68B) gi(s)ds,
0

Cl — _2MH lB 1 5Bf++(1_,u) (1_6253) H—lB—ler_

0
+1T’LLH 'B7! (I — e*P) / (e@®T9)B 4 e7*B) g_(s)ds
—1

)

+ull™ B~ 1/ (29 B ¢5.(s)ds,
0

118



€2 — H—IB—l (I— €2B —M(I+€2B)) e(Sij_ +2H_1B_16Bf_

6
_%H—IB—I (I— 623 _M<I+€2B)) / (6(25—5)3 +€SB) gj_(S)dS
0

0
+I17 1Bt / (e(2+S)B + ) g_(s)ds,
1

et
(3 = —MI'B (I =P +p(I+7)) fl+2 B le?Pel 1
8
1
+§H71B71 ([ 2B—|—,U ["—623 /65 S)B 5
0
8
1
—§H’IB’1 (I—e*P —pu(I+eP)) eéB/eSBgi(s)ds
0
0
+H—1B—165B/ (2+s)B B) g_ (S) dS,
ou

{ = ((I—e*P)(I+e®8)+pu(I+e*P) (I-e¥P))
D (1) = D(B).

Cet opérateur est inversible, il suffit d’adapter la technique utilisée par Lunardi [29] page 59.
Le résultat dans ce cas est

Théoréme 4.5.1 Supposons (H.1), (H'.2), (H'.3). Soient
@ €LP(—1,6FE) avec 1 < p < oo,
alors le probléme (Pbg) admet une unique solution stricte u® si et seulement si

fi et f, S (D(A),E)%_‘_L .

2p

4.5.2 Le cas H=al avec a >0

Dans ce cas, le probléme (P?) devient le probléme opérationnel suivant
(u)" (2) + A’ (x) = ¢° (), p.p. @ €]=1,0[U]0,0],
(Poo) § (@) (=1) = f- (&))" (8) +au’ (8) = f2,
W (00) = (0), e (uf) (02) = i, () (01).
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avec a > 0, les hypothéses (H.0)™(H.6) sont réduites aux

E est un espace UM D, (H.1)
A est un opérateur linéaire fermé tel que p(A) D Ry
‘ . C (H.2)
3C>0:YA20 [(A=AD) 7|, p < Y
30 > 1,304 €)0,7[: Vs e R |[(—A)"|| < CePll. (H.3)

Ici, 'opérateur
H—-Q,=al —B=—(B—al),

est inversible car « € p (B). Le résultat est

Théoréme 4.5.2 Supposons (H.1),(H'.2),(H'.3). Soient ¢° € LP(—1,6;FE) avec 1 < p <
oo, alors le probléme (Pb‘;) admet une unique solution stricte u® si et seulement si

f—?—? f— € (D(A)vE)%-pi

2p

4.5.3 Lecas H =.—-A,
On se propose, ici, d’étudier le probléme suivant
[ (v))" () + Aud () —wil (2) = ¢° (x), w>0
p.p. x €]-1,0[U10,4][,
(W) (1) = f-, (@°)"(6) + V=Asu’ () = f2,
L u? (00) =ul (04), p (u®) (0-) = gy (u) (04).

On remarquera que opérateur H := y/—A,, vérifie bien les hypotheses (H.3), (H.4), (H.5)
et (H.6). De plus lopérateur A, est égal, ici, a

w

I, = 2uQ)., (eQQ“ + I) e20Qu _ 20, (I — eQQ“) )

Lemme 4.5.1 Sous l’hypothése (H.1), il existe w* > wyq tel que pour tout w = w* l'opérateur
II, est inversible.

Preuve. La preuve de ce Lemme est similaire & celle du Lemme [4.2.11
Le résultat essentiel pour ce cas est

Théoréme 4.5.3 Sous les hypothéses (H.1),(H.2),(H.3) et pour ¢° € LP(—1,0;E) avec
1 < p < o0, il eriste w* > wq tel que pour tout w > w* les assertions suivantes sont
équivalentes

5
1. f+ et f, S (D(A),E)%+% .
2. Le probléme (Pbi) admet une unique solution stricte u’.
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4.5.4 Le cas H=(—A,)" avec 0 < a < 1/2
On étudie ici le probléme suivant
( (w®)" (2) + Aud () —wu® (2) = ¢° (x), w >0
p.p. x €]-1,0[U]0,4[,
(@) (=) = f-, () (0) + (=A)"u’ (6) = f2,
Lt (00) = (0), o (u0) (00) = i, () (04,

sous les hypotheses (H.0), (H.1) et (H.2). On sait que

(Pbo.)

a,w

1. Le domaine de I'opérateur (—A,)” pour 0 < a < 1, est un espace intermédiaire entre
E et D(A), de plus

Dy, (a,1) C D((—Aw)") C Da,(cr, 00),

avec la norme suivante
H‘THD((wa)“) = [[A%]p .
2. Pour tout 0 < a < /(7w — 6) (avec Oy € [0,7/2]), Popérateur (—A)* est sectoriel avec
0(—,4)04 = Oé(ﬂ' — 90>
3. L’opérateur (—A)* est de classe Bip (af4, F), pour tout 0 < o < 1/2, pour plus de
détails voir Haase [21].

4. Puisque E est un espace UMD et A est sectoriel alors pour 0 < o < 1/2, Popérateur
—(—A)® génére un semi groupe S, (t) fortement continu pour ¢ > 0 et uniformement
continu pour ¢ > 0 définit par

Sa(t) =

3| =

/ sin(EA” sin wor)e AT (AT — A)THd,
0

voir Balakrishnan [I] Théoréme 5.1 page 11.

5. 11 est clair maintenant que, sous les hypotheses (H.0), (H.1) et (H.3) les opérateurs
(—A,)", V/—A, vérifient les hypotheéses (DV.1), (DV.2) et (DV.3) si afa +604/2 <7
et 0 < a < 1/2. Par conséquent, 'opérateur (—A,)" + v/—A, est fermé et inversible
pour tout

0<a<1/2

Le résultat principal pour ce cas est

Théoréme 4.5.4 Supposons les hypothéses (H.0) ~ (H.2). Soient ¢° € LP (—1,6; E) avec
1 < p < oo. Alors il existe w* > wq tel que pour tout w > w* les assertions suivantes sont
équivalentes

L fia f* € (D(A)aE)%Jri :
2. Le probléme (PbTof) admet une unique solution stricte u’.
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Chapitre 5

Exemples

Dans ce chapitre, on donne quelques exemples concrets a laquelle notre théorie abstraite
sera appliquée,

5.1 Exemples sur le premier modéle

Exemple 5.1.1

On considére le probléme du flux de la chaleur en régime stationnaire dans un secteur
hétérogene borné composé par un corps fixe

Q, ={(rcosf,rsinf) :r <1letdecl0,wl},
(pour w € |0, 7/2]) de frontiéres
I, = {(cosf,sinf) : 0 € ]0,w[},
I ={(rcosf,rsinf):r <letfec{0,w}},
et une couche mince d’épaisseur € > 0,
Q, ={(rcosf,rsinf): 1 <r<l+eetfel0wl},

de frontiéres
I ={(rcosf,rsinf):r=1+cet 6 €)0,w[},

et
I ={(rcosf,rsinf): 1 <r<l+eetfhec{0,w}}.

2E
L
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Ce modele est décrit par le probléme de transmission suivant
( Aw® =h_ dans Q,
Awi = hS  dans €

ows ow?.

£ — £ — Fw
we = ws, u_—ay [ 5 sur _
awi lS FE o
— = sur

ov + v

we =0 sur I

g __ *€
(| we =0 surI7.

ol p_, p sont les coefficients de conductivité des deux corps ), €2, 9/0v désigne la dérivée
normale extérieure et /S est une fonction donnée. Posons ¥f, = €, UT',, U €} . La fonction

he — h_ dans Q,
| A5 dans ¢,

est dans l'espace L' (X¢). On utilise les coordonnes polaires et les notations suivantes

v (r,0) = we (rcosf,rsinf), v (r,0) =w (rcosf,rsind),

k_(r,0) = h_(rcosf,rsinf), k< (r,0) = hS(rcosf,rsind),

et
L% (0) =I5 (cosB,sind) .

Le probleme (5.1.1)) devient

( 0%° 1 0%v° 1 0v°
52 (r,0) + RYER (r,0) + . (r,0) =k_(r,0)
dans |0, 1[ x |0, w|
o 1 9%v% 10ve

or2 (T’ 0) + ﬁ 092 (T7 ) + ; or (T’ 6)) = k—O— (7"7 8)
dans |1,14¢[ x ]0,w]|

81)8_ ave (512)
v (10) =05 (10), n e (10) = 1w, T (1,0), 0 € 0,6
% (1 4e )= 15 (0), 0€l0,w]
a/r 57 - + I 7(’u
vE (r,0) =% (r,w) =0 relo,1]
[ v1(r,0) =2 (r,w) =0 rell,1+¢.

On utilise le changement de variable

®: ]—00,0[ x]0,w[ — ]0,1+¢][x]0,w]
(x,0) — ®(x,0) = (e",0) = (r,0),
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ot § =1In(1 + ¢), le probleme (5.1.2)) devient

(A’ (2,0) =g_(2,0) dans (—o0,0) x (0,w)
A, (z,0) = ¢} (z,0) dans (0,0) x (0,w)
u® (0,0) =% (0,0) 6€(0,w)

oud 8ui

) :u—a_x_ (0,0) = MJrE 0,0) 0€(0,w) (5.1.3)
Ousy 5
W(éve}_j;r(@) 96(0,&))
w® (2,0) =ud (z,w) =0 € (—00,0)
\ ud (2,0) = v (z,w) =0 (0,9)
telles que
w (2,0) == (r,0), S (z,0) =1 (r,0)
g (z,0)=7%k_(r,0), ¢’ (x,0) =1’k (r,0)
et

fi(0) = (1+¢) L5 (0).

Par un calcul simple, on montre que

/|h ts|dtds-//|k (r,0)] Tdrde—//|k: e”,0)| 2Id$d0—//|g (t,0)| dxdb;

0 —o0 0 —co
idem pour A% . Autrement dit
(ho.) € L' (Q) x L1 (92).
si et seulement si
(9-,9%) € L' ((—00,0) x (0,w)) x L' ((0,8) x (0,w)).
On peut considérer, par exemple, le cas (plus général) suivant
E=L"0,w) et (g9-,97) € L? (—00,0; E) x L? (0,6; E) .

On utilise les notations vectorielles usuelles, le probléme (|5 s’écrit de la maniére suivante
([ (ud (x) =g_(2) p.p. 2 € (—00,0)
(u () =g} (x) p.p.x€(0,0)

u? (0)=uf (0), po (u2) (0) = p, (ul)'(0),
L (u4) (0) = £2,

2

)" (z) + Aul.
)" (x)

) + Aui
(5.1.4)
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avec

Ap ="

La résolvante de cet opérateur est

(A-Ng= / " K s, 8)g(s)ds,

{ D(A) = {¢p € W21 (0,w) : ¢(0) = ¢ (w) = 0}

ou

sinh VA (w — z) sinh sv/A
VAsinhwyv/A

sinh v/ (w — s) sinh zv/A
VAsinhwv/A

si0<s<«x
Ky(z,s) =

siz<s<uw,

avec Re v\ > 0, et
H(A— )\I)—lg” < ( sup / ‘Kﬁ(x, s)!ds) lgll -
z€[0,w] JO
De plus, 'opérateur A est inversible et son inverse est donné par

T

Alg = /Or (x —s)g(s)ds — — /Ow (w—5)g(s)ds.

w

D’autre part, on a
/0 |K /5(z, s)| ds

< cosh Re\/X(w —7) / cosh Rev/\sds
A2 ‘Sinhwﬁ‘ 0

h Rev A w

b eVha / cosh RevV/ A\ (w — s)ds
A2 (smhw\/}( .

o cosh Re\/X(w — z) sinh Rev )z + cosh Rev/ Az sinh Re\/X(w — )

) A% Rev/X sinh\/Xw’

< sinh Rev/\w _ 1 _ Q

h |)\|1/2Re\/x sinh\/Xw’ h By ’1_6—2ﬁw Y

Gréace au lemme de Schur et la symétrie du noyau on trouve que p (A) D [0, +oo[ et IC' > 0

C
L+
En revanche, d’aprés Grisvard [20] Proposition 3 page 683 et lemme 2 page 710, on a pour
I<p<oo

VA € [0, 400 : [[(A =AY <

(W ®), L' ®),_,, = B ®),

1-6,
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et pour 1 <p < o0

B2 (0,w) si20<1/p
2,1 _ ; ’
D4 (0,p) = (Wy «LaO,L1(0¢U»1_ap_'{ f%{0(0¢u) si 20 > 1/p,

avec
B0 (0,w) = {¢ € B, (0,w) : (0) = ¢ (w) = 0} .
Alors
1 B%;l/p (0,w) si p<2
Dy <§ - 2_p7p) = Bl’—1/p .
1,p,0 (O,W) S1p > 27
et

BP0, W) sif<1/p—1/2
Da@+Li—Lpy=< “br
a0 +3 = 50) { BV (0,0) sif>1/p—1/2.

En appliquant les Théoremes 0.4.1 et 0.4.2, il vient

Proposition 5.1.1 Soit ¢° € L? (—oo, J; szmo (O,w)) ou1/2p <8 <1/2etl<p<2, alors
i) le probléme admet une unique solution stricte u® si et seulement si

fe B 0w).
ii) la solution stricte du probléme vérifie la propriété de la régularité maximale
(u‘s)”, Al e LP (—00,5; Biepp (O,w)) ,

si et seulement si [ € Bll’;foe_l/p (0,w).

Proposition 5.1.2 Soit ¢° € L? (—oo,é; Bf;o (O,w)) ot 1/2p <0 <1/2 et2 < p, alors
i) le probléme admet une unique solution stricte u’ si et seulement si

f € Biyd" (0.w).
it) la solution stricte du probléme vérifie la propriété de la régularité maximale
(u‘s)”, Al e LP (—oo,é; Biepﬂ (O,w)) ,
1+20—-1/p (0 w)'

si et seulement si [ € B0

Remarque 5.1.1 Ici, l'espace E = L' (0,w) n’est pas UMD (car E n’est pas réflexif ), donc
on ne peut pas appliquer le Théoréme 0.4.3.

Le résultat dans le cas p =1 et fjsr =0 est

Corollaire 5.1.1 Soit ¢° € L' (—00,5; Wfle’l (O,w)> avec 0 < 260 < 1, alors

i) le probléme admet une unique solution stricte u’
ii) la solution stricte du probléme vérifie

(u‘s)//, Au’ e I (—00,5; Wfla’l (O,w)) i

126



Exemple 5.1.2

Prenons maintenant £ := L? (0,w) avec 1 < p < oo, alors A est défini par

{ D(A) = {¢ € WP (0,w) : 9(0) = ¢ (w) = 0}
T

Dans ce cas E est un espace UMD et A : D(A) C E — E est un opérateur linéaire fermeé
vérifiant les propriétés suivantes

i) D(4) = E,
ii) p(A) D [0,+o0l et 3C' >0

C

. o -1
VA € [0,4o00[ : |[(A =) < T

iii) 3K >0, e; €]0,7[: Vs € R [[(=A)*| () < Kerl.
On adapte la preuve faite par Labbas et Moussaoui [24], Proposition 3.1 p. 191. On écrit

sinh v/ (w — z) sinh sv/A B e~ VA@=s) (1 N e~ 2VA _ g=2VAw=a) _ o=2VAs | 6_2‘5(“_”8))

VA sinh wv/A DV 1 — e 20V

et on utilise la représentation intégrale des puissances complexes d’un opérateur linéaire fermé
pour 0 < Rez < 1, il vient que

[(—A) 7 g] (x) = m//\_z (A= A) g (z)dA =Y I; ().

Pour I; on a

1 . e~ VA(z—s)
e CTAN A N

= ma oo (¢ xG) (@),
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ou
0. (y) = X[Or‘roo[.yszl ot G(s) = { g(s) si s €[0,1]

0 sinon.

On sait que

F(¢.) (€) =T (22) (2im€) ™™ =T (22) |2n€| > (A (€) €™ + h (=) e™™) ,

ou F est la transformée de Fourier définie par

F (1)) = / 2T £ (1) dt,

et
1 si 0
hie)= { 0 singorj
Alors
L=F"(m. F (@) @),
m) = e e
(1 =-22)T(22) o . .
= Ta_r T (RQET (=0T,
et comme
F=2r() = sin7(r7rz)’
il vient 1 1 |
sup [m.. (§)] < Zoos (72) (2nE)" erlimz|
1 1

e7r|IInz\

sup [€m’, (§)] < [22]

2 cos (72) (275)22

Idem pour les autres termes I; ().
D’apres le Théoréeme de Mikhlin, il existe une constante K > 0 telle que

1
e I 1 549-1
”( A) HLZ(LP(O,I)) S K1+ |cos (7rz)|e .

Posons z =1 — is et en passant a la limite quand 1 — 0 on obtient

1
<K (1+|s|) ———e™l < Kelsl,
L(LP(0,1)) cosh |s|

H(_A)is

D’autre part, U'espace d’interpolation (W27 (0,w), L? (0,w)) , est Despace

1,1
T2
1

Byy? (0,w) = W37 (0,w).

Ensuite, notre résultat abstrait (Théoréeme 0.4.3) s’applique pour le probléme (5.1.4]) et le
résultat est donné par
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Proposition 5.1.3 Soient g5 € L? (0,6, E), g_ € LP (—00,0; E) avec 1 < p < oc. Alors
i) pour p > 2, le probléme admet une unique solution stricte u’ si et seulement si

Fe Wy P (0,w) 1= {o € W (0,0) 1 9(0) = b(w) = 0}

it) pour 1 < p < 2, le probléme admet une unique solution stricte u® si et seulement
s1
£ ew 5 (0,w).

Exemple 5.1.3

Prenons F = C([0,w]). On considére, le probléeme avec fo =0 et
{ D(A) = {y € C*([0,w]) : (0) = (w) = 0}
Ay =",

lorsque
g € C*(0,6;F), g € BUC* (—00,0; E),

avec 0 < 2ag < 1. C’est a dire, on étudie le probléme suivant

( ()" () + Aud () = g_(z) pour x € (—00,0)
(ui)” (z) + Al (z) = ¢} () pour z € (0,6)
W (0) =t (0), p (uh)'(0) = py (uf)'(0),
() (9) = 0.

\
Ici, le domaine D(A) n’est pas dense dans FE, car

(5.1.5)

D(A) ={¢ € C([0,w]) : ¥(0) = ¢ (w) = 0} := Co ([0,w]) .
De plus, on a
Da(ag,+00) = {1 € C**([0,w]) : 9(0) = ¥ (w) = 0}
= Cp™ ([0,w]).

11 est facile de vérifier que A satisfait I'hypothése (H.1)). On peut donc appliquer les résultats
de chapitre 3.

Proposition 5.1.4 Soient g¢5 € C?**([0,0];E), g- € BUC* (]—00,0]; E), avec 0 <
209 < 1. Alors
1. Le probléme admet une unique solution stricte u® si et seulement si

95 (0) = g-(0) € Co ([0,w]).

2. La solution stricte a la propriété suivante
(u})", A} € C*(0,6E), (u)", Au’ € BUC*™ (=00,0; F),
st et seulement si

9% (0) — g— (0) € C3* ([0, w]) .
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5.2 Exemples sur le second modéle
Les exemples de cette partie sont inspirés du travail de Cheggag et al [I1].

Exemple 5.2.1

Soit £ = LP(0,1). On définit, pour a,b,c > 0 les opérateurs A et H comme suit

D(A) = {4 € W??(0,1) : 4 (0) = ¢ (1) = 0}
Ap =ay”, ¢ € D(A),

D(H) = {¢ € W'?(0,1) : ¢ (0) = ¥ (1)}
Hy=W'+cp, e D(H)

alors le probleme (Pg) est équivalent au probléme suivant

(0?2 ad?

@ud( )+ﬁu (xay)_wud ('Tay):gd (l',y),

pp (z,y) € (]— 1 ,0[U]0,6)) x Ret w>0

0

8_xu6<_17y>:f—<y)7 yER

0
0 =0 3 _ 46
o (5,y)+bayu (0,y) +cu’(0,y) = fi(y), wyeR

W (0_,y)=u(04,y), yeER

0 0
Mi%ué (O—7 y) = M+%u6 (O-‘m y) ) Yy eR.

\
Lemme 5.2.1 L’opérateur A est linéaire fermé vérifiant
i) p(A) D[0,00[ et IK >0 :

K
VAZ0:|[(A=N)" ||£(LP01))<1+)\’

€1]s| ]

i)3K > 0,Ye; > 0, Vs € R : H(—A)“

(5.2.1)

Preuve : En effet comme 'exemple 1. Ici, la résolvante de I'opérateur A est donnée par

(A=X)" / K 5 (z,5) g (s)ds,
avec
sinhy/A/a (1 —z) sinhy/A/as o

<s<x

K (. 5) VAa sinh \/\/a

x,s) =

A sinh y\/A/ax sinh\/A/a (1 — s) 1

\S\

VAa sinh \/)\_/a
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De plus, on a
1 x

(A_lg) () =— /Ox (x —s)g(s)ds — —/0 (1 —s)g(s)ds.

a a

Grace au lemme de Schur et la symétrie du noyau on déduit le premier point. On adapte, ici,
la deuxiéme méthode utilisée par Labbas et Moussaoui [24]. En effet, pour 0 < e < 1

(—A+ D) g| (@)

— E+ZT —1 o .
F(l—G—I—ZT (e —r) /)\ (—A+1+2) 9}($>d>‘—Z]J(I>-
0

Pour [; on a

—1 i —etir -1 eV el
W)= e (F( Am)(e)ﬂ@)(g))dx,

0

ou
. —v/Mal.| )
R i G
Aa A+ 1+ 4dar?€
Alors

_1 B T e
h(w) = I (1 —e—{—ir)F(e—ir)}— (O/AJr 1+4m252ﬂG)dA) (z)-

En faisant le changement de variable A = o(1 4 4an2¢?), on obtient

-1 7 O.—e+ir
[ — 1 4 —et+ir”
() F'(1—e+ir)l(e—ir) (/ + dar’¢ 1+af(G)dU) (z)
0

= —F ' ((1+4an?®) " F (G

car
ooo.fe+i7“d ' )
/1+J o=T1—-e+ir)I(e—ir),
0
donc
I (z) = F~H(me (&) F (Q)) (z),
telle que

me (&) = —(1 + dam?€?) "t

On obtient ainsi

sup |me (§)] + sup

;Ze (5)‘ <K (1+r]).

131



Idem pour les autres termes [;(z). Par conséquent, pour tout €; > 0, il existe une constante
positive K (€1, p, a) telle que

|—a+D7 <K (a,p,a,) .

L(LP(0,1))

On peut, ainsi prouver que pour tout réel § # 0

|(~a+an)” < Kelrl,

L£(Lr(0,1))

Finalement, grace au Théoréme de la convergence de Lebesgue quand § — +oo, on déduit
que

<K ecilrl,

H(_A)ir

Lemme 5.2.2 L’opérateur H est linéaire fermé vérifiant
i) p(—H) D [0,00[ et ICy >0

L(LP(0,1))

. -1
VAZ 0 [|(H + 2| ooy S L+ N

i) AKy > 0,¥ey > 0, Vs € R : ||A®|| < Kye@lsl,

Preuve. La preuve est similaire & celle de la proposition [5.2.1} Ici la résolvante est

x

(A" 9) (@) = [P Dgts)as s [ S gto)is

0

Les opérateurs H et A commutent aussi au sens de résolvantes, donc toutes les hypothéses
sont vérifiées, on peut alors établir la

Proposition 5.2.1 Soit ¢° € L? (—1,6; L (0,1)) avec 2 < p < oo. Alors pour tout w > w*
le probléme (5.2.1) admet une unique solution stricte si et seulement si

1

£ eW, P0,1).
Exemple 5.2.2
Prenons F := L*(R). On définit les opérateurs A et H comme suit,
{ D(A) = H? (R) o { D(H) = H' (R)
A =", Hyp = =" + ay.

Alors le probleme (P)) est équivalent a

( AU(S (xuy) _wu5 (xay) = g5 ('ray)a ("’U7y) € (]—1,O[U]O7(5D X R
9 ) _
5t CLy)=f-(), yek
9 1) 9 ) 1) _ f6
P (5,y)—a—yu (0,9) +au’ (6,y) = fi(y), yeR (5.2.2)
ué (O*my):ué (0+7y)7 yGR
9 (0_,y) = 2 (02 ) R
L 'u_(‘?a:u -y _:U’-i—axu +Y), Yy .

132



Proposition 5.2.2 Les opérateurs A et H sont linéaires fermés des domaines denses dans
E. De plus
i) p(A) D[0,00] et 3C4 >0 :

Ca

1
VAZ0: [|(Aso = N 2oy < T+wp+ N
i) p(—=H) > [0,00[ et ICy >0 :

Cu

' -1
VA0 ||(H + AI) ||5(Lp<o,1)> STan

iii) les opérateurs A et H commuent au sens des résolvantes.

Preuve. En effet comme [10] page 118.
i) On cherche la solution de I’équation spectrale suivante

(Awy = A u(t) = u"(t) = (wo + Nu(t) = g(1),
en appliquant la transformé de Fourier. Il vient que

T (9)(€)

Flu)(€) = wo + A + 4m2€2”

Puisque F est un isomorphisme et F € L (E), alors on a

2, <K/f d K/ 5.2.3
[ullZ2 ) | &)* de < \w0+)\+47r252|2 dg ( )

K
F (g d 2(
e /| O de < s ol

En revanche, on a

2imEF (g) (§)
wo + A + 4m2€?

F ) (€) = (2ine) 7 (1) (€)= —S LW,

F () (€) = 2imEF (u) (§) =

donc
2m€ 2
1112 2
2 < K
o)3s / pres e WEAONGIRC
K
2d < ,
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et
2

T F ) ©F

wo + A+ 47'('252

2
ey < K /
2
< K / 7 (9) @ de < K lglage
Par conséquent u, v, u” sont L?*(R). D’autre part, on a

u(t) = ((Aw =N ""9) (1)

‘ 62i7r§t
= / e (u) (€) d€ = / oAt amg’ W
R

227r§t s
= dsdg.
//WO+)\+4 252_9() S£

De (5.2.3)) et pour tout A > 0, on trouve

_ K
H(Awo - )‘> lgHLz(R) < m ||g||L2(R)

ii) Cherchons maintenant la résolvante de (—H) c¢’est a dire la solution de ’équation suivante
(H+Nu(t)= N+ a)u(t) —u'(t) = g(t).

On applique la transformée de Fourier, on obtient

__F)© N o 2imEF (g) (6)
F) @) = e —aime & 0O =35 i
Par conséquent
7 (9) (O K

|2 gy < KR/|}"(u) (§)|2d§<KR |)\—|—a—2i7T§|2d€< Dt aP lglliomy,  (5:24)

) 2in¢F (9) (©)F
, umeF
I s < K/|f O s < K [ g < K ol

il vient alors u, v/ sont L?(R). De plus, on a pour A > 0

217r§t s)
((H 4+ AD)™ //Ha 5img (o) dss.

Grace au ((5.2.4)), il vient que

K
|(H +AI)~ QHLQ < Yta 19l 12 )
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iii) Pour tout A € p(A) et z € p(—H), on a

(H+ 20" (A=D1 g) (1)

2z7r§ B
//2—227r§ (A= M)"1g) (s) dsd¢

27,7r§t s 227r775 T
//Z—2Z7T§//w0+)\+4 2529( 7) drd&dnds,

2z7rn 5—T)
(A=AI)~ //w0+/\—|—47r2§29( ) drdn.

Par Fubini, il vient que

car

(H+z2) " (A=X) "= (A= X)) " (H+zI)"!

Proposition 5.2.3 Les opérateurs A et H vérifient
i)dKs>1,€e4€]0,m[:Vs€R ||(—A)i5HL(E) < K gecalsl,
ii)3Ky > 1, ey €10,7[: Vs € R ||(H)*| gy < Kpesl?l,

Preuve. Ce résultat découle du Fuhrman [19], lemme 3 page 218.
En revanche

= (H*(R),L* (R))

1 1
5+550

En appliquant alors le Théoréme [0.4.7]il vient

Proposition 5.2.4 Soit ¢° € [P (—1,0; L? (R)) avec 1 < p < co. Alors pour tout w >

probléeme (5.2.2)) admet une unique solution stricte u® si et seulement si

£, f-eH 7 (R).
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Résumé

Cette thése est consacrée pour 'essentiel & ’étude, dans deux cadres fonctionnels, de
Iexistence, 'unicité et la régularité maximale des solutions d’une famille de problémes de
transmission régis par des équations différentielles abstraites du second ordre avec des condi-
tions aux limites & coefficients opérateurs de type Robin.

Dans le premier cadre fonctionnel Lp, on a traité deux problémes de transmission, sous
certaines hypothéses sur les opérateurs (ellipticité, Bip, commutativité) et sur ’espace (UMD
ou non).

Dans le deuxiéme cadre fonctionnel BUC, on a étudié un probléme de transmission, posé
dans un domaine non borné composé par le demi-axe réel négatif et une couche mince, sous
I'unique hypothése d’ellipticité et pour un second membre assez régulier.

Mots clés : Equations différentielles abstraites, Problémes de transmissions, Calcul
fonctionnel de Dunford, Semi-groupes, Les espace UMD, Les espaces de Holder, Les espaces
d’interpolation, Puissances imaginaires bornées (classe Bip), La théorie des sommes d’opéra-
teurs, Couche mince, Solution stricte, Régularité maximale.

Abstract

This thesis is devoted essentially to study, in two frameworks, the existence, uniqueness
and maximal regularity of the solutions of a family of transmission problems governed by an
abstract second order differential equations with Robin boundary conditions.

In the first framework (Lp spaces), we treated two transmission problems, under certain
assumptions on the operators (ellipticity, Bip, commutativity) and on the space (UMD or
not).

In the second framework, we studied a transmission problem, set in unbounded domain
composed of a half line and a thin layer, under the ellipticity assumption. The right-hand
term of the equation is a Holder continuous function.

keywords : Abstract differential equations, Transmission problems, Dunford functional cal-
culus, Semigroups, UMD spaces, Holder spaces, Interpolation spaces, Bounded imaginary
powers (Bip), Theory of the sum of operators, Thin layer, Strict solution, Maximal regula-
rity.
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