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INTRODUCTION

Soit M = (92, A, Py) une modele statistique avec § € ® Lorsque ® est vaste de dimension
infini, M est une modeéle non paramétrique. A ce modele on associe les méthodes d’estimation
non paramétriques, étudiées par [Bosq| et d’autres.

Pour estimer n’importe quel parameétre fonctionnel il suffit d’estimer la fonction de
répartition F' par la fonction de répartition empirique F;,, et par conséquent I’estimateur 6,,
de 6 est T'(F,,) ou T est la fonctionnelle statistique.

La fonction de répartition empirique donc joue un roéle fondamental dans I’estimation
fonctionnelle plus précisément dans ’estimation de la densité f, pour qu’on puisse tirer plus
d’information sur la loi parente. La connaissance de ’estimateur de F' et f ménent & résoudre
un autre probléme fondamental de la statistique non paramétrique, c’est le probléme de la
régression. Ce probléme peut étre généralisé en cherchant une application mesurable quel-
conque « r », telle que r(x) soit la plus proche de Y au sens des moindres carrés. Si YV est
de carré intégrable, I'espérance de Y conditionnelle & X notée EX(Y) est la solution de ce
probléme. C’est la raison pour laquelle on introduit la recherche de I’estimateur de la fonction
de régression « r» et la convergence presque compléte.Pour cela, la méthode du noyau intro-
duite par Rosenblatt (1956) pour estimer la fonction de densité a été reprise simultanément
par Waston (1964) et Nadaraja (1964) pour estimer la fonction de régression.

Nous avons choisi d’organiser notre mémoire selon le plan décrit ci-dessous :

Le premier chapitre introduit le model non paramétrique et présente une inégalité de grande
déviation, qui s’appelle

« 'inégalité de Bernshtein .Frechet » , fondamentale dans 1’étude de la vitesse de convergence
ponctuelle des estimateurs fonctionnels. L’estimateur de F et f est donnés dans le chapitre 2
avec la vitesse de convergence. En se basant sur ’estimateur de la densité, on présente une
étude asymptotique de la fonction de régression.

Finalement, dans le dernier chapitre on généralise la notion de 'estimateur de « r » au cadre

vectoriel.
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Chapitre 1

Introduction au cadre fonctionnel :

1.1 Préliminaires :

Définition 1.1.1 Soit la structure statistique suivant (Q, A, Py),0 € ® et ® C R
Q :espace fondamental

A :tribu

P :ensemble de probabilité

P rensemble des paramétres

st R < 0o on dit que la statistique est paramétrique.

si R = 00 on dit que la statistique est non paramétrique.

Exzemple 1.1.1 On prend Q = {(0,1)}

A = p(Q) : c’est l’ensemble des parties de Q.
onaP,0)=1—-p=gq et P,(1)=p

c’est le modeél de Bernoulls

Donc;

(QA P): {A=p(Q); Q={(0,1)} ; 6=p}
Définition 1.1.2 On appelle fonctionelle statistique toute application T :
T:F—®

F—T(F)=0



1.1 Préliminaires :

F—dF)=F=f
ot ;
F : Despase des fonctions de répartition
d : est la dérivé.
F : la fonction de répartition.
f :la densité.

On dit que 0 = f un paramétre fonctionnel.
Exemple 1.1.2 L’espérence de la variable X :

B(X) = / X dF = T(F)
Définition 1.1.3 La convergence présque compléte :

Soit la suite de variables aléatoires (z,), n € N
T, converge vers x complétement si :
Pour tout € > 0

o

(|lxn —x|) > €) < 0

n=0

= |z, —z| =0

= Ty — T
Définition 1.1.4 La vitésse de la convérgence :

Si on écrit
ca veut dire

Il existe € > 0,
le(pcn] > elyn|) < o0

yn est la vitésse de la convergence.
Soient les deux suites numériques (X, )me n); (Ya) (e vy
On écrit :

Xn =o0(Y,); si lim — =0m



1.2 L’inégalité de Bernshtein Frechet

Et on écrit :

¢ est une constante.

1.2 L’inégalité de Bernshtein Frechet

Lemme 1.2.1 L’inégalité de Bernshtein Frechet :

Soit (X1, Xs, ..., X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes telque
a <X, < Bet o, 3, €R
pour tout ¢ > 0 on a :

—2ot?

Z?:l (51 - sz‘)

Pt - EC0)| 2 0 <2 exal SIS

Preuve.

Posons h > 0

(Z L(Xi—E(X;))—t>0) < exp(hi:zn:l(Xi — E(X;)) —t)...(1)

On sait que :

14 ={0six ¢ Aoulsixe A}

¥*S1 1y =1

exp(h S (Xi— E(Xi)) =) > 0

alors (1) est vrais dons les deux cas.



1.2 L’inégalité de Bernshtein Frechet

on sait que E(14(z)) = P(A)

Donc :

< T1 B(exp(=h.B(X,)). E(exp(h.X;)) - exp(—ht)

On va poser (2) = E(exp(—h.E(X;)).E(exp(h.X;))

Pour (h.z;) on va utiliser le fait que cette fonction est convexe, on pose
o(X;) = exp(h.X;)
ou ¢ est convexe vérifie

plar + py) < ap(z) + Be(y) ot o, B €R

Posons

Il est claire que oo + 3 =1
On pose

olax + By) = exp(h(ax + By)) < ap(h.z) + Bo(h.y)



1.2 L’inégalité de Bernshtein Frechet

- X; Xi—q

= exp(h.X;) < %Z . exp(h.c;) + B oz; exp(h.83;)
= E(exp(h.X)) < %ESXX) exp(hon) + E(ng -
B — BE(X;)

= (2) < E(exp(—h.E(X3)). 8. —a

On éssaye de mettre (3) sous la forme

exp(¢(hi))

ou

hi = h(B; — i)
le
(3)(hi) = exp(¥(h;))
D’aprés le devleppement limitée de 1 (hi) on a :

U(h) = 9(0) + ¥/ () b+ 307 ()12 01t € € 0.1

On trouve que :

$(0) =0 et ¥/(0) =0 ety (h) < i
Donc :
U] < 3 h? = M
On peut dire que :
(3)(h:) = exmw)

Cela veut dire que :

P('

n
1=

1 =1

: eXP(h-5i>

exp(h.a;) +

(X; — E(X)) — t = 0) < exp(—ht). I] E [exp(h(X; — B(X,))

— (k)



1.2 L’inégalité de Bernshtein Frechet

h2 3y (6; — ai)?

< exp(—ht). exp { 2

|

h2 — 2
< exp [—ht+ 2(581 ) ]
La relation est vraie pour h > 0.
Application :
On pose :

h=3__ >
> (Bi—ai)? ~

—4t?

16¢2

s o]
< exp ™

Zi:l(ﬁz‘ - Oéz‘>2

On trouve le méme résultat pour

A= (L (X~ E(X) £ <0).

Enfin on conclut :

—2t2

i=1 ' {2?1 (/61 - Oéz‘)z " 8 Z?:l(ﬁz - %‘)2

>

i=1

B

(X, — E(Xi))’ > 1) < 2 exp(

C’est le résultat final.

Z?:l(ﬁi - 041)2

)



Chapitre 2

L’estimation de la fonction de
répartition et de la densité :

2.1 L’estimation de la fonction de répartition :

Définition 2.1.1 Soit (x1, xs, ..., z,) un n—échantillon de = de fonction de répartition F, on

note par Fn la fonction de répartition empérique s’écrit :

Fule) = = 32 1oy ()

n;=1

Théoréme 2.1.1 F,(x) est un éstimateur sans biais de F.

Preuve. Soit (z1,x, ..., ,,) un n—échantillon de z

F.(z) € {0,1} = nF,(x) € {0,n}.



2.1 L’estimation de la fonction de répartition : 13

Donc;
nF, est une valeur aléatoire binomiale des parameétres (n, F'(z)).

Alors :

E(nFy(r))

R

E(Fu(z)) — F(z) =0
Par suite, F,,(x) est un estimateur sans biais de F.
Théoréme 2.1.2 Soit la fonction de répartition Fla fonction empérique F,, vérifie :

Fo(z) — F(z) = O(4/ 105”) p.co

Preuve. O

D’aprés la définition de la vitésse de convergence, on écrit :

> P(IFu(o) - Fl@)] > ¢ ‘\/105”

Il existe € > 0,

) < o0

F(x) = E(F(r))

Posouns :




2.2 Estimation a noyaux pour la fonction de répartition : 14

En va utiliser I'inégalité de Bernshtein Frechet :
On sait que :

a0 =0 < Y oog(z) < B =1

Posons :

t =¢ey/nlogn

3= P(1Fn(a) W»

‘ logn

on trouve

—2 1
<22 exp! z—:nogn)

n

) < Z 2. exp(logn ")

g

P([Fn(z)

n 2
<Y 2n?
i=1

n 1
< 2.— < o0
— 2221 n2€2

(Série de Rieman convérgente pour € > \/LE)

D’ou
logn

g;lpqpn(x)—p(xﬂ >g‘ ) < o0

n

Fy(z) — F(z) = 0(,/105“) en (p.co)

2.2 Estimation & noyaux pour la fonction de réparti-

Par suite :

tion :

Soit (X1, X5 ...X,) un n-échantillon de = de fonction de répartition F'.

On appelle estimateur & noyau :




2.2 Estimation a noyaux pour la fonction de répartition : 15

Ou H est une fonction de répartition quelquanque et h, est une suite des nombres réels

positifs.
Théoréme 2.2.1 F,(z) est un estimateur sans biais de F.

Preuve. O

1l suffit de montrer que :

E(F,(z)) — F(x) — 0 quand n — oo

On a
E(Fy(x)) = E (% iH (m ﬁ))
- () e
[ (5 e : v [ () e
On pose :
L

D’aprés le developpement limité de F'(z — y.h,) on a :
F(x —y.hy) = F(z) — hp.y.F'(x) + o(hy?)

Donc;



2.3 Estimation non paramétrique de la densité : 16

= [T HGE) by Fw) + ol )y
= r). [ H Wy @) [ v @y

= F(x) + o(hn) + o(hy?)

Donc;

2.3 Estimation non paramétrique de la densité :

Définition 2.3.1 On a pour h assez petit :

:dF(:z:) %F(x—i-h) — F(z —h)

dx 2h

f(@)
La fonction de répartition est inconnue, mais on peut la remplacer par son estimateur.

F.(x+h) — F,(x—h)
2h

LS ety )
= - o7 tle—ha+h)\Ti
n ‘= 2h

1 o[ T — X
2 (5

ofT—xi\ 1 T — x;
o (5) =3 (57

On remplace K° par un noyau plus général,

fn(x) =

ou

Généralisation :

Soit K : R — R intégrable telle que

AK@@:1



2.3 Estimation non paramétrique de la densité : 17

On peut définir :

1 « T — T
n = 7 K .
hie) = 5 Sk ()
comme un estimateur de f.
Proposition 2.3.1 Soit la densité f,son estimateur f, vérifie :

Preuve.

By -7 [ K (52 s

+00
= |  E@)-fl@—huy)dy
Il
On sait que :
CDVERE AR (o
(= ha) = J(@) ~ hagf(2) + -+ O
Donc;
+o0 C1)ERE PR (4
B = [ K ()= hs) oo+ T oty ) ay
1@ [ ke [ K (b + S ) gy
Puisque ;
/ K(y)dy =1
alors :
E(u(a)) = f@) == [ K@)hayf @)+ .+ (<) BEO @) + o1y



2.3 Estimation non paramétrique de la densité :

18

On Remarque que :

¢ est une constante.

D’ou;



Chapitre 3

L’estimation non paramétrique de la
régression(Cas reél) :

Dans ce chapitre on essayera a estimer la fonction de la régression notée r(z) ou x est un

réel.

3.1 Le model de la régression :
On apelle model fonctionel de régression tout model s’écrivant sous la forme :
Y; = T(XZ) + &;

Ou;

Y; : la variable aléatoire a expliquer.

X; : la variable aléatoire explicative.

g; : variable aléatoire centrée indépendante de X.

Dans la suite nous nous limiterons & une variable aléatoire Y,

X peut prendre différents natures.

On a:

St X =z,
Y\X =2z =r(x)

= E(Y\X =2) =r(x)



3.1 Le model de la régression : 20

Calculons E(Y\X = x) :
+o0

E(Y\X = l’) = / y-fY\X:x(xay)dy

[y frx dy
T (@)
[y fvx dy
B fj;o fy.xdy

-~ Z yin,

~

Définition 3.1.1 On appelle estimateur a noyau pour la fonction r(x) l'estimateur définit

par : .
r (x) _ Z¢:1 Y, K (%) ~ Eymi
> K (55) 22
ou
T — xi
=K
nek (50)
On peut écrire :
1 n r—x1
rn(x) _ EZi:l Y;K( h ) _ gn<x)

%Z?:lK (%) a fa(z)

Hypotheéses :
Le model r est renforcé par les conditions :
1-r et f sont k fois continument dérivable autour de x.
2-
f(z)>0

f est la densité de x.

lim A =0

n—oo



3.1 Le model de la régression :
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et
nh

lim =00
n—oo log Mn

Ou h est le paramétre de lissage.

4- K est borné et intégrable et & support compact.

5- K vérifie :
/th(t)dt_O Vi=1,...,k—1
et
0< |/tkK(t)dt| < +00
6-

Y| <M < o0

Théoréme 3.1.1 Sous les conditions précédentes on a :

r(z) — r(z) = O(h*) + O <\/ lc;lghn> en (p.co)

Preuve. [Preuve du théoréeme]

Dans cette preuve ¢ désigne une constante, et fj;o Ky)dy=1et rf=g.

T‘n(ﬂl) _ gn(7)

Et
1 & T — X
gn(as>=%;m<( - )
Et . .
b = K (5)
On a

ro(x) —r(x) — 0



3.1 Le model de la régression :

22

Ceci implique que :

(1)... gu(z) — g(x) = 0 en (p.co)
(2)... f(z) — fu(z) — Oen(p.co)
(3)... fu(x) - 0 en (p.co)

Preuve. [Preuve de (1)]

gn(2) — 9(x) = gn(x) = E(gn(2)) + E(gn(2)) — g(z)
On a deux parties :

E(gn(x)) = g(x)...a
¢’ est la partie de biais.

E(gn(2)) = gn(z)...b
c’est la partie dispérssion .

Pour a on a :

Blaa)) = 0K (255

En conditionant par rapport & X on arrive a :

r—Uu

Blante) = 1 [ ok (S5 st = 2

_ /_ g - K () de

g(x — zh) = g(x) = hag/() + -+ ELEHIDOD 4 o(1¥) 0, € [, + 2h]

On utilise I'hypotheése (5), on trouve :

B(g(@)) = g(x) + (~1pnsd== " E <k>' g™(6.) dz

On arrive finalement a :

E(gn(x)) = g(z) + (—l)khk/ K (2)dz x + o(h*)

D’ou,

E(gn()) — g(z) = O(h*) en (p.co)

Pour (b) on a besoin du lemme suivant :



3.1 Le model de la régression : 23

Lemme 3.1.1 Soit A1, A, ...A,, des variable aléatoires centrées, indépendantes et de méme

loitelles qu’il existe deux réels positifs d et 6> vérifiant :
Ay <d
et
A? < 62
Pour tout € € ]0, %[ on a :

n |4
=1

P

S ne?
€ exp | ——

= p 152
pour appliquer ce lemme aux variables :

1 r— X1 z — X1
o (55 ()

|A] <

> o

car K et'’Y sont bornés

Var(A;) = E(A}) — (E(A))?

et
on a

E(A}) < E(i)
avec :

ou



3.1 Le model de la régression : 24

Posons le changement de variable : z =
1 [*

By =3 [ 6w —2h)fa - 0K (2) du

—00

Comme ¢ est bornée, et [ [’est aussi car continue sur K il existe une constante c telle que

on applique maintenant le lemme :

P|E(gn(2)) = gn(z)| > €] < 2exp (_nizh>

St on pose :
logn
nh

On arriwe finallement a :

n
P 11E(gn(2)) = gn(x)] > &0 gh ] < 2exp (—cgglogn)

2

< 2n—C£0

Il suffit de prendre g = /c pour obtenir une série de Rieman convérgente.

D’ou

E(gn(2)) — gn(z) = O ( l(;ghn) en (p.co)

Preuve. [Preuve de (2)]

fu(2) = f(2) = fu(z) = E(fu(2)) + E(fu(x)) = f(2)

On a deux parties :

¢’ est la partie de biais.



3.1 Le model de la régression : 25

c’est la partie dispertion .

Pour c¢ on suit les mémes démarches que a en posant Y = 1.Finallement on obtient :
E(fu(z)) — fu(x) = O(R®), k € Z en (p.co)

Pour (d) il suffit de reprendre les calculs précédents de (b) mais dans le cas particulier ou la

variable Y = 1l.on arrive a :

P |Epﬁxx»——ﬁxxn:>enwlji?]f;zexp(—ffémgn)

Enfin;

E@m»—nm=o< Tf)

U
Preuve. [Preuve de (3)] (3) & 3¢ >0,> 7, P(fn(z) <€) < oosi (3) est veérifié alors :
Je >0, P(fo(x) <e)—0
&3>0, P(fulz)) >e) =1 3 >0, fulx) >¢
i.e: fu(z) - 0 en (p.co) O

si

f(z)
alors
fulw) — () > 1)

Sp(|hor < L)) <o p (a0 - s < L) <
car fn — f en (p.co)
Donc,
P(1h@ =1 50) =1
alors
3 — @ > 0 pour que f,(z) - 0 en (p.co)



3.1 Le model de la régression :
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Des résultat précédentes on arrive a :

ro(z) — r(x) = O(hF) + O (



Chapitre 4

L’estimation non paramétrique de
larégression(Cas vectoriel) :

Soit le model de régression fonctionel suivant :

Ou;

Y; : la variable aléatoire a expliquer (réel).

X, : la variable aléatoire explicative a valeur sur R”
p un entier strictement positif.

g; : variable aléatoire centrée indépendante de X.

L’estimateur & noyau pour la fonction r est :

_ i YK ()

_ gnlw

)

rn(T)

N Y K ()

 fal2)

z e R?P

1 — xz — X1
- § VK
gn() nhp — ! ( h )

I <& — Xi
fn(x):mZK<$ . i

i=1
Hypotheéses :

Le model r est renforcé par les conditions :

1-r et f sont k fois continument dérivable autour de x.

)




L’estimation non parameétrique de larégression(Cas vectoriel) :
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x étant un point fixé de RP.

9.
f(z) >0
f est la densité de x.
3.
lim h =0
et
) nh?
lim =00

n—oco loglin
Ou h est le paramétre de lissage.

4- K est borné et intégrable et & support compact, pour tout p-uplet d’entier positifs

(1,72, .., 0p)

5- K vérifie :
T(iq, 02, ..y ip) :/ utt . K (ug...up)duy...du,
RP

Vie{l,...,p}ona:
Tk(j):/ ufK(ul...up)dul...dup
RP

et
0< |/tkK(t)dt| < +00

Nous dirons q’une fonction K de R? dans R est un noyau d’ordre k, k € N*, lorsque :
v<i1, ig, e Zp) c N*p, (Vj, ij < ]{Z) = (Tk(ll, ig, e Zp)) =0
V(iy,dg, ..., 1p) € NP, V5, Te(j) € R*

Y| <M < o0

Théoréme 4.0.2 Sous les hypothéses précédentes on arrive a :

ro(@) — r(2) = O(A*) + O ( lg§:> en (p.co)




L’estimation non parameétrique de larégression(Cas vectoriel) : 29

Preuve. [Preuve de théoréme] La preuve est trés similaire du celle du théoréme (3.1.1) en
nous contenant d’insister sur les parties de la démonstration pour lesquelles [’aspect multi-
dimentionnel. Dans cette prewve c désigne une constante, et [,, K(u)du = 1 et rf = g.Le

résultat final sera prouvé dés que seront vérifies les 5 prapriétés suivant :
Elgu(a)) — g(x) = OF) en (p.co) (e)
Bgu(a)) — glx) = O) en (p.co) (f)
E(gn(2)) — gal) = O ( m”) en (p.co) (g)

nhp

logn
nhp

E(fu(2)) = fa(x) = O ( ) en (p.co) (h)

Je > 0,Y " P(fu(z) <) <00 en (p.co) (i)

0= 5
Et
gulz) = #iw (‘"” 72“')
Et . ‘
1) = 1 K ()
On a:
Blaa) = B0K (25 )

En conditionant par rapport a X on arrive a :

Blanto) = 15 [ rtok () stagdnz = L

—00

E(ga(x)) = / " gla — h)K (2) dz

o9}

oo = 2h) = o) =S4y ST, (T i) [ 28| )4 o)

On utilise la condition (5), on trouve :

Blgn(e)) - g(x) = -3 [




L’estimation non parameétrique de larégression(Cas vectoriel) :

cect achéve la preuve.
E(ga(2)) — g(x) = O(R¥)

Pour montrer "f" on suit les mémes étapes que "e" on arrive a :

(=h" § [0’“9

B(falw)) = f@) = =37 | S5 @) + o

J=1

ceci achéve la preuve.

E(fu(x)) = f(z) = O(h")
Pour "f" on a besoin du lemme (3.1.1) :

st on applique ce lemme aux variables :

1 xz— X1 xz — X1
A =— YK — FEY.K
= (o (57) - (57))

car K et Y sont bornés Var(4;) = E(A?) — (E(A;))?*et E(A;) =0

on a

on applique maintenant le lemme :

P|E(gn(x)) = gn(x)] > £] < Zexp <_n€40hp)

8% On Pose :

on arrive finallement a :

on peut choisir £q > \/LE
D’ou le résultat.

Pour (h) il suffit de reprendre les calcul précédents de (g)

P

1
Elgn(x) = gn(z)| > €0 Zgn] < on b



Pour (i) il suffit de poser € = % pour que

fn#0 en (p.co)

Des résultats précédents on arrive a

nhp

() —r(z) = O(R*) + O ( logn> en (p.co)



L’estimation non parameétrique de larégression(Cas vectoriel) : 32

CONCLUSION

D’aprés notre mémoire on a conclut que la fonction de répartition est la base de I’estimation
fonctionnelle

On a montrer I'estimation de la régression en un point comme étant un rapport de densités

fetg.
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