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INTRODUCTION

Soit T" une contraction dans un espace de Hilbert H. On appelle fonction carac-
téristique de 7', la fonction fr(z), définie pour |z| < 1 et dont les valeurs sont des

opérateurs linéaires de Dr = (I — T*T)% H dans Dps = (I — TT*)% H :

Op(2) = —T + 2 (I3 — TT*)? (Iyy — 2T%) " (Iny — T*T)% . (1)

La formule 1 fut trouvée par B. Sz. Nagy et C. Foias [15, 16] a travers l’analyse
harmonique des dilatations unitaires des contractions complétement non unitaires.
Cela, leurs a en outre permis de construire le modele fonctionnel, clairement dé-
pendant uniquement de 07(z). Dans le cas des contractions de la classe Cy ou
Co., ce modele fut obtenu par les américains Helson [14], Rota [22], Rovnyak [23].
Il est cependant utile de noter que la notion de fonction caractéristique posséde
des origines plus anciennes. En effet, cette notion apparait déja en 1946 dans les
travaux de M. C. Livshits [17], [18], et puis dans les travaux de V. T. polyatskii
(1959) [20] pour les opérateurs (non nécessairement des contractions), vérifiant la
condition : dim (I — T*T) H=dim (Iy — TT*) H< +o0. Dans ces cas, des modeéles
concrets furent construits & 1’aide des opérateurs de Volterra et des opérateurs de
multiplication par les fonctions non décroissantes. Ces modéles trouvérent des appli-
cations concretes dans la théorie corrélationnaire de certaines classes de suites non
stationnaires dans les espaces de Hilbert voir cite [4] et [25]. Plus tard [10], La notion
de fonction caractéristique connut un nouveau développement gréace a la théorie des
colligations unitaires.

Pour les multicontractions c’est a dire les n—uplets T = (14,75, ....T},) vérifiant la

condition E Ty T < I ou de maniere équivalente, :
k=1

[ Tyhy + Tohy + oo 4+ Ty || 7n < Ball7, 4+ Nh2ll5, + oo 4 |l

pour tout (hq, ha, ...., hy,) € H™, les premiers résultats remontent aux travaux de A.
E. Frazho [13] et G. Popescu [21] dans le cas non commutatif. Pour le cas commutatif
(LT, = T;7; V1 <i,j < mn), les résultats fondateurs dont I’étude des multicon-
tractions sont dus & W. Arveson [2]. Parmi ces résultats, on citera essentiellement le
théoréme suivant : qui fut a la base de la construction des modeéles fonctionnels|7, 8] :

théoréme 0.1 Soit T = (11, Ts, ...., T,,) une n-contraction commutative définie dans
l’espace de Hilbert H. Il existe alors un unique opérateur
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Ly : H?2 @ Dy« — H tel que pour tout polynome p € C [z, ..., 2, et x € Drp-

Ly (p®x) =p(T) Dr- (). (2)

Ce résultat est a la base de la construction des modeéles fonctionnels pour les n-
contractions commutatives pure (voir 2.3, chapitre 2 de la présente thése) et com-
plétement non coisométriques [7].

Pour les multicontractions commutatives, la fonction caractéristique est définie
par [§] :

O0p(2) = —T + (I — TT*)? (Iy — ZT*) 2 Z (I — T*T)? , (3)

ol z = (21, 29, ....2,) € B™ - boule unité de C", Z est 'opérateur défini de H™ dans
H par Z (hy, ha, ....h,) = z1hy + 20ho + ... + z,h,,. Dans le cas n = 1, on retrouve la
définition de fonction caractéristique au sens de [19)].

Depuis sa découverte, la fonction caractéristique a constitué ’outil fondamental dans
I’étude des opérateurs, en remplacement de la résolvante dans l'efficacité se limite
aux opérateurs normaux ou a spectre constitué de parties compactes. Dans le cas
d’une contraction, elle fut entre autres utilisée pour [19] :

1. La construction des modeéles fonctionnels de certaines classes de contractions,

2. La caractérisation des différentes parties du spectre et ce en termes de fonction
caractéristique seulement,

3. La construction des fonctions caractéristiques ainsi que des modeéles fonction-
nels pour les opérateurs dissipatifs et ce grace a la transformée de Cayley.

La présente thése se propose d’étendre au cas multidimensionnel les raisonne-
ments appliqués et les résultats obtenus dans les points 2 et 3. Elle se compose
d’une introduction et de quatre chapitres. Dans le premier chapitre, on rappelle les
propriétés du produit tensoriel d’espaces de Hilbert et d’opérateurs linéaires. On
rappelle aussi la construction de I’espace de Hardy - Areson. Le deuxiéme chapitre
est consacré au rappel des principaux résultats relatifs aux n -contractions commu-
tatives pures et complétement non coisométriques.

définition 0.1 Une n -contraction commutative T = (11, T3, ....T,,) est dite pure si
la suite I, = Pp (I;) > P2 (Ip) > ... > PL(I) > ... > 0, ZT,Q(T*)

converge vers 1’ opemteur nul dans H au sens de la topologie forte. D’apreés [8], ceci
est équivalent a :

To.= s Lim T,,.. T, T, T TS T} = 0. (4)
g—toeo 11,82,.00y0g=1 !

Le symbol s. désigne la convergence au sens de la topologie forte. Dans le cas n = 1,
cela signifie que la contraction 7' € C'.

définition 0.2 La n -contraction commutative T = (T, Ts,....T;,) est dite compleé-
tement non coisométrique (cnc) si : ker (Iyy — T,) = 0.



Remarque 0.1 La compléte non coisométrie, signifie qu’il n’existe dans H aucun
sous-espace 1mvariant pour tous les T et dans lequel chaque T} induit un opérateur

1sométrique. Par ailleurs, toute n -contraction commutative pure est cnc.

définition 0.3 Deux n -contractions commutatives T = (11,T5,...T,) et T' =
(11, Ty,....T)) définies dans H et H' respectivement, sont dites unitairement équi-
valentes s’il existe un opérateur unitaire U de H dans H' tel que : T; = U~'T]U
pour tout 1 <1 < n.

T. Bhattacharyya, J. Eschmeier, J. Sarkar établirent dans [8] que toute n -
contraction commutative pure est unitairement équivalente & son modeéle fonction-
nel. Le méme résultat fut étendu par C. Benhida, D. Timotin au cas c.n.c. [7]. On
a le résultat fondamental suivant [7, 8], montre que dans le cas des n -contractions
commutatives pures, la fonction caractéristique est un invariant unitaire :

théoréme 0.2 Deuz n -contractions commutatives pures T = (T1,Ts,....T,) et
R = (Ry, Ry, ....R,,) sont unitairement équivalentes si et seulement si, leurs fonctions
caractéristiques Or(z) et Or(z) coincident. C’est & dire qu’ il existe deuzr opérateurs
unitaires I' : Dy — Dy et Iy : Dy« — Dp« tels que I',07 = OgI.

Dans le troisiéme chapitre, on donne une caractérisation du spectre de Taylor
de la n -contraction commutative a 1’aide de 'opérateur Ly en premier lieu, puis en
termes de la fonction caractéristique en second lieu. On étudie aussi le comprtement
de ce spectre sous ’action des automorphismes involutifs de B".

Dans le quatriéme et dernier chapitre, on introduit les concepts de n -uplet
dissipatif et sa transformée de Cayley. Ainsi, et suivant le méme schéma adopté
dans [19] pour le cas d’un seul opérateur, on construit le modele fonctionnel associé
et on établit son équivalence unitaire avec le n -uplet dissipatif de départ. On définit
aussi la fonction caractéristique et on montre que comme dans le cas contractif, c’est
un invariant unitaire. Il est a noter que dans le cas n = 1 , on retrouve les résultats
de [19].

Notons enfin que les résultats du chapitre trois, ont fait ’objet d’un article publié
dans la revue Quaestiones Mathematicae [6].



Chapitre 1
DEFINITIONS GENERALES

Dans ce chapitre, nous exposons les principaux concepts nécessaires a la compré-
hension de la suite du présent travail. Nous indiquerons & chaque fois qu’il le faut
les références bibliographiques correspondantes.

1.1 Produit Tensoriel d’Espaces de Hilbert

Soit (H;);_,une famille d’espaces de Hilbert. On désigne par (.,.), le produit
scalaire dans H;. Onnote h1®...Qh, : H1®....®H,, — C la forme multilinéaire
définie par

(hy @ oo ® hy) Wy oo 1) = (B, BG)y s (B L), (1.1)

On vérifie facilement les résultats suivants :

1. hh ® ... ®Rh, =0 <= Il <i<n:h; =0;(0; le vecteur nul de H;, 0 la
forme zéro)

2.VAeC etVli<i<n

= h® ... ® (Ah;) & ...... ® hy, (1.2)
hi® ... ® (Ahy),
3. Vli<i<n
h®..@(h; + h)®..Qh", = (M ® ... ®h; @ ... @ hp)+ (M1 @ ... @ N, @ ... @ x,)

(1.3)

Soit £ I'espace vectoriel engendré par ces formes. On définit un produit scalaire
sur £ par

(M1 @ oo @ hyy By @ o @ By ) = [ (hay ) - (1.4)

=1



définition 1.1 Le complété de £, noté H, ®
des espaces Hi, Ha,..., Hy.

...... ® H,, est appelé produit tensoriel

N\ oo
Proposition 1.1 Soit <e,(;,)>k une base Hilbertienne de l’espace H; c’est-a-dire :
i -1

i

1. <e,(f), ey)> = 0; (symbole de Kronecker)

2. Yh; € H;,
+o0 ] ]
h; = Z <hi, e,(;_)>'e,(;), 1<i<n. (1.5)
ki=1 !

+o0
Il = > |(hs
k=1

+o0
Alors la famille (eg) R ...... ® e,(;?)
de 'espace H; @ ...... @M, -

(1)

i < 00. (1.6)

o))

2]

+oo
Preuve. Il faut montrer que (ekl ® e ® e, ) est un systéme orthonormé

777777 n=1

complet de H1 ® ...... ® H,,. Pour tout élément h11® e ®hpde H1®..... R Hn,

on a :

+oo
M®..0h, = (Z <hi,e,gll>>le,gll>>®h2®....®hn

k1=1
400
- <h1,e§j) 1 <e,(j) Rhy®....® hn)
k1=1
400
= Z <h1, e,(cl)
k=1 ko=1
+oo +o00o
o0 +o0
= > () 3 (el
k=1 ko=1
+oo +o0o
= <h1, e,(:l)
k=1 ko=1

(2) n) 1 2 n)
P, >2 <h2, e,(fn >n (egﬂ) ® e,(w) ® .. ® eén )

2 n 1 2 n
1 <h2, e,g;>2 Y <hn, 62,3>n (e,gl) 2e?®..® e,gn>>



D’autre part,

+o0

> [(el?) [ el2)

2 2
(n)
, ...‘<hn,ekn .
k17k27--7kn:1

+oo @ 9 “+oo @ 2 +oo ) 9
= (el 3 (a2, 5 ek,
kn=1

k1=1 ko=1

<+oo (1.7

]
Exemple 1.1 COH ~H et C"® C™ ~ C"™.
Exemple 1.2 Soit E= C% d = 1,2, ..., muni du produit scalaire usuel

™
£
S|

I
M=

ZiWi; z2 = (217 "'7Zd)> w = (wla "'awd)' (18)
i=1
Posons
E® =C, E"=E®FE®..QFE ,n>1 (1.9)
n},()is

Soit maintenant E" le produit tensoriel symétrique de n copies de E, caractérisé
comme suit :

W=w QW R ... 0w, € E" = W= Wr1)@Wr(2)®D..... QWr(n). T € Sy. (1.10)

S, désigne le groupe symétrique de I'ensemble {1,2,....,n}, il est clair que E*
est un sous-espace de E®". De plus d’apres [2], on a

1
B = {ﬁ Z Ws(1) @ Ws(2) @ ... @ Ws(ny : w; € B} (1.11)
" 5eSy

Désignons par P, . ., l'algebre complexe des polynome en z = (z1, ..., zq) € B4
ou

B = {z = (21,...,24) € C*: ||2]| < 1},

Avec
121 = |21 + |22 + ... + |2d) .

Tout élément f de P, . ., admet la représentation

d

f(2) = fo(2) + fi(2) + fa(2) + ... + fu(2), (1.12)
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ou fx(z) (k € {1,2,....,n}) est un polynome homogene de degré k et fy(z) est le
polynome constant. D’autre part, pour tout k = 0,1,...,n et tout z = (z1, ..., 2q) €
B,

d
fk<z) = E , iy jig,... i Fir Rig - %y,
11,82, ,0 =1
d
= E : iy ig,... ik <Z> €i1>E <Za €i2>E <27 eik>E
11,82, ,0 =1
d
_ k
- iy yig,... ig, <Z » €iq ® Cig--- ® 6ik>E®n

11,82, ,0 =1

d
_ — k_
— (2" iy i Cin @ i @ €3) o, AVEC 2" =20 2® .. 2
—_—
11,02,..,0=1 k fois

Soit P, I'orthoprojecteur de E®* sur E*. En posant
d

£ = Z Pe (@iy ig,.minCin @ €iy... @ €;,) tout élément de P admet la repré-

01i2yeyip=1
sentation suivante

k=n
k=0

avec

k=n
2 2
A =D 6kl
k=0

Remarque 1.1 La représentation (1.13) a été obtenue d’une autre maniére par
William Arveson en utilisant le lemme de Riesz.[2]. L’espace (P, |.||5) n’est pas
complet. En effet, choisissons une suite f, dans P telle que f, soit de Chauchy
mais non convergente dans P.

Soit maintant

k=n
Z k_l (21,...,2q) € B (1.14)
k=0

Remarquons tout d’abord que

k=n ek k=n ek
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Il est clair que f,, est de Chauchy, pour tous m et n tels que m < n, on a

o= Flli= D &l Te = >

k=n+1 k=n+1

2 m
k 1

-

Z1
M gr
E k=n-+1

D’autre part, pour tout z = (21, ..., 24) € B? fixé, on a

A fa(z) = nirﬁooz ! Z p = exp(z).

Or cette limite n’est pas un élément de P[Z1,...,z 4 D ot I'incomplétude de ’espace
(B [l-1p) -

Dans ce cas on peut définir le complété de l'espace (P, ||.||») appelé espace de
Hardy-Arveson noté H3 [2].

H3 ={f(2) Z<z Ex) g Znéknm +oo,6, € E"}, F=z®..@z (115)

k—fois
Le produit scalaire correspondant & 1'espace H3 est le suivant
+oo +oo +o0
k=0 k=0 4 k=0

La norme associée a ce produit scalaire sera désignée par ||.||,. Elle est donnée
par la relation

111G = Z €kl - (1.17)

1.2 Produit Tensoriel d’applications Lineaires
Soient X, Y;, Z;, i = {1,2} des espaces de Hilbert.

définition 1.2 Soient A: X; — Y; et B : Xy — Y5, deux applications linéaires
Le produit tensoriel de A par B est l’application :

r1 Q Ty — A®B(ZL‘1®I2):A(ZE1)®B(IQ)

Il est clair que A® B est une application bilinéaire. Dans le cas de n-applications,
on obtient une application n-linéaire.

Proposition 1.2 Soient A : X1 — Y,, B : X — Y5, C : Z; — X4, D :
Zy — Xso. Alors,
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1. A®B)o(C®D)=(Ao(C)® (BoD).
2. (A® B)*=A*® B*.
3. Si A et B sont inversibles alors, A® B est aussi inversible et on a, (A ® B) ™" =
A'@ BT
Preuve. 1.50it 21 ® 20 € Z1 ® Z,
(A®B)o(COD) (@) = (A48 B)(C(0)eD(w)

= AC (z1) ® BD (z2)
= AoC(21)® BoD ()

= (Ao(C)® (BoD)(r1® x) (1.19)
2.Soient TR x9 € X1 ® XQ, Y1 @ Ya € Y| ® }/27
(A® B) (11 @ 22) ,41 ® 1) = (A(21) ® B(22), 41 ® y2)

= (A(71),y1)g (B (22),42) g
= (z1, A%(y1)) (z2, B" (y2)) (1.20)
= (21 ® 12, A"(y1) ® B* (12))

= (11 ® 29, A" ® B* (11 ® 12))
3.0n a,
(A@B)o (A'®@B™') = (AocA™)®@(BoB™) (1.21)
= [a®Ip = lags.

1.3 Noyau Reproduisant

Les définitions et résultats de cette partie peuvent étre retrouvées dans [1].

définition 1.3 Soit H un espace de Hilbert dont les éléments sont des fonctions
définies sur un ensemble non vide X. On appelle noyau reproduisant de H toute
fonction k(x,y) a deuz variables x ety dans X et vérifiant les conditions :

a) Pour tout y fixé dans X , la fonction k, (.) : © — k(x,y) est un élément de
H,
b) Pour tous f € Hetye X , ona

f) = (O RCY))g - (1.22)
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Proposition 1.3 Soit X un ensemble arbitraire et H un espace de Hilbert de fonc-
tions a valeurs complexes sur X. Alors, H est un espace de Hilbert a noyau repro-
duisant st pour tout x dans X, la forme linéaire

L, : f— f(z) est continue

Preuve. voir[l] m

D’apres le théoréme de représentation de Riesz, cela implique que pour
tout x dans X, il existe un unique élément k, avec la propriété que :

f@)=(f k) ,VfeH (1.23)
Posons
k(z,y) = ky (z), (1.24)
alors,
k(x,y) = (ky, ke - (1.25)
En particulier,
k(x,z) = (kg ky) > 0,Vo € X, (1.26)
avec
kr =0 <= (f(x)=(f,0)=0),Vfe H (1.27)

Exemple 1.1 A titre d’exemple, nous allons maintenant definir le noyau repro-
duisant de l'espace H? espace de Hardy-Harveson :

“+o0o +oo
Hi = {f(z) = Y (" G = ) Ikl (00, ¢ € B} (1.28)
k=0 k=0

D’apres les résultats de William Arveson [2] Uespace H? peut étre identifié a I’espace
symétrique de Fock sur E ,

F. (E)=E'0FE'o® ...

Considérons I'application J définie de H3 dans F, par :

J(f) = (Cos €15 Cas 1) (1.29)
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La suite (g, (q, (o, ....est appelée suite des coéfficients de Taylor de la fonction f. I
est clair que J est une application anti-unitaire. Soit = € B?, définissons maintenant
I’application

d 1
K, : B"—Cz+— K, (2) = —F———
1- <Z, x>E

d

(z,x)p = Zzzx_z avec z = (21, 22y vy 20), T = (T1,T2, ..., Tq) (1.30)
i=1

On a alors,

1. K, € H? pour tout z € B .
2. Pour tous x, z dans B? . (Ko, K)y= 7

1—(z,z)

3. f(2) =) (M) €HF = f(2) =({f.K.),.

En effet,

1. pour z,z € B%, on a:

K.(2) = T é,@E = Z ((z,2) ) = Z (F,2") € H]

re€E= J(K,) = (1,2,2%..) € F,

Par conséquent, pour z,z € B¢, on a :

(Ko, K2)y = (J(KL), J(K2)) 5

Ry N 1
= ;(@,@E) 1),
3. Puisque,
J(K.) = (1,22%..) et J(f) = (o, (s Coyoonn),
alors,

k

+oo
(F KDy = (T, T (g, =Y (M G) = f2):
k=0

Il en résulte de tout ce qui précéde que la fonction,
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K : B*xB'—C

(x,2) — K(z,2) = !

est le le nouyau reproduisant de I'espace H3.

1—(z,2)p

(1.31)



Chapitre 2

N-UPLETS CONTRACTIFS
D’OPERATEURES

2.1 Introduction

définition 2.1 Soit {T'}!_, une famille de contractions deux o deux commutantes
et définies dans un méme espace de Hilbert H. Le n-uplet T = (11, T3, ....T,,) est dit
n-contraction commutative si ¥(hy, ha, ...., h,) € H™ :

| Tyhy + Tohg + oo A Tl 3en < Pall5, + halla, + oo+ hall . (221)

Ceci est équivalent a la condition :

Y LIy <1 (2.2)
k=1

Autrement dit, ’application

T:H"—H ) T(hl,h27....7hn) :T1h1+T2h2++Tnhn (23)

est une contraction.
Dans le cas n = 1, en retrouve la notion usuelle de contraction.

définition 2.2 La n-contraction commutative T = (1y,....,T,,) est dite :

1. pure si la suite décroissante :
Iy > Pr(Iy) > PA(Iy) > ... > P2 (Iy) > ... > 0, converge fortement vers
Iopérateur nul de H. En d’autres termes,.

n
Tw= 5.  Lm Y T, .T,0,TT,.T; =0
g—+o0 1 2 q
11,825+, 'L‘q:1

2.completement non coisométrique (cnc) si ker (I — Tw) = {0}.

16
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Remarque 2.1 La compléte non coisométrie, signifie qu’il n’existe aucun sous
espace de H, invariant pour tout les T} et dans lequel chacun des T}, induit un
opérateur isométrique. Notons aussi que toute n-contraction commutative pure, est
complétement non coisométrique.

2.2 Fonction Caractéristique d’une n-Contraction
Commutative

définition 2.3 Soit T = (11,1, ....T,)) une n-contraction commutative définie
dans [’espace de Hilbert 'H, les opérateurs :

Dpo= (I —TT%)? = (I~ Y TI})?
i=1
et
Dy = (Ipn — T*T)% = ((0s5 — E*Y})ijl)%, (0;; — symbole de Kronecker)

sont appelés opérateurs de défaut de la n-contraction commutative T'. Les fer-
metures respectives des rangs de ces operateurs Dps = Dp<H et Dy = DyH™ sont
appelés espaces de défaut de la mn-contraction T. Comme dans le cas d’une seul
contraction, on a le résultat suivant [8] :

Proposition 2.1 Pour toute n-contraction commutative T définie dans l’espace de
Hilbert 'H, on a :

TDy = DpT . T*Dp. = DyT* (2.4)

définition 2.4 Soit T = (13,15, ....,T,) une n- contraction commutative. On ap-
pelle fonction caractéristique de T la fonction 01 définie de B™ dans L(Dr, Dr+)
par

Or(z = (21, 295 ....2)) = =T + Dp-(Ig — ZT*) ' Z Dy, (2.5)

avec
Z Hn — H, Z(hl, hg, hn> = Zlhl + Zghg + ...+ Znhn,
et
7" H— H", Z*(h) = (Zih1, z5ha, ..., Zphy).
1l est clair que lopérateur Z est une contraction et que

n

27 =Y |ul* In. (2.6)

=1

Dans le cas n = 1, on retrouve la notion usuelle de fonction caractéristique au sens
de B. Sz. Nagy et C. Foias [19]. Toujours selon [19], on a
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Proposition 2.2 Soit T = (11, Ts, ....,T,) est une n-contraction commutative défi-
nie dans ’espace de Hilbert H . Alors,

Iy — 0p(w)(0r(2)* = (1 =W Z*)Dpe (I —WT*) Iy — TZ*) *Dpe, V2, w € B™.
(2.7)

Preuve. On a par définition, O7(w) = =T + Dp«(Iy — WT*)"'W Dz et
(0r(2))" = —=T* + Dy Z*(Iy — TZ*) "' Dp~. Par conséquent,

Ig —0p(w)(0r(2))* = Ig— (=T + Dp(Iz — WT*)'WDy)
X(=T* + Dy Z*(Iy — TZ*) ' Dp-)

= (Ig =TT+ T(Dr Z*(Iy — TZ*) "' Dy~
+Dps(Iyg — WT*) "W Dy T*
~Dpe(Iy —WT*)""WD2 Z*(Iy — TZ*) "' Dy

= D2.+DpTZ*(Iy —TZ*) ' Dy
+Dps (I — WT*)*WT* Do
~Dpe(Iyy — WT*) " "WD3 Z*(Iy — TZ*) ' Dy
X Dpe(Iyy —WT*) Iy —WT*(Iyg — TZ¥)
+(Ig —WTHTZ* + WT*(Iy — TZ")
—WZ*+WT*TZ* Y1y — TZ*) ' Dy

— Dpe(lyg —WT*) Iy —TZ* —WT* + WIT*TZ* +TZ* — WT*TZ*
—WZ* + WT*TZ*}(Iyy — TZ*)" Dy

= DIy —WT* Y1 -WZ*YIy — TZ*) ' Dy

= (1=-WZ)Dp(Iyg — WT*) ™Iy — TZ*) ' Dr-

Proposition 2.3 L’application My, définie de H> ® Dr dans H? @ Dr« par

My, (f()®2) = f()®0r()z, (€ Dr) (2.8)

est une contraction bilinéaire [8].

Preuve. En effet
1£() @ b7 ()zl| = [l F I 16 ( )] (2.9)

Or 0r(.) est contractive
16 ()]] < ]| (2.10)
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Il en résulte
[FON @ 0Ozl < [FOI ]l (2.11)

Par conséquent My, est une contraction. La bilinéarité de cette application découle
des propriétés de bilinéarité du produit tensoriel. m

définition 2.5 Deux n-contractions T = (11,73, ....,T,,) et R = (Ry, Ry, ..., R,)
définies respectivement dans H et K sont dites unitairement equivalentes s’il existe
un opérateur unitaire U : H — K tel que

T,=U'RU , Yi=1,2,..,n (2.12)

définition 2.6 [8/Soient T = (11,15, ....,T,,) et R = (R, Rs,...., R,) deux n-
contractions définies respectivement dans H et K. On dit que leurs fonctions carac-
téristiques Or et Or coincident s’il existe deux opérateurs unitaires I' : Dy — Dpg
et I'y : Dy« — Dpg- tels que :

.07 = 0xT. (2.13)

théoréme 2.1 [9] Deux n-contractions pures sont unitairement équivalentes si et
seulement si leur fonctions caractéristiques coincident.

2.3 Modéle Fonctionnel

Considérons 'espace de Hilbert

2
H? (&) = {f(z) =Y acOB &) aelet |fIIP=)] fael” oo}
keNn kenn Tk

(2.14)
ou O (B",£), est la classe de toutes les fonctions analytiques définies sur B" a
valeur dans & , 2% = 2. 2f ~p = (ky + ... + kp)! /K1l k,!. D’aprés [8],le noyau
reproduisant de cet espace est : (1— < z,w >)71 I¢. IL est isomorphe a 'espace
H?(C) ® &. De plus, il coincide avec 1'espace usuel de Hadry dans le cas ou & =C

et n=1.

définition 2.7 Soit z = (z1,...,2,) € B". La n-contraction commutative My =
(M,,,..., M) telle que

M., : H; (C) — H; (C), f(2) = zif(2)

est appellée n-shift. De plus, elle est pure [9].

Soit T'= (T4, Ts, ..., T,)) une n-contraction définie dans H.
On a les deux résultats suivants, dus & W. Arveson [2]
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théoréme 2.2 Soit T' = (11,713, ....,T,)) une n-contraction commutative définie
dans l’espace de Hilbert H. Il existe alors un unique opérateur

Ly : H?> ® Dy« — H tel que pour tout polynéme p € C|zy,...,2,] et tout
T € DT*7

Lr(p®x)=p(T) Dy~ (x) (2.15)
L’opérateur adjoint L* : H — H? ® Dy« est défini par la formule,
(Lrh)(2) = Dy« (Iyy — 2T*) " 'h. (2.16)
Considérons maintenant 1’espace :
H = (H?® Dr )& My, (H? ® Dp+ ) (2.17)
et I'opérateur
M, ®Ip,. : H:@Dp — H2@Drp . (2.18)

for — (M ®@Ip. ) (f(2)®2) = zf(z) @

Selon [2] L operateur L satisfait les résultats suivants :

1.
LrLy 4+ Ty = Iy (2.19)

2.
L;}LT + M@TMéT = IH,%((C)@DT* (2.20)

3. Pour tout 1 <17 <mn,
TiLr = Ly (M., ® Ip,. ) (2.21)
Ainsi donc,

Proposition 2.4 Soit T = (11, Ts, ...., T,,) une n-contraction commutative. Alors T

est pure st et seulement si L* est isometrique.
Preuve. voir [2,7,9] =
Gréce au travaux de T. Bhattacharyya, J. Eschmeier et J. Sarkar [9] et

Chafiq Benhida et Dan Timotin [7], on a les résultats fondamentaux suivants :

théoréme 2.3 : Toute n-contraction commutative et pure T = (11, Ts, ..., T,)
définie dans H est unitairement équivalente a la n-contraction 11 définie dans lespace
H comme suit :

1= (1,1, .., IL,), Iy = Pg(M., ® Ip,. )|z, k=1,2,...,n (2.22)

ou Py est lorthoprojecteur de H2 (C) ® Dy- sur M. L’espace M est appelé I'espace
fonctionnel et IT = (11, Iy, ..., IT,), le modeéle fonctionnel.
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Proposition 2.5 SiT est pure,alors T est unitairement équivalent a la n-contraction}
My = (M,,,....,M,)) si et seulement si O = 0.

Preuve. voir [2,7,9] =
Exemple 2.1 Soit A : H — H une contraction. Considérons le 2-uplet T' = (A, 0)
1) On a, Iy — TT* = I;; — AA* d’ou T est contractif.

2)D’apres (2.5) Les opérateurs et les espaces de défaut de T sont :
a)
Dy = (I — AA")"?; Dp. = Dy
b)
Doy —
’ 0 Iy
Dr = DyD {H}

(Iy — AADY? 0 }: |:DA 0 } .

3) La fonction caractéristique du 2-uplet 7" est :
V(a,b) € B?

0r(a,b) = [~T+ Dy-(Iy —aT*)™ (a,b) Dr ]| p,

= (= 4,0) + (Iy = AA) (Iy = aT*) " (a(Iy = A°A) 0)] | o,

4) D’apres (2.19) Vopérateur L} est défini comme suit :

Li © H — He® Dy (2.25)
v — Li(x)(21,22) = Dp-(Iyy — 214%) 7 ()

d’ou
Ly(x)(21,22) = Das(Iyy —2A") " (x)

= Dy (Z M (A*)m) (z)

n1=0

= Y 4D (A" ()

n1=0

— Z D g (A*)™ ()21

n1=0

- Z an(7)2", 2 = (21,22), n = (n1,n2) (2.26)

neN2
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avec

Il s’ensuit que,

I3 @) =

Donc

T est coisométrique

D’autre part

_ Da (A" (2)  (sing=0)
an(T) = { 0 (siny#0)
> ety o)
neN?2
> 1Da (A)™ ()]
D (Das (A)™ (), Dav (AM)™ ()
+oo
Z (A D3, (A" (), ),
+o0o
D (A" (I — AAT) (A)™ (x), 2),,
+oo
Z <An1 (A* n1 Z <An1+1 A* n1+1 )75C>H
> [(A™ (@), A™ (2))y — (A™HH (), A (), ]
oI [(A™ (), A" (2))y — (A (), AT (1)), ]
||| — . (AP ()] (2.27)
= ||Li@)|* = [|lz| (2.28)
= |lz|*- o (AP (2)])* = |||
= lim I(A*)? (z)]|* = 0
Iy —Tx)r = 0= ((Ug—Tx)z,2);,=0
= <LTL}(x),x>H
= ||Lp@)]*=0 (2.29)
= \|96H2=Z,£,rlf+1(>c>H(A*)”(ff)H2
= ||w||:p£rgoo||(z4*)”(f6)ll

En résume :
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1)
T est pure < lirJr: (A" (z)|| =0, Ve e H
p—+00
2)
T cne <~ 1112 (AP ()| = |||l - (2.30)
p—+00

Exemple 2.2 Soient a et b deux nombres complexes tels que :]a|2 + ]b\g <1.

Considérons dans H le 2—uplet,

T(x,y) = ax + by.

Dans ce cas, on a
1)

/ 0 i o> + b7 =1

2) Dy admet la représentation matricielle suivante :
_ 1/2
1— |al’) —ab
Dy = ( - 2.32
R L 23

3) La fonction caractéristique du 2-uplet T est :

—T+ (1= af? = b)) (Iy — 218 — 220) (21141, 22.111)
Or(z1,22) = 1-laP) —ab 17 | Dy
Ry
(2.33)
4)L’opérateur L} est défini comme suit :

Ly : H — Hy®Dr
x — Lp(x)(21,22) = D= (1 — 213 — 29b) ! (2) (2.34)

d’ou

Ly(@)(e, ) = (1= = p)"" (1 = 20— 25) ' (x)

Jr
= (1- la|® — |b| 1/2 (Z 214 + 22b) )
0

on1/2

hriloo fo(2)x (2.35)

= (1~ la*~[b]")
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ou ,
fo(2) = (za+ 220)" . (2.36)
n=0
D’apres (2.15) et (2.16) on a,
* 2 212 .
Lili(e) = (1= laf* = )" Tim f,(T)Dr-(2) (2.37)

P
= (1 - |CL|2 _ |b|2)1/2p£¥£ooz (|a|2 + |b|2)n (1 . ]a|2 . |b|2)1/2x
n=0

(1= laP =)
(1= lal" = bP)

Alors
LyL} = Iy c-a-d T est pure.

Dans le cas |a|* + [b]* =1 :

DT* == 0
d’ou
Li(z)=0

Par conséquent,
I -To=LyL;=0

Donc
T n’est ni pure ni cnc.

Soient f et g deux fonctions de L?[0,1] = H. On soppose que f(z).g(z) =0 p.p
2 2
sur(0, 1] .et || £ + [lg” < 1.
Considérons dans H le 2—uplet,

T = (Tf> Tg)
Avec

{nnmmﬁﬁﬁmuamnﬂmmﬁme

h— To(h) = fh h— Ty(h) = g.h (2.38)

Alors,
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On a,
TT*h = (Ty,T,) (Tf)h
I3
ff.h+gg.h
= (/7 +19) h
Ainsi

Dy = (I — (12 +191%)""

L’opérateur Dr est défini comme suit :

1 . 1
Dr = (Inpn — T*T)2 = ((6;; — T T})? )é, (Ty =Ty, Ty =T,)

i 43)ij=1
Par conséquent,

1)

D, — { (1 —Olf\g) ’ _0|g|2) }1/2, (f@) 9z =0) (2.39)

_ [(1—|f|2>”2 0 )1/2].

0 (1—|g”

Avec l'espace de défaut Dr = Dr, ® Dr,,.

2)La fonction caractéristique du 2-uplet 7" est :

T+ (1—|f]” - |g|2)1/2 (In — z1.f — 229) Y (2111, 20.151)
(9T(21722) = y (1 . |f|2)1/2 0 ] ’ -
1/2
0 (1—1gP)"

3)L’opérateur L. est défini comme suit :

Ly H — Hy @ Dy«
v — Li(z)(21,22) = Dpe(1 — 21.f — 209) () (2.40)
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Donc
Li(2)(21,22) = (1 |fP - ”22 (1] + 2:9)"
=0
= (1= 1P ~1gl )”2 dmfy()a
ou »
fp(2) = Z (21?+ Zz?)n-
n=0
Lrli(a) = (1= |f=1gF)"" lim f£(I)Dr(2)
= (=P =)™ tm TP+ o) (1= 1A= 19P) e
n=0
= (=P =1gP) " =17 = 1gP)"" Hm (1P +lgP)"
_ . n=0
Alors
LyLi =1y

Par conséquent

To =1y — LyL3 =0 =T est pure.



Chapitre 3

SPECTRE DE TAYLOR D’UNE
N-CONTRACTION
COMMUTATIVE

3.1 Introduction

La fonction Caractéristique et 'opérateur Ly définis dans le chapitre précédent
jouent un role fondamental dans I’étude des n-contractions commutative pure et
cne [2, 7, 8, 9]. Ils sont utilisés dans la construction des modeles fonctionnels comme
dans le cas d’une contraction [19]. Nous allons dans ce chapitre, voir comment ils
peuvent aussi étre utilisés dans la caractérisation du spectre de Taylor. Pour cela,
nous commengons par définir la chaine K(7T,H) appelée complexe de Koszul
associée a la n-contractions commutative 7', ensuite nous caractérisons le spectre
de taylor d’une n-contractions commutative pure et cnc en utilisant uniquement la
fonction caractéristique et 'opérateur L. Dans la deuxieme section nous étudions le
comportement du spectre de Taylor sous I'action des automorphismes involutifs dans
B". Commencons ce chapitre par le rappel de certaines des propriétés de I'opérateur
Lr[2,7,8, 9]

théoréme 3.1 Si T = (11,T5,...,T,,) est une n-contraction commutative définie
dans [’espace de Hilbert 'H alors,

1. L’operateur L% est defini de H dans H? (Dr+) par la formule suivante,

L3 (2) (5) = Do (I — 27 (1) = 3 0 (DT ) 5, (31)
keNn
ou,
k= (ki,....kn), 2P =2

2. Les operateurs Ly et Lk vérifient les relations suivantes :
LTO(Mzi®[DT*> :EOLT; (Z: 1,...,77,) (32)

(M ®Ip,.) oLy = Ly o T7, (i=1,..,n) (3.3)

27
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LTL}—FTOO :If)-(, (Z: 1,,71), (34)
LrLr + Mo, Mg, = Inzc)op,-
avec M, (f) = z;f et comme précédemment,

n

T = s.LJirm T,.. T, T, 1T} T, .. T; . (3.6)
p—+o0 P
i1,i2y0eyip=1

3.2 Spectre de Taylor

définition 3.1 Soit H un espace de Hilbert. L’algébre extérieure A,, (H) a n géné-
rateurs ey, e, ..., e, munie d’une unité eg = 1 et a coéfficients dans l’espace 'H est
définie comme suit :

An (H) = {Z Ly .. g, & €i1 VANPIRAN €ir + Liy.. iy € H; 1 S il < ... < ik S n} s (37)
k=1

avec la condition : e; Ne;j+ej Ne; =0 ,1F# j. En écrivant ep = e;; N ... \e;,
avec F' = {iy,...;ix} C{1,....,n} et ez = ey =1, on obtient que

An(H)ZéAgk)(H), Aglk)“'f):{ Z TpRep: ZL’FGH},

k=0 F c P

o0 AV (H)=H et P,={F C{l,...n}: |F|=k},|F|= card(F).

Soit T' = (11, ..., T,,) une n-contractions commutative. Considérons dans A,, (H)
loperateur dr, defini par :

or (rr ® er) :zn:Tp (zp) @ e, A er (3.8)

p=1

L'opérateur 67 est défini de AL (H) dans ASTY (H) et satisfait la condition 62 = 0.
En effet, soit (zr @ er) € A, (H). Alors,

5%« (ZEF®€F> = (ST (ZTP (JIF> ®€p/\€p>

p=1
n

- ZZTQTP (xF) ®eq Nep Aep.

q=1 p=1
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Sachant que e, Ae, =05sip=q

n

6 (zr ®ep) = Z T,T, (zr) ® e, Nep, A ep

q,p=1,p#q
= Z T, T, (zp) ® eg N ey A ep
1<g=p<n

+ Z 1,1, (zp) ®eg Ne, Nep

1<p=<g<n
D’ou()

62 (zp ®ep) = Z T,T, (zr) ® eg N ey A ep

1<g=<p<n

+ Z T, 1, (xp) ®e, Neg N ep

1<g=p<n

Puisque e, ANe, = —e, Ne, et T,1, =T,T, ¥V q,p = {1,2,..,n}, p # q ( T une
n-contractions commutative). Alors,

6% (zp @ ep) = Z 1,1, (xp) @e, Ne, Nep

1<g=<p<n

— Z T,T, (zr) ®eq Nep, A ep
1<g=<p<n

= 0.

Dans ce qui suit, nous définissons le complexe de Koszul et spectre de Taylor

associés a 1T .
Soit zp ® ep € A, (H)

(5T< i xF®eF> = Z iTp(a:F)Qer/\ep (3.9)

= > Y ()T () | ®ec

G€ Pk i1 Fe Py(G)
avec,
Pk(G):{FGPk FCG} pour GGPK+1, (310)
s=max{q:i, € F etiz<r}. (3.11)

Soit 5&? ) la restriction de o7 & AP (H). Le complexe de Koszul associé¢ a T est
la chaine :
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5( 1) 5(0) 5(1) 5(’1—1) 6(”)
K((T):0 2= ADH) - ADmH) = 02 AW ®mH) 5 00 (3.12)

définition 3.2 Le n-uplet T = (T4, ...,T,) est dit inversible si ker 5&5) = %m5¥€_1)
pour k =0,1,...,n. Dans se cas, le complexe de Koszul est dit exacte.

définition 3.3 Le spectre de Taylor de T est I’ensemble :
Oray (T) ={A € C" : K(T —\) est non ezxacte } (3.13)

1l est clair que
Oray (T U aTay a%y (T) = {)\ eC": %mégfg__j) =+ ker 55@/\ }

Remarque 3.1 La notion de spectre de Taylor géneralise celle de spectre habituel
et coincide avec elle dans le cas d’un seul opérateur. Le spectre de Taylor est un
sous-ensemble non vide et compact de C™. Une excellente étude du spectre de Taylor
et ses liens avec la théorie spectrale multiparaméritrique est fournie par [11]. Notons
enfin que dans [3] le cas partzculzer des 2-contractions commutatives pour lesquelles

la suite S, = ZTk tend fortement vers 'opérateur nul quand p tend vers

k=1
linfini. De telles 2-contractions sont aussi pures, en vertu de la relation.

2
Pl (In) <) TS, Ty, g=1,2, ...

i=1

Exemple 3.1 Considérons dans H, le 2—uplet,

T(z,y) = ax + by, |a|*+ |b]° < 1.

Dans ce cas
2
A2 (H) = {Zwilb X €iy /\61'2 P Tigig < H, 1 S il < iz S 2} (314)
k=1

= AS(H) @ A} (H) @ A3 (H)

= (H®ep) ® (H®e1) ® (H®ez)) ® (HRey A eg).

Les opérateurs 0 et 67 sont définis comme suit :

2
(5%0) (r®e) = Z T, (x) ®ep, Neg = (ax ® e1) B (br®es) € AV (H), (3.15)

p=1
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2 2
0P (11 ®e1) ® (12®e2)) = Y T,(11)®eyAer+ Y T () @ e, A
p=1 p=1
= T1332®61 VAN €y + T21‘1®€2 A €1 (316)

= (—bx1 + azs) ®ey Aes € A (H) .
82 (z®ey Aes) =0, (x € H). (3.17)

Le spectre de Taylor de T est I’ensemble :

070y (T U UTay

avec
1.
z = (z21,2) € agf]gy (T) <—= %m(Sgﬂ__l% # ker 5(TOEZ (3.18)
<= ker 5?12 # {0}
— Tr£0tq (z®ey) €kerd?,
— Jr#0tq (a—2n)r®e) B ((b— 2)2Res) = 0,500 ()
a—z)xz=0
— EI:U;éth{ ((b_23$:0 .
Donc
0
ey (T) = {(@. D)} (3.19)
2.
z = (n,2)€ a(Tgy (1) = %méggzz # ker 5(le2 (3.20)

<— 3JX = (21 Qe1) B (12Re3) € ker 5T 2 X ¢ \sméT P
A(xq, 12) # (0,0) € H? :
— (@ —2z1)xg — (b—29)x1 =0
(x1,22) # ((a — z1)h, (b— 22)h), Yh € H

On remarque que (a,b) € J(Tlgy (T"). De plus, si on pose :

fZ H— H27 fZ (h> = ((a - Zl)h7 (b - ZQ)h) ) alors,

U(Tlgy (T) C {z=(21,2) €B*/(22 — b)z1 + (a — z1)z2 = 0} (3.21)

N {z = (21,22) € B?: £, non surjective}
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z = (z1,22) € a%y (T) <= %mé(TIEZ # ker 55?12 (ker 5;212 = H®e; A 62)
(3.22)
— EIyEH,y;éOetygégmé(leZ

— TycH: y#—(b—2)r+(a—2)re, Y(r1,70) € H.
On remarque que (a,b) € U%y (T"). De plus, si on pose :
o H?P— H, f.(21,22) = (22 — b)x1 + (a — 21)x, alors,
(21,22) € U%y (T') <= f, non surjective. (3.23)
Exemple 3.2 Soit A : H — H une contraction. Considérons le 2-uplet T' = (A, 0)
, Tz = Az, Tox = Ox, (x € H). Dans ce cas,
0z @ ey) = ZT ) ® ey A € (3.24)

= Ax®61@0x®62, (x € H),

(Sg})((ﬂfl X 61) D (1'2@62)) = (AIQ — O‘Tl) ®e1 N €2, (.1'1, To € H) (325)
6% (z®@e1 Neg) =0,  (x € H) (3.26)

Donc

avec

r #0:(A—z1)x=200=0
z1 valeur propre de A et z, = 0.

[ A
L
8
W
o
N
|
o
S
®
o
|
3
8
&
$
|
[a)
&
2

Donc,
ooy (T) = 7p (A) x {0}, (3.27)

ou op (A) désigne le spectre ponctuel de 'opérateur A.

z = (z2,m)€ Ug}gy (T) — \sméT 4 7 ker 5(1)
(1 ®e1) ® (zo®ey) € ker (55‘,}12
(21 ® e1) ® (120e2) ¢ IOy,

' A—z1)xe+ 29w =0
—  J(r1,79) : { (v1,m2) # ((A — z1)h, —22h), YVh € H

Y

<  d(x1,x2) # (0,0) : {
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z = (21,%22) € U%y (T) — %m(S(TllZ # ker 5$1Z

= EH,y#0: y# 2w +(A—2)rs, Y(v1,72) € H
Posons
fo HP—H: f. (T1,x2) = 29w + (A — 21) 5. (3.28)

Alors,

2= (21,22) € J%y (T') <= f. non surjective. (3.29)

Le théoréme suivant donne une caractérisation du spectre de Taylor en termes
de l'opérateur L7..

théoréme 3.2 Soit T = (11, ...,T,) une n-contraction commutative completement

noncoisometrique et A = (A1, ..., \,) € C*. Alors, X € aggy (T') si et seulement si

ils existe une famille de vecteurs {xp}p o p, dans H telle que :

1. VG € Pgy1, L ( > ()T =N (xF)> =U;

Fe Pk(G)

2. dFy € Px tel que,

L Fy 7é Z (_1)50 (Tro - >‘T’o) (yR) , v (yR>RePk_1 CH. (330)

Re Py_1(Fo)

Preuve. Supposons que \ € otk (T). Alors, %mégf“:/\l) =+ ker 5%1/\. En utilisant la

Tay
relation %m(SE,’f:;) C ker 5%2)\ (67, = 0), on obtient que pour certain élements
Z rp K ep de Agk) (H),
Fe P,

> Y (=D)NT =N (wp) | ®@ee =0, (3.31)

G€ Pki1 Fe Py(G)

avec,
Y wp@er# > > ()T =M (wr) | ®er (3.32)
Fe P, Fe Pg  \Re P,_,(F)
pour tout vecteur Y. yr®er € AFTY (H).
Re Pr_4

Désignons par {ep} . p, la base de AP (H), k = 0,1,...,n, il découle des rela-
tions (3.31) et (3.32)que,

VG € Pr: Y (=1)(T.=\) () =0, (3.33)
Fe Pk(G)
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AR EPciap # Y (=) (T = M) () - (3.34)

Re Py,_1(Fo)

Or en vertu de la relation (3.33) on obtient :

VG € P, Ly | Y. (1)°(T—\) (zp) | =0. (3.35)
Fe Pk(G)

Supposons, inversement qu’ils existe une famille de vecteurs {zp} . p, dans H
satisfaisant aux conditions du théoréme. Comme ker (LyL%) = {0} (T completement
noncoisometrique), on a :

VG € Pry, Ly | Y. ()T = A) (zp) | =0,
Fe P(G)

= VG e PK+1, LTL; Z (_1)8 (Tr - >\r) ($F) - Oa

Fe Pk(G)
= VG € Pgp, Y. (-1°(T,—\) (zp) =0,
Fe Pk(G)
= &Epkl)\ ( Z TR ®xp> =0= Z TF QI € kerégclx
Fe Py Fe Py
On conclut facilement de la deuxiéme condition du théoréme que > zp ®Rep ¢
Fe P

Smé ).
n

Corollaire 3.1 Soit T' = (11, ..., T,,) une n-contraction commutative completement
noncoisometrique et A € C". Alors, A\ € ol

ray (T') si et seulement si, il existe un
vecteur non nul x € H tel que :

T, (x) = A\, p=12 ..n. (3.36)

Preuve. Découle du fait que (P_; = @) et P, = {{1},{2},....,{n}}.
|

Corollaire 3.2 Soit T' = (11, ...,T,) une n-contraction commutative completement

noncoisometrique et A € C". Alors, \ € ol

Tay (T') st et seulement si, Uapplication

\I’T)\ : Hn — H; \IIT)\ (hl, ey hn) = i (_1)1)—1 (Tp — )\p) (hp) (337)

p=1

n’est pas surjective.



35

Preuve. Notons que P, = {F ={1,2,...,n}} et que de plus grace a la relation
(3.8), 04 <A£L") (H)) = {0}. Selon la deuxieme condition du Théoéme 3.2 , il existe
Tp = T2, € H(ig = q) tel que,

Ly 7£ Z (_1)8 (TT - )\r) (yR) ) v (yR)Rean CH. (338)

Re Po_1({1,2,...,n})

Notons aussi que s = ¢ — 1 pour chaque R € P, ;, d’aprés la formule (3.38) on

conclut que

tp# ) (FD)"H T = M) (w) s Y (5)) C R (3.39)

Le prochain résultat, donne un critére nécessaire d’appartenance au spectre de
Taylor en termes de fonction caractéristique.

Proposition 3.1 Soit T = (11,...,T,,) une n-contraction commutative complete-
ment noncoisometrique et A € C™. St \ € a%y (T) kE=0,1,...,n—1 alors, l’equation
Or(N)Dr(X)=0 (3.40)

admet au moins C* solutions dans H™.

Remarque 3.2 Dans le cas des pures 2 -contractions commutatives, vérifiant la

condition supplémentaire lirfrl (TVTy 4+ ToT5)? = 0, ce critére est aussi suffisant]3]
q—+00

Preuve. (de la proposition). Suppons que A € C" est un élément du spectre deTaylor
de T. En vertu du Théoréme 3.2, ils existes une famille de vecteurs {zp} . p_dans
H tel que

VG € Py, Ly | Y (=1 (T, = \) (ap) | =0. (3.41)
Fe Pk.(G)

Pour chaque G € Py 1, posons :

0 (sir#p)

ou s, 1 et P (G) sont définis par les relations (3.10) et (3.11).On a alors,

Xg = (X(G”,...,X(G”)); X% :{ (=1 wp  (sir=p) (3.42)

Ll Y (0@ -a) @) () = L (Z(Tp—m (Xé’”))(z)

Fe Py(G) p=1

= Lp((T—2X) (X)) (2) =0. (3.43)
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D’autre part selon la relation T'Dy = DT, on a

Or(\) (Dr(X¢)) = —TDr(X¢)+ D+ (I = AT*)" AD7 (Xq)
= Dp. [T+ (I - \T*) ' AD?] (X¢)
= Dy« [T+ (I - MT*) " (A= AT*T)] (X¢)
= Dp [-T+ I = M) (A=T+T - AT*T)] (X¢)
= Dp [-T+ T =M (A=T) +T] (X¢)
= Dr [(I-AT")" (A =T)] (X¢)

— LH (A= T) (X)) (3) =0
Pour achever la démonstration il suffit de remarquer que Card (Py,) = C**1. m
Exemple 3.3 Considérons dans H le 2—uplet,
T = (T, T) = (aly,bly), |af*+ b <1

1. Application du Corollaire 3.1

dJreH:xz#0,

A= ()€ o, (1) <= { (a—M\)z=0
dJreH:x#0, dJreH:x#0,

— a.x = \.T — T (x) = A\

b.t = \o.x Ty (z) = Ao.w

2. Application du Corollaire 3.2 :
JyeH,y#0
A= M) eol) (1) <= { y# (=1 (a—z21)hi + (=1)" (b — 2)hs,

¥(hy, he) € H.
{ JyeH,y#0, V(hy, hy) € H*:
Uy (b1, he) #y

2
< Wrpy(hi,he) = Z (=1)"" (T, — \,) (hy) non surjective.

p=1

3. Application de la proposition 3.1 :
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a.
dJreH:x#0,
A= () €0l (1) = a.r = \.x
b.xr = \.x
Alors, I'equation 07(A\)D7pX = 0 admet Cy™' solutions X; = ( g ) et Xy =
0
.
b.

A(xq,12) # (0,0) € H? :
A= (k) el (T) <= (@— Az — (b—A)ap =0
(33'1,1'2) 7é ((Q—Al)h (b—)\2>h), Vh e H

X1

~— T ( ) = A\x1 + Ay (—x2)

Donc l'equation 67(A\)DrX = 0 admet C3™ solution X = ( $x1 ) :
— 2
3.3 Spectre de Taylor et Automorphimes Involu-
tifs
Dans cette section nous étudions le comportement du spectre de Taylor sous

I’action des automorphismes involutifs de la boule d’unité ouverte B". De tels auto-
morphismes sont de la forme [24]

b— sz — SbeZ
P =z = 3.44
0(2) =% 1-<z,b> (3:44)
ou b est un élement non nul et fixé de B", s, = 1/1 — ]b\2, Qy=1—-P,, P, est

la projection orthogonale de C™ sur le sous-espace engendré par b défini par

< z,b>
bl”

Py(z) = b. (3.45)

Le lien entre les automorphismes de la boule d’unité et les multicontractions a
été établi dans [7] et [9] ou des propriétés intéressantes ont été mises en évidence
dans ce sens. En particulier, si A = (A, ..., A,) une n-contraction commutative,
alors, on peut définir la n-contraction Ay.
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Ay =@, (A) = (I, — AB*) "' (B — P, A — 5,QuA) (3.46)

1
B = (bllH, ceey anH> s PbA = WAB*B et QbA =A-— PbA (347)

Exemple 3.4 Considérons dans 'H le 2—uplet,

A(z,y) = ax + by, o +[b]* <1

Dans ce cas, et

B = (bily,boly), B* = 22" ), pB=| W .
( 11H, 02 H) ( b217—[ b2b1 ‘b2’2
Donc,
1)
1 bi|* bib
PyA = ————=(a.13, b.13) { [ba] by } ,
/|b1|2+|b2|2 bgbl |b2|
2)
QA — A—PbA—A(IH—#B*B)
1 2 by
- ((l.l';-(,b.lﬁ) ]H Y I |: Lbl’ blb22 :| )
/|b1|2+|b2|2 b2b1 |b2|
3)

([H — AB*)_I = (17-{ - aa — b |b2|)71.
Par conséquent,
[b1]* brb }

I S T
(0113, bal) (b1 [*-+{b2]* (a1, b-1n) { baby  [bal”

bi* bib
it i) (= e [ B )

Ab = (1H—ab_1—b|bg|)’1

Proposition 3.2 Il existe un opérateur unitaire V' défini de Ly (H) dans L, (H)

tel que
Sb

R (Vo Ly)(z)]o®(.) (3.48)

VeeH, L (x)()
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Preuve. D’aprés [9] (voir corollaire 2.3 et le théoreme 2.6) ,
VzeB",  (Iy—ZA) ' =(1—<z,b>)"" (I — BA*) (I, — 2A*)™"  (3.49)
et il existe un opérateur unitaire U défini de D4~ dans D Az satisfait la condition :

DAZ = SbU o DA* o ([’H — BA*)_l . (350)

Considérons maintenant 'opérateur V' defini de L} (H) dans LY, (H) par
V(L (2) (2) =V (Das o (Iy — ZA*) ' (x)) = Uo Daw o (I, — ZA*) ™' (z) (3.51)

Il est clair que 'opérateur V' est unitaire. D’ailleurs, on peut facilement vérifier que
pour chaque x € H et z € B,

Ly, (2)(2) = Dago(Iy—ZA4) " (x)

S

= —bU ¢} -DA* ¢} (IH — ZbA*)_l (.’L‘)

1—-<z,b>
_ ﬁv (Das o (I = Z, A7) ()
= o VA=)
_ 1_<8—*’Zb> [V o LY (2)] @y (2) .

m
Corollaire 3.3 Vx € H, Ly, () =0« L (v) =0.

Lemme 3.1 Soit A = (Ay,..., A,) une n-contraction commutative completement
noncoisometrique. Alors,

1. @, (A) est également une n-contraction commautative completement noncoiso-
metrique,

2. Pour tout z € B",

Ab—Z:(IH—AB*)l{ (1= <2,0>)(Zy—A)+ (55— 1) Qp (Z — A) }

+(AB*Z — ZB*A)
(3.52)

Preuve. 1. D’aprés [9] (voir lemme 2.1),

I — @y (A) (@4 (A)" = (1= |b*) (I — AB*) ™! (I — AA™) (Iy — BA")™", (3.53)
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ce qui prouve que ®, (A)est également une n-contraction commutative. Reste a de-
montrer que Dy, (A) est completement noncoisometrique(c.n.c). Soit z € H. Alors,

La Ly, (x) = 0<= (LaLiz2)=0
— (Lhyo,Lyz)=0<=||L}z| =0 Ljz=0
<= L% (z) =0 (corollaire précédent)
= LsL%(x) = (Iy — Ax) (z) = 0.

= =0 (Aestcnc)
= ker Ly, L7y, =ker (Iy — (4p),,) = {0}

= A, est complétement non coisométrique.
2. D’apres le resultat de [7]. On peut voir que pour tout z € B",
Ay—Z = (Iy—AB) " (B—PA—s,Q,A) — Z

= (Iy—AB*) "{B—PA—s,Q,A—Z + AB*Z}

= (Iy—AB") '{B—PA—s,Q,A— P,Z —Q,Z + AB*Z}

= (In—AB)Y " {B—PZ — s,QusZ+ (sp — 1) QuZ — A+ (1 — 5;) QoA+ AB*Z}

= (Iy—AB) " {(1— < 2,b>)Zy— A+ (s, —1)Q, (Z — A) + AB*Z}

= (Iyn—AB)Y " {(l—<2,b>)(Zy—A) —<zb>A+ (s —1)Qy(Z — A) + AB*Z}

= (I —AB) " {(1— < 2,0>)(Zy — A) + (sy = 1) Qy (Z — A) + (AB*Z — ZB*A)} .

[ |
Remarque 3.3 Sin =1, alors A, — Z = (1 — zl_)) (IH — EA)_1 <1b:;EIH — A). En
effet, on a dans ce cas,

Pz =z, B*(z)=br (veH), AB*Z—-ZB*A=0. (3.54)

Remarque 3.4 En utilisant la relation (3.46), on a :

(Ap) = (I — AB*)_l {(bkz —Ap) = (sp = 1) A + % (Z Apgp) bk:]H} .

(3.55)
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En effet,
Ap = Py (A) = (I — AB*) ™' (B = B A = 5,QuA),

ou

1
B = (bl]’)—{’ ceuy an'H) y PbA = WAB*B et QbA =A-— PbA

Par conséquent,
A, = (Iy—AB)'(B- #AB*B — 5 (A — PbA)>
|b |

= (In—-AB) ' ((B—A)— —AB*B— (s, — 1) A+ sb#AB*B)

= ([H—AB*)il (B— —AB B—SbA+A A+SbeA)
= (Iy—AB")™! (

- <IH—AB*>—1((B—A>—<sb—1>A+<S >ABB)

bf*

Corollaire 3.4 Soit A = (Ay, ..., A,) une n-contraction commutative completement

— (Ab)k = (I’H — AB*)_l

noncoisometrique et A € C". Alors, \ € U%y (Ap) si et seulement si, il existe dans
H un vecteur non nul x tel que :

spAx (7) = (b — M) T + ( bk + Ak> > bA,( k=1,2,...,n. (3.56)

p=1

Preuve. Le resulat est une application directe du corollaire (3.1) a Popérateur Ay.

En effet, A € J(TOC)W (Ap) si et seulement si, il existe dans H un vecteur non nul x tel
que :
(Ap),, (x) = N, kE=1,2,...n.
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Par conséquent,

(A), = (In—ABY)" {(bk A~ (s D) A+ (ZA b ) kaH}

= () (2) = (In — AB*)il {(bk — Ap) — (sp — 1) Ay, + (ZA b ) kaH} x)

- ([H — AB*)_I {(bk — Ak) (Sb — 1) Ap —|— (ZA b ) bk[H} ) = A\p.T

— {(bk A = (sp— 1) A+ 2 <ZA b ) bka} z) = (I, — AB*) (\g.x)

EES SbAk< )

<ZA6) (be.7) _)\kaz—ZAb (Ap-z)

p=1

-1
— s A = (bk — )\k) x + 3b|b’ (ZA b > kaHCL’ + ZA b )\kl‘)
p=1

— SbAk'T:(bk_Ak)-x“‘(( H )bk+)\k)ZbA k=1,2,..

Corollaire 3.5 Soit A = (A, ..., An) une n-contraction commutative completement
noncoisometrique et A € C". Alors, \ € J(Tfla)y (Ap) si et seulement si, l'application

n

Dant H' = i @ (ko) = 30 (<177 (B — ABY) (), = ) (By)
" (3.57)

n’est pas surjective.

Preuve. Notons que (I — AB*) ((Ab) — )\p> est complétement défini par la for-

mule (3.52). Par ailleurs, A € aTay (Ap) si et seulement si, 'application

T H'— H; @Ab,ml,...,hn):i(_m«”—l ((4), = X) (h)  (3.58)

p=1
n’est pas surjective. Or la non surjectivité de Wy, , est clairement équivalente a la
non surjectivité de @4\ = (Iy — AB*) Uy, \. B

Proposition 3.3 Soit A = (Ay, ..., A,) une n-contraction commutative complete-

ment noncoisometrique et A € C". Si X\ € U(Tay (A) k=0,1,...,n—1 alors, l’equation

©4 (M) Da(X) =0 (3.59)
admet au moins C*+1 solutions de la forme X = (I, — B*A) "' Dg (Y), Y € H™.
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Preuve. Selon [7, 9], il existe un opérateur unitaire U de Dy« dans Dy; et un
opérateur unitaire V' de D, sur Dy, tel que :

Das = ciUD g+ (Iy — B*A)™" D, (3.60)
Dy, = &;VD, (Iy — B*A) ™" D, (3.61)
04, (\) =UO4 (N) V*, (3.62)

avec ¢ et ¢ sont deux constantes strictement positives dans [7], (¢; = co = 1).
Or, si \ € Jgpkiy (Ap) alors, 'equation

O4, (A) D4, (Y) = 0 admet au moins C**! solutions dans H". En remplagent
©4, (A), D4, par leurs expressions correspondantes, on obtient :

04, \) D4, (Y)=0] & UOA(N) V" (c2VDa(Isy — B*A) ' Dp (V) =0
& 04 (N) DIy —B*A) ' D (Y) =0

& 04N Ds(X)=0, X =(Iy—-BA) "Dg(Y).



Chapitre 4

N-UPLET DISSIPATIFS ET
FONCTIONS
CARACTERISTIQUES
ASSOCIEES

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on généralise les résultats obtenus par B. Sz. Nagy et C. Foias.
Nous définissons le n-uplet dissipatif A = (A, ...., A,) et sa transformée de Cayley
C(A) = (Tp)p=1,

1 . ' —
Tp: _\/ﬁ [(Ap+ZIH) —2@)] (Ap—f-ZIH) 1 <p<n.
on va aussi introduire la notion de la fonction caracteristique associée au n-ulpet
dissipatif A.

Commencons cette section par donner de nouvelles formulations aux théorémes
(2.1) et (2.2). Ces nouvelles formulations sont plus adaptées a se qui suit.
Soit

1
B! = {w = (wy, ..., wp) € C" : |w|® = Jun]* + ... + |w,|* < ]—)}, p=12 .. (41)

p

Il est clair que IB%;Z est un disque ouvert B" =B} D By O ... D B} O .... D’apres
le principe du prolongement analytique [24], le théoréme(2.1) peut étre énoncée
comme suit :

44
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théoréme 4.1 Deux n-contractions commutatives pures sont unitairement équiva-
lentes si et seulement si, leurs fonctions caractéristiques coincident dans un certain

By

Considérons maintenant I’espace Hip (C) des fonctions anlytiques definies dans
B .
p

2
HiP(C):{f(w): Zakwk,akEC, we By, ZM<OO} (4.2)

keNn kenn Tk

Chaque élément de wa (C) est la restriction a B d’un et seulement un élément
de H? | (C) = HZ (C). En effet, Papplication @, : H2 (C) — H , (C) definie :

f(z) = Z ap2t, 2 € B" — g(w) = Z apw®, we B (4.3)

keNn keNn

est linéaire et injective. D’autre part, 'espace @, (HZ (C)) C H2 , (C) peut étre
muni d’une structure d’un espace de Hilbert en posant :

oo 2
a
o2 = S0 ype g a0, (4.4)
=0 Yk
fz) = Z a,z* € H2 | (C) =H} (C), z € B}
keNn

Selon cette norme, I'application ®, induie un operateur unitaire CTDP de H2 (C)

dans ®,, (H2 (C)) avec &y = I g2 (¢ -
Lemme 4.1 On a,

o, (H2 (C)) ® Dr- = (9, ® Ip,.) (1?]1) M (9, (H2(C)) @ Dr),  (4.5)
ou,

Még) 1 @, (H;, (C))®Dr — @, (H (C))®Dr-, ( Mg(g) (f® x)) (2) = f(2)R07(2)x.
(4.6)

Preuve. Notons que l'operateur EI;p ® Ip,. est unitaire de H? (C) ® Dy« dans
®, (H7 (C)) ® Dy~ et Poperateur ®* @ Ip,. est son adjoint. De plus,

Me(i) (‘5;) ® IDT> - ((/ISP ® [DT*) Mo, et Mé;) = Mo, (47)
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Par conséquent, d’apres la relation
(H2 © Dy) = Hea My, (H? ® Dr-),
on a,

@, (H2(C)) @ Dr- = &, (H2 (C)) @ Dr- = (8, @ In,..) (H2 (C) ® D) (4.8)
&, @ Ip,.) (H@ My, (H2(C) 2 Dr))

(8) & (8, In,.) Mo, (12(C) 0 Dy)
(i) & M2 (8, @ In,..) (H2 (C) @ Dr)
(

&, @ Ip,..) (H) & M (@, (W2 (C)) @ Dr)
]

Remarque 4.1 On a les identifications suivantes

( H (C) = @, (H} (C) ,p=1,2, ...
H? (C) ® Dr = @, (H3 (C)) ® Dr,p=1,2, ...
H} (C) ® Dy~ ~ @, (H} (C)) ® Dr+,p = 1,2, ... (4.9)

M, (H2 (C) ® Dr) = My? (®, (H2 (C)) @ Dr) ,p= 1,2, ...

~ ~

H~ Xp, avec Xp = (EI\DP ® IDT*> (H) ,p=12, ...

\

Corollaire 4.1 Soit P;  lorthoprojecteur de ®p (H} (C)) ® Dr- sur Xp. Alors,
Py (3p@1p,.) = (¥p @ In,. ) Py, (4.10)

Preuve. Pour démontrer la relation (4.10) il suffit de voir que pour chaque opérateur
linéaire est inversible A : H — A (H), vérifiant la condition H = H;® Haz, on a :

Pacm)y = APy, A7 (4.11)
Posons A = (ZI\DP ® IDT*) et H; = . Alors,

PXP - P(E’p®[DT*>(H?H) - <(I)P ® [DT*) Py ((I); ® IDT*> . (4.12)

Par conséquent,

Py (3@ In,. ) = (@)@ In,. ) Py,
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[ ]
Soit maintenant Sy, I'opérateur de multiplication par la variable indépendante
wy, (schift)dans I’ espace @, (H2 (C)). 1l est facile de voir que

Sk,p(/ﬁp = EI\DpSk , k=1,2,...,n. avec S = M,, (4.13)
En effet, Soit f(z) € H2 (C) :
5By (2pf(2)) = BySe(f(2)) = By (1 (2)
= Wb, (£(2)) = Sk (B(2))
Maintenant, le théoréme (2.2) peut étre reformulé comme suit :
théoréme 4.2 Soit T = (11,.....T,,) une n-contraction pure et commutative dans

lespace H. Alors T est unitairement equivalent a la n-contraction I1 = (ﬁl, ..... I1,,).

L’ operateur ﬁk,p est defini dans I’ espace §A§p par la formule :
iy = PXP(Sk,p ® Ip,.) %, 1<k <n.

Preuve. Il suffit de montrer qu’il existe un opérateur unitaire U de H dans Xp tel
que I, = U™t 10 ,U, k=1,2,...,n. Pour chaque k € {1,2,...,n} :

Py(Sk@1Ip,.) = Pa(®;S,®, @ Ip,.)
= P(® 0 Ip,.) (Skp @ Ip,) (B0 Ip. ) (414)

_ ((/13; ® IDT*) ngp (Skp ® Ip,.) ((/I\)p ® IDT*)
Ainsi,

I, = Pu(S ®Ip,.)

i = (80, Py (Sip 2 1n,) (3@ p,. ) |5
— (EI;; ® IDT*> Py ((Sk,p ® Ip,.) gp) ((@, ® IDT*> ‘ﬁ> (4.15)
(%0 1,.) |z, ) Tuo (3@ 1o ) 1) -

Soit U, = (Cfp ® ]DT*> ‘ﬁ. Pour achever la preuve, notons que 'opérateur U, est

unitaire de H dans §A§p et son adjoint est 'opérateur U; = <</I\>; & IDT*> ‘Xp- [}



48

Comme annoncé précédemment, il existe un operateur Ly : H2 (C)®@Dp- — H
tel que

TkLT:LT (Sk:®IDT*)7 k= 1,2,...,77, (416)
Iy — DLy = Tae (4.17)
Ly Ly + Mo, Mg, = In2©)apm (4.18)
Considérons maintenant ’opérateur
J, =Ly (213;; ® IDT*> . ®, (H2(C)) ® Dy —> H. (4.19)
Proposition 4.1 Si T = (1y,....T,)) est une n—-contraction commutative dans

l’espace H. Alors,

Tka = Jp (Sk7p®[DT*)> k=1,2,...,n (420)
Dy — JJ! = Ta (4.21)
Jydy+ ME) (ME)) = Ispmepen,. (4.22)

Preuve. D’apreés les relations (4.19) , (4.16) et(4.13), on a
1.

~ -~

Tka = TkLT (q)*P ® [DT*> = LT (Sk ® I’DT*) (q)}; ® [DT*) (423)
= Lr (Sk(/I;fD ® IDT*) = Lp (EI;}SM ® ]DT*>
- <LT <EI\);; ® IDT*)) (Sk,P ® IDT*)

= Jp (Sk,p ® IDT*)

2. En utilisant les relations (4.19) et (4.17) on obtient,
Ly—J,J5 = DLy—Lr (6;; ® IDT*> (c%p ® IDT*) L (4.24)

= Iy—LiLyr = To
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3. On a,
T Ty + MY (Mg;) - (@P ® ]DT*> LiLy (6;; ® IDT*> (4.25)

—i—McS)pT) ((%P ® IDT*> (a; ® IDT*> (MCE)IZD

= (®p @ In,.) LiLr (B @ In,.)

+ (Bp @ In,.. ) Mo, Mg, (85 @ In,. )
= (ZI\)P ® [DT*> (L;LT + M@TMZ)T) ((/IS*P ® IDT*)
= (EI\)P ® IDT*) T2 (c)epys (EIS}, ® IDT*)

Io,(m2(C))@Dyps -
[ |

Corollaire 4.2 La n—contraction commutative T = (13, .....T,)) dans I’ espace H
est pure si et seulement si, J, est coisometrique (i.e J; est isometrique).

Preuve. On a,

Tpure & Tyo=0 (4.26)

& Iy JJi=0& J,J¢ = Iy

4.2 N -Uplet Dissipatif et transformée de Cayley
définition 4.1 Un opérateur linéaire B défini sur l’espace de Hilbert H est dit que :

1. B est positif si,
<Br,x>>0, Vz € H (4.27)

2. B est dissipatif si,

B — B*

<
21

r,x>=2>0, Vz € H (4.28)

Exemple 4.1 Comme exemples d’opérateurs dissipatifs, on peut citer les’opérateur
Ay et Ag, définis dans [’espace L[QO ) par les formules :

Af) @) =i [f@Odt Aaf =i, (4.29)
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En effet, 4
o h =D =0

Par ailleurs, un calcul direct permet d’établir que,

Asf =—if =<

A f(x) = —i / F(t)dt.

Par conséquent,

T

1
A 1
5 1f,f>=<§ /f(t)dt+/f(t>dt f >

0

A

1 1

_ % < /f(t)dt, fr>= %/f(t)dt < Iy o~
0

0

_ %/lf(t)dt/lmdt :% /lf(t)dt 2 - 0.

définition 4.2 Soit A = (A, ...., A,) un n-uplet defini dans H. A est dit dissipatif
si, A, est dissipatif pour chaque p € {1,2,.....,n}.

définition 4.3 Soit A = (A4, ...., A,) un n-uplet dissipatif defini dans ’espace de
Hilbert H. La transformée de Cayley de A est le n-uplet T' = C'(A) = (1, ....., T,),

avec !

1

\/E(Ak —ily) (Ap +ily) ' = L (Ing — 2i (A +iln) ") (4.30)

T
k Jn

Il est clair que dans le cas n = 1, on retrouve la transformée de Cayley d’un
operateur dissipatif définie dans [19].

Exemple 4.2 Trouver T = C(A) = (T1,T3) ou A = (A1, As) et Ay, Ay sont donnés
dans ’exemple précédent.
La transformée de Cayley de A est le 2-uplet T = C(A) = (T1,T>) :

1 . - 1 . - .
Tk = %(Ak—Z[H) (Ak+Z]H) = % ([H—Ql (Ak+ZIH) 1) , 1€ {1,2}
On a donc,

1 -
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Par ailleurs, si f et g sont deux éléments de € L[QOJ]. Alors,

(A1 4+il) ' f = g f=(A+ily)yg

1

f@):@/mmwmﬂm, (z € [0,1]).

Posons

On obtient ainsi une équation différentielle du premier ordre :
G'(z) — G(z) = if(x)
G(1)=0

La solution de cette équation est la fonction :

Soit finalement :

g(z) = -G'(z) = —if(z) — iex/f(t)etdt.

xT

Par conséquent,

Tif(z) = (Iy—2i (A +iln) ") f(2)

:f@%Ji—U@}%&/KW@ﬁ

xT

:_ﬂ@_%VEU@ﬁ

0

Remarque 4.2 Si A est un n-uplet commutatif alors , sa transformée de Cayley
C(A) est aussi commutative.

Proposition 4.2 Soit A = (A, ...., A,) un n-uplet dissipatif commautatif defini dans
Uespace de Hilbert H. Alors T = C(A) est un n-uplet commutatf contractif.
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Preuve. On doit prouver seulement que le n-uplet 7' = C(A) est contractif. Soit
B= IH — 2711 TkT]: ‘AIOI‘S7

1 , N T It D
B = IH_ZE(Ak_ZIHxAk—FZIH) HAL — i) AL F i)

1
_ %zn: (I — (A — i) (Ag + i) " (AL — iDy) " (A} + i)
= - Z (A +ily) " [(Ax + i) (Af —il) — (A — ily) (Af + ily)] (Af — ily) ™
- = Z Ap 4 ily) T [ARAL — iAg + i AL+ AL — Ay — AGAY (A — i)
= - Z (Ak+ily) " [2i (Af — AW (A} —il) (4.31)

Soit A An
Qk = %7
1

Puisque tous les A; sont dissipatifs, on obtient finalement,

k=1,2,...,n

n 4 n ' B . . B
]'H — ZTkTI: = E Z (Ak + ZI’H) ! Qk (Ak — ZI’H) ! Z 0
1

1

Proposition 4.3 Si A = (Ay,...., A,) est un n-uplet dissipatif et T = (T4, .....,T,,))
est sa transformée de Cayley alors,

Ay =i (I + VT (In —VaT,) ™, p=1,2..n (4.32)
Preuve. Pour chaque p € {1,2,...,n},
1 . . o
T, = el ing) - 20] (4, + D)

= T, = [(A, +ily) — 20)] (Ay +iln) " = Iy — 20 (A, + ily) "

-1

— A, = —ily+2i (I — VAT,) " =i (I + VAT,) (I — vaT,) .
||

Remarque 4.3 Notons que si T = (11, .....,T,,,) est la transformée de Cayley du
n-uplet dissipatif A= (A, ....., Ay alors,

1
1T, < 7= W =1,m. (4.33)
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Ceci découle immédiatement de la relation

A, — A . -
ot = (e = VTy) " (I = nT3T,) (I = v/nT;) 2 0.

Proposition 4.4 Soit A = (Ay,....,A,) et A" = (A}, ..., A)) sont deuz n-uplets
dissipatifs , T = (11, .....,T,,) et T' = (T7,..., T!) respectivement leur transformées
Cayleys. Alors

T est unitairement equivalent o T' < A est unitairement equivalent a A’.

Preuve. Supposons que 7' = (7},.....,1,,) est unitairement equivalent a 7" =
(T7,...,T7). Il existe alors un opérateur unitaire U defini de H dans H' tels que :

T,=U"'T,U, p=1,..,n.
Par conséquent, pour chaque p € {1,2,...,n}
. —1
A, = i(Iy+/nT,) (I — /nT)
— (U0 + VaU ' TU) (U0 — U ' Tu) ™
= w*@w+¢mpuw—¢mp”U:U4%U
L’inverse peut étre obtenu de la méme maniére. m

définition 4.4 On dira qu’un n-uplet dissipatif commutatif est pure si sa transfor-
mée de Cayley est pure .

Pour 1 < k < n, considerons dans I’espace Him (C) l'opérateur de multiplication

M, avec la variable indépendante wy, = zifzjg, (z=(21,...., 2n) € B?). On a,
| 21| < \/Lﬁ 1<k<n
z= (21,00, 2) EB! = (4.34)
I (i) - 0 1<k<n

—~

Par conséquent, le n -uplet M = (J\/Zl, s Mn> est dissipatif , sa transformée de

Cayley est la n -contraction = <§1, - :9\“) , §k =Sn (1<k<n).
Proposition 4.5 Soit A = (A, ...., A,) un n-uplet dissipatif commutatif alors,

Apdy = Jy (M\k ® ]DT*> ) k=1,2,...n (4.35)
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Preuve. Soit 7' = (11, .....,T,,,)) = C (A). Alors, pour 1<k <n,

ToJy = J, <§k ® IDT*)

_ ~ —1
= (Iy — /nTy) Y=, <<f<1>n(Ha(<C)) - \/55k> ® IDT*>
~ —1
= Jn <(I<I>n(H%((C)) - \/ESk> ® IDT*)

= (I +VnTi) (Inn = VaTe) ",
~\ —1
= (I +VnTy) J, ((Lpn(H?L((C)) - \/ﬁSk> ® I’DT*)

. N
= Ju ((LPT,,(H%((C)) + \/ﬁsk> ® IDT*> ((chn(H%((C)) - \/ﬁsk> ® IDT*>
. N
= <<<f<1>n<H$L<c>> +VSk) (a0 — ViSk) ) ® fDT*>

~ ~\ —1
= A=, <(<[‘I>n(H%((C)) + \/ﬁsk) (LI)n(H%((C)) - \/ﬁSk> ) ® [DT*)

= AJ,=J (Mk X [DT*> .
]

théoréme 4.3 Soit A = (Ay,...., A,) un n-uplet dissipatif commutatif est pure .

Alors, A est unitairement equivalent au n-uplet A= (21, e A\n> o1,

~ A~

Ay :PX(]/W\k;@]DT*) X = X,.

X

Preuve. Puisque A est pure alors, selon le corollaire 4.2, 'operateur J; est isome-
trique de H dans ®,, (H? (C))®@Dr«. Ainsi, H est isometrique avec @, (H? (C)) Dy~
par I'identification de H avec le sous-espace fermé J* (H). J*J, est maintenant I’or-
thprojecteur de ®,, (H2 (C)) ® Dy dans J (H). D’ailleurs, selon la proposition 4.1,
JrJ pet M(E)nT) (M g;)) " sont les projections mutuellement orthogonales avec I'identité.
Alors,

J; (H) = (@, (H2 (€)) @ Dr-) © MG) (&, (B2 (C)) @ Dr) = (&, @ Ip,. ) () = %
(4.36

~—

De plus,
(J\?k ® IDT*> J=JRAL k=1,2,..n

On remarque que le sous-espace fermé X = J* (H) est invariant pour (]\/4\ E® IDT*>
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n

projection de ®,, (H2 (C)) ® D+ dans X (respectivement dans X*). Alors,

et Ay =J, (]\//Tk ® [DT*) J*. Soit maintenant P§g (respectivement PXL) I'ortho-

A = J, (J\?k ® IDT*) Ji=J, (P + P,Y) (J\?k ® IDT*> JE o (4.37)

= P, (Mo ) Ty = JuPy (W@ In,.) P
Par conséquent,
Ay = JuPy (M@ Ip,. ) Pl = T (P (M I, ) | )
Pour finir la preuve il est suffisant de remarquer que Jdéfinit un opérateur unitaire

de H dans X = J* (H). m

4.3 Fonction Caractéristique d’un n - Uplet Dis-
sipatif

Le but de cette section est de définir la fonction caracteristique 6 4(\) associée au
n-uplet dissipatif A en utilisant sa transformée de Cayley T'= C(A). La démarche
suivie, sera la méme que celle adoptée dans le cas d'un seul opérateur dissipatif [19].

On a

_ . 4 o . A, — A
Iy — EI:Tka = 21: (A +ily) " Qu (A —ily) ™", Qi = Tk (4.38)
Considérons maintenant les operateurs :
2i -
TJiH" —H, T (e b)) = —= S (A +il3) "y, (4.39)
Vn
k=1
Q ZHn —>Hn, Q(hl,,hn) = (thb ...... 7thn)
Le résultat suivant peut étre facilement vérifié.
Proposition 4.6 Les operateurs J et (@) satisfont les conditions :
2. L’operateur adjoint J* : H — H"est défini comme suit,
9
T (h) = ——= (A} —ily) " hy ..oy (AL — i) "V ) (4.40)

NG
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L’operateur I — T*T est defini dans H" par la relation,

n

(I=TT) (h1, s hn) = (Y1, s yn) s e =Y (Okg — TiTy) by (4.41)

q=1

En remplacant 77, T, dans 4y, — 1T, respectivement par leur transformées de
Cayley, on obtient :

Opg — TiT, = Opq— % (A —ily) " (Af 4 i) (Ay — ily) (A, +ily) " (4.42)
4 . 1|1+ ndg ndgg — 1 . 1
= - (Aj —ily) Tqu Y (I +ApAg) | (Ag +iln)
avec, .
Qi = %. (4.43)
Finalement,

4. i [14n0 Nopg — 1 . o
pe = — (A —il) 1[%qu+quu+AkAq> (Ag +il) ™ g
q=1

Considérons maintenant les opérateurs o et R definis dans H"™ comme suit :

[0 (hiy ooy B, = % (Ag + i)~ by, (4.44)

Proposition 4.7 Les operateurs o et R satisfont les conditions :

1. L’operateur o est inversible et [0 (hq,......, hy)], = ‘g—f (Ay + idy) ha,
2. 0"t H — H (0" (b By = = 25 (Af = ily) ™

3. ¥ : H" — H":

(R (e ) = Sy (E520Q, + 287 (14 4544 )

4. Iyyn — T*T = 0*Ro,
5. L’operateur R est positif.
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Preuve. Les quatre premiéres affirmations sont évidentes. Prouvons que R est positif
Soit h € H™ alors,

< R(h),h = ==<Roo*(h),007 (k) = = <0*Roo" " (h),0 " (h) »

= <X (Iy—-TT)o " (h),o7 " (h) = >0.
[ ]
Remarque 4.4 Dansle casn =1, ona c=.J et R=Q. En effet,

i. soit h € ‘H. Alors,
21
vn

ii. Puisque Iyn — T*T = 0*Ro et dans le cas n = 1, [y — T*T = ¢*Qo alors,

R=Q.

Jh=2i(A+il)"*h=—=(A+ily,)""h=o0h.

Les operateurs :
7: Dr(x) — R%O'(JZ),I eH" et T Dp(y) — Q%J*(y),y €H  (4.46)
sont isometriques. Par consequent, ils peuvent étre prolongés par continuité a
des transformations unitaires notées aussi 7 et 7,
7:Dp — E=RH" et 1, : Dp» — F = QH".

Il s’ensuit que les fonctions caracteristiques, (Dr, Dr«, 07 (2)) et (€, F, 7.0 (2) 771)
coincident.
Posons :

_ 1+ nz
— 1 _ ;- VTR n
Oa(N) = 107 ()77, {)xk =i \/ﬁzk} , 2z € B, (4.47)

définition 4.5 La fonction 04(\) définie par la formule (4.47), sera appelé la fonc-
tion caractéristique du n -uplet dissipatif A.

Remarque 4.5 La fonction caracteristique est analytique dans (C™)" et pour

chaque X\ € (C™)", 04(\) est un élément de B (€, F).

En utilisant la relation

07 (2) Dy = Dy (I, — ZT*) 7 (Z =T, (4.48)

on peut voir que pour chaque r € H",
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0.4(\) (R%o— (@) = 7.0 (2) 7! (R%a @:))
= 7.Dp (I — 2T (Z = T) (2)
= 7.Dp (In — ZT%) N (Z (I, = T*T) — (I — ZT*) T) ()
= 7.Dpe (Iny — ZT*) " (Zo*Ro — (Iny — ZT*) T) ()
= —7.Dp-T(2) +7.Dp- (I, — ZT*) "' Zo*Ro ()
= —7.7Dr () + 7. Dpe (Ing — ZT*) ' Zo*Ro ()
I ( Rio (;U)) + 7. Dpe (I — ZT%) " Zo*Ro (2)

- (—T*TT_l Y QT (I — ZT%) " ZU*R%) (R%a @))(.4.49)
D’autre part,
—r 7! (R%a (:1:)) = 7,07 (0) 771 <R§0 (x)) — _QiC(A)(z), C(A) =T

Soit finalement,

04(N\) = Ao+ Q2J* (I — ZT*) "' Zo*R2

(4.50)
= Ag+Q2J* (In— C(A)C(A)) ' C (A o*Re,
ou Ag est I'operateur défini de £ dans F par :
Ao (R%a (x)) — Q3 JC (A) (2), (4.51)

A est le n—uplet dissiptif defini dans H par : A(xy,....,x,) = Ax1 + ... + ANy,
C'(A) est sa transformée de Cayley. Notons que pour n = 1, on retrouve le retrouve
le résultat de [19] :

1

04()) = [IH 4 2iQ% (A* — M) " QE] . (4.52)

En effet, d’apres les définitions (4.46) de 7 et 7, et les relations (4.47) (4.48), on
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peut voir que,

0.4(\) (R%a (:1:)) = 7.0 (2) 7! (Q%J@))

= Q3T (A" = AIy) (A" — i) ™) (A + M) (A + i) " (2)

= QFJ (A" —ily) (AT — M) (~20Q — (A" — M) (A + i) " (x)

= —20Q3 (A" — M) " (=2iQ — (A" — My)) (A+iDy) " (2)
= 2iQ% (A+ily) " (¥) —4Q7 (A" = My) ' Q(A+ily) " ()
- (IH 2003 (A" — ) Q%) (2@% (A+ily)" (x))

= (1+20Q} (" =1 Q}) (QH (@)

Le résultat suivant prouve que comme dans le cas de deux n-contractions commu-
tatives pures, la fonction caracteristique est un invariant unitaire pour les n-uplets
dissipatifs, commutatifs et pures.

théoréme 4.4 Soit A et B deuxr n-uplets pures et multidissipatifs. Alors, A est
unitairement équivalent a B si et seulement si leur fonctions caracteristiques sont
égales 04 ~ 0p.

Preuve. Soit T = (11, ....,T,,)) = C(A) et T = (T4, ...., T,,)) = C(B). Supposons que
A et B sont unitairement equivalent. Alors, m

(4.53)

A est unitairement équivalent & B < T = C(A) est unitairement équivalent a 7' = C/(B)

& Op(2)~0z(2), =z€B,

& 04N =05(\), Ae(C™)".

(4.54)



Chapitre 5

Conclusion-Perspectives

Dans le cas n = 1, le spectre d’une contraction complétement non unitaire
est parfaitement déterminé par la fonction caractéristique associée. Pour les
n-contractions, la fonction caractéristique permet (pour le moment) de donner
un critére nécessaire d’appartenance au spectre de Taylor.
Se pose donc la question naturelle suivante :
-Sous quelles conditions supplémentaires, ce critére est-il aussi suffisant ?
Notons que ce probléme a été résolu par B. BENDOUKHA (Serdica Journal)
pour les pure 2-contraction, vérifiant la condition supplémentaire :

lim (W7 +TTy)" = 0.

n—--400

Parailleurs, nous avons pu caractériser totalement les parties a%y (T) et ag? a)y (T)

du spectre de Taylor. Qu’en est-il pour les parties intermédiaires

{a%y (T),1<k< n}?

Tout ce qui précede, peut aussi étre envisagé pour les opérateurs n-dissipatifs.
Enfin, les spécialistes soviétiques, ont dans le cas n = 1, utilisé la fonction

caractéristique pour la construction de modeles trés pratiques dans les espaces
des fonctions & carrés intégrables. Peut-on faire de méme pour le cas n > 1.

60
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