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INTRODUCTION

Soit T une contraction dans un espace de Hilbert H. On appelle fonction carac-
téristique de T , la fonction �T (z), dé�nie pour jzj � 1 et dont les valeurs sont des
opérateurs linéaires de DT = (IH � T �T )

1
2 H dans DT � = (IH � TT �)

1
2 H :

�T (z) = �T + z (I H � TT �)
1
2 (IH � zT �)�1 (IH � T �T )

1
2 : (1)

La formule 1 fut trouvée par B. Sz. Nagy et C. Foias [15, 16] à travers l�analyse
harmonique des dilatations unitaires des contractions complètement non unitaires.
Cela, leurs a en outre permis de construire le modèle fonctionnel, clairement dé-
pendant uniquement de �T (z). Dans le cas des contractions de la classe C:0 ou
C0:, ce modèle fut obtenu par les américains Helson [14], Rota [22], Rovnyak [23].
Il est cependant utile de noter que la notion de fonction caractéristique possède
des origines plus anciennes. En e¤et, cette notion apparait déjà en 1946 dans les
travaux de M. C. Livshits [17], [18], et puis dans les travaux de V. T. polyatskii
(1959) [20] pour les opérateurs (non nécessairement des contractions), véri�ant la
condition : dim (IH � T �T )H=dim (IH � TT �)H� +1. Dans ces cas, des modèles
concrets furent construits à l�aide des opérateurs de Volterra et des opérateurs de
multiplication par les fonctions non décroissantes. Ces modèles trouvérent des appli-
cations concrètes dans la théorie corrélationnaire de certaines classes de suites non
stationnaires dans les espaces de Hilbert voir cite [4] et [25]. Plus tard [10], La notion
de fonction caractéristique connut un nouveau développement grâce à la théorie des
colligations unitaires.
Pour les multicontractions c�est à dire les n�uplets T = (T1; T2; ::::Tn) véri�ant la

condition
nX
k=1

TkT
�
k � I ou de manière équivalente, :

kT1h1 + T2h2 + ::::+ Tnhnk2Hn � kh1k2H + kh2k
2
H + ::::+ khnk

2
H :

pour tout (h1; h2; ::::; hn) 2 Hn, les premiers résultats remontent aux travaux de A.
E. Frazho [13] et G. Popescu [21] dans le cas non commutatif. Pour le cas commutatif
(TiTj = TjTi 81 � i; j � n), les résultats fondateurs dont l�étude des multicon-
tractions sont dus à W. Arveson [2]. Parmi ces résultats, on citera essentiellement le
théorème suivant : qui fut à la base de la construction des modèles fonctionnels[7, 8] :

théorème 0.1 Soit T = (T1; T2; ::::; Tn) une n-contraction commutative dé�nie dans
l�espace de Hilbert H. Il existe alors un unique opérateur

4
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LT : H2
n 
DT � �! H tel que pour tout polynôme p 2 C [z1; :::; zn] et x 2 DT �

LT (p
 x) = p (T )DT � (x) : (2)

Ce résultat est à la base de la construction des modèles fonctionnels pour les n-
contractions commutatives pure (voir 2.3, chapitre 2 de la présente thèse) et com-
plètement non coisométriques [7].
Pour les multicontractions commutatives, la fonction caractéristique est dé�nie

par [8] :

�T (z) = �T + (I H � TT �)
1
2 (IH � ZT �)�1Z (IHn � T �T )

1
2 ; (3)

où z = (z1; z2; ::::zn) 2 Bn - boule unité de Cn, Z est l�opérateur dé�ni de Hn dans
H par Z (h1; h2; ::::hn) = z1h1 + z2h2 + :::+ znhn. Dans le cas n = 1, on retrouve la
dé�nition de fonction caractéristique au sens de [19].
Depuis sa découverte, la fonction caractéristique a constitué l�outil fondamental dans
l�étude des opérateurs, en remplacement de la résolvante dans l�e¢ cacité se limite
aux opérateurs normaux ou à spectre constitué de parties compactes. Dans le cas
d�une contraction, elle fut entre autres utilisée pour [19] :

1. La construction des modèles fonctionnels de certaines classes de contractions,

2. La caractérisation des di¤érentes parties du spectre et ce en termes de fonction
caractéristique seulement,

3. La construction des fonctions caractéristiques ainsi que des modèles fonction-
nels pour les opérateurs dissipatifs et ce grâce à la transformée de Cayley.

La présente thèse se propose d�étendre au cas multidimensionnel les raisonne-
ments appliqués et les résultats obtenus dans les points 2 et 3. Elle se compose
d�une introduction et de quatre chapitres. Dans le premier chapitre, on rappelle les
propriétés du produit tensoriel d�espaces de Hilbert et d�opérateurs linéaires. On
rappelle aussi la construction de l�espace de Hardy - Areson. Le deuxième chapitre
est consacré au rappel des principaux résultats relatifs aux n -contractions commu-
tatives pures et complètement non coisométriques.

dé�nition 0.1 Une n -contraction commutative T = (T1; T2; ::::Tn) est dite pure si

la suite IH = PT (IH) � P 2T (IH) � ::: � P
q
T (IH) � :::: � 0;

 
PT (X) =

nX
k=1

TkXT
�
k

!
converge vers l�opérateur nul dans H au sens de la topologie forte. D�après [8], ceci
est équivalent à :

T1 = s: Lim
q!+1

nX
i1;i2;:::;iq=1

Tiq :::Ti2Ti1T
�
i1
T �i2 :::T

�
iq = 0: (4)

Le symbol s: désigne la convergence au sens de la topologie forte. Dans le cas n = 1,
cela signi�e que la contraction T 2 C:0.

dé�nition 0.2 La n -contraction commutative T = (T1; T2; ::::Tn) est dite complè-
tement non coisométrique (cnc) si : ker (IH � T1) = 0:
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Remarque 0.1 La complète non coisométrie, signi�e qu�il n�existe dans H aucun
sous-espace invariant pour tous les T �i et dans lequel chaque T

�
i induit un opérateur

isométrique. Par ailleurs, toute n -contraction commutative pure est cnc.

dé�nition 0.3 Deux n -contractions commutatives T = (T1; T2; ::::Tn) et T 0 =
(T 01; T

0
2; ::::T

0
n) dé�nies dans H et H0 respectivement, sont dites unitairement équi-

valentes s�il existe un opérateur unitaire U de H dans H0 tel que : Ti = U�1T 0iU
pour tout 1 � i � n.

T. Bhattacharyya, J. Eschmeier, J. Sarkar établirent dans [8] que toute n -
contraction commutative pure est unitairement équivalente à son modèle fonction-
nel. Le même résultat fut étendu par C. Benhida, D. Timotin au cas c.n.c. [7]. On
a le résultat fondamental suivant [7, 8], montre que dans le cas des n -contractions
commutatives pures, la fonction caractéristique est un invariant unitaire :

théorème 0.2 Deux n -contractions commutatives pures T = (T1; T2; ::::Tn) et
R = (R1; R2; ::::Rn) sont unitairement équivalentes si et seulement si, leurs fonctions
caractéristiques �T (z) et �R(z) coïncident. C�est à dire qu�il existe deux opérateurs
unitaires � : DT �! DR et �� : DT � �! DR� tels que ���T = �R�.

Dans le troisième chapitre, on donne une caractérisation du spectre de Taylor
de la n -contraction commutative à l�aide de l�opérateur LT en premier lieu, puis en
termes de la fonction caractéristique en second lieu. On étudie aussi le comprtement
de ce spectre sous l�action des automorphismes involutifs de Bn.
Dans le quatrième et dernier chapitre, on introduit les concepts de n -uplet

dissipatif et sa transformée de Cayley. Ainsi, et suivant le même schéma adopté
dans [19] pour le cas d�un seul opérateur, on construit le modèle fonctionnel associé
et on établit son équivalence unitaire avec le n -uplet dissipatif de départ. On dé�nit
aussi la fonction caractéristique et on montre que comme dans le cas contractif, c�est
un invariant unitaire. Il est à noter que dans le cas n = 1 , on retrouve les résultats
de [19].
Notons en�n que les résultats du chapitre trois, ont fait l�objet d�un article publié
dans la revue Quaestiones Mathematicae [6].



Chapitre 1

DEFINITIONS GENERALES

Dans ce chapitre, nous exposons les principaux concepts nécessaires à la compré-
hension de la suite du présent travail. Nous indiquerons à chaque fois qu�il le faut
les références bibliographiques correspondantes.

1.1 Produit Tensoriel d�Espaces de Hilbert

Soit (Hi)
n
i=1une famille d�espaces de Hilbert: On désigne par h:; :ii le produit

scalaire dans Hi. On note h1
 ::::
hn : H1� ::::�Hn �! C la forme multilinéaire
dé�nie par

(h1 
 ::::
 hn) [h01; ::::; h0n] = hh1; h01i1 :::: hhn; h0nin : (1.1)

On véri�e facilement les résultats suivants :

1. h1 
 :::::: 
 hn = 0 () 91 � i � n :hi = 0i:(0i le vecteur nul de Hi; 0 la
forme zéro)

2. 8� 2 C et 81 � i � n

�: (h1 
 ::::::
 hn) = (�h1)
 ::::::
 hn
= h1 
 ::::::
 (�hi)
 ::::::
 hn (1.2)

= h1 
 ::::::
 (�hn) ;

3. 81 � i � n

h1
:::
(hi + h0i)
:::
hn = (h1 
 :::
 hi 
 :::
 hn)+(h1 
 :::
 h0i 
 :::
 xn)
(1.3)

Soit E l�espace vectoriel engendré par ces formes. On dé�nit un produit scalaire
sur E par

hh1 
 ::::
 hn; h01 
 ::::
 h0niE =
nY
i=1

hhi; h0iii . (1.4)

7
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dé�nition 1.1 Le complété de E, noté H1 
 ::::::
Hn; est appelé produit tensoriel
des espaces H1;H2;:::;Hn:

Proposition 1.1 Soit
�
e
(i)
ki

�+1
ki=1

une base Hilbertienne de l�espace Hi c�est-à-dire :

1.
D
e
(i)
k ; e

(i)
j

E
= �kj (symbole de Kronecker)

2. 8hi 2 Hi,

hi =

+1X
ki=1

D
hi; e

(i)
ki

E
i
e
(i)
ki
; 1 � i � n: (1.5)

khik2i =

+1X
ki=1

���Dhi; e(i)ki Ei���2 � 1: (1.6)

Alors la famille
�
e
(1)
k1

 ::::::
 e(n)kn

�+1
k1;::::;kn=1

constitue une base Hilbertienne

de l�espace H1 
 ::::::
Hn :

Preuve. Il faut montrer que
�
e
(1)
k1

 ::::::
 e(n)kn

�+1
k1;::::;kn=1

est un système orthonormé

complet de H1
 ::::::
Hn. Pour tout élément h1
 ::::
hn de H1
 ::::::
Hn,
on a :

h1 
 ::::
 hn =

 
+1X
k1=1

D
hi; e

(1)
k1

E
1
e
(1)
k1

!

 h2 
 ::::
 hn

=
+1X
k1=1

D
h1; e

(1)
k1

E
1

�
e
(1)
k1

 h2 
 ::::
 hn

�

=
+1X
k1=1

D
h1; e

(1)
k1

E
1

 
e
(1)
k1


 
+1X
k2=1

D
h2; e

(2)
k2

E
2
e
(2)
k2

!

 ::::
 hn

!

=

+1X
k1=1

D
h1; e

(1)
k1

E
1

+1X
k2=1

D
h2; e

(2)
k2

E
2

�
e
(1)
k1

 e(2)k2 
 ::::
 hn

�

=

+1X
k1=1

D
h1; e

(1)
k1

E
1

+1X
k2=1

D
h2; e

(2)
k2

E
2

 
e
(1)
k1

 e(2)k2 
 ::::


 
+1X
kn=1

D
hn; e

(n)
kn

E
n
e
(n)
kn

!!

=

+1X
k1=1

D
h1; e

(1)
k1

E
1

+1X
k2=1

D
h2; e

(2)
k2

E
2
:::

+1X
kn=1

D
hn; e

(n)
kn

E
n

�
e
(1)
k1

 e(2)k2 
 ::::
 e

(n)
kn

�

=

+1X
k1;k2;::;kn=1

D
h1; e

(1)
k1

E
1

D
h2; e

(2)
k2

E
2
:::
D
h2; e

(n)
kn

E
n

�
e
(1)
k1

 e(2)k2 
 ::::
 e

(n)
kn

�
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D�autre part,

+1X
k1;k2;::;kn=1

���Dh1; e(1)k1 E1���2 ���Dh2; e(2)k2 E2���2 ::: ���Dhn; e(n)kn En���2

=
+1X
k1=1

���Dh1; e(1)k1 E1���2
+1X
k2=1

���Dh2; e(2)k2 E2���2 :::
+1X
kn=1

���Dhn; e(n)kn En���2 � +1 (1.7)

Exemple 1.1 C
H ' H et Cn 
 Cm ' Cnm.
Exemple 1.2 Soit E= Cd; d = 1; 2; :::; muni du produit scalaire usuel

hz; wiE =
dX
i=1

ziwi; z = (z1; :::; zd); w = (w1; :::; wd): (1.8)

Posons
E
0 = C; E
n = E 
 E 
 ::::
 E| {z }

n fois

; n � 1: (1.9)

Soit maintenant En le produit tensoriel symétrique de n copies de E, caractérisé
comme suit :

w = w1
w2
 :::
wn 2 En () w = w�(1)
w�(2)
 :::::
w�(n): � 2 Sn: (1.10)

Sn désigne le groupe symétrique de l�ensemble f1; 2; ::::; ng; il est clair que Ek
est un sous-espace de E
n: De plus d�après [2], on a

En = f 1
n!

X
�2Sn

w�(1) 
 w�(2) 
 ::::
 w�(n) : wi 2 Eg: (1.11)

Désignons par P[z1;:::;zd] l�algèbre complexe des polynôme en z = (z1; :::; zd) 2 Bd
:
où

Bd =
�
z = (z1; :::; zd) 2 Cd : kzk � 1

	
;

Avec
kzk2 = jz1j2 + jz2j2 + :::+ jzdj2 :

Tout élément f de P[z1;:::;zd] admet la représentation

f(z) = f0(z) + f1(z) + f2(z) + ::::+ fn(z); (1.12)
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où fk(z) (k 2 f1; 2; ::::; ng) est un polynôme homogène de degré k et f0(z) est le
polynôme constant. D�autre part, pour tout k = 0; 1; :::; n et tout z = (z1; :::; zd) 2
Bd;

fk(z) =
dX

i1;i2;:::;ik=1

ai1;i2;:::;ikzi1zi2 :::zik

=

dX
i1;i2;:::;ik=1

ai1;i2;:::;ik hz; ei1iE hz; ei2iE ::: hz; eikiE

=
dX

i1;i2;:::;ik=1

ai1;i2;:::;ik


zk; ei1 
 ei2 :::
 eik

�
E
n

=
dX

i1;i2;:::;ik=1



zk; ai1;i2;:::;ikei1 
 ei2 :::
 eik

�
E
n

avec zk = z 
 z 
 :::
 z| {z }
k fois

Soit P�k l�orthoprojecteur de E

k sur Ek: En posant

�k =
dX

i1;i2;:::;ik=1

P�k(ai1;i2;:::;ikei1 
 ei2 :::
 eik) tout élément de P admet la repré-

sentation suivante

f(z) =
k=nX
k=0



zk; �k

�
Ek
; �k 2 En (1.13)

avec

kfk2P =
k=nX
k=0

k�kk
2
Ek :

Remarque 1.1 La représentation (1:13) a été obtenue d�une autre manière par
William Arveson en utilisant le lemme de Riesz:[2]: L�espace (P; k:kP ) n�est pas
complet. En e¤et, choisissons une suite fn dans P telle que fn soit de Chauchy
mais non convergente dans P:

Soit maintant

fn(z) =

k=nX
k=0

zk1
k!
; z = (z1; :::; zd) 2 Bd: (1.14)

Remarquons tout d�abord que

fn(z) =

k=nX
k=0

�
zk;
ek1
k!

�
Ek
=

k=nX
k=0



zk; �k

�
Ek
; �k =

ek1
k!
:
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Il est clair que fn est de Chauchy, pour tous m et n tels que m � n, on a

kfn � fmk2p =
mX

k=n+1

k�kk
2
Ek =

mX
k=n+1





ek1k!




2
Ek
=

mX
k=n+1

1

k!2
:

D�autre part, pour tout z = (z1; :::; zd) 2 Bd �xé, on a

lim
n�!+1

fn(z) = lim
n�!+1

k=nX
k=0

zk1
k!
=

+1X
k=0

zk1
k!
= exp(z1):

Or cette limite n�est pas un élément de P[z1;:::;zd]: D�où l�incomplétude de l�espace
(P; k:kP ) :
Dans ce cas on peut dé�nir le complété de l�espace (P; k:kP ) appelé espace de

Hardy-Arveson noté H2
d [2]:

H2
d = ff(z) =

+1X
k=0



zk; �k

�
Ek
:
+1X
k=0

k�kk
2
Ek h+1; �k 2 Eng; zk = z 
 :::
 z| {z }

k�fois

(1.15)

Le produit scalaire correspondant à l�espace H2
d est le suivant*

+1X
k=0



zk; �k

�
Ek
;
+1X
k=0



zk; �k

�
Ek

+
d

=
+1X
k=0

h�k ; �kiEk (1.16)

La norme associée à ce produit scalaire sera désignée par k:kd. Elle est donnée
par la relation

kfk2d =
+1X
k=0

k�kk
2
Ek : (1.17)

1.2 Produit Tensoriel d�applications Lineaires

Soient Xi; Yi; Zi; i = f1; 2g des espaces de Hilbert.

dé�nition 1.2 Soient A : X1 �! Y1 et B : X2 �! Y2; deux applications linéaires
. Le produit tensoriel de A par B est l�application :

A
B : X1 
X2 �! Y1 
 Y2 (1.18)

x1 
 x2 �! A
B (x1 
 x2) = A (x1)
B (x2)

Il est clair que A
B est une application bilinéaire. Dans le cas de n-applications,
on obtient une application n-linéaire.

Proposition 1.2 Soient A : X1 �! Y1; B : X2 �! Y2; C : Z1 �! X1; D :
Z2 �! X2: Alors,
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1. (A
B) � (C 
D) = (A � C)
 (B �D):
2. (A
B)� = A� 
B�:
3. Si A et B sont inversibles alors, A
B est aussi inversible et on a, (A
B)�1 =
A�1 
B�1:

Preuve. 1.Soit z1 
 z2 2 Z1 
 Z2;
(A
B) � (C 
D) (x1 
 x2) = (A
B) (C (x1)
D (x2))

= AC (x1)
BD (x2)

= A � C (x1)
B �D (x2)

= (A � C)
 (B �D) (x1 
 x2) (1.19)

2.Soient x1 
 x2 2 X1 
X2; y1 
 y2 2 Y1 
 Y2;
h(A
B) (x1 
 x2) ; y1 
 y2i
 = hA(x1)
B(x2); y1 
 y2i

= hA(x1); y1i
 hB (x2) ; y2i


= hx1; A�(y1)i hx2; B� (y2)i (1.20)

= hx1 
 x2; A�(y1)
B� (y2)i

= hx1 
 x2; A� 
B� (y1 
 y2)i
3.On a,

(A
B) �
�
A�1 
B�1

�
=

�
A � A�1

�


�
B �B�1

�
(1.21)

= IA 
 IB = IA
B:

1.3 Noyau Reproduisant

Les dé�nitions et résultats de cette partie peuvent être retrouvées dans [1]:

dé�nition 1.3 Soit H un espace de Hilbert dont les éléments sont des fonctions
dé�nies sur un ensemble non vide X. On appelle noyau reproduisant de H toute
fonction k(x; y) à deux variables x et y dans X et véri�ant les conditions :

a) Pour tout y �xé dans X , la fonction ky (:) : x �! k(x; y) est un élément de
H,
b) Pour tous f 2 H et y 2 X , on a

f(y) = hf(:); k(:; y)iH : (1.22)
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Proposition 1.3 Soit X un ensemble arbitraire et H un espace de Hilbert de fonc-
tions à valeurs complexes sur X. Alors, H est un espace de Hilbert à noyau repro-
duisant si pour tout x dans X, la forme linéaire

Lx : f ! f(x) est continue

Preuve. voir[1]

D�après le théorème de représentation de Riesz, cela implique que pour
tout x dans X; il existe un unique élément kx avec la propriété que :

f(x) = hf; kxi ;8f 2 H (1.23)

Posons

k(x; y) = ky (x) ; (1.24)

alors,

k(x; y) = hky; kxi : (1.25)

En particulier,

k(x; x) = hkx; kxi � 0;8x 2 X; (1.26)

avec

kx = 0 () (f(x) = hf; 0i = 0) ;8f 2 H (1.27)

Exemple 1.1 A titre d�exemple, nous allons maintenant de�nir le noyau repro-
duisant de l�espace H2

d espace de Hardy-Harveson :

H2
d = ff(z) =

+1X
k=0



zk; �k

�
Ek
:
+1X
k=0

k�kk
2
Ek h+1; �k 2 Eng (1.28)

D�après les résultats de William Arveson [2] l�espace H2
d peut être identi�é à l�espace

symétrique de Fock sur E ,

F+ (E) = E0 � E1 � :::::
Considérons l�application J dé�nie de H2

d dans F+ par :

J(f) = (�0; �1; �2; ::::); (1.29)
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La suite �0; �1; �2; ::::est appelée suite des coé¢ cients de Taylor de la fonction f: Il
est clair que J est une application anti-unitaire. Soit x 2 Bd; dé�nissons maintenant
l�application

Kx : Bd �! C; z 7�! Kx(z) =
1

1� hz; xiE

hz; xiE =

dX
i=1

zixi avec z = (z1; z2; :::; zd); x = (x1; x2; :::; xd) (1.30)

On a alors,

1. Kx 2 H2
d pour tout x 2 Bd :

2. Pour tous x; z dans Bd . hKx; Kzid = 1
1�hz;xiE

3. f(z) =
+1X
k=0



zk; �k

�
Ek
2 H2

d =) f(z) = hf;Kzid :

En e¤et,

1. pour x; z 2 Bd, on a :

Kx(z) =
1

1� hz; xiE
=

+1X
k=0

(hz; xiE)
k =

+1X
k=0



zk; xk

�
Ek
2 H2

d

2.
x 2 E =) J(Kx) = (1; x; x

2; ::::) 2 F+

Par conséquent, pour x; z 2 Bd, on a :

hKx; Kzid = hJ(Kz); J(Kx)iF+

=
+1X
k=0



zk; xk

�
Ek

=

+1X
k=0

(hz; xiE)
k =

1

1� hz; xiE

3. Puisque,

J(Kz) = (1; z; z
2; ::::) et J(f) = (�0; �1; �2; ::::);

alors,

hf;Kzid = hJ(Kz); J(f)iF+ =
+1X
k=0



zk; �k

�
Ek
= f(z):

Il en résulte de tout ce qui précéde que la fonction,



15

K : Bd �Bd �! C (1.31)

(x; z) 7�! K(x; z) =
1

1� hz; xiE

est le le nouyau reproduisant de l�espace H2
d :



Chapitre 2

N-UPLETS CONTRACTIFS
D�OPERATEURES

2.1 Introduction

dé�nition 2.1 Soit fTgni=1 une famille de contractions deux à deux commutantes
et dé�nies dans un même espace de Hilbert H. Le n-uplet T = (T1; T2; ::::Tn) est dit
n-contraction commutative si 8(h1; h2; ::::; hn) 2 Hn :

kT1h1 + T2h2 + ::::+ Tnhnk2Hn � kh1k2H + kh2k
2
H + ::::+ khnk

2
H : (2.1)

Ceci est équivalent à la condition :

nX
k=1

TkT
�
k � I: (2.2)

Autrement dit, l�application

T : Hn �! H ; T (h1; h2; ::::; hn) = T1h1 + T2h2 + ::::+ Tnhn (2.3)

est une contraction.
Dans le cas n = 1; en retrouve la notion usuelle de contraction.

dé�nition 2.2 La n-contraction commutative T = (T1; ::::; Tn) est dite :

1: pure si la suite décroissante :
IH � PT (IH) � P 2T (IH) � ::: � PmT (IH) � ::: � 0, converge fortement vers

l�opérateur nul de H. En d�autres termes,:

T1 = s: Lim
q!+1

nX
i1;i2;:::;iq=1

Tim :::Ti2Ti1T
�
i1
T �i2 :::T

�
iq = 0

2:completement non coisométrique (cnc) si ker (IH � T1) = f0g.

16
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Remarque 2.1 La compléte non coisométrie, signi�e qu�il n�existe aucun sous
espace de H, invariant pour tout les T �i et dans lequel chacun des T �i , induit un
opérateur isométrique. Notons aussi que toute n-contraction commutative pure, est
complétement non coisométrique.

2.2 Fonction Caractéristique d�une n-Contraction
Commutative

dé�nition 2.3 Soit T = (T1; T2; ::::Tn) une n-contraction commutative dé�nie
dans l�espace de Hilbert H, les opérateurs :

DT � = (I H � TT �)
1
2 = (I H �

nX
i=1

TiT
�
i )

1
2

et

DT = (IHn � T �T )
1
2 = ((�ij � T �i Tj)ni;j=1)

1
2 ; (�ij � symbole de Kronecker)

sont appelés opérateurs de défaut de la n-contraction commutative T . Les fer-
metures respectives des rangs de ces operateurs DT � = DT �H et DT = DTHn sont
appelés espaces de défaut de la n-contraction T: Comme dans le cas d�une seul
contraction, on a le résultat suivant [8] :

Proposition 2.1 Pour toute n-contraction commutative T dé�nie dans l�espace de
Hilbert H, on a :

TDT = DT �T ; T �DT � = DTT
� (2.4)

dé�nition 2.4 Soit T = (T1; T2; ::::; Tn) une n- contraction commutative. On ap-
pelle fonction caractéristique de T la fonction �T dé�nie de Bn dans L(DT ; DT �)
par

�T (z = (z1; z2; ::::zn)) = �T +DT �(IH � ZT �)�1ZDT ; (2.5)

avec
Z : Hn �! H; Z(h1; h2; ::::hn) = z1h1 + z2h2 + ::::+ znhn;

et
Z� : H �! Hn; Z�(h) = (z1h1; z2h2; ::::; znhn):

Il est clair que l�opérateur Z est une contraction et que

ZZ� =

nX
i=1

jzij2 :IH: (2.6)

Dans le cas n = 1; on retrouve la notion usuelle de fonction caractéristique au sens
de B. Sz. Nagy et C. Foias [19]. Toujours selon [19], on a
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Proposition 2.2 Soit T = (T1; T2; ::::; Tn) est une n-contraction commutative dé�-
nie dans l�espace de Hilbert H . Alors,

IH � �T (w)(�T (z))� = (1�WZ�)DT �(IH �WT �)�1(IH � TZ�)�1DT � ;8z; w 2 Bn:
(2.7)

Preuve. On a par dé�nition, �T (w) = �T +DT �(IH �WT �)�1WDT et
(�T (z))

� = �T � +DTZ
�(IH � TZ�)�1DT � : Par conséquent,

IH � �T (w)(�T (z))� = IH � (�T +DT �(IH �WT �)�1WDT )

�(�T � +DTZ
�(IH � TZ�)�1DT �)

= ( IH � TT �) + T (DT Z
�(IH � TZ�)�1DT �

+DT �(IH �WT �)�1WDT T
�

�DT �(IH �WT �)�1WD2
T Z

�(IH � TZ�)�1DT �

= D2
T � +DT �TZ

�(IH � TZ�)�1DT �

+DT �(IH �WT �)�1WT �DT �

�DT �(IH �WT �)�1WD2
T Z

�(IH � TZ�)�1DT �

� DT �(IH �WT �)�1f(IH �WT �)(IH � TZ�)
+(IH �WT �)TZ� +WT �(IH � TZ�)
�WZ� +WT �TZ�g(IH � TZ�)�1DT �

= DT �(IH �WT �)�1fIH � TZ� �WT � +WT �TZ� + TZ� �WT �TZ�

�WZ� +WT �TZ�g(IH � TZ�)�1DT �

= DT �(IH �WT �)�1f1�WZ�g(IH � TZ�)�1DT �

= (1�WZ�)DT �(IH �WT �)�1�(IH � TZ�)�1DT �

Proposition 2.3 L�application M�T dé�nie de H2
n 
 DT dans H2

n 
 DT � par

M�T (f(:)
 x) = f(:)
 �T (:)x; (x 2 DT ) (2.8)

est une contraction bilinéaire [8].

Preuve. En e¤et
kf(:)
 �T (:)xk = kf(:)k k�T (:)xk : (2.9)

Or �T (:) est contractive
k�T (:)xk � kxk : (2.10)
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Il en résulte
kf(:)k 
 k�T (:)xk � kf(:)k kxk : (2.11)

Par conséquent M�T est une contraction. La bilinéarité de cette application découle
des propriétés de bilinéarité du produit tensoriel.

dé�nition 2.5 Deux n-contractions T = (T1; T2; ::::; Tn) et R = (R1; R2; ::::; Rn)
dé�nies respectivement dans H et K sont dites unitairement equivalentes s�il existe
un opérateur unitaire U : H �! K tel que

Ti = U
�RiU ; 8i = 1; 2; :::; n (2.12)

dé�nition 2.6 [8]Soient T = (T1; T2; ::::; Tn) et R = (R1; R2; ::::; Rn) deux n-
contractions dé�nies respectivement dans H et K. On dit que leurs fonctions carac-
téristiques �T et �R coincident s�il existe deux opérateurs unitaires � : DT �! DR
et �� : DT � �! DR� tels que :

���T = �R�: (2.13)

théorème 2.1 [9] Deux n-contractions pures sont unitairement équivalentes si et
seulement si leur fonctions caractéristiques coincident.

2.3 Modèle Fonctionnel

Considérons l�espace de Hilbert

H2
n (E) =

(
f (z) =

X
k2Nn

akz
k 2 O (Bn; E) : ak 2 E et kfk2 =

X
k2Nn

kakk2


k
<1

)
(2.14)

où O (Bn; E) ; est la classe de toutes les fonctions analytiques dé�nies sur Bn à
valeur dans E , zk = zk11 :::z

kn
n , 
k = (k1 + :::+ kn)!=k1!:::kn!. D�après [8];le noyau

reproduisant de cet espace est : (1� < z;w >)�1 IE . IL est isomorphe à l�espace
H2
n (C) 
 E . De plus, il coincide avec l�espace usuel de Hadry dans le cas où E =C

et n = 1.

dé�nition 2.7 Soit z = (z1; :::; zn) 2 Bn: La n-contraction commutative MZ =
(Mz1 ; :::;Mzn) telle que

Mzi : H
2
n (C)! H2

n (C) ; f(z)! zif(z)

est appellée n-shift. De plus, elle est pure [9].

Soit T = (T1; T2; ::::; Tn) une n-contraction dé�nie dans H:
On a les deux résultats suivants, dus à W. Arveson [2]
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théorème 2.2 Soit T = (T1; T2; ::::; Tn) une n-contraction commutative dé�nie
dans l�espace de Hilbert H. Il existe alors un unique opérateur

LT : H2
n 
 DT � �! H tel que pour tout polynôme p 2 C [z1; :::; zn] et tout

x 2 DT �,

LT (p
 x) = p (T )DT � (x) (2.15)

L�opérateur adjoint L� : H �! H2
n 
DT � est dé�ni par la formule,

(L�Th)(z) = DT �(IH � zT �)�1h: (2.16)

Considérons maintenant l�espace :bH = (H2
n 
DT � )	M�T (H

2
n 
DT � ) (2.17)

et l�opérateur

Mzk 
 IDT� : H2
n 
DT � �! H2

n 
DT � : (2.18)

f 
 x 7�! (Mzk 
 IDT� ) (f(z)
 x) = zkf(z)
 x

Selon [2] L�operateur L satisfait les résultats suivants :

1.
LTL

�
T + T1 = IH (2.19)

2.
L�TLT +M�TM

�
�T
= IH2

n(C)
DT� (2.20)

3. Pour tout 1 � i � n,
TiLT = LT (Mzi 
 IDT� ) (2.21)

Ainsi donc,

Proposition 2.4 Soit T = (T1; T2; ::::; Tn) une n-contraction commutative. Alors T
est pure si et seulement si L� est isometrique.

Preuve. voir [2, 7, 9]
Grâce au travaux de T. Bhattacharyya, J. Eschmeier et J. Sarkar [9] et

Cha�q Benhida et Dan Timotin [7], on a les résultats fondamentaux suivants :

théorème 2.3 : Toute n-contraction commutative et pure T = (T1; T2; ::::; Tn)
dé�nie dans H est unitairement équivalente à la n-contraction � dé�nie dans l�espacebH comme suit :

� = (�1;�2; :::;�n);�k = PbH(Mzk 
 IDT� )
��bH ; k = 1; 2; :::; n (2.22)

où PĤ est l�orthoprojecteur de H2n (C)
DT � sur bH. L�espace bH est appelé l�espace
fonctionnel et � = (�1;�2; :::;�n), le modèle fonctionnel.
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Proposition 2.5 Si T est pure,alors Test unitairement équivalent à la n-contraction
MZ = (Mz1 ; :::;Mzn) si et seulement si �T � 0:

Preuve. voir [2, 7, 9]

Exemple 2.1 Soit A : H �! H une contraction. Considérons le 2-uplet T = (A; 0)

1) On a, IH � TT � = IH � AA� d�où T est contractif.

2)D�après (2:5) Les opérateurs et les espaces de défaut de T sont :
a)

DT � = (IH � AA�)1=2 ; DT � = DA�
b) 8<: DT =

�
(IH � AA�)1=2 0

0 IH

�
=

�
DA 0
0 IH

�
;

DT = DA � fHg

9=; (2.23)

3) La fonction caractéristique du 2-uplet T est :
8 (a; b) 2 B2

�T (a; b) =
�
�T +DT �(IH � aT �)�1 (a; b)DT

�
j DT

=
h
(�A; 0) + (IH � AA�)1=2 (IH � aT �)�1

�
a (IH � A�A)1=2 ; b

�i
j DT

4) D�après (2:19) l�opérateur L�T est dé�ni comme suit :

L�T : H �! H2 
DT � (2.25)

x �! L�T (x)(z1; z2) = DT �(IH � z1A�)�1(x)

d�où

L�T (x)(z1; z2) = DA�(IH � z1A�)�1(x)

= DA�

 
+1X
n1=0

zn11 (A
�)n1

!
(x)

=

+1X
n1=0

zn11 DA� (A
�)n1 (x)

=
+1X
n1=0

DA� (A
�)n1 (x)zn11

=
X
n2N2

an(x)z
n; z = (z1;z2) ; n = (n1;n2) (2.26)
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avec

an(x) =

�
DA� (A

�)n1 (x) ( si n2 = 0)
0 ( si n2 6= 0)

Il s�ensuit que,

kL�T (x)k
2 =

X
n2N2

(n1 + n2)!

n1!n2!
kan(x)k2

=

+1X
n1=0

kDA� (A
�)n1 (x)k2

=

+1X
n1=0

hDA� (A
�)n1 (x); DA� (A

�)n1 (x)iH

=

+1X
n1=0



An1D2

A� (A
�)n1 (x); x

�
H

=
+1X
n1=0

hAn1 (IH � AA�) (A�)n1 (x); xiH

=
+1X
n1=0

hAn1 (A�)n1 (x); xiH �
+1X
n1=0



An1+1 (A�)n1+1 (x); x

�
H

=
+1X
n1=0

�
hAn1(x); An1 (x)iH �



An1+1(x); An1+1(x)

�
H

�
= lim

p�!+1

pX
n1=0

�
hAn1(x); An1 (x)iH �



An1+1(x); An1+1(x)

�
H

�
= kxk2 � lim

p�!+1
k(A�)p (x)k2 : (2.27)

Donc

T est coisométrique () kL�T (x)k
2 = kxk2 (2.28)

() kxk2 � lim
p�!+1

k(A�)p (x)k2 = kxk2

() lim
p�!+1

k(A�)p (x)k2 = 0

D�autre part

(IH � T1)x = 0 () h(IH � T1)x; xiH = 0
() hLTL�T (x); xiH
() kL�T (x)k

2 = 0 (2.29)

() kxk2 = lim
p�!+1

k(A�)p (x)k2

() kxk = lim
p�!+1

k(A�)p (x)k

En résume :
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1)
T est pure () lim

p�!+1
k(A�)p (x)k = 0; 8x 2 H

2)
T cnc () lim

p�!+1
k(A�)p (x)k = kxk : (2.30)

Exemple 2.2 Soient a et b deux nombres complexes tels que :jaj2 + jbj2 � 1:

Considérons dans H le 2�uplet,

T (x; y) = ax+ by:

Dans ce cas, on a
1)

DT �h =
�
1� jaj2 � jbj2

�1=2
h; DT � =

�
f0g

�
si jaj2 + jbj2 = 1

�
H

�
si jaj2 + jbj2 � 1

� (2.31)

2)DT admet la représentation matricielle suivante :

DT =

� �
1� jaj2

�
�ab

�ab
�
1� jbj2

� �1=2 (2.32)

3) La fonction caractéristique du 2-uplet T est :

�T (z1; z2) =

8><>:
�T +

�
1� jaj2 � jbj2

�1=2
(IH � z1a� z2b)�1(z1:1H ; z2:1H)

�
� �
1� jaj2

�
�ab

�ab
�
1� jbj2

� �1=2
9>=>; j DT
(2.33)

4)L�opérateur L�T est dé�ni comme suit :

L�T : H �! H2 
DT �
x �! L�T (x)(z1; z2) = DT �(1 � z1a� z2b)�1(x) (2.34)

d�où

L�T (x)(z1; z2) =
�
1� jaj2 � jbj2

�1=2
(1 � z1a� z2b)�1(x)

=
�
1� jaj2 � jbj2

�1=2 +1X
n=0

�
z1a+ z2b

�n!
x

=
�
1� jaj2 � jbj2

�1=2
lim

p�!+1
fp(z)x (2.35)
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où

fp(z) =

pX
n=0

�
z1a+ z2b

�n
: (2.36)

D�après (2:15) et (2:16) on a,

LTL
�
T (x) =

�
1� jaj2 � jbj2

�1=2
lim

p�!+1
fp(T )DT �(x) (2.37)

=
�
1� jaj2 � jbj2

�1=2
lim

p�!+1

pX
n=0

�
jaj2 + jbj2

�n �
1� jaj2 � jbj2

�1=2
x

=

�
1� jaj2 � jbj2

��
1� jaj2 � jbj2

�x = x:

Alors
LTL

�
T = IH c-à-d T est pure.

Dans le cas jaj2 + jbj2 = 1 :

DT � = 0

d�où
L�T (x) = 0

Par conséquent,
I � T1 = LTL�T = 0

Donc
T n�est ni pure ni cnc.

Soient f et g deux fonctions de L2 [0; 1] = H. On soppose que f(x):g(x) = 0 p.p
sur[0; 1] :et kfk2 + kgk2 � 1:
Considérons dans H le 2�uplet,

T = (Tf ; Tg)

Avec�
1) Tf : L

2 [0; 1] �! L2 [0; 1] et 2) Tg : L
2 [0; 1] �! L2 [0; 1]

h �! Tf (h) = f:h h �! Tg(h) = g:h

�
(2.38)

Alors,
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DT � = (IH � TT �)1=2 ; T � =
�
Tf
Tg

�

On a,

TT �h = (Tf ; Tg)

�
Tf
Tg

�
h

= ff:h+ gg:h

=
�
jf j2 + jgj2

�
:h

Ainsi

DT � =
�
IH �

�
jf j2 + jgj2

��1=2
L�opérateur DT est dé�ni comme suit :

DT = (IHn � T �T )
1
2 = ((�ij � T �i Tj)2i;j=1)

1
2 ; (T1 = Tf ; T2 = Tg)

Par conséquent,

1)

DT =

� �
1� jf j2

�
0

0
�
1� jgj2

� �1=2 ;� f(x):g(x) = 0 � (2.39)

=

" �
1� jf j2

�1=2
0

0
�
1� jgj2

�1=2
#
:

Avec l�espace de défaut DT = DTf �DTg :

2)La fonction caractéristique du 2-uplet T est :

�T (z1; z2) =

264 �T +
�
1� jf j2 � jgj2

�1=2
(IH � z1f � z2g)�1(z1:1H ; z2:1H)

�
" �
1� jf j2

�1=2
0

0
�
1� jgj2

�1=2
# 375 j DT

3)L�opérateur L�T est dé�ni comme suit :

L�T : H �! H2 
DT �
x �! L�T (x)(z1; z2) = DT �(1 � z1f � z2g)�1(x) (2.40)
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Donc

L�T (x)(z1; z2) =
�
1� jf j2 � jgj2

�1=2 +1X
n=0

�
z1f + z2g

�n
=

�
1� jf j2 � jgj2

�1=2
lim

p�!+1
fp(z)x

où

fp(z) =

pX
n=0

�
z1f + z2g

�n
:

LTL
�
T (x) =

�
1� jf j2 � jgj2

�1=2
lim

p�!+1
fp(T )DT �(x)

=
�
1� jf j2 � jgj2

�1=2
lim

p�!+1

pX
n=0

�
jf j2 + jgj2

�n �
1� jf j2 � jgj2

�1=2
x

=
�
1� jf j2 � jgj2

�1=2 �
1� jf j2 � jgj2

�1=2
lim

p�!+1

pX
n=0

�
jf j2 + jgj2

�n
x

= x

Alors
LTL

�
T = IH

Par conséquent

T1 = IH � LTL�T = 0 =) T est pure.



Chapitre 3

SPECTRE DE TAYLOR D�UNE
N-CONTRACTION
COMMUTATIVE

3.1 Introduction

La fonction Caractéristique et l�opérateur LT dé�nis dans le chapitre précédent
jouent un rôle fondamental dans l�étude des n-contractions commutative pure et
cnc [2, 7, 8, 9]. Ils sont utilisés dans la construction des modèles fonctionnels comme
dans le cas d�une contraction [19]. Nous allons dans ce chapitre, voir comment ils
peuvent aussi être utilisés dans la caractérisation du spectre de Taylor. Pour cela,
nous commençons par dé�nir la chaine K(T;H) appelée complexe de Koszul
associée a la n-contractions commutative T , ensuite nous caractérisons le spectre
de taylor d�une n-contractions commutative pure et cnc en utilisant uniquement la
fonction caractéristique et l�opérateur L�T : Dans la deuxieme section nous étudions le
comportement du spectre de Taylor sous l�action des automorphismes involutifs dans
Bn. Commençons ce chapitre par le rappel de certaines des propriétés de l�opérateur
LT [2, 7, 8, 9].

théorème 3.1 Si T = (T1; T2; :::; Tn) est une n-contraction commutative dé�nie
dans l�espace de Hilbert H alors,

1. L�operateur L�T est de�ni de H dans H2
n (DT �) par la formule suivante,

L�T (x) (z) = DT � (IH � ZT �)�1 (x) =
X
k2Nn


k
�
DT �T

� kx
�
zk; (3.1)

où,
k = (k1; :::; kn) ; zk = zk11 :::z

kn
n

2. Les operateurs LT et L�T véri�ent les relations suivantes :

LT � (Mzi 
 IDT� ) = Ti � LT ; (i = 1; :::; n) (3.2)�
M�
zi

 IDT�

�
� L�T = L�T � T �i ; (i = 1; :::; n) (3.3)
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LTL
�
T + T1 = IH; (i = 1; :::; n) ; (3.4)

L�TLT +M�TM
�
�T
= IH2

n(C)
DT� (3.5)

avec Mzi (f) = zif et comme précédemment,

T1 = s:Lim
p!+1

nX
i1;i2;:::;ip=1

Tip :::Ti2Ti1T
�
i1
T �i2 :::T

�
ip : (3.6)

3.2 Spectre de Taylor

dé�nition 3.1 Soit H un espace de Hilbert. L�algèbre extérieure �n (H) à n géné-
rateurs e1; e2; :::; en munie d�une unité e0 = 1 et à coè¢ cients dans l�espace H est
dé�nie comme suit :

�n (H) =
(

nX
k=1

xi1:::ik 
 ei1 ^ ::: ^ eik : xi1:::ik 2 H ; 1 � i1 < ::: < ik � n
)
; (3.7)

avec la condition : ei ^ ej + ej ^ ei = 0 , i 6= j. En écrivant eF = ei1 ^ ::: ^ eik
avec F = fi1; :::; ikg � f1; :::; ng et e? = e0 = 1, on obtient que

�n (H)=
nM
k=0

�(k)n (H) ; �(k)n (H)=
( X
F 2 Pk

xF 
 eF : xF 2 H
)
;

où �(0)n (H) = H et Pk = fF � f1; :::; ng : jF j = kg ; jF j = card(F ).

Soit T = (T1; :::; Tn) une n-contractions commutative. Considérons dans �n (H)
l�operateur �T , de�ni par :

�T (xF 
 eF ) =
nX
p=1

Tp (xF )
 ep ^ eF (3.8)

L�opérateur �T est dé�ni de �
(k)
n (H) dans �(k+1)n (H) et satisfait la condition �2T = 0.

En e¤et, soit (xF 
 eF ) 2 �n (H). Alors,

�2T (xF 
 eF ) = �T

 
nX
p=1

Tp (xF )
 ep ^ eF

!

=

nX
q=1

nX
p=1

TqTp (xF )
 eq ^ ep ^ eF :
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Sachant que eq ^ ep = 0 si p = q

�2T (xF 
 eF ) =

nX
q;p=1;p6=q

TqTp (xF )
 eq ^ ep ^ eF

=
X

1�q�p�n
TqTp (xF )
 eq ^ ep ^ eF

+
X

1�p�q�n
TqTp (xF )
 eq ^ ep ^ eF

D�où()

�2T (xF 
 eF ) =
X

1�q�p�n
TqTp (xF )
 eq ^ ep ^ eF

+
X

1�q�p�n
TpTq (xF )
 ep ^ eq ^ eF

Puisque ep ^ eq = �eq ^ ep et TqTp = TpTq 8 q; p = f1; 2; ::; ng ; p 6= q ( T une
n-contractions commutative). Alors,

�2T (xF 
 eF ) =
X

1�q�p�n
TqTp (xF )
 eq ^ ep ^ eF

�
X

1�q�p�n
TqTp (xF )
 eq ^ ep ^ eF

= 0:

Dans ce qui suit, nous dé�nissons le complexe de Koszul et spectre de Taylor
associés à T .
Soit xF 
 eF 2 �n (H)

�T

 
nX

F 2 PK

xF 
 eF

!
=

X
F 2 PK

nX
p=1

Tp (xF )
 ep ^ eF (3.9)

=
X

G2 PK+1

0@ X
F2 Pk(G)

(�1)s Tr (xF )

1A
 eG
avec,

Pk (G) = fF 2 Pk : F � Gg pour G 2 PK+1, (3.10)

s = max fq : iq 2 F et iq < rg . (3.11)

Soit �(k)T la restriction de �T à �
(k)
n (H). Le complexe de Koszul associé à T est

la chaine :
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K (T ) : 0
�
(�1)
T�! �(0)n (H)

�
(0)
T�! �(1)n (H)

�
(1)
T�! :::

�
(n�1)
T�! �(n)n (H)

�
(n)
T�! 0 (3.12)

dé�nition 3.2 Le n-uplet T = (T1; :::; Tn) est dit inversible si ker �
(k)
T = =m�(k�1)T

pour k = 0; 1; :::; n. Dans se cas, le complexe de Koszul est dit exacte.

dé�nition 3.3 Le spectre de Taylor de T est l�ensemble :

�Tay (T ) = f� 2 Cn : K (T � �) est non exacte g (3.13)

Il est clair que

�Tay (T ) =
n[
k=0

�
(k)
Tay (T ) ; �

(k)
Tay (T ) =

n
� 2 Cn : =m�(k�1)T�� 6= ker �(k)T��

o
Remarque 3.1 La notion de spectre de Taylor géneralise celle de spectre habituel
et coincide avec elle dans le cas d�un seul opérateur. Le spectre de Taylor est un
sous-ensemble non vide et compact de Cn. Une excellente étude du spectre de Taylor
et ses liens avec la théorie spectrale multiparaméritrique est fournie par [11]. Notons
en�n que dans [3], le cas particulier des 2-contractions commutatives pour lesquelles

la suite Sp =

 
nX
k=1

TkT
�
k

!p
tend fortement vers l�opérateur nul quand p tend vers

l�in�ni. De telles 2-contractions sont aussi pures, en vertu de la relation.

P qT (IH) �
2X
i=1

TiSq�1T
�
i ; q = 1; 2; :::::

Exemple 3.1 Considérons dans H, le 2�uplet,

T (x; y) = ax+ by; jaj2 + jbj2 � 1:
Dans ce cas

�2 (H) =

(
2X
k=1

xi1i2 
 ei1 ^ ei2 : xi1i2 2 H ; 1 � i1 < i2 � 2
)

(3.14)

= �02 (H)� �12 (H)� �22 (H)

= (H
e0)� ((H
e1)� (H
e2))� (H
e1 ^ e2) :

Les opérateurs �0T et �
1
T sont dé�nis comme suit :

�
(0)
T (x
 e0) =

2X
p=1

Tp (x)
 ep ^ e0 = (ax
 e1)� (bx
e2) 2 �(1)2 (H) , (3.15)
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�
(1)
T ((x1 
 e1)� (x2
e2)) =

2X
p=1

Tp (x1)
 ep ^ e1 +
2X
p=1

Tp (x2)
 ep ^ e2

= T1x2
e1 ^ e2 + T2x1
e2 ^ e1 (3.16)

= (�bx1 + ax2)
e1 ^ e2 2 �(2)2 (H) :

�
(2)
T (x
e1 ^ e2) = 0; (x 2 H): (3.17)

Le spectre de Taylor de T est l�ensemble :

�Tay (T ) =

2[
k=0

�
(k)
Tay (T ) ;

avec

1.

z = (z1; z2) 2 �(0)Tay (T ) () =m�(�1)T�Z 6= ker �
(0)
T�Z (3.18)

() ker �
(0)
T�Z 6= f0g

() 9x 6= 0 tq (x
 e0) 2 ker �(0)T�Z
() 9x 6= 0 tq ((a� z1)x
 e1)� ((b� z2)x
e2) = 0�(1)2 (H)

() 9x 6= 0 tq
�
(a� z1)x = 0
(b� z2)x = 0

:

Donc
�
(0)
Tay (T ) = f(a; b)g : (3.19)

2.

z = (z1; z2) 2 �(1)Tay (T ) () =m�(0)T�Z 6= ker �
(1)
T�Z (3.20)

() 9X = (x1 
 e1)� (x2
e2) 2 ker �(1)T�Z ; X =2 =m�(0)T�Z

()

8<:
9(x1; x2) 6= (0; 0) 2 H2 :
(a� z1)x2 � (b� z2)x1 = 0

(x1; x2) 6= ((a� z1)h; (b� z2)h) ; 8h 2 H

On remarque que (a; b) 2 �(1)Tay (T ). De plus, si on pose :

fz : H �! H2; fz (h) = ((a� z1)h; (b� z2)h) ; alors,

�
(1)
Tay (T ) �

�
z = (z1; z2) 2 B2=(z2 � b)x1 + (a� z1)x2 = 0

	
(3.21)

\
�
z = (z1; z2) 2 B2 : fz non surjective
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3.

z = (z1; z2) 2 �(2)Tay (T ) () =m�(1)T�Z 6= ker �
(2)
T�Z

�
ker �

(2)
T�Z = H
e1 ^ e2

�
(3.22)

() 9y 2 H , y 6= 0 et y =2 =m�(1)T�Z

() 9y 2 H : y 6= �(b� z2)x1 + (a� z1)x2; 8(x1; x2) 2 H2:

On remarque que (a; b) 2 �(2)Tay (T ). De plus, si on pose :
fz : H2�! H; fz (x1; x2) = (z2 � b)x1 + (a� z1)x2; alors,

(z1; z2) 2 �(2)Tay (T ) () fz non surjective. (3.23)

Exemple 3.2 Soit A : H �! H une contraction. Considérons le 2-uplet T = (A; 0)
, T1x = Ax; T2x = 0x; (x 2 H). Dans ce cas,

�
(0)
T (x
 e0) =

nX
p=1

Tp (x)
 ep ^ e0 (3.24)

= Ax
 e1 � 0x
e2; (x 2 H),

�
(1)
T ((x1 
 e1)� (x2
e2)) = (Ax2 � 0x1)
e1 ^ e2; (x1; x2 2 H) (3.25)

�2T (x
e1 ^ e2) = 0; (x 2 H) (3.26)

Donc

�Tay (T ) =
2[
k=0

�
(k)
Tay (T ) ;

avec

1.

z = (z1; z2) 2 �(0)Tay (T ) () =m�(�1)T�Z 6= ker �
(0)
T�Z

() 9x 6= 0 : (x
 e0) 2 ker �(0)T�Z
() 9x 6= 0 : ((A� z1)x
 e1)� z2x
e2 = 0�(1)2 (H)

() 9x 6= 0 : (A� z1)x = z2x = 0
() z1 valeur propre de A et z2 = 0:

Donc,
�
(0)
Tay (T ) = �P (A)� f0g ; (3.27)

où �P (A) désigne le spectre ponctuel de l�opérateur A.

2.

z = (z1; z2) 2 �(1)Tay (T ) () =m�(0)T�Z 6= ker �
(1)
T�Z

() 9(x1; x2) 6= (0; 0) :
(
(x1 
 e1)� (x2
e2) 2 ker �(1)T�Z
(x1 
 e1)� (x2
e2) =2 =m�(0)T�Z

,

() 9(x1; x2) :
�

(A� z1)x2 + z2x1 = 0
(x1; x2) 6= ((A� z1)h;�z2h) ; 8h 2 H
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3.

z = (z1; z2) 2 �(2)Tay (T ) () =m�(1)T�Z 6= ker �
(2)
T�Z

() 9y 2 H , y 6= 0 : y 6= z2x1 + (A� z1)x2; 8(x1; x2) 2 H2:

Posons
fz : H2�! H : fz (x1; x2) = z2x1 + (A� z1)x2: (3.28)

Alors,
z = (z1; z2) 2 �(2)Tay (T ) () fz non surjective. (3.29)

Le théorème suivant donne une caractérisation du spectre de Taylor en termes
de l�opérateur L�T .

théorème 3.2 Soit T = (T1; :::; Tn) une n-contraction commutative completement
noncoisometrique et � = (�1; :::; �n) 2 Cn. Alors, � 2 �(k)Tay (T ) si et seulement si
ils existe une famille de vecteurs fxFgF 2 PK

dans H telle que :

1. 8G 2 PK+1 , L�T

 P
F2 Pk(G)

(�1)s (Tr � �r) (xF )
!
= 0;

2. 9F0 2 PK tel que,

xF0 6=
X

R2 Pk�1(F0)

(�1)s0 (Tro � �ro) (yR) ; 8 (yR)R2Pk�1 � H: (3.30)

Preuve. Supposons que � 2 �(k)Tay (T ). Alors, =m�
(k�1)
T�� 6= ker �(k)T��. En utilisant la

relation =m�(k�1)T�� � ker �
(k)
T�� (�

2
T�� = 0), on obtient que pour certain élementsP

F2 Pk

xF 
 eF de �(k)n (H),

X
G2 PK+1

0@ X
F2 Pk(G)

(�1)s (Tr � �r) (xF )

1A
 eG = 0; (3.31)

avec,

X
F2 Pk

xF 
 eF 6=
X
F2 PK

0@ X
R2 Pk�1(F )

(�1)s (Tr � �r) (yR)

1A
 eF (3.32)

pour tout vecteur
P

R2 Pk�1

yR 
 eR 2 �(k�1)n (H).

Désignons par feFgF2 PK
la base de �(k)n (H), k = 0; 1; :::; n, il découle des rela-

tions (3:31) et (3:32)que,

8G 2 Pk+1 :
X

F2 Pk(G)

(�1)s (Tr � �r) (xF ) = 0; (3.33)
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9F0 2 Pk : xF0 6=
X

R2 Pk�1(F0)

(�1)so (Tr0 � �r0) (yR) : (3.34)

Or en vertu de la relation (3:33) on obtient :

8G 2 PK+1; L�T

0@ X
F2 Pk(G)

(�1)s (Tr � �r) (xF )

1A = 0: (3.35)

Supposons, inversement qu�ils existe une famille de vecteurs fxFgF 2 PK
dans H

satisfaisant aux conditions du théorème. Comme ker (LTL�T ) = f0g (T completement
noncoisometrique), on a :

8G 2 PK+1; L
�
T

0@ X
F2 Pk(G)

(�1)s (Tr � �r) (xF )

1A = 0;

) 8G 2 PK+1; LTL�T

0@ X
F2 Pk(G)

(�1)s (Tr � �r) (xF )

1A = 0;

) 8G 2 PK+1;
X

F2 Pk(G)

(�1)s (Tr � �r) (xF ) = 0;

) �
(k)
T��

 X
F2 Pk

xF 
 xF

!
= 0)

X
F2 Pk

xF 
 xF 2 ker �(k)T��:

On conclut facilement de la deuxième condition du théorème que
P

F2 Pk

xF 
 eF =2

=m�(k�1)T�� .

Corollaire 3.1 Soit T = (T1; :::; Tn) une n-contraction commutative completement
noncoisometrique et � 2 Cn. Alors, � 2 �(0)Tay (T ) si et seulement si, il existe un
vecteur non nul x 2 H tel que :

Tp (x) = �px; p = 1; 2; :::; n: (3.36)

Preuve. Découle du fait que (P�1 = ?) et P1 = ff1g ; f2g ; :::; fngg :

Corollaire 3.2 Soit T = (T1; :::; Tn) une n-contraction commutative completement
noncoisometrique et � 2 Cn. Alors, � 2 �(n)Tay (T ) si et seulement si, l�application

	T;� : Hn ! H; 	T;� (h1; :::; hn) =

nX
p=1

(�1)p�1 (Tp � �p) (hp) (3.37)

n�est pas surjective.
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Preuve. Notons que Pn = fF = f1; 2; :::; ngg et que de plus grace à la relation
(3:8), �A

�
�
(n)
n (H)

�
= f0g. Selon la deuxieme condition du Théoème 3.2 , il existe

xF = x12:::n 2 H (iq = q) tel que,

x
F
6=

X
R2 Pn�1(f1;2;:::;ng)

(�1)s (Tr � �r) (yR) ; 8 (yR)R2Pn�1 � H: (3.38)

Notons aussi que s = q � 1 pour chaque R 2 Pn�1, d�après la formule (3:38) on
conclut que

x
F
6=

nX
q=1

(�1)q�1 (Tq � �q) (yq) ; 8 (yq)n1 � H: (3.39)

Le prochain résultat, donne un critère nécessaire d�appartenance au spectre de
Taylor en termes de fonction caractéristique.

Proposition 3.1 Soit T = (T1; :::; Tn) une n-contraction commutative complete-
ment noncoisometrique et � 2 Cn. Si � 2 �(k)Tay (T ) k = 0; 1; :::; n�1 alors, l�equation

�T (�)DT (X) = 0 (3.40)

admet au moins Ck+1n solutions dans Hn.

Remarque 3.2 Dans le cas des pures 2 -contractions commutatives, véri�ant la
condition supplémentaire lim

q�!+1
(T1T

�
1 + T2T

�
2 )
q = 0, ce critère est aussi su¢ sant[3]

.

Preuve. (de la proposition). Suppons que � 2 Cn est un élément du spectre deTaylor
de T . En vertu du Théorème 3.2, ils existes une famille de vecteurs fxFgF 2 PK

dans
H tel que

8G 2 PK+1; L�T

0@ X
F2 Pk(G)

(�1)s (Tr � �r) (xF )

1A = 0: (3.41)

Pour chaque G 2 PK+1, posons :

XG =
�
X
(1)
G ; :::; X

(n)
G

�
; X

(p)
G =

�
(�1)s xF ( si r = p)

0 ( si r 6= p) (3.42)

où s , r et Pk (G) sont dé�nis par les relations (3:10) et (3:11) :On a alors,

L�T

0@ X
F2 Pk(G)

(�1)s (Tr � �r) (xF )

1A (z) = L�T

 
nX
p=1

(Tp � �p)
�
X
(p)
G

�!
(z)

= L�T ((T � �) (XG)) (z) = 0: (3.43)
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D�autre part selon la relation TDT = DT �T , on a

�T (�) (DT (XG)) = �TDT (XG) +DT � (I � �T �)�1 �D2
T (XG)

= DT �
�
�T + (I � �T �)�1 �D2

T

�
(XG)

= DT �
�
�T + (I � �T �)�1 (�� �T �T )

�
(XG)

= DT �
�
�T + (I � �T �)�1 (�� T + T � �T �T )

�
(XG)

= DT �
�
�T + (I � �T �)�1 (�� T ) + T

�
(XG)

= DT �
�
(I � �T �)�1 (�� T )

�
(XG)

= L�T ((�� T ) (XG)) (�) = 0

Pour achever la démonstration il su¢ t de remarquer que Card (Pk+1) = Ck+1n .

Exemple 3.3 Considérons dans H le 2�uplet,

T = (T1; T2) = (a1H ; b1H) ; jaj2 + jbj2 � 1

1. Application du Corollaire 3.1 :

� = (�1; �2) 2 �
(0)
Tay (T ) ()

8<:
9x 2 H : x 6= 0;
(a� �1)x = 0
(b� �2)x = 0

()

8<:
9x 2 H : x 6= 0;
a:x = �1:x
b:x = �2:x

()

8<:
9x 2 H : x 6= 0;
T1 (x) = �1:x
T2 (x) = �2:x

2. Application du Corollaire 3.2 :

� = (�1; �2) 2 �(2)Tay (T ) ()

8<:
9y 2 H , y 6= 0

y 6= (�1)0 (a� z1)h1 + (�1)1 (b� z2)h2;
8(h1; h2) 2 H2:

()
�
9y 2 H , y 6= 0; 8(h1; h2) 2 H2 :

	T;� (h1; h2) 6= y

() 	T;� (h1; h2) =
2X
p=1

(�1)p�1 (Tp � �p) (hp) non surjective.

:

3. Application de la proposition 3.1 :
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a.

� = (�1; �2) 2 �(0)Tay (T )()

8<:
9x 2 H : x 6= 0;
a:x = �1:x
b:x = �2:x

()
�
T
�
x
0

�
= �1:x+ �2:0

T
�
0
x

�
= �1:0 + �2:x

Alors, l�equation �T (�)DTX = 0 admet C0+12 solutions X1 =

�
x
0

�
et X2 =�

0
x

�
:

b.

� = (�1; �2) 2 �(1)Tay (T )()

8<:
9(x1; x2) 6= (0; 0) 2 H2 :
(a� �1)x1 � (b� �2)x2 = 0

(x1; x2) 6= ((a� �1)h; (b� �2)h) ; 8h 2 H

9=;
() T

�
x1
�x2

�
= �1x1 + �2 (�x2)

Donc l�equation �T (�)DTX = 0 admet C1+12 solution X =

�
x1
�x2

�
:

3.3 Spectre de Taylor et Automorphimes Involu-
tifs

Dans cette section nous étudions le comportement du spectre de Taylor sous
l�action des automorphismes involutifs de la boule d�unité ouverte Bn. De tels auto-
morphismes sont de la forme [24]

�b (z) = zb =
b� Pbz � sbQbz
1� < z; b > ; (3.44)

où b est un élement non nul et �xé de Bn, sb =
q
1� jbj2, Qb = I � Pb , Pb est

la projection orthogonale de Cn sur le sous-espace engendré par b dé�ni par

Pb (z) =
< z; b >

jbj2
b: (3.45)

Le lien entre les automorphismes de la boule d�unité et les multicontractions a
été établi dans [7] et [9] où des propriétés intéressantes ont été mises en évidence
dans ce sens. En particulier, si A = (A1; :::; An) une n-contraction commutative,
alors, on peut dé�nir la n-contraction Ab:
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Ab = �b (A) = (IH � AB�)�1 (B � PbA� sbQbA) ; (3.46)

B = (b1IH; :::; bnIH) ; PbA =
1

jbj2
AB�B et QbA = A� PbA: (3.47)

Exemple 3.4 Considérons dans H le 2�uplet,

A(x; y) = ax+ by; jaj2 + jbj2 � 1
Dans ce cas, et

B = (b11H; b21H) ; B
� =

�
b11H
b21H

�
; B�B =

�
jb1j2 b1b2
b2b1 jb2j2

�
:

Donc,
1)

PbA =
1q

jb1j2 + jb2j2
(a:1H; b:1H)

�
jb1j2 b1b2
b2b1 jb2j2

�
;

2)

QbA = A� PbA = A(IH �
1

jbj2
B�B)

= (a:1H; b:1H)

0@IH � 1q
jb1j2 + jb2j2

�
jb1j2 b1b2
b2b1 jb2j2

�1A ;

3)
(IH � AB�)�1 = (1H � ab1 � b jb2j)�1:

Par conséquent,

Ab = (1H � ab1 � b jb2j)�1

8>><>>:
(b11H; b21H)� 1p

jb1j2+jb2j2
(a:1H; b:1H)

�
jb1j2 b1b2
b2b1 jb2j2

�
�
q
1� jb1j2 � jb2j2 (a:1H; b:1H)

�
IH � 1p

jb1j2+jb2j2

�
jb1j2 b1b2
b2b1 jb2j2

��
9>>=>>;

Proposition 3.2 Il existe un opérateur unitaire V dé�ni de L�A (H) dans L�Ab (H)
tel que

8x 2 H; L�Ab (x) (:) =
sb

1� < :; b > [(V � L
�
A) (x)] � �b (:) (3.48)
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Preuve. D�après [9] (voir corollaire 2.3 et le théoreme 2.6) ,

8z 2 Bn; (IH � ZA�b)
�1 = (1� < z; b >)�1 (IH �BA�) (IH � zbA�)�1 (3.49)

et il existe un opérateur unitaire U dé�ni de DA� dans DA�b satisfait la condition :

DA�b
= sbU �DA� � (IH �BA�)�1 : (3.50)

Considérons maintenant l�opérateur V de�ni de L�A (H) dans L�Ab (H) par

V (L�A (x)) (z) = V
�
DA� � (IH � ZA�)�1 (x)

�
= U �DA� � (IH � ZA�)�1 (x) (3.51)

Il est clair que l�opérateur V est unitaire. D�ailleurs, on peut facilement véri�er que
pour chaque x 2 H et z 2 Bn,

L�Ab (x) (z) = DA�b
� (IH � ZA�b)

�1 (x)

=
sb

1� < z; b >U �DA� � (IH � ZbA�)�1 (x)

=
sb

1� < z; b >V
�
DA� � (IH � ZbA�)�1 (x)

�
=

sb
1� < z; b > [V (L

�
A (x))] (zb)

=
sb

1� < z; b > [V � L
�
A (x)] �b (z) :

Corollaire 3.3 8x 2 H; L�Ab (x) = 0, L�A (x) = 0:

Lemme 3.1 Soit A = (A1; :::; An) une n-contraction commutative completement
noncoisometrique. Alors,

1. �b (A) est également une n-contraction commutative completement noncoiso-
metrique,

2. Pour tout z 2 Bn,

Ab � Z = (IH � AB�)�1
�
(1� < z; b >) (Zb � A) + (sb � 1)Qb (Z � A)

+ (AB�Z � ZB�A)

�
(3.52)

Preuve. 1. D�après [9] (voir lemme 2.1),

IH ��b (A) (�b (A))� =
�
1� jbj2

�
(IH � AB�)�1 (IH � AA�) (IH �BA�)�1 ; (3.53)
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ce qui prouve que �b (A)est également une n-contraction commutative. Reste à de-
montrer que �b (A) est completement noncoisometrique(c.n.c). Soit x 2 H. Alors,

LAbL
�
Ab
(x) = 0()



LAbL

�
Ab
x; x
�
= 0

()


L�Abx; L

�
Ab
x
�
= 0()



L�Abx

 = 0() L�Abx = 0

() L�A (x) = 0 (corollaire précédent)

() LAL
�
A (x) = (IH � A1) (x) = 0:

) x = 0 (A est cnc)

) kerLAbL
�
Ab
= ker (IH � (Ab)1) = f0g

) Ab est complètement non coisométrique.

2. D�apres le resultat de [7]. On peut voir que pour tout z 2 Bn,

Ab � Z = (IH � AB�)�1 (B � PbA� sbQbA)� Z

= (IH � AB�)�1 fB � PbA� sbQbA� Z + AB�Zg

= (IH � AB�)�1 fB � PbA� sbQbA� PbZ �QbZ + AB�Zg

= (IH � AB�)�1 fB � PbZ � sbQbZ + (sb � 1)QbZ � A+ (1� sb)QbA+ AB�Zg

= (IH � AB�)�1 f(1� < z; b >)Zb � A+ (sb � 1)Qb (Z � A) + AB�Zg

= (IH � AB�)�1 f(1� < z; b >) (Zb � A)� < z; b > A+ (sb � 1)Qb (Z � A) + AB�Zg

= (IH � AB�)�1 f(1� < z; b >) (Zb � A) + (sb � 1)Qb (Z � A) + (AB�Z � ZB�A)g :

Remarque 3.3 Si n = 1, alors Ab � Z =
�
1� zb

� �
IH � bA

��1 � b�z
1�zbIH � A

�
. En

e¤et, on a dans ce cas,

Pbz = z; B� (x) = bx (x 2 H) ; AB�Z � ZB�A = 0: (3.54)

Remarque 3.4 En utilisant la relation (3:46), on a :

(Ab)k = (IH � AB�)
�1

(
(bk � Ak)� (sb � 1)Ak +

sb � 1
jbj2

 
nX
p=1

Apbp

!
bkIH

)
:

(3.55)
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En e¤et,
Ab = �b (A) = (IH � AB�)�1 (B � PbA� sbQbA) ;

où,

B = (b1IH; :::; bnIH) ; PbA =
1

jbj2
AB�B et QbA = A� PbA:

Par conséquent,

Ab = (IH � AB�)�1
�
B � 1

jbj2
AB�B � sb (A� PbA)

�
= (IH � AB�)�1

�
B � 1

jbj2
AB�B � sbA+ A� A+ sbPbA

�
= (IH � AB�)�1

�
B � 1

jbj2
AB�B � sbA+ A� A+ sb

1

jbj2
AB�B

�
= (IH � AB�)�1

�
(B � A)� 1

jbj2
AB�B � (sb � 1)A+ sb

1

jbj2
AB�B

�
= (IH � AB�)�1

�
(B � A)� (sb � 1)A+

(sb � 1)
jbj2

AB�B

�

=) (Ab)k = (IH � AB�)
�1

"
(bk � Ak)� (sb � 1)Ak +

sb � 1
jbj2

 
nX
p=1

Apbp

!
bkIH

#
:

Corollaire 3.4 Soit A = (A1; :::; An) une n-contraction commutative completement
noncoisometrique et � 2 Cn. Alors, � 2 �(0)Tay (Ab) si et seulement si, il existe dans
H un vecteur non nul x tel que :

sbAk (x) = (bk � �k)x+
�
sb � 1
jbj2

bk + �k

� nX
p=1

bpAp (x) ; k = 1; 2; :::; n: (3.56)

Preuve. Le resulat est une application directe du corollaire (3:1) à l�opérateur Ab.
En e¤et, � 2 �(0)Tay (Ab) si et seulement si, il existe dans H un vecteur non nul x tel
que :

(Ab)k (x) = �kx; k = 1; 2; :::; n:
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Par conséquent,

(Ab)k = (IH � AB�)�1
(
(bk � Ak)� (sb � 1)Ak +

sb � 1
jbj2

 
nX
p=1

Apbp

!
bkIH

)

=) (Ab)k (x) = (IH � AB�)
�1

(
(bk � Ak)� (sb � 1)Ak +

sb � 1
jbj2

 
nX
p=1

Apbp

!
bkIH

)
(x)

=) (IH � AB�)�1
(
(bk � Ak)� (sb � 1)Ak +

sb � 1
jbj2

 
nX
p=1

Apbp

!
bkIH

)
(x) = �k:x

=)
(
(bk � Ak)� (sb � 1)Ak +

sb � 1
jbj2

 
nX
p=1

Apbp

!
bkIH

)
(x) = (IH � AB�) (�k:x)

=) sbAk (x) + bk:x+
sb � 1
jbj2

 
nX
p=1

Apbp

!
(bk:x) = �kx�

nX
p=1

Apbp (�k:x)

=) sbAkx = (bk � �k) :x+
sb � 1
jbj2

 
nX
p=1

Apbp

!
bkIHx+

nX
p=1

Apbp (�kx)

=) sbAkx = (bk � �k) :x+
�
(sb � 1)
jbj2

bk + �k

� nX
p=1

bpAp (x) ; k = 1; 2; :::; n:

Corollaire 3.5 Soit A = (A1; :::; An) une n-contraction commutative completement
noncoisometrique et � 2 Cn. Alors, � 2 �(n)Tay (Ab) si et seulement si, l�application

�A;� : Hn ! H; �A;� (h1; :::; hn) =
nX
p=1

(�1)p�1 (IH � AB�)
�
(Ab)p � �p

�
(hp)

(3.57)
n�est pas surjective.

Preuve. Notons que (IH � AB�)
�
(Ab)p � �p

�
est complètement dé�ni par la for-

mule (3:52). Par ailleurs, � 2 �(n)Tay (Ab) si et seulement si, l�application

	Ab;� : Hn ! H; 	Ab;� (h1; :::; hn) =
nX
p=1

(�1)p�1
�
(Ab)p � �p

�
(hp) (3.58)

n�est pas surjective. Or la non surjectivité de 	Ab;� est clairement équivalente à la
non surjectivité de �A;� = (IH � AB�)	Ab;�.

Proposition 3.3 Soit A = (A1; :::; An) une n-contraction commutative complete-
ment noncoisometrique et � 2 Cn. Si � 2 �(k)Tay (A) k = 0; 1; :::; n�1 alors, l�equation

�A (�b)DA (X) = 0 (3.59)

admet au moins Ck+1n solutions de la forme X = (IH �B�A)�1DB (Y ), Y 2 Hn.
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Preuve. Selon [7, 9], il existe un opérateur unitaire U de DA� dans DA�b et un
opérateur unitaire V de DA sur DAbtel que :

DA�b
= c1UDA� (IH �B�A)�1DB� ; (3.60)

DAb = c2V DA (IH �B�A)�1DB; (3.61)

�Ab (�) = U�A (�b)V
�; (3.62)

avec c1 et c2 sont deux constantes strictement positives dans [7], (c1 = c2 = 1).
Or, si � 2 �(k)Tay (Ab) alors, l�equation
�Ab (�)DAb (Y ) = 0 admet au moins Ck+1n solutions dans Hn. En remplaçent

�Ab (�), DAb par leurs expressions correspondantes, on obtient :

[�Ab (�)DAb (Y ) = 0] , U�A (�b)V
� �c2V DA (IH �B�A)�1DB (Y )

�
= 0

, c2�A (�b)DA (IH �B�A)�1DB (Y ) = 0

, �A (�b)DA (X) = 0; X = (IH �B�A)�1DB (Y ) :



Chapitre 4

N-UPLET DISSIPATIFS ET
FONCTIONS
CARACTERISTIQUES
ASSOCIEES

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on généralise les résultats obtenus par B. Sz. Nagy et C. Foias.
Nous dé�nissons le n-uplet dissipatif A = (A1; ::::; An) et sa transformée de Cayley
C(A) = (Tp)

n
p=1,

Tp =
1p
n
[(Ap + iIH)� 2i)] (Ap + iIH)�1 ; 1 � p � n:

on va aussi introduire la notion de la fonction caracteristique associée au n-ulpet
dissipatif A:

Commençons cette section par donner de nouvelles formulations aux théorèmes
(2:1) et (2:2). Ces nouvelles formulations sont plus adaptées à se qui suit.
Soit

Bnp =
�
w = (w1; :::; wn) 2 Cn : jwj2 = jw1j2 + :::+ jwnj2 �

1

p

�
; p = 1; 2; :::: (4.1)

Il est clair que Bnp est un disque ouvert Bn = Bn1 � Bn2 � ::: � Bnk � :::. D�après
le principe du prolongement analytique [24], le théorème(2:1) peut être énoncée
comme suit :

44
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théorème 4.1 Deux n-contractions commutatives pures sont unitairement équiva-
lentes si et seulement si, leurs fonctions caractéristiques coïncident dans un certain
Bnp .

Considérons maintenant l�espace H2
n;p (C) des fonctions anlytiques de�nies dans

Bnp :

H2n;p (C) =

(
f(w) =

X
k2Nn

akw
k; ak 2 C; w 2 Bnp ,

X
k2Nn

jakj2


k
� 1

)
(4.2)

Chaque élément de H2n;p (C) est la restriction à Bnp d�un et seulement un élément
de H2n;1 (C) = H2n (C). En e¤et, l�application �p : H2n (C)! H2n;p (C) de�nie :

f(z) =
X
k2Nn

akz
k; z 2 Bn �! g(w) =

X
k2Nn

akw
k; w 2 Bnp (4.3)

est linéaire et injective. D�autre part, l�espace �p (H2n (C)) � H2n;p (C) peut être
muni d�une structure d�un espace de Hilbert en posant :

kgk2p =
1X
k=0

jakj2


k
= kfk21 ; g = �p(f); (4.4)

f (z) =
X
k2Nn

akz
k 2 H2n;1 (C) = H2n (C) ; z 2 Bn1

Selon cette norme, l�application �p induie un operateur unitaire b�p de H2n (C)
dans �p (H2n (C)) avec b�1 = I H2n(C) .

Lemme 4.1 On a,

�p
�
H2n (C)

�

DT � = (�p 
 IDT� )

�bH��M (p)
�T

�
�p
�
H2n (C)

�

DT

�
; (4.5)

où,

M
(p)
�T
: �p

�
H2n (C)

�

DT �! �p

�
H2n (C)

�

DT � ;

�
M

(p)
�T
(f 
 x)

�
(z) = f(z)
�T (z)x:

(4.6)

Preuve. Notons que l�operateur b�p 
 IDT� est unitaire de H2n (C)
DT � dans
�p (H2n (C))
DT � et l�operateur b��p 
 IDT� est son adjoint. De plus,

M
(p)
�T

�b�p 
 IDT� = �b�p 
 IDT��M�T et M
(1)
�T
=M�T : (4.7)
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Par conséquent, d�après la relation

(H2
n 
DT ) = bH�M�T (H

2
n 
DT �);

on a,

�p
�
H2n (C)

�

DT � = b�p �H2n (C)�
DT � = �b�p 
 IDT�� �H2n (C)
DT �� (4.8)

=
�b�p 
 IDT���bH�M�T

�
H2
n (C)
DT

��
=

�b�p 
 IDT���bH�� �b�p 
 IDT��M�T

�
H2
n (C)
DT

�
=

�b�p 
 IDT���bH��M (p)
�T

�b�p 
 IDT�� �H2
n (C)
DT

�
=

�b�p 
 IDT���bH��M (p)
�T

�
�p
�
H2n (C)

�

DT

�

Remarque 4.1 On a les identi�cations suivantes8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

H2n (C) ' �p (H2n (C)) ; p = 1; 2; :::

H2n (C)
DT ' �p (H2n (C))
DT ; p = 1; 2; :::

H2n (C)
DT � ' �p (H2n (C))
DT � ; p = 1; 2; :::

M�T (H2n (C)
DT ) 'M
(p)
�T
(�p (H2n (C))
DT ) ; p = 1; 2; :::
:::bH ' bXP ; avec bXP = �b�p 
 IDT���bH� ; p = 1; 2; ::::

(4.9)

Corollaire 4.1 Soit PbXP l�orthoprojecteur de �P (H2n (C))
DT � sur bXP . Alors,
PbH
�b��P 
 IDT�� = �b��P 
 IDT��PbXP : (4.10)

Preuve. Pour démontrer la relation (4:10) il su¢ t de voir que pour chaque opérateur
linéaire est inversible A : H �! A (H), véri�ant la condition H = H1� H2, on a :

PA(H1) = APH1A
�1: (4.11)

Posons A =
�b�p 
 IDT�� et H1 = bH. Alors,
PbXp = P(b�p
IDT� )(bH) =

�b�p 
 IDT��PbH �b��p 
 IDT�� : (4.12)

Par conséquent,

PbH
�b��p 
 IDT�� = �b��p 
 IDT��PbXp :
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Soit maintenant Sk;p l�opérateur de multiplication par la variable indépendante
wk (schift)dans l�espace �p (H2n (C)). Il est facile de voir que

Sk;pb�p = b�pSk ; k = 1; 2; :::; n: avec Sk =Mzk (4.13)

En e¤et, Soit f(z) 2 H2n (C) :

b�pSkb��p (�pf(z)) = b�pSk (f(z)) = b�p (zkf(z))
= wkb�p (f(z)) = Sk;p �b�pf(z)� :

Maintenant, le théorème (2:2) peut être reformulé comme suit :

théorème 4.2 Soit T = (T1; :::::Tn) une n-contraction pure et commutative dans
l�espace H. Alors T est unitairement equivalent à la n-contraction b� = (b�1; :::::b�n).
L�operateur b�k;p est de�ni dans l�espace bXp par la formule :

b�k;p = PbXp(Sk;p 
 IDT� ) ���bXp ; 1 � k � n:
Preuve. Il su¢ t de montrer qu�il existe un opérateur unitaire U de bH dans bXp tel
que �k = U�1 b�k;pU; k = 1; 2; :::; n. Pour chaque k 2 f1; 2; :::; ng :

PbH(Sk 
 IDT� ) = PbH(b��pSk;pb�p 
 IDT� )
= PbH(b��p 
 IDT� ) (Sk;p 
 IDT� )�b�p 
 IDT�� (4.14)

=
�b��p 
 IDT��PbXp (Sk;p 
 IDT� )�b�p 
 IDT��

Ainsi,

�k = PbH(Sk 
 IDT� ) ��bH = �b��p 
 IDT��PbXp (Sk;p 
 IDT� )��b�p 
 IDT�� ��bH�
=

�b��p 
 IDT��PbXp �(Sk;p 
 IDT� ) ���bXp ���b�p 
 IDT�� ��bH� (4.15)

=
��b��p 
 IDT�� ���bXp � b�k;p ��b�p 
 IDT�� ��bH� :

Soit Up =
�b�p 
 IDT�� ��bH . Pour achever la preuve, notons que l�opérateur Up est

unitaire de bH dans bXp et son adjoint est l�opérateur U�p = �b��p 
 IDT�� ���bXp .
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Comme annoncé précédemment, il existe un operateur LT : H2
n (C)
DT � �! H

tel que

TkLT = LT (Sk 
 IDT� ) ; k = 1; 2; :::; n (4.16)

IH � L�TLT = T1 (4.17)

L�TLT +M�TM
�
�T
= IH2

n(C)
DT� (4.18)

Considérons maintenant l�opérateur

Jp = LT

�b��p 
 IDT�� : �p �H2
n (C)

�

DT � �! H: (4.19)

Proposition 4.1 Si T = (T1; :::::Tn) est une n�contraction commutative dans
l�espace H. Alors,

TkJp = Jp (Sk;p 
 IDT� ) ; k = 1; 2; :::; n (4.20)

IH � JpJ�p = T1 (4.21)

J�pJp +M
(p)
�T

�
M

(p)
�T

��
= I�P (H2

n(C))
DT� (4.22)

Preuve. D�après les relations (4:19) , (4:16) et(4:13), on a

1.

TkJp = TkLT

�b��P 
 IDT�� = LT (Sk 
 IDT� )�b��P 
 IDT�� (4.23)

= LT

�
Skb��P 
 IDT�� = LT �b��PSk;p 
 IDT��

=
�
LT

�b��p 
 IDT��� (Sk;p 
 IDT� )
= Jp (Sk;p 
 IDT� )

2. En utilisant les relations (4:19) et (4:17) on obtient,

IH � JpJ�p = IH � LT
�b��p 
 IDT���b�p 
 IDT��L�T (4.24)

= IH � L�TLT = T1
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3. On a,

J�pJp +M
(p)
�T

�
M

(p)
�T

��
=

�b�P 
 IDT��L�TLT �b��P 
 IDT�� (4.25)

+M
(p)
�T

�b�P 
 IDT���b��P 
 IDT���M (p)
�T

��
=

�b�P 
 IDT��L�TLT �b��P 
 IDT��
+
�b�P 
 IDT��M�TM

�
�T

�b��P 
 IDT��
=

�b�P 
 IDT�� �L�TLT +M�TM
�
�T

� �b��P 
 IDT��
=

�b�P 
 IDT�� IH2
n(C)
DT�

�b��P 
 IDT��
= I�P (H2

n(C))
DT� :

Corollaire 4.2 La n�contraction commutative T = (T1; :::::Tn) dans l� espace H
est pure si et seulement si, Jp est coisometrique (i.e J�p est isometrique).

Preuve. On a,

T pure , T1 = 0 (4.26)

, IH � JpJ�p = 0, JpJ
�
p = IH:

4.2 N -Uplet Dissipatif et transformée de Cayley

dé�nition 4.1 Un opérateur linéaire B dé�ni sur l�espace de Hilbert H est dit que :

1. B est positif si,
� Bx; x � � 0; 8 x 2 H (4.27)

2. B est dissipatif si,

� B �B�
2i

x; x � � 0; 8 x 2 H: (4.28)

Exemple 4.1 Comme exemples d�opérateurs dissipatifs, on peut citer les�opérateur
A1 et A2, dé�nis dans l�espace L2[0;1] par les formules :

(A1f) (x) = i

1Z
x

f (t) dt; A2f = if: (4.29)



50

En e¤et,

A�2f = �if )�
A2 � A�2
2i

f; f �= hf; fi � 0:

Par ailleurs, un calcul direct permet d�établir que,

A�1f(x) = �i
xZ
0

f(t)dt:

Par conséquent,

� A1 � A�1
2i

f; f �=� 1

2

0@ 1Z
x

f(t)dt+

xZ
0

f(t)dt

1A ; f �
=

1

2
�

1Z
0

f(t)dt; fx �= 1

2

1Z
0

f(t)dt � IL2
[0;1]
; fx �

=
1

2

1Z
0

f(t)dt

1Z
0

f(t)dt =
1

2

������
1Z
0

f(t)dt

������
2

� 0:

dé�nition 4.2 Soit A = (A1; ::::; An) un n-uplet de�ni dans H. A est dit dissipatif
si, Ap est dissipatif pour chaque p 2 f1; 2; :::::; ng.

dé�nition 4.3 Soit A = (A1; ::::; An) un n-uplet dissipatif de�ni dans l�espace de
Hilbert H. La transformée de Cayley de A est le n-uplet T = C(A) = (T1; :::::; Tn),
avec :

Tk =
1p
n
(Ak � iIH) (Ak + iIH)�1 =

1p
n

�
IH � 2i (Ak + iIH)�1

�
(4.30)

Il est clair que dans le cas n = 1, on retrouve la transformée de Cayley d�un
operateur dissipatif dé�nie dans [19].

Exemple 4.2 Trouver T = C(A) = (T1; T2) où A = (A1; A2) et A1; A2 sont donnés
dans l�exemple précédent.
La transformée de Cayley de A est le 2-uplet T = C(A) = (T1; T2) :

Tk =
1p
n
(Ak � iIH) (Ak + iIH)�1 =

1p
n

�
IH � 2i (Ak + iIH)�1

�
; i 2 f1; 2g :

On a donc,

A2 = iIH ) T2 =
1p
2
(A2 � iIH) (A2 + iIH)�1 :
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Par ailleurs, si f et g sont deux éléments de 2 L2[0;1]. Alors,

(A1 + iIH)
�1 f = g () f = (A1 + iIH) g

f(x) = i

1Z
x

g(t)dt+ ig(x); (x 2 [0; 1]) :

Posons

G(x) =

1Z
x

g(t)dt

On obtient ainsi une équation di¤érentielle du premier ordre :8<:
G0(x)�G(x) = if(x)

G(1) = 0
:

La solution de cette équation est la fonction :

G(x) = iex
1Z
x

f(t)e�tdt:

Soit �nalement :

g(x) = �G0(x) = �if(x)� iex
1Z
x

f(t)e�tdt:

Par conséquent,

T1f(x) =
�
IH � 2i (A1 + iIH)�1

�
f(x)

= f(x)� 2i

24�if(x)� iex 1Z
x

e�tf(t)dt

35
= �f(x)� 2ex

xZ
0

e�tf(t)dt:

Remarque 4.2 Si A est un n-uplet commutatif alors , sa transformée de Cayley
C(A) est aussi commutative.

Proposition 4.2 Soit A = (A1; ::::; An) un n-uplet dissipatif commutatif de�ni dans
l�espace de Hilbert H. Alors T = C(A) est un n-uplet commutatf contractif.
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Preuve. On doit prouver seulement que le n-uplet T = C(A) est contractif. Soit
B = IH �

Pn
1 TkT

�
k . Alors,

B = IH �
nX
1

1

n
(Ak � iIH)(Ak + iIH)�1(A�k � iIH)�1(A�k + iIH)

=
1

n

nX
1

�
IH � (Ak � iIH)(Ak + iIH)�1(A�k � iIH)�1(A�k + iIH)

�
=

1

n

nX
1

(Ak + iIH)
�1 [(Ak + iIH) (A

�
k � iIH)� (Ak � iIH) (A�k + iIH)] (A�k � iIH)

�1

=
1

n

nX
1

(Ak + iIH)
�1 [AkA

�
k � iAk + iA�k + iA�k � iAk � AkA�k] (A�k � iIH)

�1

=
1

n

nX
1

(Ak + iIH)
�1 [2i (A�k � Ak)] (A�k � iIH)

�1 : (4.31)

Soit

Qk =
Ak � A�k
2i

; k = 1; 2; :::; n.

Puisque tous les Ak sont dissipatifs, on obtient �nalement,

IH �
nX
1

TkT
�
k =

4

n

nX
1

(Ak + iIH)
�1Qk (A

�
k � iIH)

�1 � 0:

Proposition 4.3 Si A = (A1; ::::; An) est un n-uplet dissipatif et T = (T1; :::::; Tn;)
est sa transformée de Cayley alors,

Ap = i
�
IH +

p
nTp
� �
IH �

p
nTp
��1

; p = 1; 2; :::; n (4.32)

Preuve. Pour chaque p 2 f1; 2; :::; ng,

Tp =
1p
n
[(Ap + iIH)� 2i)] (Ap + iIH)�1

)
p
nTp = [(Ap + iIH)� 2i)] (Ap + iIH)�1 = IH � 2i (Ap + iIH)�1

=) (Ap + iIH) = 2i
�
IH �

p
nTp
��1

=) Ap = �iIH + 2i
�
IH �

p
nTp
��1

= i
�
IH +

p
nTp
� �
IH �

p
nTp
��1

:

Remarque 4.3 Notons que si T = (T1; :::::; Tn;) est la transformée de Cayley du
n-uplet dissipatif A = (A1; :::::; An;) alors,

kTpk �
1p
n
8p = 1; :::; n: (4.33)
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Ceci découle immédiatement de la relation

Ap � A�p
2i

=
�
IH �

p
nT �p

��1 �
IH � nT �p Tp

� �
IH �

p
nTp
��1 � 0:

Proposition 4.4 Soit A = (A1; ::::; An) et A0 = (A01; ::::; A
0
n) sont deux n-uplets

dissipatifs , T = (T1; :::::; Tn;) et T 0 = (T 01; :::; T
0
n) respectivement leur transformées

Cayleys. Alors

T est unitairement equivalent à T 0 , A est unitairement equivalent à A0.

Preuve. Supposons que T = (T1; :::::; Tn;) est unitairement equivalent à T 0 =
(T 01; :::; T

0
n). Il existe alors un opérateur unitaire U de�ni de H dans H0 tels que :

Tp = U
�1T 0pU; p = 1; :::; n:

Par conséquent, pour chaque p 2 f1; 2; :::; ng

Ap = i
�
IH +

p
nTp
� �
IH �

p
nTp
��1

= i
�
U�1U +

p
nU�1T 0pU

� �
U�1U �

p
nU�1T 0pU

��1
= iU�1

�
IH0+

p
nT 0p
� �
IH0 �

p
nT 0p
��1

U = U�1A0pU:

L�inverse peut être obtenu de la même manière.

dé�nition 4.4 On dira qu�un n-uplet dissipatif commutatif est pure si sa transfor-
mée de Cayley est pure .

Pour 1 � k � n, considerons dans l�espace H2n;n (C) l�opérateur de multiplicationcMk avec la variable indépendante wk = i
1+zk

p
n

1�zk
p
n
, ( z = (z1; ::::; zn) 2 Bnn). On a,

z = (z1; ::::; zn) 2 Bnn )

8><>:
jzkj � 1p

n
1 � k � n

Im
�
i1+zk

p
n

1�zk
p
n

�
� 0 1 � k � n

(4.34)

Par conséquent, le n -uplet cM =
�cM1; ::::;cMn

�
est dissipatif , sa transformée de

Cayley est la n -contraction bS = �bS1; ::::; bSn� ; bSk = Sk;n (1 � k � n) :

Proposition 4.5 Soit A = (A1; ::::; An) un n-uplet dissipatif commutatif alors,

AkJn = Jn

�cMk 
 IDT�
�
; k = 1; 2; :::; n (4.35)
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Preuve. Soit T = (T1; :::::; Tn;) = C (A). Alors, pour 1 � k � n,

TkJn = Jn

�bSk 
 IDT��
)

�
IH �

p
nTk

�
Jn = Jn

��
I�n(H2n(C)) �

p
nbSk�
 IDT��

)
�
IH �

p
nTk

��1
Jn = Jn

��
I�n(H2n(C)) �

p
nbSk�
 IDT���1

= Jn

��
I�n(H2n(C)) �

p
nbSk��1 
 IDT��

)
�
IH +

p
nTk

� �
IH �

p
nTk

��1
Jn

=
�
IH +

p
nTk

�
Jn

��
I�n(H2n(C)) �

p
nbSk��1 
 IDT��

= Jn

��
I�n(H2n(C)) +

p
nbSk�
 IDT����I�n(H2n(C)) �pnbSk��1 
 IDT��

= Jn

���
I�n(H2n(C)) +

p
nbSk��I�n(H2n(C)) �pnbSk��1�
 IDT��

) AkJn = Jn

���
I�n(H2n(C)) +

p
nbSk��I�n(H2n(C)) �pnbSk��1�
 IDT��

) AkJn = J
�cMk 
 IDT�

�
.

théorème 4.3 Soit A = (A1; ::::; An) un n-uplet dissipatif commutatif est pure .

Alors, A est unitairement equivalent au n-uplet bA = � bA1; ::::; bAn� où,
bAk = PbX(cMk 
 IDT� )

��bX ; bX = bXn:
Preuve. Puisque A est pure alors, selon le corollaire 4.2, l�operateur J�n est isome-
trique deH dans �n (H2n (C))
DT �. Ainsi,H est isometrique avec �n (H2n (C))
DT �
par l�identi�cation de H avec le sous-espace fermé J�n (H). J�nJn est maintenant l�or-
thprojecteur de �n (H2n (C))
DT � dans J�n (H). D�ailleurs, selon la proposition 4.1,
J�nJ netM

(n)
�T

�
M

(n)
�T

��
sont les projections mutuellement orthogonales avec l�identité.

Alors,

J�n (H)=
�
�n
�
H2n (C)

�

DT �

�
	M (n)

�T

�
�n
�
H2n (C)

�

DT

�
=
�b�n 
 IDT���bH� = bX

(4.36)
De plus, �cMk 
 IDT�

��
J�n = J

�
nA

�
k; k = 1; 2; :::; n:

On remarque que le sous-espace fermé bX = J�n (H) est invariant pour �cMk 
 IDT�
��
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et A�k = J n

�cMk 
 IDT�
��
J�n. Soit maintenant PbX (respectivement P ?bX ) l�ortho-

projection de �n (H2n (C))
DT � dans bX (respectivement dans bX?). Alors,
A�k = Jn

�cMk 
 IDT�
��
J�n = Jn

�
PbX + P ?bX � �cMk 
 IDT�

��
J�n (4.37)

= JnPbX
�cMk 
 IDT�

��
J�n = JnPbX

�cMk 
 IDT�
��
PbXJ�n:

Par conséquent,

Ak = JnPbX
�cMk 
 IDT�

�
PbXJ�n = Jn

�
PbX
�cMk 
 IDT�

� ��bX � J�n:
Pour �nir la preuve il est su¢ sant de remarquer que J�ndé�nit un opérateur unitaire
de H dans bX = J�n (H).
4.3 Fonction Caractéristique d�un n - Uplet Dis-

sipatif

Le but de cette section est de dé�nir la fonction caracteristique �A(�) associée au
n-uplet dissipatif A en utilisant sa transformée de Cayley T = C(A). La démarche
suivie, sera la même que celle adoptée dans le cas d0un seul opérateur dissipatif [19].
On a

IH �
nX
1

TkT
�
k =

4

n

nX
1

(Ak + iIH)
�1Qk (A

�
k � iIH)

�1 ; Qk =
Ak � A�k
2i

: (4.38)

Considérons maintenant les operateurs :

J : Hn �! H; J (h1; ::::; hn) =
2ip
n

nX
k=1

(Ak + iIH)
�1 hk; (4.39)

Q : Hn �! Hn; Q (h1; :::; hn) = (Q1h1; ::::::; Qnhn) :

Le résultat suivant peut être facilement véri�é.

Proposition 4.6 Les operateurs J et Q satisfont les conditions :

1. Q = Q� et Q � 0 ,
2. L�operateur adjoint J� : H �! Hnest dé�ni comme suit,

J�(h) = � 2ip
n

�
(A�1 � iIH)

�1 h; ::::; (A�n � iIH)
�1 h

�
(4.40)
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L�operateur I � T �T est de�ni dans Hn par la relation,

(I � T �T ) (h1; :::; hn) = (y1; ::::; yn) ; yk =

nX
q=1

(�kq � T �kTq)hq: (4.41)

En remplacant T �k ; Tq dans �kq � T �kTq respectivement par leur transformées de
Cayley, on obtient :

�kq � T �kTq = �kq �
1

n
(A�k � iIH)

�1 (A�k + iIH) (Aq � iIH) (Aq + iIH)
�1 (4.42)

=
4

n
(A�k � iIH)

�1
�
1 + n�kq

2
Qqk +

n�kq � 1
4

(I + A�kAq)

�
(Aq + iIH)

�1

avec,

Qqk =
Aq � A�k
2i

: (4.43)

Finalement,

yk =
nX
q=1

4

n
(A�k � iIH)

�1
�
1 + n�kq

2
Qqk +

n�kq � 1
4

(I + A�kAq)

�
(Aq + iIH)

�1 hq

Considérons maintenant les opérateurs � et R de�nis dans Hn comme suit :

[� (h1; ::::::; hn)]k =
2ip
n
(Ak + iIH)

�1 hk; (4.44)

[R (h1; ::::::; hn)]k =

nX
q=1

�
1 + n�kq

2
Qqk +

n�kq � 1
4

(I + A�kAq)

�
hq: (4.45)

Proposition 4.7 Les operateurs � et R satisfont les conditions :

1. L�operateur � est inversible et [��1 (h1; ::::::; hn)]k =
p
n
2i
(Ak + iIH)hk,

2. �� : Hn �! Hn : [�� (h1; ::::::; hn)]k = � 2ip
n
(A�k � iIH)

�1 hk,

3. R� : Hn �! Hn :

[R� (h1; ::::::; hn)]k =
Pn

q=1

�
1+n�kq

2
Q�qk +

n�kq�1
4

�
I + A�qAk

��
hq

4. IHn � T �T = ��R�,
5. L�operateur R est positif.
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Preuve. Les quatre premières a¢ rmations sont évidentes. Prouvons queR est positif
Soit h 2 Hn alors,

� R (h) ; h � = � R���1 (h) ; ���1 (h) � = � ��R���1 (h) ; ��1 (h) �

= � (IH � T �T )��1 (h) ; ��1 (h) � � 0:

Remarque 4.4 Dans le cas n = 1, on a � = J et R = Q. En e¤et,

i. soit h 2 H. Alors,

Jh = 2i(A+ iI)�1h =
2ip
n
(A+ iIH)

�1 h = �h:

ii. Puisque IHn � T �T = ��R� et dans le cas n = 1; IH � T �T = ��Q� alors,
R = Q.

Les operateurs :

� : DT (x) �! R
1
2�(x); x 2 Hn et � �;DT �(y) �! Q

1
2J�(y); y 2 H (4.46)

sont isometriques. Par consequent, ils peuvent être prolongés par continuité à
des transformations unitaires notées aussi � et � �

� : DT �! E = RHn et � � : DT � �! F = QHn:

Il s�ensuit que les fonctions caracteristiques, (DT ;DT � ; �T (z)) et (E ;F ; � ��T (z) ��1)
coïncident.
Posons :

�A(�) = � ��T (z)�
�1;

�
�k = i

1 +
p
nzk

1�
p
nzk

�
; z 2 Bnn: (4.47)

dé�nition 4.5 La fonction �A(�) dé�nie par la formule (4:47), sera appelé la fonc-
tion caractéristique du n -uplet dissipatif A.

Remarque 4.5 La fonction caracteristique est analytique dans (C+�)n et pour
chaque � 2 (C+�)n, �A(�) est un élément de B (E ;F).

En utilisant la relation

�T (z)DT = DT � (IH � ZT �)�1 (Z � T ) ; (4.48)

on peut voir que pour chaque x 2 Hn,
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�A(�)
�
R

1
2� (x)

�
= � ��T (z) �

�1
�
R

1
2� (x)

�
= � �DT � (IH � ZT �)�1 (Z � T ) (x)

= � �DT � (IH � ZT �)�1 (Z (IH � T �T )� (IH � ZT �)T ) (x)

= � �DT � (IH � ZT �)�1 (Z��R� � (IH � ZT �)T ) (x)

= �� �DT �T (x) + � �DT � (IH � ZT �)�1 Z��R� (x)

= �� �TDT (x) + � �DT � (IH � ZT �)�1 Z��R� (x)

= �� �T��1
�
R

1
2� (x)

�
+ � �DT � (IH � ZT �)�1 Z��R� (x)

=
�
�� �T��1 +Q

1
2J� (IH � ZT �)�1 Z��R

1
2

��
R

1
2� (x)

�
:(4.49)

D�autre part,

�� �T��1
�
R

1
2� (x)

�
= � ��T (0) �

�1
�
R

1
2� (x)

�
= �Q 1

2J�C (A) (x) ; C (A) = T

Soit �nalement,

�A (�) = A0 +Q
1
2J� (IH � ZT �)�1 Z��R

1
2

(4.50)

= A0 +Q
1
2J� (IH � C (�)C (A)�)�1C (�)��R

1
2 ;

où A0 est l�operateur dé�ni de E dans F par :

A0

�
R

1
2� (x)

�
= �Q 1

2J�C (A) (x) ; (4.51)

� est le n�uplet dissiptif de�ni dans H par : � (x1; :::; xn) = �1x1 + ::: + �nxn,
C (�) est sa transformée de Cayley. Notons que pour n = 1, on retrouve le retrouve
le résultat de [19] :

�A(�) =
h
IH + 2iQ

1
2 (A� � �IH)�1Q

1
2

i
: (4.52)

:En e¤et, d�après les dé�nitions (4:46) de � et � � et les relations (4:47) (4:48), on
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peut voir que,

�A(�)
�
R

1
2� (x)

�
= � ��T (z) �

�1
�
Q

1
2J (x)

�
= Q

1
2J�

�
(A� � �IH) (A� � iIH)�1

��1
(�A+ �IH) (A+ iIH)�1 (x)

= Q
1
2J� (A� � iIH) (A� � �IH)�1 (�2iQ� (A� � �IH)) (A+ iIH)�1 (x)

= �2iQ 1
2 (A� � �IH)�1 (�2iQ� (A� � �IH)) (A+ iIH)�1 (x)

= 2iQ
1
2 (A+ iIH)

�1 (x)� 4Q 1
2 (A� � �IH)�1Q (A+ iIH)�1 (x)

=
�
IH + 2iQ

1
2 (A� � �IH)�1Q

1
2

��
2iQ

1
2 (A+ iIH)

�1 (x)
�

=
�
I + 2iQ

1
2 (A� � �IH)�1Q

1
2

��
Q

1
2J (x)

�
.

(4.53)

Le résultat suivant prouve que comme dans le cas de deux n-contractions commu-
tatives pures, la fonction caracteristique est un invariant unitaire pour les n-uplets
dissipatifs, commutatifs et pures.

théorème 4.4 Soit A et B deux n-uplets pures et multidissipatifs. Alors, A est
unitairement équivalent à B si et seulement si leur fonctions caracteristiques sont
égales �A ' �B:

Preuve. Soit T = (T1; ::::; Tn) = C(A) et eT = ( eT1; ::::;fTn) = C(B). Supposons que
A et B sont unitairement equivalent. Alors,

A est unitairement équivalent à B , T = C(A) est unitairement équivalent àfT = C(B)
, �T (z) ' � eT (z) ; z 2 Bnn (4.54)

, �A (�) ' �B (�) ; � 2
�
C+�

�n
:



Chapitre 5

Conclusion-Perspectives

Dans le cas n = 1, le spectre d�une contraction complètement non unitaire
est parfaitement déterminé par la fonction caractéristique associée. Pour les
n-contractions, la fonction caractéristique permet (pour le moment) de donner
un critère nécessaire d�appartenance au spectre de Taylor.
Se pose donc la question naturelle suivante :
-Sous quelles conditions supplémentaires, ce critère est-il aussi su¢ sant ?
Notons que ce problème a été résolu par B. BENDOUKHA (Serdica Journal)
pour les pure 2-contraction, véri�ant la condition supplémentaire :

lim
n�!+1

(T1T
�
1 + T1T

�
1 )
n = 0:

Parailleurs, nous avons pu caractériser totalement les parties �(0)Tay (T ) et �
(n)
Tay (T )

du spectre de Taylor. Qu�en est-il pour les parties intermédiairesn
�
(k)
Tay (T ) ; 1 � k � n

o
?

Tout ce qui précède, peut aussi être envisagé pour les opérateurs n-dissipatifs.
En�n, les spécialistes soviétiques, ont dans le cas n = 1, utilisé la fonction
caractéristique pour la construction de modèles très pratiques dans les espaces
des fonctions à carrés intégrables. Peut-on faire de même pour le cas n � 1.
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