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Résumé: Dans ce travail on essaye d’étudier la croissance des solutions des
équations différentielles linéaires dont les coefficients sont des fonctions entiéres ou
méromorphes en utilisant une nouvelles approche sur le type de la croissance que
’on appelle [n,pl]-type et des nouvelles conditions sur les coefficients qui assurent que

toute solution non nulle est d’ordre infini avec une estimation sur 'ordre itératif.
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Introduction

L’analyse complexe est un outil trés efficace pour résoudre certains problémes épineux
en mathématiques comme le fameux théoréeme de Cauchy de calcul d’intégrales. Et
avec I’établissement de la théorie de Nevanlinna de la distribution des valeurs d’une
fonction méromorphe, ’étude de propriétés des solutions des équations différentielles
linéaires dans le domaine complexe a connu une avance considérable depuis les années
trente du vingtieme siécle.Il trés connu que si les coefficients A; (z) (i = 0,...,n — 1)

de I’équation différentielle

FO 4 A () fO V4 L+ A (2) f 4+ A () f=0. (1)

sont des fonctions entiéres, alors toute solution est une fonction entiére aussi. Frei
[7] a démontré que si p est le plus grand entier tel que A, (z) est transcendante,
alors il existe au maximum p solutions indépendantes d’ordre fini de 1’équation
différentielle (1) ( pour la définition de 'ordre d’une fonction entiére f voir la page
(7)). Un autre résultat classique du a Wittich [21] affirme que toutes les solutions de
(1) sont d’ordre fini si et seulement si tous les coefficients de I’équation différentielle
(1) sont des polynémes. Pour une analyse compléte sur ordre des solutions dans le
cas ou tous les coefficients sont des polynémes, voir [11].

Il y a une question principale qui intéresse plusieurs chercheurs dans ce domaine,
c’est la suivante: Quelles sont les conditions sur (1) les coefficients qui assurent
que toutes les solutions sont d’ordre infini? Il y a pas mal de résultats concernant
cette question (voir par exemple [3, 4, 5, 13]), mais la question qui se pose ici est:

comment préciser plus la croissance des solutions d’ordre infini? A partir de 1a, la



notion de I’hyper-ordre et d’une maniére générale 'ordre itératif est introduite:(pour
les définitions voir la page (9)), puis on a une autre notion qui est la notion de
type de croissance qui fait la différence entre les fonctions de méme ordre: (voir la
page(9,10)).

Ce travail comporte une contribution dans ce sens pour les équations différen-
tielles linéaires d’ordre supérieur a coefficients des fonctions entiéres.

Ce mémoire contient deux chapitres. Le premier est consacré a quelques éléments
de la théorie de Nevanlinna et quelques définitions nécessaire a ce travail. Dans le
deuxiéme chapitre on étudie la croissance des solutions des équations différentielles
linéaires dont les coefficients sont des fonctions entiéres ou méromorphes en util-
isant une nouvelles approche sur le type de la croissance et les conditions sur les

coefficients.



Chapitre 1

Eléments de la théorie de R.

Nevanlinna

On va rappeler ici quelques notions et définitions qui nous seront utiles par la suite.

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Soit f une fonction méromorphe non constante, pour tout nombre complexe a on
désigne par n(t,a, f) le nombre des racines de 'equation f(z) = a dans le disque
|z| < t, chaque racine étant comptée avec son ordre de multiplicité et par n(t, a, f)
les racines distinctes dans |z| < ¢, on désigne par n(t, oo, f) le nombre des poles de
la fonction f dans |z| < t, chaque poéle étant compté avec son ordre de multiplicité

et par n(t, 00, f) le nombre des poles distincts de f dans le disque |z| < ¢.

Notons par:
N(r,a, f) = / (. e, /) ; {0, e, f)]dt +n(0,a, f)logr (a # o0).
0
N(r,o0,f) = N(r, f)= / [n{t, . f) ; n(o’oo’f)]dt—l—n(o,oo,f) log r.

0

N(r,a, f) = /T [ﬁ(tﬂ, ! ; w0 f)] dt +n(0,a, f)logr (a # o).



]Kf(r,oo, ) = N(r,f):/ [n(t’oo’f)_n(o’w’f)]dt—i—ﬁ((),oo,f)logr.

t
1 i 1
m(r,a, f) = m(r, 7o a) =5 /logJr md@ (a # 00).
0
et )
m(r,0. f) = m(r.f) = 5 [ log" [ 1(re)] b

0

ou

log" # = max(log x,0).

N(r,a, f) : est appelée fonction a—points de la fonction f dans le disque |z| < t.

N (r,a, f): est appelée fonction a—points distincts de la fonction f dans le disque
|z| < t.

m(r,a, f) : est dit fonction de proximite de la fonction f au point a.

Définition 1.1.1 [14, 15] Soit f une fonction méromorphe, on définit la fonction

caractéristique de Nevanlinna par

T(r, f) =m(r, f) + N(r, f).

ol
0<r<+oo.
Cette fonction joue un role trés important dans la théorie de la distribution des

valeurs des fonctions méromorphes.

Exemple 1.1.1 Pour la fonction f(z) =e* on a



d’autre part

m(r,oo, ) = m(nf)

2w

- 1 anr }er(cos p~+isin <p)| ng

27
0

2w
1
- 1+ reosg| g
27T/n €77 dy
0

Wl

g
1
= —/Tcosgpdgp
2w

vl

= L2/ cos pdyp
27
0

[sin o)

>1'|~3>1 | 3

D’ou
T(r.f)=—.
1.2 Premier théoréme fondamental de R. Nevan-

linna

Théoréme 1.2.1 [14, 15] Soit a € C et f une fonction méromorphe avec le

développement de laurant de f — a autour de l'origine

+oo
f(z)—a= chzj,cm +0,meZ,7Z cC C.
j=0
Alors
1
T(T‘, f — a) = T(’I", f) - 1n|cm| + Sp(h CL).



ou

lo(r,a)] < In' |a] + In2.

et
27

infenl = 5 [ W17 exple)lde + NG 1) = NG, 7).
0

Proposition 1.2.1 Soient f, f1, ..., f,, des fonctions méromorphes et a, b, ¢, d des

constantes complexes telle que ad — cb # 0, alors

(a)
m (r,Zﬁ) < Zm(r, fi) +1nn.

=
VRS
=3
1M
VAN
3
=
=
=k

3

T <7‘, f2> < T(r,f;) +Inn,n > 1.
i=1 i=1

T(T,ﬁf;) Si:T(T,fZ),nZ 1.
T (r, f*)=nT (r, f),n € N".

af +b\ —d
T(ﬁm) =T(rf)+0Q),f# o

Parmi les résultats fondamentanx de la théorie de R. Nevanlinna le résultat suivant.



Lemme 1.2.1 (La dérivée logarithmique) Soit f une fonction méromorphe

transcendante. Alors

m(f7) — S f)=o(T(r, 1)),

ouS(r,f)=0nT (r, f) + Inr) a'extérieur d'un ensemble E C ]0, +00[ de mesure

linéaire finie.

1.3 Ordre d’une fonction méromorphe

Définition 1.3.1 [15] Soit f(z) une fonction méromorphe. Alors lordre de f

noté o(f) est définie par :

. log T'(r, f)
=1 —
a(f) Jim sup log 7
Pour f une fonction entiére, alors 'ordre de f en utilisant M (r, f) est défini aussi
par :

log 1
o) = o(f) = tim_sup ERETLL)

ou

M(r, f) = max [ f(z)].

|z|=r
Exemple 1.3.1 Soit f(z) = 5e*", et d'ordre o(f) = n.

Exemple 1.3.2: Soit f(z) = e,

Alors
61”
T(r, f) ~ quand r — o0.
(r.f) (27‘[‘37‘)%
D’ou
o(f) = .



1.4 Type d’une fonction méromorphe

Définition 1.4.1 [14, 15] Soit f(z) une fonction méromorphe d’ordre fini o. Alors

le type de f noté 7(f) est définie par:

7(f) = lim supw.

r—+4o00 ro
Pour f une fonction entiere, alors le type de f est défini par:

. log M (r,
Tu(f) ZTE{POOSUP %

Remarque:De 'inégalité remarquable T'(r, f) < log M (r, f).
On déduit que 7(f) < Tarn(f)-

On a pas ’égalité comme le montre ’exemple suivant:

Pour f(z) =€, ona7(f) =< et Tarn(f) = 1.

Exemples 1.4.1:

1)Soit f(2) L_e#" le type est

= z—1

T(f) =1

2)Soit f(z) = %eZQ.On ao(f)=2etle type

~(f) = 0.

1.5 Ordre itératif d’une fonction méromorphe

Définition 1.5.1 Soit f(z) une fonction méromorphe. Alors l'ordre itératif de f

noté o, (f) est définie par:

. log,, T'(r, f)
=1 n .,
on(f) = lim sup og



ou
log, (1) = log(r).
et

log,,,,(r) = log(log,(r)) (telle que (n € N)).

1.6 Type itératif d’une fonction méromorphe

Définition 1.6.1 Soit f(z) une fonction méromorphe d’ordre fini. Alors le type
itératif de f noté 7,(f) est définie par:

Tn(f) — lim sup lognfl M(T, f)

r——+o00 ron

(n € N¥).
Pour f une fonction entiere, alors le type itératif de f est défini par:

ratn(f) = lim sup 2 M S)

r——+o00 ron

Maintenant, on introduit une nouvelle définition que I’on note par [n, p] —type

comme suivant:

1.7 [n,p] —type de croissance

Définition 1.6.2 [12] Soit f(z) une fonction méromorphe d’ordre n—itératif fini
(0 < on(f) := 0, < 00) par récurrence comme suivant

[n,n] —type est le type:

Ton(f) = Ta(f) = Tn-



Si (0 < 7, < 00), on peut définir [n,n — 1] —type par:

1 T
Tn n—l(f) — hm Sup M = Trnn_1-
) r—00 exp {Tn TU”} )

Si (0 < Tpno1 < 00), on peut définir [n,n — 2] —type par:

1 T
Tn n—2<f) = lim sup O8n—3 (r’ f) = Tnn-2-
7 oo exp {Tn,n—lexp{rn ron} } 7

Apres les calcules de 7, ,11(n —1>p>1),Si (0 < 7,41 < 00), on peut définir

[n, p] —type i.e (7,,,(f)) par:

1 T
Tnp(f) = lim sup 0g, » I'(r, f)

= Thp
r—oeo exXp {Tn,p—ﬁ-ln-exp{Tn,n,l exp{Tn Ton}} - - }

Pour f est une fonction entiére, de méme méthode on peut définir 757,,,(f) en
remplagant T'(r, f) par log M(r, f).

Exemple 1.6.1 Soit une fonction f(z) = exp {4exp {2exp {32%}}}.

On a

o(f) =400 0a2(f) =400 o3(f) =2 ou(f) =0.

et

vy =3 ot (Taua(f) =3) Tupzy =2 Tupy =4

1.8 Indice de la croissance itératif d’une fonction
méromorphe

Définition 1.7.1 Soit f(z) une fonction méromorphe, alors I'indice de la croissance

itératif de f noté i(f) est définie par:

0 si f est rational
i(f) =9 min {n € N:o,(f) < oo} sif esttranscendante
oo si o,(f) =00 ¥(n € N)

10



Chapitre 2

Croissance des solutions des

équations différentielles linéaires

2.1 Introduction et Résultats

Il y a plusieures théoréemes et lemmes

Dans [10], Gundersen a prouvé les résultats suivants.

Théoréme 2.1.1 [10] Soit Ag(z) # 0 et A;(z) des fonctions entieres telles que
pour les constantes réelles «,3,01,05;

avec (o > 0,5 > 0) et (6; < 2) on a:
[40()] = exp { (1 +o(D)arl2|")}

et
1A (2)] < exp {0(1)a W} .

Quand z — oo avec (0; < arg(z) < 63) Alors, toute solution de 1’équation
différentielle
FrHAz)f + Aolz)f =0. (2.1)
est d’ordre infini.

11



Ce résultat a été amelioré et généralizé par Belaidi and Hamouda dans [3] comme

suivant:

Théoréme 2.1.2 [3] Soit Ag(z) #Z 0, A1(2),- .. ... , Ax_1(z) des fonctions entiéres
telles que pour les constantes réelles a,3,u, 01,0s;

avec (0 <[ <a, u>0)et(f; <by),ona:
|Ag(2)| > "
et

Quand z — oo avec (6; < arg(z) < #3). Alors, toute solution f Z 0 de I’équation

différentielle

F® 4 Ay (2) f* D 4 + A1 (2)f + Ag(2)f = 0. (2.2)

est d’ordre infini.
Ensuite, Tu, Chen et Zhen ont étendu ce résultat en utilisant I'ordre itératif

comme suivant.

Théoréme 2.1.3 [18] Soit Ag(z) # 0, A1(2),...... , Ak_1(2) des fonctions en-
tieres telles que pour les constantes réelles «,[3,1,01,02, et un entier positive n; avec

0<pB<a,pup>0eth <01 <n<o0),ona:
|Ao(2)] > exp, {a]2]"}.

et
[Aj(2)| < exp, {B1]"}, G =1,...k—1).

Quand z — oo avec (0 < arg(z) < 6,), Alors 0,,41(f) > p pour toute solution
f non triviale de (2.2).

Dans [17],Tu et Yi ont introduit la notion de type pour prouver le résultat

12



suivant:

Théoréme 2.1.4 [17] Soit A;(z) telle que (j =0, ... k—1) des fonctions enticres
satisfaisant o (Ag) = o, 7(4y) = 7,0 < 0 < 00, 0 < 7 < 00, 0(A4;) < 0 et
T(4;) <7tsio(4;) =0 (j=1,...,k—1). Alors, toute solution f # 0 de (2.2)
satisfait os (f) = o (Ap).

Dans ce sens, ce document donne d’autre amélioration de ces résultats.

Théoréme 2.1.5 [12] Soit Ag(z) Z 0, A1(2),...... , Ar—1(z) des fonctions méro-
morphes dans le plan complexe. s’il existe une courbe v tendant co et un ensem-

ble E C (1,00) de mesure logarithmique fini de telle sorte que pour z € ~ et
|z| ¢ EU[0,1], on a:

k—1
(Z_)l |A; ()] + 1) Elis
lim -
2—-+00 [ Ao (2)]

= 0. (2.3)

Pour tout > 0. Alors toute solution f # 0 de (2.2) est d’ordre infinie .
Théoréme 2.1.5 est également une amélioration du Théoréme 2.1.1 en [19] et il

est trés pratique.

Exemple 2.1.6 D’aprés le Théoréme 2.1.5, toute solution f #Z 0 de ’équation

différentiel

[+ e exp {e*} I+ e* exp {e*} f=0.
est d’ordre infinie.
Nous pouvons prendre la courbe o = {z : arg(z) = 0} .

Maintenant; nous donnons le cas de I'ordre itératif de cette étude comme suit .

Théoréme 2.1.7 [12] Soit Ap(z) # 0, A1(2),...... , Ax—1(2) des fonctions méro-
morphes dans le plan complexe. S’il existe une courbe v tendant oo et un en-

semble £ C (1,00) de mesure logarithmique fini de telle sorte que pour z € ~ et

|z| ¢ EU[0,1], on a

13



E—1
> 14;(2)] +1
lim -

eoteo | Ag(2)]

exp, {\|z]"'} =0. (2.4)

ou n > 1, est un nombre entier A > 0, u > 0. Sont des constantes réelles. Alors
toutes solution f # 0 de (2.2) satisfait o,(f) = oo, et en plus o,11(f) > p.

Remarque 2.1.8 Des résultats similaires du Théoréme 2.1.5 et Théoréme 2.1.7
sont obtenus récemment par M Hamouda dans [20] relative & certaines équations

différentielles linéaires dans le disque unité.

Exemple 2.1.9 Considérons 1’équation différentielle suivante :

f" + exps {e*Yexp, {€*} [ + exps {e%} exp,{e’} f=0.

D’apreés le théoréeme 2.1.7, toute solution f # 0 de cette équation différentielle

satisfait o4(f) = oo et en plus o5(f) > 1.

Corollaire 2.1.10 Soit Ag(z) # 0, Ai(2),...... , Ag_1(2) des fonctions méro-
morphes dans le plan complexe. S’il existe une courbe v tendant oo et un ensemble
E C (1,00) de mesure logarithmique finie telles que quand z — oo sur 7 avec
|z| ¢ EU[0,1], on a

[ Ao(2)] > exp,, {ar|z]"} . (2.5)

et

A,(2)] < exp, {8121}, (= 1,2,k — 1), (2.6)

ot n > 1, est un entier et (0 < § < a, u > 0) sont des constantes réelles. Alors,

toute solution f # 0 de (2.2) satisfait 0,,(f) = oo et en plus o,,41(f) > p.

Récemment, dans [1] Cao a généralizé le Théoréme 1.4 en introduisant 1'ordre

itératif comme suivant.

14



Théoréme 2.1.11 [1] Soit Ag(z) #Z 0, A1(2),...... , Ak—1(z) des fonctions méro-

morphes dans le plan complexe, et soit i(A4p) =n (0 <n < 00).
Supposons que Z(ALO) <mou\, (A%) < on(Ap), et que
i/ max{i(4;):j=1,2...... Jk—1} <nou
ii/ max{o,(4;):j=1,2...... =1} <0,(A) =0 (0 <0 < 0),
max {7, (4;) : 0,(4;) = 0,(A0)} < Th(Ap) =0 (0 <7 < 00).

Alors toute solution méromorphe f # 0, dont les poles sont de multiplicité

uniformément bornée, de (2.2) satisfait et i(f) =n+1 et o,41(f) = 0n(Ao).
En introduisant la nouvelle notion [n, p]-type on établir la résultat suivant.

Théoréme 2.1.12 [12] Soit Ay(z) # 0, Ai(2),...... , Ap—1(z) des fonctions
méromorphes dans le plan complexe, et soit i(Ag) =n (2 < n < 00).

Supposons que iA(ALO) <noul\, (ﬁ) < op(Ap); et

(*) max{o,(A;):7=1,2,...... k—1} <o0,(Ap) =0, (0< 0 <1),

max {7, (4;) : 0,(4;) = 0,(A0)} < Tn(Ap) =7, (0 <7 < 00),
max {7, -1 (A;) : 0,(4;) = 0,(Ao) et 7, (A;) = 70 (A0)} < Trn—1 (Ao) =
(0 < 7" < 00)

et " = Tli_glo inf %.

Alors toute solution méromorphe f Z 0 dont les poles sont de multiplicité uni-
formément bornée, de (2.2) satisfait i(f) =n+ 1 et 0,41(f) = 0,(Ao).

Remarque 2.1.13 Nous avons utilisé seulement 7,, ,_; et nous pensons que cela
reste valable pour autre [n, p| —type (n —2 >p > 1).

Corollaire 2.1.14 Soit Ay(z) # 0, A1(2),...... , Ak—1(2) des fonctions entiéres,
et soit i(Ap) = n (0 < m < oo).Supposons que nous avons la condition (*) du
théoréme 2.1.12. Alors toute solution f # 0 de (2.2) satisfait i(f) =n+1

et 0,11(f) = on(Ao).

Remarque 2.1.15 Dans le cas des fonctions entiéres, nous pouvons remplacer
Tn PAr Tarp €6 T o1 PAr Tarpnn—1, Mais nous ne pouvons pas les utiliser les deux en

méme temps.

15



2.2 Lemmes Préliminaires

Pour prouver ces résultats nous avons besoin des lemmes suivants:

Lemme 2.2.1 [9, Theoreme 3] Soit f(z) une fonction méromorphe tran-
scendante et soit & > 1 une constante réelle donnée.Alors il existe un ensemble
E C (1,00) de mesure logarithmique finie, et il existe une constante A > 0 qui
depend seulement en «, telle que pour tout z satisfaisnte |z| ¢ E U [0, 1], et pour

tout k, 5,0 < j <k, nous avons

) (2)
9 2)

k—j
<A (Mlegarbgi’(ar, f)> :

L’ensemble E C (1, 00) dans tout le présent document ne sont pas nécessairement
les mémes dans chaque cas, mais il est toujours de mesure logarithmique finie, qui
est [, & < occ.

Le lemme suivant est une conséquence de Lemme 2.2.1.

Lemme 2.2.2 Soit f(z) une fonction méromorphe transcendante,

avec 0, (f) := 0, < 00 (n > 1), et soit € > 0 une constante donnée. Alors il
existe un ensemble F; C (1,00) de mesure logarithmique finie, telle que pour tout

z satisfaisante |z| ¢ E U [0, 1] et pour tout k, 7,0 < j < k, nous avons

Sin=1
f(k) (Z> < ’Z‘(k*j)(ﬂflJrf)
01 ()| = ‘
et
Sin>2
f(k) (Z) On+t€ k—j
70 (| < P i

Lemme 2.2.3 [12] Soit f(z) une fonction méromorphe telle que,
0<0,(f) =0, <1,0<7,(f):=7<00,0< Tpn1(f):=Tnn1 <00,

et

1 T
Tnn_1 = lim inf bn2 2\ J) (r, f)
’ r—00 exp {117}

Alors pour tout 0 < 8 < 7,1 donnée, il existe un ensemble F' C (1,00) qui de

16



mesure logarithmique infini [ 5 df = oo telle que pour tout r € F' nous avons:

10gn—2 T(T7 f) > 6 €xXp {anan} .

Preuve de Lemme 2 2.3:

D’apres la définition de 7,,,,—1 et depuis,

1 T
Tnn_1 = lim inf log,,—, T(r. /) f)
’ r—oo  exp{r, ron}

Il existe une suite croissance {r rm — 00) satisfaisant Tm = m&avec (1 <a < L
m m e )
n

et

L log, 5T, f)
Thnn—1— lim .
’ rm—oo exp {7, rir}

Alors, il existe mg telle que pour tout m > mg et pour un € donnée, 0 < £ <

Tn,n—1, IOUS avons

log, o T(rm, f) > (Tpn-1 — &) exp{r, ro"}. (2.7)

Pour r € [rm, mTHrm], on a:

e {r ()"

=1.
m—oo exp {7, ron}

Alors, pour un /5 donnée (0 < < T,,,—1 — €), il existe mytel que pour tout m >

my et pour r € [rm, mT“rm}, nous avons

exp{m ()"} 3
exp {7, 1"} - (Thn-1—€) (2:8)

En (2.7) et (2.8), pour tout m > my = max {mg, m } et pour tout r € [r,,, “ir,, |
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nous avomns

logn—Q T(Ta f) > 10gn—2 T(Tﬂh f) > (Tn,n—l - 5) €xXp {Tn r;‘nn}

> (Tmn_l — 5) exp {Tn (mT_ lr) } > [exp {Tn Ton}.
Posons I, = [rm, mT“rm] et F'=Up, ., Im. Alors,

m(F) = Z/I %: Z log(l—i-%):oo.

m=msy m=mgy

Lemme 2.2.4 [1, Theoreme3,2] Soit Ay(z), Ao(2),. ... .. , Ak—1(2z) des fonc-
tions méromorphe telleque max{c,(A4;):j=1,2,...... k=1 <o < o005 (0 <
n < o0). Alors, toute solution méromorphe f dont les poles sont de multiplicités

uniformément bornée, de (2.2) satisfait 0,11(f) < o.

2.3 Preuve des Théorémes

Preuve du Théoréme 2.1.5:
Supposons que f Z 0 est une solution de (2.2) d’ordre fini o(f) := 0 < 0.
D’aprés Lemme 2.2.2, il existe un ensemble F; C (1, 00) de mesure logarithmique

finie, telle que pour tout z satisfaisant |z| ¢ E; U [0,1] et pour 1 < j < k, on a

¥ (2)
70 ()

De (2.2), nous pouvons écrire

S |Z|j(a—1+€) ) (29)

L9, [Aea(2)] ‘f(kl) A1 (2)| ‘f_'
1< Ao(2)| ‘ 7 + Ao(2)] 7 +o + Ao |71 (2.10)
Par I’ hypothese (2.3) on a:
T 1 T A T N R k). (2.11)

oo [o(2)|
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et

1
lim |z|" = 0. (2.12)
s=teo [ Ag(2)]

Avec, z € 7, |z| ¢ E U0, 1] et pour tout p > 0. Utilisation de (2.9) et (2.11), et
(2.12) a (2.10), une contraduction suit quand z — oo sur 7 avec |z| ¢ E; U [0, 1].

Preuve du Théoreme 2.1.7:

Supposons que f # 0 une solution de (2.2) avec 0,,(f);= 0, < oo (n > 1).

Sin = 1ona (29) et si n > 2, D’aprés Lemme 2.2.2, il existe également
un ensemble F; C (1,00) de mesure logarithmique finie, telle que pour tout z

satisfaisant |z| ¢ Ey U[0,1] et pour 1 < j < k,nous avons,

‘f}j )<S) < [exp,y {77}, (2.13)
Par 'hypothese (2.4), on a :
ZEIEOO :j Ez;; exp, {\ [} =0, (j=1,...... k). (2.14)
et
Jim_ |A1< e, A =0, (=L b, (2.15)

avec z € 7y et |z| ¢ E U[0,1]. Utilisation de (2.13) ou (2.9),(2.14) et (2.15) a
(2.10), une contraduction suit quand z — oo sur vy avec |z| ¢ £ U E[0, 1].
Alors nous avons 0, (f) = oo pour n > 1. Maintenant, d’aprés Lemme 2.1 et

depuis o,(f) = oo, on a:

<(T(ar, ), G=1,...... k). (2.16)

Par ’hypothése (2.4), pour €1 > 0, e2 > 0, on a:

14, €1

|A0(Z)| oxp, ') (=1, k). (2.17)
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et

1 < E9
[Ao(2)] ~ exp, {A|z"}
Quand z — oo sur v avec |z| ¢ EU |0, 1].Utilisation de (2.16) et (2.18) a (2.10),

(2.18)

Nous obtient pour |z| =r ¢ FU|0,1],

< B
— exp, {A]2["}

ol B > 0 une constante réelle. posons R = ar. Nous signalons que E est ici de

(T (aur, )< (2.19)

mesure linéaire fini. Si et seulement si £ est de mesure logarithmique finie. Donc,

(2.19) devient:

mm{ﬁm}gBawWﬂwiR¢E (2.20)

De (2.20), nous obtenons :

Op+1 = }Lfg sup W >
Preuve théoréme 2.1.12:
Nous allons compléter la preuve du théoréme 2.1.11 en introduisant le cas lorsque
nous avons o, (4;) = 0, (Ao) et 7, (4;) = 7, (Ao).
Supposons que f Z 0 est une solution méromorphe de (2.2). D’aprés (2.2) nous

pouvons écrire:

f(kfl) !

B f(k) f

En utilisant le lemme de la dérivée logarithmique et (2.21), on a :
k—1 k—1 f(J) k—1
mirdo) < Somln A om (r D2 )40.0) = Xom (40 Qo )}
j=1 j=1 j=1
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Par conséquent

T(r,Ag) =m(r, Ag) + N (r, Ag) < N (r, Ag) + im (r, A;) + o{log(rT'(r, f))}.

(2.22)
Valable pour tout r suffisamment grand r € E, ou E C (1,00) est de mesure

logarithmique infini .
Supposons que

max {0, (A4;):j=1,2,...... k=1 =0,(4) =00 <0< 1),
max {7, (4;) : 0n(A;) = 0,(Ag)} = Tn(Ap) :=7(0 < 7 < 0),
et max {7, ,—1 (4;) : 0n(A;) = 0,(Ao) et 7, (4;) = 7, (A0)} < Tt (Ag) :=7"(0 < 7 < 00).
Dong, il existe un sous-ensemble J C {1,...... ,k — 1} telle que pour j € J |
on a :0,(A;) = 0n(Ao), Tn (4;) = Tn (A0) » Tun-1(Aj) < Tt (Ag) =77
Par conséquent, il existe des constantes réelles 3, et 3 avec
max{7T,,—1(4;):jeJ }<p; <B <7
Alors, pour tout j € {1,2,...... ,k — 1} et suffisamment grand r,
On a

m(r, 4;) < T(r, 4;) < exp,_» {6, exp{17}}. (2:23)

Par I'ypothese iA(AiO) < n ou )\n(Aio) < 0,(Ao),
On a
N(r, Ag) < exp,_y {r"°} (¢>0).

Donc,

N (r,Ag) < exp,,_o {8, exp{7"r7}}. (2.24)

Depuis Ay satisfait aux condition du lemme 2.2.3, il existe un ensemble F'(1, co)de

mesure logarithmique infini telle que pour tout r € F',
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T (r,Ag) > exp,,_o {0 exp{T™r7}}. (2.25)

De (2.22)-(2.25), pour r suffissamment grand et € F' — E, on obtient:

exp, 5 {8 exp{77r7}} < kexp, 5 {B;, exp{r"r7}} + o{log(rT(r, f))}. (2.26)

Par (2.26), on a 0,41 (f) > o.D’autre par, par le lemme 2.2.4, on a 0,1 (f) < o,

Par conséquent, nous concluons que 0,1 (f) = o.
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Conclusion

L’étude de la croissance des solutions des équations différentielles linéaires dans
le plan complexe se base, en générale, sur la domination d’un coefficient, souvent le
coefficient de f, par rapport aux autres et donc plus les croissances des coefficients
se rapprochent plus I’étude devient plus difficile, excepté le cas ou les coefficients
sont des polynémes qui a été étudié par Gundersen, Steinbart et Wang dans [11] ou
ils ont donné toutes les valeures possibles de 'ordre de la croissance des solutions.
La plupart des cas étudiés est le cas ou les coefficients sont de méme ordre. Ce
mémoire contient une contribution dans ce sens, c’est a dire le cas ot les coefficients
sont de méme ordre et de méme type pour certaines classes d’équations linéaires
en utilisant une nouvelle approche sur la définition de type et les conditions sur les

coefficients mais le probléme dans sa généralité reste ouvert.
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