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INTRODUCTION

Dans ce travail on va etudie le problème de Cauchy abstract régit par une équation

di¤érentielle de premier ordre suivante

u0(t) = Au(t) + f(t); t 2 [0; T ];

(où A : D(A) ! X est un opérateur linéaire de domaine D(A) inclus dans un espace de

Banach complexe X; et f : [0; T ] ! X, avec la condition initiale u(0) = u0 2 X) sous

l�hypothèse suivante �
Il existe M; ! 2 R telle que pour � > !
(�� A)�1 2 L(X);



(�� !)n (�� A)�n

 �M
On dit que A est un opérateur de Hille-Yosida et on écrit

A 2 HY (M;!) :

On va introduire dans ce travail des nouveaux types de solutions (Solution intégrale, Lp�solution,

C-solution, solution stricte, solution intégrale dans L1) et on va montrer l�existence et l�uni-

cité. Si

D(A) = X;

alors A est un générateur de semi-groupe grace au théorème de Hille-Yosida (voir[18]). Dans

ce cas
�
D(A) = X

�
; le problème de cauchy�

u
0
(t) = Au(t) + f(t); t 2 [0; T ]

u(0) = u0

a été etudié par plusieur auteurs par exemple en 1953, R. Phillips [16] a prouvé l�existence

et l�unicité d�une solution stricte lorsque f 2 C1(0; T ;X) et u0 2 D(A). Ce résultat de

régularité a été amélioré en 1985 par Da Prato et Sinestrari [4], [5] lorsque le second membre

f 2 W 1;1(0; T ;X) (espace de Sobolev), ils ont éliminé la condition D(A) = X.

Diverses méthodes ont été utilisées pour retrouver ce résultat comme par exemple H. Keller-

mann et M. Hicber [11], A. Yagi [23], R. Nagel et E. Sinestrari [13], [14], F. Yao [6]).



Ce travail (synthèse sur l�article de Sinestrari [24]) est inspiré d�une conversation entre Kato

et Sinestrari, l�idée repose sur l�approximation du problème de Cauchy inhomogène au lieu de

l�homogène comme dans le théorème classique de Hille-Yosida. On va donner ici une preuve

qui nécessite que les propriétés fondamentales des approximations de Yosida.

Ce mémoire est composé d�une introduction et trois chapitres principaux :

Le premier chapitre est consacré aux rappels fondamentaux et les outils nécessaires pour

réaliser ce travail. Ils concernent les opérateurs, les semi-groupes, théorème de Hille-Yosida

et les types de solutions:

Dans le second chapitre, on dé�nit plusieurs types de solution pour un problème de Cauchy

a�n de prouver l�existence, l�unicité et la régularité temporelle de la solution.

Le troisième chapitre est consacré à la Régularité spatiale, pour cela on va introduire

un espace d�interpolation F entre D(A) et D (A) appelé la classe de Favard de l�opérateur

A. On va parler aussi sur le semi groupe d�un opérateur de Hille-Yosida du type (M;!) en

dé�nissant l�opérateur A0 : D(A0) � X0 ! X0 tel que8><>:
X0 = D(A);

D(A0) =
n
x 2 D(A) : Ax 2 D(A)

o
;

A0x = Ax:

L�opérateur A0 satisfait les conditions du théorème de Hille-Yosida avec les mêmes constantes

M et !; c�est le générateur d�un semi groupe eA0t dans X0. On termine ce chapitre par deux

exemples.



Chapitre 1

Rappels

1.1 Espace de Banach

Dé�nition 1.1.1 Soit X un espace vectoriele normé, on dit que c�est un espace de Banach

s�il est complet.

Autrement dit X est complet si toute suite de Cauchy dans X est convergente dans X.

Exemples. Soient 
 un ensemble mesurable et T > 0: Alors

1) Tout espace vectoriel réel ou complexe de dimension �ni est un espace complet pour

n�import quelle norme.

2) L1 (
) est complet pour la norme

kfkL1(
) =
Z



jf(x)j dx:

3) L2 (
) est complet pour la norme

kfkL2(
) =

0@Z



jf(x)j2 dx

1A 1
2

4) C1 ([0; T ]) est complet pour sa norme usuelle :

kfkC1([0;T ]) = sup
x2[0;1]

jf(x)j+ sup
x2[0;1]

���f 0(x)��� :
Cette propriété se généralise pour l�ensemble des fonctions de classe C1 de�nie sur un compact

de Rn:
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1.2 Les opérateurs

Soient X et Y deux espaces de Banach réels ou complexes.

On note par k:kX la norme dans X (kk s�il n�y a pas confusion).

Dé�nition 1.2.1 Un operateur A de X dans Y est une application linéaire A de�nie sur

un sous espace vectoriel D(A) � X à valeur dans Y; i.e pour toute x; y 2 D(A) et pour tout

� 2 C on a :

(i) A(x+ y) = Ax+ Ay:

(ii) A(�x) = �Ax:

On appelle domaine de A et on note D(A) le sous espace vectoriel des éléments x de X tels

que Ax ait un sens dans Y .

Dé�nition 1.2.2 (Opérateur borné) Un opérateur A dé�nit de X dans Y est borné si

D(A) = X et

sup
kxk�1

kAxk <1:

Dans la suite, A est un opérateur de X dans Y signi�e que A est linéaire de D (A) � X dans

Y: On note par L(X;Y ) l�espace des opérateurs linéaires bornés de X dans Y et L(X) =

L(X;X):

Dé�nition 1.2.3 (Opérateur fermé)

1) On dit qu�un opérateur linéaire A est fermé si et seulement si son graphe

G(A) = f(x;Ax) : x 2 D(A)g

est un sous espace vectoriel fermé de X� Y:

D�une manière équivalente,

2) Un opérateur linéaire A : D(A) � X ! Y est dit fermé si et seulement si pour toute

suite (xn)n 2 D(A) telle que �
xn ! x
Axn ! y

On a x 2 D(A) et Ax = y:



1.3 Les semi-groupes 3

Dé�nition 1.2.4 On dit qu�un opérateur A est fermable si et seulement si pour tout suite

(xn)n 2 D(A) telle que �
xn ! 0
Axn ! y

=) y = 0

D�une manière équivalente, un opérateur A est dit fermable si la fermeture de son graphe est

un graphe, i.e.

(0; y) 2 G(A) =) y = 0

Alors, G(A) est le graphe d�un opérateur fermé, qu�on appelle la fermeture de A et qu�on

note A.

On rappelle maintenant quelques propriétés importantes. Soit A un opérateur fermé. Alors,

i. A+B (avec le domaine D(A) ) est fermé pour chaque B 2 L(X; Y ).

ii. A�1 est fermé si A est injectif,

iii. A est borné si D(A) est fermé dans X (théorème du graphe fermé),

Soit A un opérateur dans X. L�ensemble résolvant est

�(A) =
�
� 2 C : (�I � A) : D(A)! X est bijectif et (�I � A)�1 2 L(X)

	
:

On a �(A) 6= ; implique que A est fermé.

�(A) = C� �(A) est le spectre de A.

Exemple 1.2.1 Soit I � R un interval, on considère dans l�espace X = Lp(I); avec1 � p �

1 les opérateurs

A =
d2

dx2
D(A) =W 2;p(I)

B =
d

dx
D(B) =W 1;p(I)

sont fermés.

1.3 Les semi-groupes

Dé�nition 1.3.1 Soit fG(t)gt�0 une famille d�opérateurs lineaires dans X; on dit que cette

famille forme un semi groupe dans X si elle véri�e les propriétés suivantes :

1. G(0) = Idl(X):
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2. 8 (t; s) � 0; G(t+ s) = G(t)�G(s):

Lorsque la famille fG(t)gt�0 est dé�nie pour tout t 2 R, et que la deuxième propriété est

véri�er pour tout s; t 2 R on dira qu�on a un groupe.

Dé�nition 1.3.2 On dit qu�un semi groupe fG(t)gt�0 est fortement continu si et seulement

si pour tout x 2 X; l�application t! G(t)x est continu sur R+, c�est-à-dire pour tout x 2 X

lim
t!0+

kG(t)x� xkX = 0:

On dit aussi que fG(t)gt�0 est un C0�semi groupe.

Proposition 1.3.1 Soit fG(t)gt�0 un C0�semi groupe, alors il existe ! � 0, M � 1 tels que

8t � 0 on a kG(t)k �Me!t:

Dé�nition 1.3.3 Un semi groupe (G(t))t�0 est appelé semi groupe uniformément continu

d�opérateur linéaire borné si

lim
t!0

kG(t)� IkL(X) = 0:

1.3.1 Théorème de Hille-Yosida

Théorème 1.3.1 Soit A un opérateur fermé (non borné) a domaine dense dans X (i.e

D(A) = X ) alors A est le generateur in�nitisémal d�un C0- semi groupe (G(t))t�0 si, et

seulement s�il existe �0 > 0 tel que

f� 2 R : � > �0g � �(A) et


(A� �)�1

 � 1

�
; � > �0:

1.3.2 Approchants de Yosida.

Introduisons la notion des approchants de Yosida.

Dé�nition 1.3.4 Pour � > �0 , on dé�nit les approchants de Yosida de A par

A� := �A (�I � A)�1 = �2 (�I � A)�1 � �I

A� est une approximation de A dans le sens suivant
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Lemme 1.3.1 Soit A un opéateur non borné véri�ant les hypothèses suivantes

1) A est fermé

2) D(A) = X

3) il existe M , �0 > 0 tels que

f� 2 C : Re� > �0g � �(A) et


(A� �I)�1

 � M

(Re�� �0)
; Re� > �0:

Et soit A� son approximation de Yosida. Alors,

lim
�!1

A�x = Ax pour x 2 D(A):

1.3.3 Operateur de Hille-Yosida de type (M,!)

Dé�nition 1.3.5 Soit X un espace de Banach et A : D(A) � X ! X un opérateur linéaire.

S�il existe M;! 2 R tels que pour tout � > !; on a (�� A)�1 2 L(X), et pour tout n 2 N



(�� !)n(�� A)�n

 �M:
on dit que A est un opérateur de Hille-Yosida de type (M;!) (voir E. Sinestrari [18]) et on

écrit A 2 HY (M;!).

Remarque. En vertu du théorème de Hille-Yosida, si on ajoute la condition D(A) = X,

alors A est le générateur d�un semi-groupe.

On va citer ci-dessous quelques propriétés de l�approximation de Yosida d�un opérateur de

Hille-Yosida de type (M;!) :

Théorème 1.3.2 Soit A 2 HY (M;!) les propriétes suivantes sont véri�ées

(a) lim
�!1

�(�� A)�1x = x si x 2 D(A):

(b) Posons pour n � !, An := nA (n� A)�1 on a lim
n!1

Anx = Ax si x 2 D(A) et Ax 2 D(A):

(c)


eAnt

 �Me n!t

n�! pour t � 0 et n > ! et


eAnt

 �Me2j!jt pour t � 0 et n > 2!:

(d) eAnt 2 D(A) pour n � !; t � 0 et x 2 X:
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(e) Soit � > !; il existe n� 2 N telle que n� > ! et (�� An)�1 2 L (X) pour n > n�: En

plus

lim
n!1



(�� An)�1 � (�� A)�1

 = 0:

(f) Il existe

T (t)x = lim
n!1

eAntx

uniformement pour x 2 K un ensemble compact de D(A) et t 2 [0; T ] :

(g) Soit � > !, on a

T (t) (�� A)�1x = lim
n!1

eAnt (�� An)�1 x

uniformément pour x 2 H un ensemble compact de X et t 2 [0; T ] :

Preuve. Pour la preuve voir Pazy [15; sect 1:3] :



Chapitre 2

Problème de Cauchy

Soit X un espace de Banach complexe. On considère le problème de Cauchy abstrait suivant

(P )

�
u
0
(t) = Au(t) + f(t); t 2 [0; T ];

u(0) = u0

où A est un opérateur linéaire de domaine D(A) � X; u0 2 X et f : [0; T ]! X.

2.0.4 Cas d�un scalair

Si A = � est un scalaire réel où complexe, on obtient le problème de Cauchy suivant�
u
0
(t) + �u(t) = f(t) pour t 2 [0;+1[

u(0) = uo

la solution de ce problème est de la forme

u(t) =

0@u0 + tZ
0

e�sf(s)ds

1A e��t.
2.0.5 Cas d�un opérateur borné

Soit A 2 L(X) et f 2 C([0;T ];X). Alors le problème de Cauchy suivant�
u
0
(t) + Au(t) = f(t) pour t 2 [0; T [

u(0) = uo
(P)

admet une unique solution u 2 C1([0;T ];X) qui véri�e (P) donnée par la formule

u(t) = e�tAu0 +

tZ
0

e�A(t�s)f(s)ds.
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2.0.6 Cas d�un opérateur non borné

On travaille ici avec des opérateurs linéaires non bornés dé�nis sur un sous-espace vectoriel

D(A) deX et à valeurs dansX ; auxquels on essaye d�associer une famille (T (t))t�0 où chaque

T (t) joue le rôle de etA.

Le problème de Cauchy abstrait avec second membre nul i.e.�
u
0
(t) + Au(t) = 0 pour t 2 [0; T [

u(0) = uo

admet une solution pour toute donée initiale uo dans le domaine de A si, et seulement si

l�opérateur A est un générateur in�nitésimal d�un C0- semigroupe.

2.0.7 Les types des solutions

Il existe plusieurs types de solution pour un problème de Cauchy. on va donner ici la dé�nition

d�une

1. Solution intégrale.

2. Solution dans Lp où Lp�Solution.

3. Solution dans C où C-Solution:

4. Solution stricte dans C ou Lp:

Solution intégrale

Le premier type est introduit par G. Da Prato et E. Sinestrari dans [5]. Cette solution est

obtenu par l�integration formelle du problème (P).

Dé�nition 2.0.6 Soit f 2 L1([0; T ] ; X) et u0 2 X. une fonction u 2 C ([0; T ] ; X) est une

solution intégrale de (P) si
tZ
0

u(s)ds 2 D(A); t 2 [0; T ]

et

u(t) = u0 + A

tZ
0

u(s)ds+

tZ
0

f(s)ds; t 2 [0; T ] (2.0.1)

on deduit que u(0) = u0:
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Solution dans Lp

D�autres dé�nitions de solution sont obtenues en considérant la limite (dans diverses normes)

des solutions de problème approché suivant

(Pk)

�
u0k(t) = Auk(t) + f(t); t 2 [0; T ];
uk(0) = u0

Dé�nition 2.0.7 Soit f 2 Lp ([0; T ] ; X) et u0 2 X. une fonction u 2 C ([0; T ] ; X) est

appellée solution Lp de (P) s�il existe une suite fukg telle que

uk 2 W 1;p ([0; T ] ; X) \ Lp ([0; T ] ; D(A)) ; k 2 N; (2.0.2)

lim
k!1

ku0k � Auk � fkLp([0;T ];X) = 0; (2.0.3)

lim
k!1

kuk � ukLp([0;T ];X) = 0; (2.0.4)

lim
k!1

kuk(0)� u0k = 0: (2.0.5)

Remarques.

1) Dans l�article de G. Da Prato et P. Grisvard [3], ce type est appelé solutions de Friedrich.

2) On montre plus tard dans le théorème 2.5.4 qu�une dé�nition équivalente peut être obtenue

en supposant u 2 Lp ([0; T ] ; X) et

lim
k!1

kuk � ukC([0;T ];X) = 0

Solution dans C

Dé�nition 2.0.8 Soit f 2 C ([0; T ] ; X) et u0 2 X: Une fonction u 2 C ([0; T ] ; X) est

appellée solution dans C de (P) s�il existe fukg telle que :

uk 2 C1 ([0; T ] ; X) \ C ([0; T ] ; D(A)) ; k 2 N; (2.0.6)

lim
k!1




u0k � Auk � f


C([0;T ];X) = 0; (2.0.7)

lim
k!1

kuk � ukC([0;T ];X) = 0; (2.0.8)

lim
k!1

kuk(0)� u0k = 0: (2.0.9)

on deduit que u(0) = u0:
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Solution stricte dans C

Dé�nition 2.0.9 Soit f : [0; T ]! X et u0 2 X: Une foction

u 2 C1([0; T ] ; X) \ C ([0; T ] ; D(A))

est appellée une solution stricte dans C de (P) si (P) est véri�é pour tout t 2 [0; T ] et

u(0) = u0:

Si une telle solution existe alors on a

f 2 C([0; T ] ; X) et u0 2 D(A):

Solution strict dans Lp

Dé�nition 2.0.10 Soit f : [0; T ]! X et u0 2 X: Une foction

u 2 W 1;p([0; T ] ; X) \ Lp([0; T ] ; D(A))

est appellé solution stricte dans Lp de (P) si (P) est véri�é pour presque tout t 2 ]0; T [ et

u(0) = u0:

si une telle solution existe alors on a f 2 Lp([0; T ] ; X):

De ces dé�nitions on peut deduire le théorème suivant

Théorème 2.0.3 I Une solution dans C est aussi une solution dans Lp pour tout p 2

[1;+1] :

I Une solution stricte dans C est aussi une solution stricte dans Lp pour tout p 2 [1;+1] :

I Une solution stricte dans C est aussi une solution dans C:

I Une solution stricte dans Lp est aussi une solution dans Lp:

Théorème 2.0.4 Soit A un operateur fermé et u une solution dans Lp alors u est une

solution intégrale et u(0) = u0:

Remarque. Ces deux théorèmes prouvent qu�une solution de chaque type est une solution

intégrale.
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Preuve. Soit {uk} une suite de foncton véri�ant les relations (2.0.2)~(2.0.5). En remplaçant

fukg par une sous suite on peut supposer que

lim
k!1

uk(t) = u(t); p:p t 2 ]0; T [ : (2.0.10)

En vertu des relations (2.0.2) et (2.0.4), on a pour t 2 [0; T ]

tZ
0

uk(s)ds 2 D(A) et lim
k!1

tZ
0

uk(s)ds =

tZ
0

u(s)ds

A

tZ
0

uk(s)ds =

tZ
0

h
Auk(s)� u

0

k(s)
i
ds+ uk(t)� uk(0):

En vertu des (2.0.3), (2.0.5) et (2.0.10), il existe pour presque tout t 2 ]0; T [

lim
k!1

A

tZ
0

uk(s)ds = �
tZ
0

f(s)ds+ u(t)� u(0):

Comme A est fermé, on deduit que pour presque tout t 2 ]0; T [

tZ
0

u(s)ds 2 D(A)

et

A

tZ
0

u(s)ds = �
tZ
0

f(s)ds+ u(t)� u(0): (2.0.11)

De la continuité de u et comme A est fermé on deduit que (2.0.11) est véri�ée pour tout

t 2 [0; T ] : �
On va montrer dans qu�une solution integrale est une solution dans C et Lp si

f 2 Lp([0; T ] ; X) où f 2 C([0; T ] ; X):

2.1 L�existance de la solution

Théorème 2.1.1 Une condition necéssaire pour l�existence de tout type de solution du pro-

blème (P) est

u0 2 D(A) et f 2 L1([0; T ] ; X): (2.1.1)
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Si u est une solution de (P) alors

u (t) 2 D(A); t 2 [0; T ] :

Preuve. En vertu des théoreme 2.0.3 et 2.0.4, il su¢ ra de prouver que si u est une solution

intégrale de (P) alors

u(t) 2 D(A) (en particulier u0 2 D(A)):

Maintenant, si t; t + h 2 [0; T ] et h 6= 0; on deduit de la de�nition d�une solution integrale

que

1

h

t+hZ
t

u(s)ds 2 D(A)

Comme u 2 C([0; T ] ; X); pour h! 0 on obtient

u(t) = lim
h!0

1

h

t+hZ
t

u(s)ds 2 D(A):

Dans le théorème suivant on va donner la correspendance entre solution intégrale et stricte.

Théorème 2.1.2 Soit f 2 L1([0; T ] ; X) et u 2 D(A).

Si u est une solution intégrale du problème (P) alors

v(t) =

tZ
0

u(s)ds; t 2 [0; T ]

est une solution strict dans C du problème8>><>>: v
0
(t) = Av(t) +

tZ
0

f(s)ds; t 2 [0; T ]

v(0) = 0:

(2.1.2)

Inversement, si v est une solution strict dans C du problème (2.1.2), alors u = v0 est une

solution intégrale du problème (P).
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2.2 L�unicité de la solution

En utilisant les propriétés de l�approximation de Yosida d�un opérateur de Hille-Yosida de

type (M;!) ; on deduit le lemme suivant et le théorème de l�unicité de la solution du problème

(P).

Lemme 2.2.1 Si u 2 W 1;1 ([0; T ] ; X) et u(t) 2 D(A) pour presque tout t 2 ]0; T [ et�
u
0
(t) = Au(t); p.p. t 2 ]0; T [

u(0) = 0
(2.2.1)

alors u(t) = 0; t 2 [0; T ] :

Preuve. : Fixons n > !; t 2 [0; T ] et dé�nissons v : [0; T ]! X par

v(s) = eAn(t�s)u(s); 0 � s � t:

On a v 2 W 1;1 ([0; T ] ; X) ; et de (2.2.1) on obtient pour presque tout t 2 ]0; T [

v
0
(s) = �AneAn(t�s)u(s) + eAn(t�s)u

0
(s)

= �eAn(t�s)A(n� A)�1Au(s):

Par consequent

u(t) = v(t) =

tZ
0

v
0
(s)ds = �

tZ
0

eAn(t�s)A(n� A)�1Au(s)ds:

Choisissons � 2 %(A) on deduit de (2.2.1) et le point (c) du théorème 1.3.2 pour n > 2



(�� A)�1u(t)

 =








tZ
0

eAn(t�s)(�� A)�1A(n� A)�1Au(s)ds








=








tZ
0

eAn(t�s)[�(�� A)�1 � I](n� A)�1u0(s)ds








� Me2j!jt



�(�� A)�1 � I

 M

n� !




u0



L1([0;T ];X)

:

Quand n!1 on obtient �(�� A)�1u(t) = 0 et donc u(t) = 0:
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Remarque. L�hypothèse u 2 W 1;1([0; T ]; X) est essentiel dans lemme précédent. En e¤et,

Selon [21, p.408]), il existe une fonction continue non decroissante

' : [0; 1]! [0; 1]

telle que '(0) = 0 et '(1) = 1 et '
0
(t) = 0 presque partout.dans ]0; T [ : Choisissons x 2

X n f0g et posons u(t) = '(t)x on obtient une solution non nulle quand A = 0:

Théorème 2.2.1 Une solution de chaque type de problème (P) est unique s�il existe.

Preuve. il su¢ t de prouver l�unicité de la solution intégrale.

Si u 2 C ([0; T ] ; X) satisfait (2.0.1) avec u0 = 0 et f(t) � 0 alors

v(t) =

tZ
0

u(s)ds; t 2 [0; T ]

est une solution stricte dans C de (2.2.1) et donc v � 0, par consequent u � 0:

2.3 Régularité temporelle

Dans cette section on va montrer l�existence d�une solution stricte dans C du problème (P)

lorsque

f 2 W 1;1 ([0; T ] ; X)

par une procédure d�approximation (cette méthode est une généralisation du théorème de

Hille-Yosida), et on va déduire l�existence des solutions de di¤érents types sous di¤érentes

hypothèses.

Théorème 2.3.1 Soient u0 2 D(A), f 2 W 1;1([0; T ] ; X) tel que

u1 = Au0 + f(0) 2 D(A) (2.3.1)

Alors, il existe une unique solution stricte u dans C du problème (P) et pour t 2 [0; T ] on a :

ku(t)k �Me!t
0@ku0k+ tZ

0

e�!s kf(s)k ds

1A ; (2.3.2)



2.3 Régularité temporelle 15




u0(t)


 �Me!t
0@ku1k+ tZ

0

e�!s



f 0(s)


 ds

1A : (2.3.3)

Preuve. Dans la première partie de la preuve, on suppose que f 2 C2 ([0; T ] ; X) : Fixons

� > ! et supposons pour n > n� (d�après le point (e) du théorème 1.3.2)

u0n = (�� An)�1(�� A)u0 = (�� An)�1(�u0 � u1 + f(0)) (2.3.4)

Comme An 2 L(X); alors le problème�
u
0
n(t) = Anun(t) + f(t); t 2 [0; T ] ;
un(0) = u0n

(2.3.5)

admet une solution unique de�nie par

un(t) = e
Antu0n +

tZ
0

eAnsf(t� s)ds; t 2 [0; T ] (2.3.6)

On montre que fung converge dans C1 ([0; T ] ; X) vers une solution de (P) veri�er (2.3.2) et

(2.3.3). Comme

u
0
(t) = u0n +

tZ
0

u
0

n(t)ds; t 2 [0; T ]

et lim
h!1

u0n = u0 (voir le point (e) du théorème 1.3.2), il su¢ t de prouver que
�
u
0
n

	
converge

dans C ([0; T ] ; X).

En remplaçant (2.3.6) dans (2.3.5) on obtient

u
0

n(t) = e
AntAnu0n +

tZ
0

Ane
Ansf(t� s)ds+ f(t) (2.3.7)

Comme f 2 C2 ([0; T ] ; X) on peut intégrer deux fois par partie

tZ
0

Ane
Ansf(t� s)ds = eAntf(0)� f(t) +

tZ
0

e(An��)se�sf
0
(t� s)ds

= eAntf(0)� f(t)� eAnt(�� An)�1f
0
(0) + (�� An)�1f

0
(t)

+

tZ
0

eAns(�� An)�1
h
�f

0
(t� s)� f "(t� s)

i
ds
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En remplaçant dans (2.3.7) on obtient

u
0

n(t) = eAnt(Anu0n + f(0))� eAnt(�� An)�1f
0
(0) + (�� An)�1f

0
(t)

+

tZ
0

eAns(�� An)�1
h
�f

0
(t� s)� f "(t� s)

i
ds (2.3.8)

Comme

Anu0n + f(0) = An(�� An)�1(�� A)u0 + f(0)

= �(�� A)u0 + �(�� An)�1(�� A)u0 + f(0)

= ��u0 + u1 + �(�� An)�1(�� A)u0

De théorème 1.3.2 On obtient

lim
n!1

Anu0n + f(t) = u1

Et donc de théorème 1.3.2, les points (c),(e),(f)

lim
n!1

eAnt(Anu0n + f(0)) = lim
n!1

eAnt(Anu0n + f(0)� u1) + lim
n!1

eAntu1 = T (t)u1

lim
n!1

eAnt(�� An)�1f
0
(0) = lim

n!1
eAnt[(�� An)�1 � (�� A)]f

0
(0)

+ lim
n!1

eAnt(�� A)�1f 0(0)

= T (t)(�� A)�1f 0(0) (2.3.9)

Uniformément pour t 2 [0; T ] :

Puisque les images de f 0 et �f
0 � f 00 sont des compactes dans X, on deduit de (2.3.8) en

vertu de (2.3.9) et le théorème 1.3.2 (g) que

lim
n!1

u
0

n(t) = T (t)u1 � T (t)(�� A)�1f
0
(0) + (�� A)�1f 0(t)

+

tZ
0

T (s)(�� A)�1[�f 0(t� s)� f "(t� s)]ds

uniformément pour t 2 [0; T ]. Donc fung converge dans C1 ([0; T ] ; X) vers la fonction u:

Montrons maintenant que u est une solution stricte du probleme (P) dans C.

On a prouvé que u(t) = lim
n!1

un(t) et u
0
(t) = lim

n!1
u
0
n(t) = lim

n!1
Anun(t) + f(t) uniformement

pour t 2 [0; T ] : Par consequent, Pour � > !, on deduit

lim
n!1

(�� A)un(t) = �u(t)� u
0
(t) + f(t) (2.3.10)
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Si n > n� (voir le théorème 1.3.2, (e)) et t 2 [0; T ]


un(t) + (�� A)�1[u0(t)� �u(t)� f(t)]



�



(�� An)�1




(�� An)un(t) + u0(t)� �u(t)� f(t)



+


�(�� An)�1 + (�� A)�1




u0(t)� �u(t)� f(t)


 :

Par consequent (en utilisant le point (e) du théorème 1.3.2 et (2.3.10)) lorsque n!1

u(t) = �(�� A)�1[u0(t)� �u(t)� f(t)]:

On applique �� A; il vient

u
0
(t) = Au(t) + f(t);

comme u(0) = lim
n!1

un(0) = u0; on conclu que u est une solution stricte dans C du problème

(P).

Pour les estimations (2.3.2) et (2.3.3). On remarque de (2.3.6) et théorème 1.3.2, (c) que pour

n > ! :

kun(t)k �M
�
e

!n
n�! t ku0nk+

Z t

0

e
!n
n�! s kf(t� s)k ds

�
lorsque n!1 on trouve l�estimation (2.3.2).

De (2.3.7) et par intégration par partie on obtient

u
0

n(t) = e
Ant

�
Anu0n + f(0)�

Z t

0

eAnsf
0
(t� s)ds

�
:

En procédant comme ci-dessus on déduit (2.3.3):

On suppose maintenant que f 2 W 1;1 ([0; T ] ; X) et fgng � C1 ([0; T ] ; X) et que

lim
n!1

kgn � f 0kL1([0;T ];X) = 0

Pour n 2 N et t 2 [0; T ] ; posons

fn(t) = f(0) +

tZ
0

gn(s)ds

on a fn 2 C2 ([0; T ] ; X) et

lim
n!1

kfn � fkC([0;T ];X) = lim
n!1




f 0n � f 0



L1([0;T ];X)

= 0 (2.3.11)
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Comme Au0 + fn(0) = u1 2 D(A), de la premiere partie de la preuve on deduit l�existence

de un; l�unique solution stricte dans C du probleme

u
0
(t) = Aun(t) + fn(t); t 2 [0; T ] : (2.3.12)

De plus pour m;n 2 N et t 2 [0; T ]


u0n(t)� u0m(t)


 �Mej!jT 


f 0n � f 0m



L1([0;T ];X)

donc
�
u
0
n

	
converge dans C ([0; T ] ; X) ; comme un(0) = u0; n 2 N on deduit l�existence de

u 2 C1 ([0; T ] ; X) telle que u = lim
n!1

un dans C1 ([0; T ] ; X) : De (2.3.12) on deduit aussi

lim
n!1

Aun(t) = u
0
(t)� f(t)

Comme A est fermé on obtient

u(t) 2 D(A) et Au(t) = u0(t)� f(t)

En plus u(0) = lim
n!1

un(0) = u0.

En conclusion u est une solution stricte dans C du problème (P).

En appliquant les estimations (2.3.2)-(2.3.3) au problème (2.3.12) on obtient des estimations

similaire de la solution u du problme (P) car fung converge vers u dans C1 ([0; T ] ; X) et

lim
n!1

Anu0 + fn(t) = lim
n!1

u
0

n(0) = u
0
(0) = Au0 + f(0) = u1

L�unicité de la solution a été prouvé dans théorème 2.2.1.

2.4 Lp et C�solutions

Ici, on va montrer à l�aide du théorème de la régularité temporelle (Voir la section précédente)

l�existence de "Lp et C�solutions"sous l�hypothèse suivante sur la donnée u0 2 D(A) , lorsque

le second membre f est dans Lp([0; T ] ; X) ou est dans C ([0; T ] ; X) :

Théorème 2.4.1 Soient u0 2 D (A), f 2 Lp ([0; T ] ; X), alors il existe une unique Lp�solution

u du problème (P) et

ku(t)k �Me!t
0@ku0k+ tZ

0

e�!s kf(s)k ds

1A ; t 2 [0; T ] (2.4.1)
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Preuve. Soit u0n = n(n�A)�1u0; pour n 2 N; On a u0n 2 D (A) ; u0n 2 D (A) et lim
n!+1

u0n =

u0:

Soit maintenant une suite ffng � C1 ([0; T ] ; X) telle que le support de fn

supp (fn) := ft 2 [0; T ] : fn (t) 6= 0g

est dans ]0; T [ et lim
n!1

kfn � fkLp([0;T ];X) = 0:

Selon le théorème 2.3.1, on déduit l�existence de un solution stricte dans C du problème�
u
0
n(t) = Aun(t) + fn(t); t 2 [0; T ] ;
un(0) = u0n:

(2.4.2)

De plus, pour m;n 2 N et t 2 [0; T ]

kun(t)� um(t)k �Mej!jT
0@ku0n � u0mk+ tZ

0

e�!s kfn(s)� fm(s)k ds

1A
et donc fung converge dans C ([0; T ] ; X) vers une fonction u 2 C ([0; T ] ; X) : En plus

lim
n!1




u0n(t)� Aun � f



Lp([0;T ];X)

= lim
n!1

kfn � fkLp([0;T ];X) = 0;

et

lim
n!1

kun(0)� u0k = lim
n!1

ku0n � u0k = 0

c�est à dire u est une Lp�solution du problème (P).

L�estimation (2.4.1) est une conséquence de l�estimation de chaque solution un comme une

solution stricte de problème (2.4.2), L�unicité a été prouver dans théorème 2.2.1.

Théorème 2.4.2 Soient u0 2 D (A), f 2 C ([0; T ] ; X). Alors il existe unique C-solution u

du problème (P) et

ku(t)k 2Me!t
0@ku0k+ tZ

0

e�!s kf(s)k ds

1A ; t 2 [0; T ] (2.4.3)

Preuve. Fixons � 2 �(A) et dé�nissons pour n > !;

u0n := n(n� A)�1
�
u0 � (�� A)�1f(0)

�
+ (�� A)�1f(0):

Comme

Au0n = �n
�
u0 � (�� A)�1f(0)

�
+n2(��A)�1

�
u0 � (�� A)�1f(0)

�
� f(0)+ (��A)�1f(0)
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nous déduisons

u0n 2 D (A) ; Au0 + f(0) 2 D (A);

et lim
n!1

u0n = u0:

Soit fgng � C1 ([0; T ] ; X) telle que lim
n!1

kgn � fkC([0;T ];X) = 0: Posons

fn(t) = gn(t)� gn(0) + f(0); n 2 N; t 2 [0; T ]

alors ffng � C1 ([0; T ] ; X),

fn(0) = f(0); Au0n + fn(0) 2 D(A)

et lim
n!1

kfn � fkC([0;T ];X) = 0:

En vertu du théorème 2.3.1, il existe un une unique solution stricte dans C du problème�
u
0
(t) = Aun(t) + fn(t); t 2 [0; T ] ;

un(0) = u0n
(2.4.4)

De plus pour m;n 2 N et t 2 [0; T ]

kun(t)� um(t)k �Mej!jT
0@ku0n � u0mk+ tZ

0

e�!s kfn(s)� fm(s)k ds

1A
alors fung converge dans C ([0; T ] ; X) vers une fonction u 2 C ([0; T ] ; X) : En plus

lim
n!1




u0n(t)� Aun � f


C([0;T ];X) = lim
n!1

kfn � fkC([0;T ];X) = 0

et

lim
n!1

kun(0)� u0k = lim
n!1

ku0n � u0k = 0

i.e. u est une solution dans C du problème (P).

L�estimation (2.4.3) est conséquence de l�estimation de chaque un solution stricte du problème

(2.4.4). Pour l�unicité On applique le théorème 2.2.1.

2.5 Solution intégrale

Dans cette section, on va prouver l�existence de la solution intégrale sous des conditions

nécéssaire sur les données.

Commençons par prouver quelques résultats sur la solution intégrale.
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Lemme 2.5.1 Soient u0 2 D (A), f 2 Lp ([0; T ] ; X) et u une solution intégrale du problème

(P).

(i) Si u 2 Lp ([0; T ] ; D(A)) alors u 2 W 1;p ([0; T ] ; X) avec�
u
0
(t) = Au(t) + f(t); p:p:t 2 ]0; T [

u(0) = 0
(2.5.1)

(ii) S�il existe u0(t) pour presque tout t 2 ]0; T [, alors u(t) 2 D(A) pour t 2 ]0; T [ et le

broblème (2.5.1) est véri�é .

Preuve.

(i) Si u 2 Lp ([0; T ] ; D(A)) alors, on a

u(t) = u0 +

tZ
0

Au(t)ds+

tZ
0

f(s)ds; t 2 [0; T ]

donc u 2 W 1;p ([0; T ] ; X) et (2.5.1) est véri�é.

(ii) Comme u est une solution intégrale du problème (P), on déduit pour t; t + h 2 [0; T ] et

h 6= 0 que
1

h

t+hZ
t

u(s)ds 2 D(A); lim
h!0

1

h

t+hZ
t

u(s)ds = u(t):

A
1

h

t+hZ
t

u(s)ds =
u(t+ h)� u(t)

h
� 1

h

t+hZ
t

f(s)ds:

S�il existe u
0
(t) pour presque tout t 2 ]0; T [, on obtient

lim
h!0
A
1

h

t+hZ
t

u(s)ds = u
0
(t)� f(t):

Comme A est fermé on déduit u(t) 2 D(A); p.p t 2 ]0; T [ avec (2.5.1).

Théorème 2.5.1 Soit u une solution intégrale du problème (P).

(i) Si f 2 Lp ([0; T ] ; X) et u 2 Lp ([0; T ] ; D(A)) alors u est une solution stricte dans Lp:

(ii) Si f 2 Lp ([0; T ] ; X) et u 2 W 1;p ([0; T ] ; X) alors u est une solution stricte dans Lp:

(iii) Si f 2 C ([0; T ] ; X) et u 2 C ([0; T ] ; D(A)) alors u est une solution stricte dans C:
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(iv) Si f 2 C ([0; T ] ; X) et u 2 C1 ([0; T ] ; X) alors u est une solution stricte dans C:

Preuve. Est une conséquence directe du lemme précedente.

Théorème 2.5.2 Si u0 2 D (A) et f 2 L1 ([0; T ] ; X) alors le problème (P) admet une

unique solution intégrale u véri�e l�estimation (2.4.1). Si en plus f 2 Lp ([0; T ] ; X) ou f 2

C ([0; T ] ; X) alors u est une Lp�solution ou C-solution:

Preuve. L�unicité a été prouvé dans le théorèmé 2.2.1.

Si f 2 Lp ([0; T ] ; X) alors (P) admet une unique Lp�solution en vertu du théorème 2.4.1,

cette solutions est aussi une solution intégrale, de même si f 2 C ([0; T ] ; X) : Dans les deux

cas, l�estimation (2.4.1) est véri�ée.

L�existence peut-être déduite directement du théorème 2.3.1, en considérant le problème

suivant 8>><>>: v
0
(t) = Av(t) + u0 +

tZ
0

f(s)ds; t 2 [0; T ]

v(0) = 0;

qui admet une solution stricte dans C telle que :




v0(t)


 �Me!t
0@ku0k+ tZ

0

kf(s)k ds

1A ; t 2 [0; T ] :
De théorème 2.1.2 on déduit que u = v

0
est une solution intégrale du problème (P).

Remarque. Dans le cas où f 2 W 1;1 ([0; T ] ; X) la dérivé de la solution stricte est une

solution intégrale de probleme obtenus par la formule di¤éreintielle du (P).

Théorème 2.5.3 Soit u0 2 D(A) et f 2 W 1;1 ([0; T ] ; X) telle que Au0 + f(s) 2 D(A). Si

u est une solution stricte dans C du problème (P) alors v = u0 est une solution intégrale du

problème : �
v
0
(t) = Av(t) + f

0
(t); t 2 [0; T ] ;

v(0) = Au0 + f(0):
(2.5.2)

Preuve. En vertu du théorème 2.5.2, il existe une solution intégrale du problème (2.5.2) qui
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veri�e

v(t) = Au0 + f(0) + A

tZ
0

v(s)ds+

tZ
0

f
0
(s)ds

= A

0@u0 + tZ
0

v(s)ds

1A+ f(t); t 2 [0; T ] :

Posons

w(t) = u0 +

tZ
0

v(s)ds; t 2 [0; T ] :

w est une unique solution stricte dans C du problème (P). Par conséquent u = w et donc

u
0
= w

0
= v:

Théorème 2.5.4 Soient u0 2 Lp ([0; T ] ; X) et fukg une suite véri�e (2.0.2)-(2.0.5). Alors

u 2 C ([0; T ] ; X) ; u(0) = u0

et fukg converge vers u dans C ([0; T ] ; X) :

Preuve. Posons

fk(t) = u
0

k(t)� Auk(t); p.p t 2 ]0; T [

et u0k = uk(0); on a fk 2 Lp ([0; T ] ; X) ; et

lim
k!1

kfk � fkLp([0;T ];X) = 0 et ku0k � u0k = 0

Par l�intégration on déduit :

uk(t) = u0k + A

tZ
0

uk(s)ds+

tZ
0

fk(s)ds; t 2 ]0; T [

i.e uk est une solution intégrale avec l�éstimation

kuk(t)� uh(t)k �Mej!jT
0@ku0k � u0hk+ tZ

0

e�!s kfk(s)� fh(s)k ds

1A
h; k 2 N; t 2 [0; T ], par conséquent fukg converge vers u dans C ([0; T ] ; X) ; en particulier

u(0) = lim
k!1

uk(0) = lim
k!1

u0k = u0:



Chapitre 3

Régularité spatiale et le semigroupe
d�un opérateur de Hille-Yosida.

De la régularité temporelle on a montré que le problème (P) admet une solution stricte sous

la régularité de f ,

Dans [10], Kato a trouvé le même resultat par éxiger les conditions suivantes

D (A) = X et f 2 ([0; T ] ; D(A)) :

Plus tard, Da Prato et Sinestrari [5] ont remplacé la condition sur f par l�hypothèse f 2

L1 ([0; T ] ; D(A)) voir [5].

On va montrer qu�on peut remplacé D (A) par un espace d�interpolation F telle que

D(A) � F � D (A)

cet espace est appelée la classe Favard de l�operateure A (pour plus de détails sur cet espace

voir [2]).

3.1 Les classes de Favard

Dé�nition 3.1.1 Soit A 2 HY (M;!) : Posons !� = max (0; ! + 1) on appelle la classe de

Favard de A l�espace de Banach

F = fx 2 X : [x]�F := sup
��!�



�A (�� A)�1 x

 <1g (3.1.1)

avec la norme

kxkF = kxk+ [x]
�
F
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Théorème 3.1.1 On a

D(A) ,! F � D (A) (3.1.2)

Preuve. Si x 2 D(A) et � > !�, alors



�A (�� A)�1 x

 � M�

�� ! kAxk �M (j!j+ 1) kAxk :

Par conséquent

[x]�F �M (j!j+ 1) kAxk

et donc

D(A) ,! F

Si x 2 F et � > !� on a 

A (�� A)�1 x

 � [x]�F
�

et donc lorsque � ! +1 et à l�aide de l�identité de la résolvante A (�� A)�1 = �I +

� (�� A)�1 on trouve

0 = lim
�!+1



A (�� A)�1 x

 = lim
�!+1



�x+ � (�� A)�1 x

 ;
qui implique que x 2 D (A):

Dans le cas où D (A) = X, le lemme suivant, due à W. Desch et N. Schappacher [7]; est

essentiel.

Lemme 3.1.1 Si f 2 L1 ([0; T ] ; F ) et u une solution intégrale du problème�
u
0
(t) = Au(t) + f(t); t 2 [0; T ] ;

u(0) = 0
(3.1.3)

Alors u 2 C ([0; T ] ; D(A)) ; Au(t) 2 D (A) et

ku(t)kD(A) �M
tZ
0

e!(t�s) kf(s)kF ds; t 2 [0; T ] (3.1.4)

Preuve. En premier lieu, on suppose f 2 W 1;1 ([0; T ] ; F ) : Puisque f(0) 2 D(A), de théo-

rème 2.3.1 on déduit l�existence d�une solution stricte u dans C du probléme 3.1.3. Puisque

f(t) 2 D (A) on déduit aussi que Au(t) 2 D (A):
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Posons maintenant pour � > !�;

A� = �A(�� A)�1

on a A�f 2 W 1;1 ([0; T ] ; X) et A�f(t) 2 D (A):

Donc, en vertu du théorème 2.3.1, il existe une solution strict unique v dans C du problème�
v
0
(t) = Av(t) + A�f(t); t 2 [0; T ] ;

v(0) = 0
(3.1.5)

De 3.1.3 on déduit �
(Au)

0
(t) = AA�u(t) + A�f(t); t 2 [0; T ] ;

A�u(0) = 0
(3.1.6)

donc de l�unicité de la solution du problème (3.1.5), on trouve v(t) = A�u(t) pour t 2 [0; T ].

De l�estimation des solutions des problèmes (3.1.3) et (3.1.5), on obtient aussi

ku(t)k+ kA�u(t)k � M

tZ
0

e!(t�s)(kf(s)k+ kA�f(s)k)ds

� M

tZ
0

e!(t�s) kf(s)kF ds

Puisque Au(t) 2 D (A) et lorsque �! +1 on déduit (3.1.4).

Soit maintenant f 2 L1 ([0; T ] ; F ) : Il existe ffng � W 1;1 ([0; T ] ; F ) telle que

lim
n!1

kf � fnkL1([0;T ];F ) = 0: (3.1.7)

De la première partie de la preuve, on déduit l�existence de la solution stricte un dans C telle

que Aun(t) 2 D (A); t 2 [0; T ] du problème�
u
0
n(t) = Aun(t) + fn(t); t 2 [0; T ] ;
un(0) = 0:

(3.1.8)

De plus de (3:1:4), et pour n;m 2 N et t 2 [0; T ] on a

kun(t)� um(t)kD(A) �M
tZ
0

e!(t�s) kfn(s)� fm(s)kF ds

Et gräce à (3.1.7) on déduit que fung converge dans C ([0; T ] ; D(A)) :
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Si u est une solution intégrale du problème (3.1.3) on déduit aussi que

kun(t)� u(t)k �M
tZ
0

e!(t�s) kfn(s)� f(s)k ds �M
tZ
0

e!(t�s) kfn(s)� f(s)kF ds

alors de (3.1.7), on a u(t) = lim
n!1

un(t) et par conséquent

u 2 C ([0; T ] ; D(A)) et Au(t) = lim
n!1

Aun(t) 2 D (A):

En remplaçant dans (3.1.4), u par un et f par fn et quand n!1 on obtient le résultat.

3.2 la régularité spatiale

On donne maintenant le résultat de la régularité spaciale (voir Nagel, R., Sinestrari, E [14]

le théorème 7.3).

Théorème 3.2.1 Soient f 2 L1 ([0; T ] ; F ), u0 2 D(A) telle que Au0 2 D (A): Alors le

problème (P) admet une unique solution stricte dans L1 telle que

u 2 C ([0; T ] ; D(A)) \W 1;1 ([0; T ] ; X) : (3.2.1)

De plus, pour toute t 2 [0; T ],Au(t) 2 D (A) et

ku(t)kD(A) �Me!t
0@ku0kD(A) + tZ

0

e�!s kf(s)kF ds

1A (3.2.2)

Si en plus

f 2 C ([0; T ] ; X) (3.2.3)

on a aussi

u 2 C ([0; T ] ; D(A)) \ C1 ([0; T ] ; X) (3.2.4)

et l�équation dans (P) est satisfaite pour toute t 2 [0; T ] :

Preuve. L�unicité d�une solution qui véri�e (3.2.1) découle du théorème 2.2.1.

Pour prouver l�existence, on suppose f 2 L1 ([0; T ] ; F ) et on considère la solution intégrale

u1 du problème �
u
0
1(t) = Au1(t) + f(t); t 2 [0; T ]
u1(0) = 0
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En vertu du lemme 3.1.1 on a u1 2 C ([0; T ] ; D(A)) ; Au(t) 2 D (A) et

ku1(t)kD(A) �M
tZ
0

e!(t�s) kf(s)kF ds; t 2 [0; T ] : (3.2.5)

Si u0 2 D(A) et Au0(t) 2 D (A) , Alors par le théorème 2.3.1 il existe une solution stricte

dans C du problème �
u
0
2(t) = Au2(t); t 2 [0; T ]
u2(0) = u0

et

ku2(t)kD(A) �Me!t ku0kD(A) (3.2.6)

Posons u(t) := u1(t)+u2(t): Alors u 2 C ([0; T ] ; D(A)) est une solution intégrale du problème

(P).

De (i) du théorème 2.5.1 on déduit que u est une solution stricte dans L1 du problème (P)

et donc (3.2.17.9) est véri�é. De l�équation de (P) on obtient Au(t) 2 D (A); t 2 [0; T ] et

(3.2.5)-(3.2.6) implique (3.2.2).

En plus si f 2 C ([0; T ] ; X) ; et puisque u 2 C ([0; T ] ; D(A)) ; on déduit

u
0 2 C ([0; T ] ; X)

d�où le résultats.

Remarques.

i) Si f 2 C ([0; T ] ; X) r C ([0; T ] ; X) ; On peut trouver un exemple d�une solution stricte

dans L1 mais non dans C:

ii) On observe aussi que si (P) admet une solution stricte dans L1 et f 2 L1
�
[0; T ] ; D(A)

�
;

alors

u0 2 D(A) et Au0 2 D(A)

sont des conditions nécessaires.

iii) Dans le cas où f 2 L1 ([0; T ] ; D(A)) et u une solution stricte dans L1 du problème

(P), alors Au est une solution intégrale du problème obtenu en appliquant formellement A

l�équation dans (P).
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Théorème 3.2.2 Soient f 2 L1 ([0; T ] ; D(A)) et u0 2 D(A) telle que

Au0 2 D(A):

Soit u une solution stricte dans L1 du problème (P) donné par théorème 3.2.1. Alors Au est

une solution intégrale du problème�
v
0
(t) = Av(t) + Af(t); t 2 [0; T ] ;

v(0) = Au0:
(3.2.7)

Preuve. Puisque u est une solution intégrale du problème (P), alors on a pour t 2 [0; T ]

u(t) = u0 + A

tZ
0

u(s)ds+

tZ
0

f(s)ds = u0 +

tZ
0

Au(s)ds+

tZ
0

f(s)ds

qui imlique

tZ
0

Au(s)ds 2 D(A) et A
tZ
0

Au(s)ds = Au(t)� Au0 �
tZ
0

Af(s)ds

pour t 2 [0; T ] ; c�est à dire Au est une solution intégrale du problème (3.2.7).

3.3 Le semi groupe associe a un opérateur de Hille-
Yosida

Soit A : D(A) � X0 ! X0 un oprérateur de Hille-Yosida du type (M;!) : On dé�nit

l�opérateur A0 : D(A0) � X0 ! X0 telle que8><>:
X0 = D(A);

D(A0) =
n
x 2 D(A) : Ax 2 D(A)

o
;

A0x = Ax:

(3.3.1)

Selon Hille, E., Phillips, R. [9], A0 est le générateur d�un semi groupe eA0t dans X0. Cet

opérateur satisfait les conditions du théorème de Hille-Yosida avec les meme constantes M

et !:

Maintenant on peut déduire ce théorème à partire de théorème 2.3.1, en montrant que T (t)

(dé�nit dans le théorème 1.3.2 (f)) peut etre prolonger à un operateur eA0t 2 L(X0) et par

prouver que t! eA0t est un semi groupe dans X0 avec le generateur A0:

Dans le cas où le domaine est dense la solution a une formule de representation, cette formule

a été généralizer par H.Thieme [22] dans le cas d�un opérateur de Hille-Yosida.
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Lemme 3.3.1 Soit A0 : D(A0) � X0 ! X0 est le générateur d�un semigroupe assicie a un

l�opérateur de Hille-Yosida A:

Soit u 2 W 1;1 ([0; T ] ;X0) \ L1 ([0; T ] ;D(A0)). Considérons le problème�
u
0
(t)� A0u(t) := f(t); p.p t 2 ]0; T [

u(0) := u0
(3.3.2)

On a f 2 L1 ([0; T ] ;X0) ; u0 2 D(A) et

u(t) = eA0tu0 +

tZ
0

eA0(t�s)f(s)ds; (3.3.3)

ku(t)k �Me!t
0@ku0k+ tZ

0

e�!s kf(s)k ds

1A ; t 2 [0; T ] : (3.3.4)

Preuve. Si u 2 C1 ([0; T ] ;X0)\C ([0; T ] ;D(A0)) ; alors f 2 C ([0; T ] ;X0) : Fixons t 2 ]0; T [ :

Il existe pour s 2 [0; t]

d

ds
eA0(t�s)u(s) = �eA0(t�s)A0u(s) + eA0(t�s)u

0
(s) = eA0(t�s)f(s):

Donc s! eA0(t�s)u(s) appartient à C1 ([0; T ] ;X0) ; En intégrant sur [0; t] on obtient (3.3.3).

Si u 2 W 1;1 ([0; T ] ;X0) \ L1 ([0; T ] ;D(A0)) ; alors f 2 L1 ([0; T ] ;X0) : En intégrant (3.3.2),

il vient

u(t) = u0 + A0

tZ
0

u(s)ds+

tZ
0

f(s)ds; t 2 [0; T ] :

On pose pour t 2 [0; T ]

v(t) :=

tZ
0

u(s)ds; g(t) =

tZ
0

f(s)ds;

On trouve

v 2 C1 ([0; T ] ;X0) \ C ([0; T ] ;D(A0))

avec �
v
0
(t) = A0v(t) + g(t) + u0; t 2 [0; T ] ;

v(0) = 0:

De la première partie de la preuve on déduit

v(t) =

tZ
0

eA0sg(t� s)ds+
tZ
0

eA0su0ds:
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Puisque g 2 W 1;1 ([0; T ] ;X0) et g(0) = 0; on obtient

v
0
(t) =

tZ
0

eA0sg
0
(t� s)ds+ eA0su0

par conséquent, on obtient les relations (3.3.3)-(3.3.4).

Théorème 3.3.1 (Formule de représentation de Thieme) Etant donnée u0 2 D(A) et

f 2 L1 ([0; T ] ;X) ; soit u une solution intégrale du problème (P). Alors on a

u(t) = eA0tu0 + lim
�!+1

tZ
0

eA0(t�s)�(�� A)�1f(s)ds; t 2 [0; T ] (3.3.5)

et

ku(t)k �Me!t
0@ku0k+ tZ

0

e�!s kf(s)k ds

1A ; t 2 [0; T ] : (3.3.6)

Preuve. Posons pour � > ! et t 2 [0; T ]

u� := �(�� A)�1u(t); u0� := �(�� A)�1u0; f� (t) := �(�� A)�1f(t):

En appliquant �(�� A)�1 à

u(t) = u0 + A

tZ
0

u(s)ds+

tZ
0

f(s)ds; t 2 [0; T ] :

On obtient

u�(t) = u0� � �
tZ
0

u(s)ds+ �

tZ
0

u�(s)ds+

tZ
0

f�(s)ds:

Comme u(t) 2 D(A), alors u� 2 W 1;1 ([0; T ] ;X0) et8<: u
0
�(t) = ��u(t) + �u�(t) + f�(t) = Au�(t) + f�(t)

= A0u�(t) + u�(t); p.p t 2 [0; T ]
u�(0) = u0�

Comme u�(t) 2 L1 ([0; T ] ;D(A0)), d�après le lemme 3.3.1 on trouve

u�(t) = e
A0tu0� +

tZ
0

eA0(t�s)f(s)ds; t 2 [0; T ] (3.3.7)
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Quand �! +1; on déduit (3.3.5).

L�estimation (3.3.6) a été prouvé dans le théorème 2.5.2 mais on peut la déduire de (3.3.7)

car pour � > !

ku�(t)k �Me!t ku0�k+
M2 j�j
�� !

tZ
0

e!(t�s) kf(s)k ds; t 2 [0; T ]

donc lorsque �! +1

ku(t)k �Me!t ku0k+M2

tZ
0

e!(t�s) kf(s)k ds; t 2 [0; T ] (3.3.8)

Maintenant il existe une norme k:k1 dans X telle que (voir [15] page 17) pour tout x 2 X

kxk � kxk1 �M kxk : (3.3.9)

Notons X1 l�espace X muni de la norme k:k1 : Dans X1; A est un opérateur de Hille- Yosida

de type (1; !) et donc en appliquant le résultat précédent à l�espace X1; l�estimation (3.3.8)

est remplacé par

ku(t)k � e!t ku0k1 +
tZ
0

e!(t�s) kf(s)k1 ds; t 2 [0; T ]

qui imlique (3.3.6) en vertu de (3.3.9).

3.4 Solution intégrale dans L1

Dans cette section on va donner une nouvelle dé�nition d�une solution intégrale du problème

(P). Ici, la donné u0 n�est pas nécéssaire dans D(A):

Dé�nition 3.4.1 Soit f 2 L1 ([0; T ] ;X) et u0 2 X: Une fonction u 2 L1 ([0; T ] ;X) est

appelé une solution intégrale dans L1 du problème (P) si pour presque tout t 2 ]0; T [ on a
tZ
0

u(s)ds 2 D(A) et

u(t) = u0 + A

tZ
0

u(s)ds+

tZ
0

f(s)ds; t 2 [0; T ] : (3.4.1)

On déduit que u(t) 2 D(A) pour presque tout t 2 ]0; T [.

Si u0 2 D(A) alors une solution intégrale est aussi une solution intégrale dans L1:
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Théorème 3.4.1 Deux solutions intégrale dans L1 du problème (P) coïncident presqu par-

tout dans ]0; T [.

Preuve. Si u 2 L1 ([0; T ] ;X) et (3.4.1) est satisfaite avec u0 = 0 et f � 0: Posons

v(t) :=

tZ
0

u(s)ds; t 2 [0; T ]

alors, on a v 2 W 1;1 ([0; T ] ;X) et�
v
0
(t) = Av(t); p:p: t 2 [0; T ]

v(0) = 0:

Du lemme 2.2.1, on déduit v(t) = 0; t 2 [0; T ] et par conséquent u = 0 presque partout

dans ]0; T [ :

Théorème 3.4.2 Le problème (P) admet une solution intégrale si et seulement s�il existe

une solution intégrale dans L1 du problème�
u0(t) = Au(t); t 2 [0; T ]
u(0) = u0:

(3.4.2)

Ou il existe une solution stricte dans L1 du problème�
v0(t) = Av(t); p:p t 2 ]0; T [
v(0) = 0:

(3.4.3)

Preuve. Une solution intégrale u dans L1 du problème (P), s�écrit comme u = u1 + u2 où

u1(existe) est la solution intégrale du problème�
u01(t) = Au1(t) + f(t); t 2 [0; T ]
u1(0) = 0:

et u2 est une solution intégrale dans L1 du problème (3.4.2). D�où la prouve de la première

partie du théorème.

Pour la dernière partie, il su¢ t de poser

v(t) =

tZ
0

u(s)ds; t 2 [0; T ] :

Pour la solution intégrale dans L1 du problème (3.4.2), il y a une formule semblable à celle

de Thieme.
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Théorème 3.4.3 Soit u0 2 X et u une solution intégrale dans L1 de (3.4.2). Alors on a

pour p.p. t 2 ]0; T [

u(t) = lim
�!+1

eA0t�(�� A)�1u0 (3.4.4)

et

ku(t)k �Me!t ku0k : (3.4.5)

Preuve. En appliquant �(� � A)�1 avec � > ! à (3.4.1) avec f � 0 on obtient pour p.p

t 2 ]0; T [

�(�� A)�1u(t) = �(�� A)�1u0 � �
tZ
0

u(s)ds+ �2
tZ
0

(�� A)�1u(s)ds: (3.4.6)

Posons u� := �(�� A)�1u(t); p:p:t 2 ]0; T [ et u0� = �(�� A)�1u0 on déduit

u� 2 L1 ([0; T ] ;D(A0)) et u0� 2 D(A0)

et en plus de (3.4.6)

u�(t) = u0� � �
tZ
0

u(s)ds+ �

tZ
0

u�(s)ds; p:p: t 2 ]0; T [

le second membre ~u appartient à W 1;1 ([0; T ] ;X0) et�
~u
0
�(t) = ��u(t) + �u�(t) = Au�(t) = A0~u(t); p:p: t 2 ]0; T [

~u�(0) = u0�

de théorème 2.2.1 on déduit que ~u(t) = eA0tu0�; p.p t 2 ]0; T [. Mais u(t) 2 D(A) pour

presque tout t 2 ]0; T [ ; par conséquent lim
�!+1

u�(t) = u(t) p.p. t 2 ]0; T [ et ainsi (3.4.4).

On procède comme la preuve du théorème 3.3.1 on déduit (3.4.5) de (3.4.4).

3.5 Exemples

On donne maintenant deux exemple montrons deux situations extrêmes. Dans

- la première il existe une solution intégrale dans L1 pour tout u0 2 X;

- la deuxième il n�existe pas une solution intégrale si u0 =2 D(A):
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Exemple 3.5.1 Soit A : D(A) � X ! X un générateur d�un semi groupe analytique fermè

non continu en t = 0 (par consequent D(A) 6= X) ; voir Lunardi [12]et Sinestrari [17].

Pour tout u0 2 X le problème (3.4.2) admet une solution intégrale dans L1 donné par

u(t) = eAtu0

qui est continu si et seulement si u0 2 D(A):

Exemple 3.5.2 Si X = C (0; 1) avec la norme sup, alors A : D(A) � X ! X dé�nie par�
D(A) = fu 2 C1 (0; 1) ;u(0) = 0g ;
Au = �u0

est un opérateur de Hille-Yosida du type (0; 1) (Pour plus de détail voir Da Prato et Sinestrari

[5]).On a

X0 = D(A) =
�
u 2 C1 (0; 1) ;u(0) = 0

	
et pour le générateur A0 : D(A0) � X0 ! X0 de semi groupe associé à A on a la résolvante

�
(�� A)�1 u0

�
(x) =

xZ
0

e�(x�y)u0(y)dy; x 2 [0; 1]

pour � > 0 et u0 2 X Et le semi groupe, pour t � 0 et v 2 X0�
eA0tv

�
(x) =

�
0; 0 � x � t; x � 1;
v(x� t); 0 � t � x � 1: (3.5.1)

Par conséquent pour � > 0 et u0 2 X; on a

(eA0t� (�� A)�1 u0) (x) =

8>><>>:
0; 0 � x � t; x � 1

�e�(x�t)
xZ
0

e�yu0(y)dy; 0 � t � x � 1 (3.5.2)

Supposons qu�il existe une solution intégrale dans L1 du (3.4.2) avec u0 2 X. On va prouver

nécéssairement que u0(0) = 0; c�est à dire.u0 2 D(A):

I Si u0(0) > 0 et 0 < " < u0(0); il existe �" 2 ]0; 1[ telle que

� " < u0(y)� u0(0); 0 < y < �" (3.5.3)

De (3.4.4), il existe t" 2 ]1� �"; 1[ telle que

lim
�!+1

eA0t� (�� A)�1 u0 = u (t") : (3.5.4)
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En vertu de (3.5.2), on a pour � > 0

(eA0t� (�� A)�1 u0) (x) = 0; 0 � x � t": (3.5.5)

et de (3.5.3) pour tout t" � x � 1

(eA0t� (�� A)�1 u0) (x)

= �e��(x�t")
x�t"Z
0

e�y [u0(y)� u0(0)] dy + �e��(x�t")
x�t"Z
0

e�yu0(0)ds

� �"
�
1� e��(x�t")

�
+ u0(0)

�
1� e��(x�t")

�
De (3.5.4)-(??) on déduit pour �! +1

u(t")(x)

�
= 0; 0 � x � t"

� u0(0)� " � 0; t" < x � 1

Comme u(t") 2 C (0; 1) ; c�est une contradiction.

I Si u0(0) < 0 et u0(0) < �" < 0; il existe �" 2 ]0; 1[ telle que

u0(y)� u0(0) < "; 0 < y < �":

Il existe t" 2 ]1� �"; 1[ telle que (3.5.4) est véri�é. En procédant comme ci-dessus, on obtient

u(t")(x)

�
= 0; 0 � x � t"

� "+ u0(0) < 0; t" < x � 1

Ce qui est contradiction car u(t") 2 C (0; 1) : En conclusion u0(0) = 0 i.e. u0 2 D(A):



CONCLUSION

Dans ce travail, on a fait une synthèse sur l�article de Eugenio Sinestrari intitulé

"Hille-Yosida operators and Cauchy problems".

l�auteur a utilisé l�opérateur de Hille-Yosida pour montrer l�existence de nouveaux types de

solutions (Solution intégrale, Lp�solution, C-solution, solution stricte, solution intégrale dans

L1) d�un problème abstrait Cauchy. Il a introduit les espaces de Favard (se sont des espaces

d�interpolation entre le domaine de l�opérateur A et son adhérance D(A)) pour montrer la

régularité spaciale.

On trouve aussi dans cet article une nouvelle preuve de la régularité temporelle.
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