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Chapitre 1

Introduction

Le but de ce travail est l�extension de la solutions B:K:W (Brillouin-Kramer-Wentzel) au

voisinage de la caustique et à l�extérieur de l�île.

A l�origine de la création des résonances de Formes Hel¤er et Sjöstrand qui ont étudié l�opé-

rateur de Schrödinger dans L2(Rn)

P = �h2�+ V (x);

Où le potentiel V (x) est supposé globalement analytique sur Rn. Dans ce mémoire nous nous

intéressons à l�analyticité seulement à l�in�ni(le potentiel non globalement analytique).

La théorie des résonances pour P a été développée dans un très grand nombre d�articles ([1],

[4], [16], [14], [11],...) Précisons dans un premier temps les hypothèses sur le potentiel

1. V 2 C1 à valeur rèel, et veri�e : V (x)! 0 lorsque jRexj ! 1

2. Il existe un compactK0 de Rn tel que V est analytique surKc
0 = Rn=K0, et se prolonge

en une fonction holomorphique dans le secteur

D0 = fx 2 Cn : jIm xj < �0 jRexj ;Rex 2 Kc
0g ou �0 > 0

Ceci nous permet de dé�nir les résonances près de l�axe réel comme des valeurs propres

complexes de l�opérateur distordu de P que l�on note P� = ~Pi� pour � su¢ samment petit où

~P� = UvP U�v est l�opérateur conjugué et Uv l�opérateur unitaire sur L2(Rn) (v étant un

nombre réel assez petit) dé�ni par Uv(�(x)) = det(1+vdF (x))
1
2�(x+vF (x)): Alors le spectre
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essentiel est donné par �ess(P�) = e�2i�R+ = (1 + i�)�2R+ (Théorème de Perturbation de

Weyl) et le spectre �(P�) dans le secteur

S� = fE 2 C ;�2� < argE < 0g

Est discret . Les éléments de �(P�) \ S� sont appelés les resonances. En outre si u� est

une fonction propre de P�, il existe alors u 2 C1(Rn) holomorphique dans D0 telle que

u� = Ui�u, de telles fonctions u sont appelés les états résonants de P:

L�étude de la décroissance des fonctions propres pour des opérateurs aux dérives partiels

du second ordre, assosiés à des valeurs du spectre essentiel, qui a été étudié par Agmon.

Cette étude a donné la naissance à une pseudo-métrique riemannienne construite à partir

d�un potentiel et de l�énergie appelée métrique d�Agmon sur Rn . Elle montre comment le

potentiel contrôle la décroissance .

Il est important de noter que la métrique d�Agmon dépend du potentiel V et de l�énergie

E: Elle est dégénérée car il peut exister des surfaces non vide @ �O = fx 2 Rn : V (x) = Eg

, et des régions classiquement interdites fx 2 Rn= V (x) > Eg :Ces ensembles jouent un rôle

très important dans cette théorie. La surface @ �O marque la limite de notion classique de la

particule en mouvement sous l�in�uence d�un potentiel V . Elle contrôle la décroissance da la

fonction propre au niveau d�énergie E véri�ant E < inf �ess(H):

Le principe de ce travail est de monter le théorème (4.1.1) qui sera énoncer ultérieurement

et ce travail constitué des chapitres suivants :

Le premier chapitre est un rappel de notions de bases introduites dans ce travail. Dans le

deuxième chapitre on pose le problème, en introduisant les hypothèses. Dans le chapitre trois

on dé�nit la caustique et l�extension de la solution B:K:W: Dans le chapitre quatre on donne

la conclusion et les perspectives



Chapitre 2

Préliminaire

Nous rappelons dans cette partie des notions et résultats que nous avons utilisé dans ce

mémoire

2.1 Estimations d�Agmon et opérateur de Schrödinger
à deux corps

L�étude systématique de la décroissance des fonctions propres pour des opérateurs aux déri-

vées partielles du second ordre, correspondantes aux valeurs du spectre essentiel, a été fondée

par Agmon. Le rôle clé est donné par la métrique d�Agmon sur Rn. Cette pseudo-métrique

Riemannienne a été construite directement à partir du potentiel et de l�énergie. La fonction

distance correspondante à la métrique d�Agmon mesure comment le potentiel contrôle la

décroissance.

Dé�nition 2.1.1 Soit V une fonction à valeurs réelles bornée sur Rn, et soit E 2 R: Pour

tout x 2 R , et �; � 2 Tx(Rn) � Rn; l�espace tangent de Rn en x; on dé�nit un produit non

dégénéré sur Tx(Rn) par

h�; �i = (V (x)� E)+h�; �iE (2.1.1)

où h:; :iE est le produit Euclidien interne usuel et f(x)+ = max ff(x); 0g : La pseudo-métrique

correspondante est appelée la métrique d�Agmon liée par le potentiel V à l�énergie E:

Il est important de noter que la métrique d�Agmon dépend du potentiel V et de l�énergie E.

La métrique d�Agmon sur Rn est dégénérée parce qu�il peut exister des surfaces tournantes
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non vides fx 2 Rn=V (x) = Eg ; et des régions classiquement interdites fx 2 Rn=V (x) > Eg :

Ces ensembles jouent un rôle très important dans cette théorie. La surface tournante marque

la limite de notion classique de la particule en mouvement sous l�in�uence d�un potentiel V ,

telle que la particule ne peut pas passer dans la région classiquement interdite. Par conséquent

, la fonction d�onde en mécanique quantique est petite dans la région classiquement interdite.

On utilise la structure donnée dans la dé�nition pour construire une fonction distance (ou

une métrique) sur Rn . Soit 
 : [0; 1] ! Rn une courbe di¤érentiable sur Rn: La dérivée

_
(t) appartient à l�espace tangent au point 
(t): Pour toute métrique Riemanienne g sur une

variété de Rn; la longueur de 
 est donnée par l�intégrale

L(
) =

1Z
0

k _
(t)k
(t) dt (2.1.2)

où k�kx = h�; �i
1=2
x ; pour � 2 Tx(Rn): Dans la structure d�Agmon (2.1.1), la longueur de la

courbe 
 (2.1.2) est

LA(
) =

1Z
0

(V (
(t))� E)
1
2
+ k _
(t)kE dt (2.1.3)

où k:kE est la norme Euclidienne usuelle. Une courbe 
 est une géodésique si elle minimise

la fonctionnelle d�énergie.

E(
) =
1

2

1Z
0

k _
(t)k2
(t) dt (2.1.4)

Dé�nition 2.1.2 Soient V un potentiel réel borné et soit E l�énergie, la distance entre x; y 2

Rn dans la métrique d�Agmon est

�E(x; y) = inf

2Px;y

LA(
) (2.1.5)

où

Px;y � f
 : [0; 1]! Rn= 
(0) = x; 
(1) = y; 
 2 AC [0; 1]g

Dé�nition 2.1.3 L�ensemble AC [0; 1] est l�espace des fonctions absolument continues sur

[0; 1] : La distance entre x; y 2 Rn par la métrique d�Agmon est la longueur du plus court

chemin entre x et y: La fonction de distance �E dans (2.1.5) est réduite au facteur BKW
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usuel pour le cas unidimensionnel,

�E(x; y) =

yZ
x

(V (s)� E)
1
2
+ds (2.1.6)

La métrique d�Agmon a plusieurs propriétés, elle satisfait l�inégalité triangulaire, et elle est

Lipschitz continue. Le résultat de cette partie est que la métrique d�Agmon au niveau d�énergie

E; contrôle la décroissance de la fonction propre en énergie E; présenté par E < inf �ess(H):

Théorème 2.1.1 Soit un niveau d�énergie E 2 R et soit u 2 L2 (Rn) telle que kuk = 1 et

véri�ant

PV u = Eu (2.1.7)

alors 8" > 0 et 8' véri�ant

jrx'j2 � V (x)� E � " (2.1.8)

sur le Supp'; on obtient

kuk2 = O(e�'(x)=h) (2.1.9)

uniformément quand h �! 0+

Remarque 2.1.1 La phase '(x) désigne la métrique d�Agmon et '(x) � (V (x))
1
2 pour

kxk ! 1

2.2 Le probleme de Dirichlet pour le laplacien

Nous expliquons le problème de Dirichlet comme suit , la théorie des fonctions holomorphes

permet de résoudre le probleme de Dirichlet : étant donnée une fonction u0 continue sur le

bord du disque unité ouvert D de C , trouver une fonction harmonique u dans D , continue

sur �D , valant u0 sur le bord @D . la formulation abrégée de ce problème est alors de trouver

u telle que �
�u = 0 dans D
u=@D = u0

(2.2.1)

où

� =
nX
i=1

@2

@x2i
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2.3 Méthode BKW (historique)

La méthode BKW nomée Brillouin, Kramers, et Wentzel est une technique de l�expansion

asymptotique pour trouver des solutions approximatives pour certains types de problèmes .

La plus connue des applications de cette méthode est l�obtention des solutions de l�équation

de Schrödinger, independent du temps en mécanique quantique.

Comme Brillouin, Kramers, et Wentzel ont beaucoup contribué au développement de cette

méthode, leur application devient la plus populaire. Certain l�appellent la méthode de Liou-

ville et Green qui avaient fait en 1937 une publication sur cette procédure, cependant le père

de cette méthode est peut être l�un de ces cinq hommes, mais aussi Carlini qui a utilisé en

1817 une variation de l�approximation pour étudier les orbites elliptiques du planètes.Cette

méthode est appelée WBK, KXWB on Hollande, BKW en France, ou WBKJ(pour Jef-

frie qui l�a utilisé dans les optiques géométriques et les approximations acoustiques), cette

méthode a des applications dans plusieurs disciplines, notamment, sur les équations di¤é-

rentielles linéaires d�ordre quelconque, les problèmes de valeurs propres, les problèmes de

valeurs initiales ou valeurs bornées ainsi que pour l�évaluation des intégrales des solutions des

équations di¤érentielles.

L�approximation de la solution de l�équation di¤érentielle linéaire a une structure simple

aussi si la solution exacte est connue, il s�agit d�une intégrale élémentaire des fonctions al-

gébriques bien dé�nies d�un ordre à un autre en puissance de h, comme les fonctions d�Airy,

fonctions de Bessel, et les fonctions paraboliques cylindriques.

2.4 Eléments de théorie des opérateurs

2.4.1 Théorèmes fondamentaux d�analyses spectrale

Lemme 2.4.1 Soit (DA; A) un opérateur autoajoint ,et (DB; B) un opérateur tel que (DB; B) �

(DA; A):B est A�borné si et seulement si il existe z 2 �(A) tel que BRA(z) est un opérateur

borné. La borne relative a de B pour A est donnée par

a = lim
�!+1

kBRA(�i�)k

Théorème 2.4.1 (Kato Rellich) Soit (DA; A) un opérateur auto-adjoint (resp.essentiellement
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auto-adjoint), et (DB; B) un opérateur A�borné de borne relative inférieure à 1. Alors

(DA; A+B) est auto-adjoint (resp.essentiellement auto-adjoint)

Lemme 2.4.2 Soit (DA; A) un opérateur fermé et (DB; B) un opérateur tel que (DB; B) �

(DA; A): B est A�compact s�il existe z 2 �(A) tel que BRA(z) est compact. Si B est

A�compact alors B est A�borné de borne relative 0, on a alors

BRA(i�) = (BRA(i))((A+ i)RA(i�))

où le premier opérateur est compact et le second tend vers 0 quand �! +1:

Remarque 2.4.1 Le Lemme précédent est une conséquence du Théorème de Kato-Rellich,

car pour un opérateur autoadjoint on a

8z 2 C 8 R; kRA(z)k �
1

jIm zj

Lemme 2.4.3 Si V 2 L1(Rd) tend vers 0 à l�in�ni , alors V est �4compact

Théorème 2.4.2 (Théorème de Weyl) Si (DA; A) est un opérateur autoadjoint, et (DB; B)

un opérateur symétrique A�compact, alors (DA; A+B) est autoadjoint et on a

�ess(A+B) = �ess(A)

2.4.2 Théorèmes d�analyses complexes

Dé�nition 2.4.1 L�espace F des fonctions entières est l�espace des fonctions f qui ont la

propriété suivante :

8" > 0;8z 2 C" = fz 2 Cn; jIm zj � (1� ") jRe zjg ;8k 2 N on ait lim
jzj

z2C"
!1

jzjk jf(z)j = 0

Dé�nition 2.4.2 L�espace A des fonctions analytiques dans L2(Rn) est l�espace des fonc-

tions  2 L2(Rn) véri�ant :

9f 2 F tel que  (x) = f(x)
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Théorème 2.4.3 (Extension presque analytique) [16] Soit V = V (x) une fonction C1

de Rn uniformément bornée ainsi que toutes ses dérivées . Une fonction eV (x; y) sur R2n est
dite extension presque analytique de V si,

eV (x; 0) = V (x); (2.4.1)

et
1

2

�
@

@x
+ i

@

@y

� eV (x; y) = O(jyj1); (2.4.2)

quand jyj ! 0+, uniformément par rapport à x.

Remarque 2.4.2 On peut construire une extension presque analytique en posant,

eV (x; y) = X
�2Nn

(iy)�

�!
@�V (x)

�
1� �

�
��
jyj

��
; (2.4.3)

où � 2 C10 (R) est une fonction de troncature égale à 1 près de 0, et (��)�2Nn une suite positive

décroissante de nombres positives convergeant vers 0 assez rapidement . Plus précisément, on

choisit "� telle que, pour tout � � �, on a,

jyj sup j(1� �("�=jyj))@�+�V j � �!:

2.5 Théorie des opérateurs pseudodi¤érentiels

2.5.1 Introduction aux opérateurs pseudo-di¤érentiels

La notion d�opérateurs pseudo-di¤érentiels généralise la notion d�opérateurs di¤érentiels.

Commençons par un exemple très simple : soit l�opérateur di¤érentiel semi-classique donné

par :

P (x; hDx) =
X
j�j� m

a�(x)(hDx)
�

où les coe¢ cients a�(x) sont des fonctions dé�nies sur Rn: Si on remplace hDx par � on

obtient :

p(x; �) =
P
j�j�m

a�(x)�
�

qui est appelé symbole de l�opérateur di¤érentiel semi-classique P (x; hDx).
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Soit ' 2 S(Rn), en utilisant les propriétés de la transformée de Fourier Fh dans S(Rn) on

représente l�opérateur P (x; hDx) de la façon suivante :

(P (x; hDx)')(x) =
P
j�j�m

a�(x)((hDx)
�')(x)

=
P
j�j�m

a�(x)F�1
h (Fh((hDx)

�')(x)

=
P
j�j�m

a�(x)F�1
h (�

�Fh('))(x)

=
P
j�j�m

a�(x)
1

(2�h)n=2
R
Rn
eix�=}��Fh(')(�)d�

=
1

(2�h)n=2
R
Rn
eix�=}(

P
j�j�m

a�(x)�
�)Fh(')(�)d�

On a donc

(P (x; hDx)')(x) =
1

(2�h)n=2
R
Rn
eix�=}p(x; �)Fh(')(�)d�

Nous notons cette représentation intégrale de l�opérateur di¤érentiel par (Oph(p))'(x)

(Oph(p))'(x) =
1

(2�h)n=2
R
Rn
eix�=}p(x; �)Fh(')(�)d�

=
1

(2�h)n=2
R
Rn

R
Rn
ei(x�y)�=}p(x; �)'(y)dyd�

Cette représentation nous suggère de généraliser cette notion à d�autres opérateurs que les

opérateurs di¤érentiels et de remplacer le symbole p(x; �) par un symbole plus général a(x; �)

qui sera dé�ni ultérieurement pour donner un sens aux opérateurs du type :

A'(x) = (Oph(a))'(x) =
1

(2�h)n=2
R
Rn

R
Rn
ei(x�y)�=}a(x; �)'(y)dyd�

Il est important pour nous d�étudier l�existence d�un tel opérateur pour cela nous commençons

par dé�nir l�espace auxquels doit appartenir le symbole a(x; �); que nous appelons espace de

symboles , ce symbole peut également dépendre du paramètre h, et la représentation intégral

devient :

(Oph(a))'(x) =
1

(2�h)n=2
R
Rn

R
Rn
ei(x�y)�=}a(x; �;h)'(y)dyd�
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On peut également noter

(Oph(a))'(x;h) = h'(y); Ka(x; y;h)i

où Ka est le noyau distribution donné par :

Ka(x; y;h) =
1

(2�h)n=2
R
Rn
ei(x�y)�=}a(x; �;h)d�

2.5.2 Espaces de Symboles

Nous allons, dans cette partie, nous intéressé particulièrement à la notion des symboles et

décrire l�espace auxquels ils doivent appartenir pour que la représentation intégrale ait un

sens. Dans ce que nous abordons ici, nous utilisons une dé�nition très simpli�ée de symboles.

Dé�nition 2.5.1 ([19]).

1. Soit g une fonction réelle dé�nie sur un ensemble E, on note par O (g) toute fonction

f dé�nie sur E telle que

9C > 0; f (x) � Cg (x) ; 8x 2 E:

2. On appelle fonction d�ordre toute fonction g 2 C1
�
Rd;R�+

�
telle que pour tout � 2 Nd

@�x g = O (g)

uniformément sur Rd:

Example 1 La fonction dé�nit par

hxim : Rd ! R
x 7! hxim =

�
1 + jxj2

�m
2

où m 2 R , est une fonction d�ordre.

On dé�nit l�espace semi-classique des symboles par

Dé�nition 2.5.2 ([19])
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1. Soit g une fonction d�ordre, on appelle espace de symboles et on note Sd (g) l�espace des

fonctions a = a (x;h) dé�nie sur Rd � (0; h0[ pour h0 > 0 indé�niment dérivable par

rapport à x tel que 8� 2 Nd

@�xa (x;h) = O (g (x))

uniformément sur Rd � (0; h0[

2. On appelle un symbole classique toute fonction a = a (x;h) de Sd (g) dé�nie sur Rd �

(0; h0[ ( h0 > 0) pour la quel il existe une suite (aj)j�0 telle que

a �
X
j�0

aj(x)h
j

On note Scld (g) l�ensemble des symboles classiques.

Remarque 2.5.1 Si a1 2 Sd (hxim1) et a2 2 Sd (hxim2) alors a1:a2 2 Sd
�
hxim1+m2

�
L�ellipticité des symboles étant importante, on la dé�nit par

Dé�nition 2.5.3 ([19]) Un symbole a 2 Sd (g) est dit elliptique s�il existe une constante

C > 0 telle que :

ja (x; h)j � 1

C
g (x)

8 (x; h) 2 Rd � (0; h0[ avec h0 > 0 :

On a également le résultat suivant

Proposition 2.5.1 ([19])Si a 2 Sd (g) et est elliptique alors : 1a 2 Sd

�
1
g

�
Le Développpement asymptotique semi-classique des symboles jouant un rôle important dans

l�analyse des symboles, il est introduit dans ce qui suit :

2.5.3 Développement semi-classique des symboles

Dé�nition 2.5.4 ([19]) Soient a 2 Sd (g) et (aj)j2N une suite de symboles dans Sd (g) :On

dit que a est asymptotiquement équivalent à la série formelle
1P
j=0

hjaj dans Sd (g) et on note

a �
1X
j=0

hjaj
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si et seulement si pour tout N 2 N et pour � 2 Nd il existe hN;� > 0 et CN;� > 0 tel que�����@�
 
a�

1X
j=0

hjaj

!����� � CN;�h
N
N;�g (2.5.1)

uniformément sur Rd� (0; hN;�[ : En particulier quand tout les aj sont identiquement nuls on

dira que a = O (h1) dans Sd (g) :

Proposition 2.5.2 ([19]). Soit (aj)j2N une suite de symboles dans Sd (g) alors il existe a 2

Sd (g) tel que a �
1P
j=0

hjaj dans Sd (g) ; on l�appelle une resommation de (
1P
j=0

hjaj): a est

unique modulo O (h1) dans le sens ou la di¤érence entre deux symboles est O (h1) dans

Sd (g) :

2.5.4 Opérateurs pseudo-di¤érentiels

Les opérateurs pseudo-di¤érentiels sont un outil puissant qui nous permet de passer de la

théorie des opérateurs à celles des symboles, notamment d�inverser des opérateurs elliptiques.

Leur construction passe par les intégrales oscillantes, pour plus de détail voir [19] .

Dé�nition 2.5.5 ([19]) Soit a = a (x; y; �;h) 2 S3n (h�im), pour tout u 2 C10 (Rn) l�opéra-

teur Oph (a) de S (Rn) dans S (Rn) dé�ni par

8 (x;h) 2 Rd � (0; h0] ; Oph (a)u (x;h) =
1

(2�h)n
R
R2n

ei(x�y)�=ha (x; y; �;h)u (y) dyd�

(2.5.2)

est appelé opérateur pseudo-di¤érentiel semi-classique de symbole a:

Nous illustrons ce résultat par l�exemple suivant

Example 2 L�opérateur di¤érentiel semi-classique P (x; hD) véri�ant

P (x; hD) =
X
j�j� m

b�(x)(hDx)
�

avec b� 2 S2n(1), est un opérateur pseudo-di¤érentiel de symbole
P

j�j� m

b�(x)�
a:

L�opérateur pseudo-di¤érentielOph (a) est bien dé�ni au sens des intégrales oscillantes, 8m 2 R

et on a le théorème suivant :
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Théorème 2.5.1 ([19]) Pour tout a = a (x; y; �;h) 2 S3n (h�im) ;

1. Oph (a) est un opérateur linéaire continu de S (Rn) dans S (Rn) :

2. L�opérateur Oph (a) se prolonge de manière unique en un opérateur linéaire continu de

S 0 (Rn) dans S 0 (Rn) où S 0 (Rn) l�espace des distributions tempérés

3. Si a 2 S3n (1) alors Oph (a) est borné de L2 (Rn) dans L2 (Rn) : (Théorème de Caldéron

Vaillancourt).

Il important pour nous de rappeler la dé�nition de microsupport et de la caractéristique

Dé�nition 2.5.6 (microsupport) Soit uh une (famille de) distributions de S 0(Rn). On dit

que (x0; �0) 2 Rn � Rn n�est pas dans le microsupport de uh, lorsqu�il existe un voisinage V

de (x0; �0), et deux réels � > 0 et h0 > 0 tels que

8h 2]0; h0];8(x; �) 2 V ; T (uh)(x; �; h) = O(e��=h)

ou T la transformation FBI (Fourier-Bros-Iagolnitzer)

Le complémentaire de tels points est appelé le microsupport de uh, il est notéMS(uh) . C�est

un fermé de R2n

Dé�nition 2.5.7 (Caractéristique) On appelle ensemble caractéristique de P = Oph(p)

où p 2 S2n (h�im) ; et on note Char(P ) l�hypersurface p�10 (0) de R2n; que l�on dé�nit également

par

Char(P ) =
�
(x; �) 2 R2n : p0 (x; �) = 0

	
où p0 est le symbole principal de P:

La proposition suivante décrit la relation entre le microsupport et la caractéristique

Proposition 2.5.3 Soit u = (uh) 2 L2(Rn) avec k uh kL2(Rn)� 1:

si Oph(p)u = 0 avec p 2 S2n (h�im) alors MS(u) � Char(Oph(p))



Chapitre 3

Position du Problème Pour un
potentiel non globalement analytique

3.1 Position du problème et Hypothèses

On se propose d�étudier l�opérateur de Schrödinger P dans L2(Rn) dé�ni par

P = �h2�+ V (x);

Nous précisons les hypothèses suivantes sur le potentiel V (x)

H1 hypothèse générale sur V

1. V 2 C1 a valeur réel et analytique à l�in�ni sur Kc
0 = Rnn K0 ou K0 est un compact

de Rn

2. V se prolonge holomorphiquement dans le secteur

D0 = fx 2 Cn : jIm xj < �0 jRexj ;Rex 2 Kc
0g ou �0 > 0

3. V (x)! 0 lorsque jRexj ! 1.

L�objectif de l�hypothèse H1 est de dé�nir les résonances prés de l�axe réel comme des

valeurs propres complexes de l�opérateur distordu de P que l�on note P� = ~Pi� pour

� su¢ samment petit et pour � un réel assez petit ~Pv = UvP U�v ou Uv la distorsion

dé�ni sur L2(Rn) par

Uv(�(x)) = det(1 + vdF (x))
1
2�(x+ vF (x))
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Tel que
�
F (x) = 0 x 2 K0

F (x) = x x 2 KC
0

Lemme 3.1.1 soit v 2 R assez petit, Uv est un opérateur unitaire de L2(Rn) dans L2(Rn)

Preuve. On a

Uv est unitaire, UvU
�
v = U�vUv = IL2(Rn)

Uv(�(x)) = det(1 + vdF (x))
1
2�(x+ vF (x))

= det(d(x+ vF (x)))
1
2�(x+ vF (x))

= (det d�v(x))
1
2�(�v(x))

telque

�v(x) = x+ vF (x)

=

�
x x 2 k0

(1 + v)x x 2 kC0

a) soit f; g 2 L2(Rn)

hUvf; gi =

Z
Rn
Uv(f(x))g(x)dx

=

Z
Rn
jdet d�v(x)j

1
2f(�v(x))g(x)dx

�v(x) = y , x = ��1v (y); d�ou dx =
��det d��1v (y)�� dy

Car �v est un di¤éomorphisme sur Rn:

donc :

hUvf; gi =
Z
Rn

��det d�v(��1v (y))�� 1
2f(y)g(��1� (y))

��det d��1v (y)�� dy
puisque �v(��1v (y)) = y alors d �v(�

�1
v (y)) = 1

d�ou :

d�v(�
�1
v (y)):d�

�1
v (y) = 1

d�où on a

det d�v(�
�1
v (y)): det

�
d��1v (y)

�
= 1 (3.1.1)
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hUvf; gi =

Z
Rn

��det d��1v (y)���12 f(y)g(��1v (y)) ��det d��1v (y)�� dy
=

Z
Rn

��det d��1v (y)�� 12 f(y)g(��1� (y))dy
=

Z
Rn
f(y)jdet d��1v (y)j

1
2 g(��1v (y))dy

= hf; U�v gi

on a donc

U�� g(y) =
��det d��1� (y)�� 12 g(��1� (y))

b) Pour tout f 2 L2(Rn) et pour tout x 2 Rn on a

UvU
�
v (f)(x) = Uv [U

�
v (f)] (x)

= jdet d�v(x)j
1
2 [U�v (f)] (�v(x) )

= jdet d�v(x)j
1
2

��det d��1v (�v(x))�� 12 f(x)
= f(x)

car d�aprés 3.1.1 on a

jdet d�v(x)j
1
2

��det d��1v (�v(x))�� 12 = ��det d�v(x) det d��1v (�v(x))�� 1
2 = 1

d�autre part pour tout y 2 Rn on a

U�vUv(f)(y) = U�v [Uv(f)] (y)

=
��det d��1v (y)�� 12 [Uv(f)] (��1v (y))

=
��det d��1v (y)�� 12 ��det d�v(��1v (y))�� 1

2f(�v(�
�1
v (y))

=
��det d��1v (y)�� 12 jdet d�v(x)j 1

2f(y)

= f(y)

Car ��det d��1v (y)�� 12 : jdet d�v(x)j 1
2 =

��det d��1v (y): det d�v(x)�� 12 = 1
et

x = ��1v (y)

On en déduit que UvU
�
v = U�vUv = IL2((Rn) c�est à dire que Uv est unitaire. �
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3.1.1 Le caractère auto-adjoint de l�opérateur

Une des premières questions à traiter lors de l�étude spectrale d�un opérateur est celle du

caractère auto-adjoint, ou à défaut du caractère essentiellement auto-adjoint. Rappelons que

un opérateur linéaire A est essentiellement auto-adjoint si son unique fermeture A est auto-

adjointe, quel est l�intérêt du caractère auto-adjoint. Il ya au moins deux bonnes raisons d�en

parler

1. SiA est auto-adjoint on a déjà une première information spectrale importante :le spectre

de l�opérateur A est une partie de R:

2. le caractère auto-adjoint assure en mécanique quantique l�unicité de la solution de

l équation de Schrödinger

De plus l�hypothèse H1� 3 nous donne

Proposition 3.1.1 L�opérateur P (h) = �h24 + V est essentiellement auto-adjoint de do-

maine H2(Rn) = fu 2 L2(Rn);�u 2 L2(Rn)g

Preuve. P0(h) = �h2� est essentiellement auto-adjoint de domaineH2(Rn) avec �ac(��) =

[0;+1[

D�aprés l�hypothèse H1� 3; V ! 0 a l�in�ni alors V est (��) compact (lemme 2.3.2) ce qui

entraîne que V est ��borné de borne relative inférieur à 1(lemme 2.3.1) d�aprés théoréme

de Kato-Rellich (H2(Rn); P ) est essentiellement auto-adjoint. �
Le théoreme de Weyl permet d�a�rmer que le spectre essentiel de P� est

�ess(P�) = e�2i�R+ = (1 + i�)�2R+

Le spectre de P� est discret dans le secteur

S� = fE 2 C : �2� < argE < 0g

Les éléments de �(P�) \ S� sont appelés les resonances

En outre si u� est une fonction propre de P�, il existe alors u 2 C1(Rn) holomorphique dans

D0 telle que u� = Ui�u (voir [11]) de telles fonctions u sont appelés les états résonants de P

La deuxième hypothèse décrit la forme de potentiel dans l�île
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H2

Il existe un ouvert borné �O 2 Rn, un point x0 et un nombre E0 véri�e

V (x0) = E0 ;
@V

@x
(x0) = 0 ;

@2V

@x2
(x0) > 0

Et

V (x) > E0 dans �O� fx0g ; V (x) = E0 sur @ �O

Nous introduisons la distance Agmon d associer à la pseudo-métrique d s2 = max (V (x) ; 0) dx2; et

la réalisation Dirichlet PD de l�opérateur P sur le domaine Bd (x0; S � �) pour � su¢ sam-

ment petit ou S = d
�
x0; @ �O

�
la distance minimum de x0 au bord de l�ile �O et Bd (x0; S) =

fx; d (x; x0) < Sg la boule ouverte de centre x0 et rayon S .

On a alors le résultat suivant est due a Hel¤er et Sjostrand

Théorème 3.1.1 (Hel¤er-Sjostrand) Soit �D(h) la première valeur propre de PD: Alors

�D(h) a un développement asymptotique classique complet par rapport à h :

�D(h) = E0 + E1h+ E2h
2 + � � � ; (3.1.2)

où

E1 = tr

r
1

2

@2V

@x2
(x0)

est la première valeur propre correspondante à l�oscillateur harmonique ��+ 1
2

D
@2V
@x2
(x0)x; x

E
.

De plus au voisinage W de x0 , uD (x; h) peut s�écrire sous la forme B:K:W :

uD (x; h) = h�
n
4 a (x; h) e�d(x0;h)=h (3.1.3)

Ou a est la réalisation de symbole classique

a (x; h) �
1X
j=0

aj (x)h
j ; a0 (0) > 0 (3.1.4)

Au déssus de la mer �Oc; d�autre part on supposera la condition de non-trapping : que nous

traduisons par l�hypothèse

H3
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La troisième hypothèse concerne la condition de non trapping (non capture prés d�un niveau

energie E)

Nous supposerons qu�il ya pas de trajectoires captées au dessus de la mer �Oc pour le niveau

d�énergie E0. dans le sens suivant

E0 est un niveau d�énergie non trapping sur �Oc si et seulement si

K0 =
n
(x; �) 2 p�1(E0)= x 2 �Oc; jexp tHP (x; �)j91 quand jtj �! 1

o
= ;

ie Pour toute (x; �) 2 p�1 (E0) avec x 2 �Oc , la quantité jexp tHP (x; �)j tend vers in�ni

lorsque jtj ! 1

où

HP =

nX
i=1

(
@p

@�j

@

@xj
� @p

@xj

@

@�j
) = 2�:

@

@x
� @xV (x) :

@

@�

est le champ hamiltonien de p(x; �) = �2 + V (x): en particulier dans le bord de �O, le seul

� 2 Rn véri�e p(x; �) = E0 est le 0 en e¤et

P (x; �) = E0

d�ou

�2 + V (x) = E0

donc

�2 + E0 = E0

alors

�2 = 0

ceci implique que

� = 0

et Hp = �rV (x) : @@� donc H3 implique aussi rV (x) 6= 0:

L�objectif de cette hypothèse est de déterminer le domaine ou les résonances n�existent pas

Sous les conditions (H1) ; (H2) ; (H3) ; on a le théorème suivant
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Théorème 3.1.2 On suppose (H1) � (H3) alors il existe une unique résonance � (h) de P

tel que

h�1 j� (h)� �D (h)j ! 0 lorsque h! 0

Et veri�e

j�D (h)� � (h)j = O
�
e�(2S��(�))=h

�
(3.1.5)

En notant par u (x; h) l�état résonant correspondent , on a

juD (x; h)� u (x; h)j = O
�
e�(2S�d(x0;x)��(�))=h

�
: (3.1.6)

uniformement dans Bd (x0; S � �) ou � (�)! 0 lorsque � ! 0; et pour tout compact K � Rn

, il existe NK 2 N telle que 

es(x)=hu (x; h)


H1(K)

= O
�
h�Nk

�
(3.1.7)

uniformement lorsque h! 0 , où
�
s (x) = d (x0; x) si x 2 Bd (x0; S)
s (x) = S ailleurs

On dé�nit l�espace de sobolev H1(k) comme suit

Dé�nition 3.1.1 l�espace de sobolev H1(k) est dé�nit par

H1(k) =

�
u 2 L2(k) tel que 8i 2 [1; n] @u

@xi
2 L2(k)

�
:

Il s�agit bien d�un espaces de Hilbert .Sa norme est notée k:kH1

tel que

kukH1 =
p
(u; u)H1

ou (:; :)H1 est le produit scalaire dans H1(k)

H4

Finalement on suppose quelque conditions concernant l�ensemble @ �O \ Bd (x0; S) et l�en-

semble caustique C dé�nie par

C =
n
x 2 �O : d (x0; x) = d

�
x; @ �O

�
+ d

�
x0; @ �O

�o
Les points de l�ensemble @ �O \Bd (x0; S) sont appelle point de type 1 (voir[12] )

Notre condition supplémentaire est
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@ �O \Bd (x0; S) est la sous variété � de @ �O et C a un contact d�ordre 2 exactement avec @ �O

sur � .On note par n� (� n� 1) la dimension de �

Sous les conditions H1�H4 on a le théorème suivant

Théorème 3.1.3 sous les hypothèses H1�H4 il éxiste un symbole classique

f(x) =
X
j�0

hjfj (3.1.8)

avec f0 > 0 tel que

Im �(h) = �h(1�n�)=2f(h)e�2S=h (3.1.9)



Chapitre 4

Extension de la solution BKW

L�objectif de cette section est de prolonger la solution BKW au voisinage d�un point x1 de

type 1 (x1 2 �).

La solution BKW au voisinage de point x0 a été obtenue on approximant l�opérateur P par

l�opérateur de Dirichlet PD sur la boule Bd (x0; S � �)

4.1 prolongement de la solution de puits à la caustique

Nous commençons par énoncer le théorème principale suivant

Théorème 4.1.1 Sous les hypothèses H1�H4

L�opérateur P admet (théorème 3.1.1) une solution BKW de la forme

! � h
�n
4 a (x; h) e�d(x0;x)=h

Ce développement BKW se prolonge le long des géodésiques minimales incluse dans �O

jusqu�à l�ensemble caustique C où

C =
n
x 2 �O : d (x0; x) = d

�
x; @ �O

�
+ d

�
x0; @ �O

�o
Pour la preuve de ce théorème nous devons énoncer certains propositions et lemmes pour

cela.

Soit d�abord � la variété lagrangienne sortante dé�nie par � = f(x;r� (x)) : x 2 
g où

�(x) = d (x0; x)� S .



4.1 prolongement de la solution de puits à la caustique 23

� est associe au champ hamiltonien Hq en point (x0; 0) (puits) où Hq = 2�:
@
@x
+ @xV (x) :

@
@�

et q la caractéristique dé�nie par q (x; �) = �2 � V (x) :

Soit
s

 (t) =

�
�
x (t) ;

�
� (t)

�
une bicaractéristique deHq commencant en

s

 (0) =

�
�
x (0) ;

�
� (0)

�
= (x1; 0)

et véri�ant
s

 (�1) = (x0; 0) :

La projection �x
 est l�unique géodésique minimale de x0 à x1 dans �O [ fx1g, ce qui fait de

� une fonction C1 au voisinage 
 de ~x ([�1; 0)) et � de dimension n

de plus nous avons la proposition suivante

Proposition 4.1.1 La variété lagrangienne � véri�e

1. � est Hq invariante

2.
�

 ([�1; 0[) � �

3. � peut être prolonger par le �ot de Hq à La variété lagrangienne ~� et
�

 ([�1; 0]) � ~�

pour simpli�er la notation on désigne par � pour le prolongement de �

4. La projection �
�
�! Rnx
(x;r� (x))! x

est singulière en
�

 (0) = (x1; 0)

Preuve. les propriétés 1 et 2 découlent de la construction de �

la troisième propriété découle du fait que Hq ne s�annule pas en
s

 (�1) = (x0; 0) et la condition H3

la quatrième propriété est une conséquence de la troisième propriété, rappelons juste que La

projection naturelle � : � �! Rn est à di¤érentielle bijective en tout point �
(t) avec t < 0.

Puisque �(�) � �O, d� ne peut pas être bijective en
�

(0) = (x1; 0). Par ailleurs kerd�(x1; 0)

contient le vecteur non nul Hq. Dans ([14]), il est montré que

rang
�
d�(x1; 0)

�
= (n� 1) et (ker

�
d�(x1; 0)

�
= Hq):

�
Nous dé�nissons le lemme suivant qui nous permet de déterminer le potentiel par un chan-

gement en cordonnés locales sur le �bré tangent

Tx1@ �O :
�

xn = 0
@
@xn

est la normale extérieure de �O en ce point .
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Lemme 4.1.1 Sous les conditions du théorème précédent près du niveau d�énergie E0 et du

voisinage de x1 il existe une constante c0 > 0 et une fonction W véri�ant

W (x) = c0xn + V (x)� E0

avec W (x) = O(jxj2)

Preuve. En appliquant le développement de Taylor sur V en x1

V (x) = V (x1) + (x� x1)V 0(x1) +
1

2
(x� x1)2V 00(x1)

= E0 + ((x
0 � x0); (xn � 0))

� @V (x1)
@x0

@V (x1)
@xn

�
+O(jxj2)

= E0 + xn
@V (x1)

@xn
+W (x) avec W (x) = O(jxj2)

d�ou

W (x) = �xn
@V (x1)

@xn
+ V (x)� E0

En dehors de l�île au voisinage de x1 2 @ �O on a V (x) décroissante et (V (x) < E0) ie
@V (x1)
@xn

< 0

en note @V=@xn = �c0 (c0 > 0)

Donc

W (x) = c0xn + V (x)� E0 ou c0 > 0 et W (x) = O(jxj2)

�
Nous énonçons le lemme (4.1.2) qui dè�nira la variété Lagrangienne sortante �

Lemme 4.1.2 au voisinage du point
s

 (0) il existe une fonction g (x0; �n) 2 C1 véri�ant

g(0) = 0 et dg(0) = 0 tel que

� =

�
(x; �) : �0 =

@g

@x0
(x0; �n) ; xn = �

@g

@�n
(x0; �n)

�
Preuve. Supposons qu�une telle fonction existe elle devrait véri�e

�0 =
@g

@x0
(x0; �n), xn = �

@g

@�n
(x0; �n)

Comme l�équation caracteristique véri�e

q(x; �) + E0 = 0 ie j�j2 � (V (x)� E0) = 0
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en utilisant le lemme (4.1.1) on obtient donc

j�0j2 + j�nj
2 � (�C0xn +W (x)) = 0

d�ou

(
@g

@x0
(x0; �n))

2 + �2n � C0
@g

@�n
(x0; �n)�W (x0; xn) = 0

alors

(
@g

@x0
(x0; �n))

2 + �2n � C0
@g

@�n
(x0; �n)�W (x0;� @g

@�n
(x0; �n)) = 0 (4.1.1)

Dérivons maintenant ( ?? ) par rapport à �n on obtient

2
@g

@x0
@2g(x0; �n)

@�n@x
0 + 2�n � C0

@2g

@�2n
(x0; �n) +W (x0;� @g

@�n
(x0; �n))

@2g

@�2n
= 0

donc

C0
@2g

@�2n
= 2�n + 2

@g

@x0
@2g

@�n@x
0 +W (x0;� @g

@�n
)
@2g

@�2n

d�ou
@2g

@�2n
=
2

C0
�n +O(j(x0; �n)j

2
) (4.1.2)

et
@3g

@�3n
=
2

C0
+O(j(x0; �n)j) (4.1.3)

� devient singuliere sur l�hypersurface H � � et le point critique �cn véri�e

@2g

@�2n
(x0; �cn(x

0)) = 0

d�ou
@2g

@�2n
=
2

C0
�n +O(jx0; �nj

2
) = 0

donc par le théorème des fonctions implicites �n = �cn(x
0) = O(

��x0��2)
Dans un voisinage de

�

 ([�"0; 0[) on peut representer � par la formule

� (x) = V:C�n(xn�n + g (x0; �n))
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par le développement de Taylor de g en �cn (x
0) on trouve que

g (x0; �n) = g (x0; �cn (x
0)) + (�n � �cn (x

0))
@g

@�n
(x0; �cn (x

0)) +

1

2!
(�n � �cn (x

0)) 2
@2g

@�2n
(x0; �cn(x

0)) +

1

3!
(�n � �cn (x

0)) 3
@3g

@�3n
(x0; �cn (x

0))

puisque @2g
@�2n
(x0; �cn (x

0)) = 0 donc

g (x0; �n) = g (x0; �cn (x
0)) + (�n � �cn (x

0))
@g

@�n
(x0; �cn (x

0)) +
1

3!
(�n � �cn (x

0)) 3
@3g

@�3n
(x0; �cn (x

0))

= a(x0) + b (x0) (�n � �cn (x
0)) +

1

3!

@3g

@�3n
(x0; �cn (x

0)) (�n � �cn (x
0)) 3

tel que

a (x0) = g (x0; �cn (x
0)) et b (x0) = @g

@�n
(x0; �cn (x

0))

on substitue 4.1.3 alors

g (x0; �n) = a(x0) + b (x0) (�n � �cn (x
0)) +

1

3

�
1

C0
+O(jx0; �nj)

�
(�n � �cn (x

0)) 3

= a(x0) + b (x0) (�n � �cn (x
0)) +

1

3
V0 (x0; �n) (�n � �cn (x

0)) 3 (4.1.4)

avec V0 =
1

C0
+O(jx0; �nj) =

1

C0
+O(jx0j+ j�nj)

Dérivons (4.1.4) par rapport a �n on obtient

@g

@�n
(x0; �n) = b(x0) + V0 (x0; �n) (�n � �cn (x

0)) 2 +
1

3

@V0
@�n

(x0; �n) (�n � �cn (x
0)) 3

@g

@�n
(x0; �n) = b(x0) + (�n � �cn (x

0)) 2
�
V0 (x0; �n) +

1

3

@V0
@�n

(x0; �n) (�n � �cn (x
0)) 2
�

@g

@�n
(x0; �n) = b(x0) + V1 (x0; �n) (�n � �cn (x

0)) 2

tel que V1 = V0 +O (j�n � �cn (x
0)j)

�
Pour terminer la preuve de théorème utilisons les résultats des lemmes (4.1.1) et (4.1.2).
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Au voisinage de la caustique sachant il n�ya pas de régularité (car la phase � s�annule prés

de (x1; 0)) et la caustique C est déterminer par

C = fx = xn + b (x0) = 0g

alors il existe une constante positive c véri�ant

� (x)jC � c (V (x)� E0) (4.1.5)

utilisant le fait que

V jC � 0 et r (V jC) = O
�q

V jC
�

et le fait que l�on ait les hypothèses (H3) et (H4) montre que � (x)jC > 0 et quadratique

le long de � avec �j� = 0 :

Soit ~
 un petit voisinage de 
 ([�1; 0]) et soit

~
+ =
n
x 2 ~
 : xn + b(x0) > 0

o

~
� = ~
 n
�
~
+ [ C

�
Alors la fonction de phase �(x) = d(x0; x)� S est C1 sur ~
� , le symbole a(x; h) peut

être prolongeable à ~
� en résolvant successivement pour aj dans (3.1.4) Les équations de

transport le long de courbe intégrale de Hq:

C:Q:F:D

4.2 Prolongement le long de l�ensemble caustique

Pour prolonger la solution B:K:W ! le long de l�ensemble caustique , l�idée est de représenter

h
n
4 e

S
n! dans la forme intégrale suivante qui nous notons

I [c] (x; h) = h�1=2
Z

(x)

e�(xn�n+g(x
0;�n))=hc (x0; �n; h) d�n:

Nous énoncons le théoréme suivant
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Théorème 4.2.1 Sous les hypothèses précedentes la solution BKW sous sa forme intégrale

s�écrit pour x 2 ~
� (xn + b(x0) < 0) proche de x1

h
n
4 e

S
n! = I [c] (x; h)

= h�1=2
Z

(x)

e�(xn�n+g(x
0;�n))=hc (x0; �n; h) d�n (4.2.1)

où 
 est un chemin à déterminer et le symbole c véri�e

c(x0; �n; h) =
1X
j=0

 �1(aj) avec c0(x
0; �+n (x)) =

r
r(x)

�
a0(x)

telle que  soit une fonction bijective

(
 :

�
U ! U
bj ! cj

où
�
U un petit voisinage de x dans ~
�, U =

n�
x0; �+n (x)

�
;x 2

�
U
o
et �+n (x) est le point

critique de la phase �(x) = xn�n + g(x0; �n) .

Preuve de théorème.

Recherche du point critique de la phase �(x) = xn�n + g(x0; �n)

Pour x 2 ~
� (xn + b(x) < 0) proche de x1 la phase �(x) = xn�n + g(x0; �n) admet deux

points critiques réels.

En e¤et

Soit x 2 ~
� proche de x1,
�
U un petit voisinage de x, les points critiques de la phase

�(x) = xn�n + g(x0; �n) sont les zéros de la dérivé de la phase.

xn +
@g

@�n
(x0; �n) = 0

d�ou

xn + b(x0) + V1 (x0; �n) (�n � �cn (x
0)) 2 = 0

donc

(�n � �cn (x
0)) 2 =

�(xn + b(x0))

V1 (x0; �n)
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alors

(��n (x)) � �cn(x)�

s
�(xn + b(x0))

V1 (x0; �n)

Dé�nition de contour 



(x) est un petit intervalle réel qui contient �+n (x) , dans le quel �
+
n (x) est le seul point non

degénéré minimal de xn�n + g(x0; �n) . la valeur minimal est

�(x) = xn�
+
n + g(x0; �+n (x))

Développement asymptotique par la méthode du col

Appliquant la méthode du col on obtient un développement asymptotique

quand h! 0 de I [c] :

I [c] (x; h) � e��(x)=h
1X
j=0

bj(x)h
j pour des fonctions bj(x) 2 C1 dé�nie sur

�
U (4.2.2)

en particulier

b0(x) =

r
�

r(x)
c0(x

0; �+n (x)) (4.2.3)

ou

r(x) =
1

2
:
@2g

@�2n
(x0; �+n (x)) (4.2.4)

en outre la fonction  de (bj(x)) 2
�
U à cj(x0; �n(x)) 2 U =

n�
x0; �+n (x)

�
;x 2

�
U
o
est bijective

on dé�nie

c(x0; �n; h) =
1X
j=0

 �1(aj)

En particulier

c0(x
0; �+n (x)) =

r
r(x)

�
a0(x)

Pour connaitre le développement de b dans
�
U , il su¢ t de connaitre celui de c dans U =n�

x0; �+n (x)
�
;x 2

�
U
o
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sur
�

� on a deux points critique réelles �

�
n (x) ; �

+
n (x) comme � doit être croissante sur 


quand xn augmente on voit qu�il est facile de choisir le signe +

On a donc

I [c] (x; h) � e��(x
0;�+n (x))=h

1X
j=0

bj(x
0; �+n (x))h

j tel que c =
X
j=1

bj(x)h
j (4.2.5)

ou

�(x) = xn�
+
n + g(x0; �+n (x))

Par ailleurs on rappelle que la fonction propre qui approxime la fonction propre uD (x; h) de

PD prés de x0 et l�état résonant U sont approxime par

!(x; h) � h
�1
4 a (x; h) e�d(x0;x)=h

nous pouvons déterminer c de telle manière que

e��(x)=h
1X
j=0

bj(x
0; �+n (x))h

j = h
n
4 eS=h!

= h�
n
4 h

n
4 e�d(x0;x)=h+S=ha(x; h)

= e�(d(x0;x)�S)=ha(x; h)

La phase �(x) = d(x0; x)� S est une fonction C1 dé�nie sur
�

� le symbole a(x; h) se

prolonge à
�

�par les équations de transport du 1er ordre le long dans courbe intégrale de

Hq, il nous reste donc
1X
j=0

bj(x
0; �+n (x))h

j = a(x; h)

On peut prendre

c(x0; �n; h) =

1X
j=0

 (aj)h
j

ou

c0(x
0; �+(x)) =

r
r(x)

�
a0 (x) x 2

�
U

on vient de déterminer c t.q

I [c] (x; h) � h
n
4 eS=h!

a(x) est donc dé�nie dans
�
U
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4.2.1 Prolongement de c(x0,�n,h) a un voisinage de (x0,�n)=(0,0)

Remarque 4.2.1 sur
�

�,a(x; h) est prolongeable en résolvant les équations de transport

imposés sur les di¤érents termes dans le développement asymptotique de a par l�équation

formelle

ed(x0;x)=h(P̂ � � (h))(ed(x0;x)=ha) � 0 (4.2.6)

ou

P̂ = �h2�x0 � �2n + V (x0; h
@

@�n
) (4.2.7)

Prés de c ; f et a développent des singularités dans un voisinage 
(�") pour " > 0 assez

petit on représente alors ae�f=h comme I [c] (x; h)

a priori c sera dé�ni seulement dans un petit voisinage de (x0(�") ; �n(�")), U dans notre cas

ou ~
(t) = (~x(t); ~�(t)) est la bicaractéristique de q(x; �) = �2 � V qui se projette sur 


On analyse l�action de P = �h2�+ V sur I [c] (x; h) commençons par �h2�I [c] (x; h)

I [c] (x; h) = h�1=2
Z

(x)

e�(xn�n+g(x
0;�n))=hc (x0; �n; h) d�n:

= h�1=2
Z

(x)

e�xn�n=h(e�g=hc)d�n: (4.2.8)

On dérive par rapport à x0 et appliquant le théorème de dérivation sous le signe intégrale

@

@x0
(I [c] (x; h)) = h�1=2

Z

(x)

e�(xn�n)=h
@

@x0
(e�g=hc)d�n:

@2

@x02
(I [c] (x; h)) = h�1=2

Z

(x)

e�(xn�n)=h
@2

@x02
(e�g=hc)d�n: (4.2.9)

maintenant par rapport a xn

@

@xn
(I [c] (x; h)) = h�1=2

Z

(x)

[
��n
h
e�(xn�n)=h(e�g=hc) + e�(xn�n)=h

@

@xn
(e�g=hc)]d�n:

= h�1=2
Z

(x)

��n
h
e�(xn�n)=h(e�g=hc)d�n: car

@

@xn
(e�g=hc) = 0

@2

@x2n
(I [c] (x; h)) = h�1=2

Z

(x)

�2n
h2
e�(xn�n)=h(e�g=hc)d�n: (4.2.10)
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D�ou

� h2�(I [c] (x; h)) = h�1=2
Z

(x)

[�h2e�(xn�n)=h @
2

@x02
(e�g=hc)� �2ne

�(xn�n)=h(e�g=hc)]d�n:

= h�1=2
Z

(x)

e�(xn�n)=h [�h2�x0 � �2n](e
�g=hc)d�n: (4.2.11)

Donc l�action de �h2� sur I [c] réduit a l�action de [�h2�x0 � �2n] sur (e
�g=hc)

Il reste a transformer la multiplication par V (x) ie V (x)(I [c] (x; h))

V (x)(I [c] (x; h)) = V (x)h�1=2
Z

(x)

e�(xn�n+g(x
0;�n))=hc (x0; h) d�n:

= h�1=2
Z

(x)

e�(xn�n)=hV (x)(e�g=hc)d�n:

= h�1=2
Z

(x)

e�(xn�n)=hV (x0; xn)(e
�g(x0;�n)=hc)d�n:

On pose x = (x0; xn) et ~x = x+ y ou y = (0; 0; :::; h)

x+ y = (x0; xn + h)

V (~x) = V (x+ y) = V (x) + hrV (x) +O(h2)

V (x0; xn + h:
@

@�n
) = V (x) + h

@

@�n
[V + h

@

@�n
+ :::]

posons F (x0; h @
@�n
) = [V + h @

@�n
+ :::]

donc dans un voisinage de (0:0)

V (x0; xn + h:
@

@�n
) = V (x) + h

@

@�n
oF (x0; h

@

@�n
)

calculons

V (x)(I(c)) = V (x)((e�g=hc)

V (x0; xn + h
@

@�n
)(e�g=hc) = V (x)(e�g=hc) + h(

@

@�n
oF (x0; h

@

@�n
))(e�g=hc)

V (x0; h
@

@�n
)(e�g=hc) = e�g=h

X
l�0

hl

l!
@lxnV (x

0;�@xng)@l�(c(x0; �)e�K(x
0;�n;�))

��
�=�n : (4.2.12)

ou

K(x0; �n; �) = g(x0; �)� g(x0; �n)� (� � �n)@�ng(x
0; �n)
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4.2.2 Point critiques et l�extension de �

Lemme 4.2.1 Soit ~g(x0; �n; �n) une extension presque analytique de g(x0; �n) par rapport a

�n; Soit N � 1 ; K = h ln(1=h) ; ~V0une (NK)
1
3 approximation holomorphique de V0 par

rapport a �n:

alors

~g(x0; �n; �n) = a(x0) + b (x0) (�n � �cn (x
0)) +

1

3
~V0 (x0; �n; �n) (�n � �cn (x

0)) 3 (4.2.13)

et
@~g

@�n
(x0; �n; �n) = b (x0) + ~V1 (x0; �n; �n) (�n � �cn (x

0)) 2 (4.2.14)

preuve.

Soit ~g(x0; �n; �n) une extension presque analytique de g(x
0; �n) par rapport a �n, on peut

laisser x0 comme un paramètre et d�après théoreme d�extension presque analytique on a

~g(x0; �n; 0) = g(x0; �n)

~g(x0; �n; �n) =
X
�2Nn

(i�n)
�

�!

�
@

@�n

��
g (x0; �n)

�
1� �

�
"�
j�nj

��
comme

g(x0; �n) = a(x0) + b (x0) (�n � �cn (x
0)) +

1

3
V0 (x0; �n) (�n � �cn (x

0)) 3

alors

~g(x0; �n; �n) =
X
�2Nn

(i�n)
�

�!

�
@

@�n

��
a(x0)

�
1� �

�
"�
j�nj

��
+

X
�2Nn

(i�n)
�

�!

�
@

@�n

��
b (x0) (�n � �cn (x

0))

�
1� �

�
"�
j�nj

��
+

X
�2Nn

(i�n)
�

�!

�
@

@�n

��
1

3
V0 (x0; �n) (�n � �cn (x

0)) 3
�
1� �

�
"�
j�nj

��
D�après des choix convenable de �n et

"�
j�nj
on obtient

~g(x0; �n; �n) = a(x0) + b (x0) (�n � �cn (x
0)) +

1

3
~V0 (x0; �n; �n) (�n � �cn (x

0)) 3 (4.2.15)
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et
@~g

@�n
(x0; �n; �n) = b (x0) + ~V1 (x0; �n; �n) (�n � �cn (x

0)) 2 (4.2.16)

ou

~V1 (x0; �n; �n) = ~V0 (x0; �n; �n) +
1

3

@

@�n
~V0 (x0; �n; �n) (�n � �cn (x

0))

et ~V0 (x0; �n; �n) ; ~V1 (x0; �n; �n) sont des éxtensions presque analytiques de V0 (x0; �n) et V1 (x0; �n)

respectivement

d�ou

xn +
@~g

@�n
(x0; �n; �n) = xn + b (x0) + ~V1 (x0; �n; �n) (�n � �cn (x

0)) 2

�

Théorème 4.2.2 :Soit x 2 ~
+ \
�
xn + b(x0) � c1(NK)

2=3
	
l�équation

xn +
@~g

@�n
(x0; �n) = 0 (4.2.17)

a deux racines complexes ��in (x); �
+i
n (x) véri�e

��in (x) � �cn(x)�
s
�(xn + b(x0))
~V1 (x0; �cn(x0))

quand jxn + b(x0)j ! 0 (4.2.18)

~V1est (NK)1=3approximation holomorphique de V1 par rapport à �n
et la phase s�écrire sous la forme

xn�n + ~g(x
0; �n) = a(x0)� b (x0) �cn (x

0)� z2�cn (x
0)� ~V (x0; z) z3 (4.2.19)

posons

~�(x) = xn�
�i
n (x) + ~g(x

0; ��in (x)) (4.2.20)

on a

Imrx
~�(x) = � 1q

~V1 (x0; �cn(x0))
(xn + b(x0))1=2r(xn + b(x0)) +O(xn + b(x0)) (4.2.21)
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et il existe "(h) = O(h1) réel veri�e

Re ~�(x) � "(h) (4.2.22)

Pour tous x 2 ~
+ \
�
xn + b(x0) � c1(NK)

2=3
	

Preuve.

Soient ~g ; ~V0 ; ~V1 des extensions presque analytiques de g ;V0 ;V1 respectivement

on a

~g(x0; �n) = a(x0) + b (x0) (�n � �cn (x
0)) +

1

3
~V0 (x0; �n) (�n � �cn (x

0)) 3

donc

xn�n + ~g(x
0; �n) = xn�n + a(x0) + b (x0) (�n � �cn (x

0)) +
1

3
~V0 (x0; �n) (�n � �cn (x

0)) 3

= a(x0) + xn�n + b (x0) �n � b (x0) �cn (x
0) +

1

3
~V0 (x0; �n) (�n � �cn (x

0)) 3

= a(x0) + (xn + b(x0))�n � b (x0) �cn (x
0)� xn�

c
n (x

0) + xn�
c
n (x

0) +

1

3
~V0 (x0; �n) (�n � �cn (x

0)) 3

= a(x0) + (xn + b(x0))�n � (xn + b(x0))�cn (x
0) + xn�

c
n (x

0) +
1

3
~V0 (x0; �n) (�n � �cn (x

0)) 3

= a(x0) + xn�
c
n (x

0) + (xn + b(x0)(�n � �cn (x
0)) +

1

3
~V0 (x0; �n) (�n � �cn (x

0)) 3 (4.2.23)

Si �n est un point critique de xn�n + ~g (x
0; �n) alors

xn +
@~g

@�n
(x0; �n) = 0

d�ou d�aprés (4.2.16)

xn + b (x0) + ~V1 (x0; �n; �n) (�n � �cn (x
0)) 2 = 0 (4.2.24)

ou

~V1 (x0; �n; �n) = ~V0 (x0; �n; �n) +
1

3

@

@�n
~V0 (x0; �n; �n) (�n � �cn (x

0)) =
1

C0
+O (jx0j)
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Posons xn + b(x0) = �z2

il devient alors

�z2 + ~V1 (x0; �n) (�n � �cn (x
0)) 2 = 0

on a en principe pour xn + b(x
0) < 0 deux racines réels et puisque ~� doit être croissante sur


 quand xn augmente, on doit qu�il faut choisir le signe +

z2 = ~V1 (x0; �n) (�n � �cn (x
0)) 2

z =

q
~V1 (x0; �n) (�n � �cn (x

0)) (4.2.25)

~V1 est holomorphique par rapport a �n dans
�
jIm �nj � (NK)1=3

	
pour z ; x0 assez petit cette équation est résoluble par rapport a �n et la solution est donnée

par la formule d�inversion de Lagrange

�n = �cn (x
0) + Y (x0; z)

avec

Y (x0; z) =
1X
k=1

dk�1

d�k�1n

�
~V1 (x

0; �n)
��k=2 ���

�n=�
c
n(x

0) z
k

k!

(4.2.26)

est holomorphique par rapport a z dans
�
jIm zj � pc1(NK)1=3

	
Soit x 2 ~
�, en prend z tel que jIm zj �

p
c1(NK)

1=3

xn + b(x0) = �z2

d�ou

z = �
p
�xn � b(x0)

on a alors

��n = �cn (x
0) + Y

�
x0;�

p
�xn � b(x0)

�
(4.2.27)

et pour x 2 ~
+ \
�
xn + b(x0) � c1(NK)

2=3
	

on obtient

��in = �cn (x
0) + Y

�
x0;�i

p
xn + b(x0)

�
(4.2.28)

On peut représenter xn�n + ~g(x
0; �n) au fonction de x

0et z
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nous avons

xn�n + ~g(x
0; �n) = a(x0) + xn�

c
n (x

0) + (xn + b(x0))(�n � �cn (x
0)) +

1

3
~V0 (x0; �n) (�n � �cn (x

0)) 3

= a(x0) + xn�
c
n (x

0) + b (x0) �cn (x
0)� b (x0) �cn (x

0) +

(xn + b(x0))(�n � �cn (x
0)) +

1

3
~V0 (x0; �n) (�n � �cn (x

0)) 3

= a(x0)� b (x0) �cn (x
0) + (xn + b(x0))�cn (x

0) + (xn + b(x0))(�n � �cn (x
0)) +

1

3
~V0 (x0; �n) (�n � �cn (x

0)) 3

= a(x0)� b (x0) �cn (x
0)� z2�cn (x

0)� z2:(
zq

~V1 (x0; �n)
) +

1

3
~V0 (x0; z) (

zq
~V1 (x0; �n)

)3

= a(x0)� b (x0) �cn (x
0)� z2�cn (x

0)� z3

"
1p
~V1
� 1
3
:

~V0
~V1
p
~V1

#

Comme ~V0= ~V1 +O (jzj) alors

1p
~V1
� 1
3
:

~V0
~V1
p
~V1
=

2

3
p
~V1
+O (z)

Donc on a

xn�n + ~g(x
0; �n) = a(x0)� b (x0) �cn (x

0)� z2�cn (x
0)� ~V (x0; z) z3 (4.2.29)

ou

~V(x0; z) = 2

3
q
~V1 (x0; �cn(x))

+O(z) quand z ! 0 (4.2.30)

Holomorphique en z pour
�
jIm zj � pc1(NK)1=3

	
et C1 en x0

posons

�(x; z) = xn�n + ~g(x
0; �n; �n)

~g est une extension de g et g� est une autre extension ��holomorphique de g

g� (x
0; �n + i�n) = ~g(x

0; �n + i�n) +O (�1)

comme � = (NK)2=3 = (N ln 1
h
)2=3 alors �1 = h1

pour x 2 ~
� et �n ! 0 on a

~g(x0; �n + i�n)! g(x0; �n) et g� (x
0; �n + i�n)! g(x0; �n) +O(h1)
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donc

~�(x) = �(x0;
p
�xn � b(x0))

= xn�n + g(x0; �n) +O(h1)

= �(x) +O(h1) (4.2.31)

Pour x 2 ~
+ \
�
xn + b(x0) � c1(NK)

2=3
	
on a 0 � xn + b(x0) � c1(NK)

2=3

et

~�(x) = �(x0;�i
p
xn + b(x0)) (4.2.32)

on particulier quand a ; b ;et �nréels on a

Im ~�(x) = Im(xn�n + ~g(x
0; �n))

= Im
�
a(x0)� b (x0) �cn (x

0)� z2�cn (x
0)� ~V (x0; z) z3

�
puisque a ; b ; �cn et z

2 sont réels et z3 = �i (xn + b(x0))3=2 on trouve

Im ~�(x) = �(xn + b(x0))3=2Re ~V
�
x0;�i

p
xn + b(x0)

�
� est solution de l�équation eiconale

q(x;
@�

@x
) + E0 =

�
@�

@x

�2
� V (x) + E0 = 0

on a

�(x) = �(x0;�
p
�xn � b(x0))

ce qui implique que � véri�e�
@�

@x0
+
@�

@z
� @z

@x0

�2
+

�
@�

@xn

�2
� V (x) + E0 = O(h1)

Puisque V (x) = V (x0; xn) = V (x0;�z2 � b(x0))

et @z
@x0 =

1
2
: @b
@x0 : (xn + b(x0))�1=2 = �1

2z
: @b
@x0

alors �
@�

@x0
� @b

@x0
1

2z

@�

@z

�2
+

�
1

2z

@�

@z

�2
+ V (x0;�z2 � b(x0)) + E0 = O(h1)

pour z su¢ samment proche de 0
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en rajoutant le fait que @�
@z
= O(jzj) le terme gauche est holomorphique par rapport a z

dans
�
jIm zj � pc1(NK)1=3

	
Nous retournons a la variable x ,on pose ~�(x) = �(x;�i

p
xn + b(x0)) on trouve facilement 

@~�

@x

!2
� V (x) + E0 = O(h1)

Uniformément pour x 2 ~
+ \
�
xn + b(x0) � c1(NK)

2=3
	
et h > 0 assez petit 

@ Re ~�

@x
+ i

@ Im ~�

@x

!2
� V (x) + E0 = O(h1) 

@ Re ~�

@x

!2
�
 
@ Im ~�

@x

!2
+ 2i

@ Re ~�

@x
:
@ Im ~�

@x
� V (x) + E0 = O(h1)

La partie imaginaire implique

@ Re ~�

@x
:
@ Im ~�

@x
= O(h1)

d�ou

r Im ~�:rRe ~� = O(h1) (4.2.33)

on fait un changement de variable
�

y0 = x0

yn = xn + b

il est claire que c�est x 2 C alors yn = 0 ,et on a sur C : r (xn + b) :r = @
@yn

en e¤et

r (xn + b) :r =
@

@x
(xn + b) :

@

@x

=
@

@x0
(xn + b) :

@

@x0
+

@

@xn
(xn + b) :

@

@xn

=
@

@x0
(yn) :

@

@y0
+ 1:

@

@xn

=
@

@xn
car

@

@x0
(yn) = 0

=
@

@yn
� @yn
@xn

=
@

@yn
� 1 = @

@yn

d�après (4.2.21)

Imrx
~�(x) = � 1q

~V1 (x0; �cn(x0))
(xn + b(x0))1=2r(xn + b(x0)) +O(xn + b(x0))
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alors

@

@x
(Im ~�(x)):

@

@x
= � 1q

~V1 (x0; �cn(x0))
(xn + b(x0))1=2

@

@x
(xn + b(x0)):

@

@x
+O(xn + b(x0)):

@

@x

après changement de variable on a

@

@x
(Im ~�(x)):

@

@x
= � 1q

~V1 (x0; �cn(x0))
:yn

1=2 @

@yn
+

nX
j=1

O (yn)
@

@yj
(4.2.34)

Le champ de vecteur peut-être desingularisé en yn = 0

en posant (z0; zn) =
�
y0; y

1=2
n

�
@

@yn
=
@zn
@yn

:
@

@zn
=

@

@zn
:(
1

2:
y
�1
2
n )

on substitue dans( 4.2.34 ) on obtient

@

@x
(Im ~�(x)):

@

@x
= (� 1q

~V1 (x0; �cn(x0))
+O(zn)):yn

1=2:
@

@zn
:(
1

2:
y
�1
2
n ) +

n�1X
j=1

O
�
z2n
� @

@zj

= (� 1

2
q
~V1 (x0; �cn(x0))

+O(zn)):
@

@zn
:+

n�1X
j=1

O
�
z2n
� @

@zj

r Im ~�(x):r = (� 1

2
q
~V1 (x0; �cn(x0))

+O(zn)):
@

@zn
:+

n�1X
j=1

O
�
z2n
� @

@zj
(4.2.35)

�



Chapitre 5

Conclusion et perspectives

Dans ce travail, on a d�abord donner la description de l�extension de la solution BKW qui est

à la base de ce travail, s�aidant de l�article ([14]), cette solution a été adaptée à la théorie des

résonances une fois qu�on a remplacé l�opérateur P par l�opérateur de Dirichlet PD, on s�est

interessé au domaine d�existence des resonances et leurs localisation en passant par la distance

Agmon.

Nos perspectives sont :

1. Donner une extension de la solution BKW a l�exterieure dans le cas des potentiels non

globalement analytiques ([12]).

2. Montrer que les résultats obtenus reste vrais même si l�hypothèse concernant l�ab-

sence de caustique n�est pas véri�ée : en utilisant une transformation de Fourier-Bros-

Iagolnitzer, en s�aidant des résultats obtenues dans(voir[5])

3. Généraliser les résultats aux potentiels à longue portée.

4. Re�echir à ce qui se passe pour des potentiels moins regulier, comme par exemple des

opérateurs de Calderon Zygmund.
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