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Introduction

La théorie de Nevanlinna est un outil incontournable dans la théorie des fonctions, en
particulier dans I’étude des propriétés des solutions des équations différentielles complexes
notamment la croissance et 'oscillation des solutions. En effet depuis 1925, ’année ou R.
Navanlinna a publie les résultats de ses travaux sur la théorie de la distribution des valeurs
des fonctions méromorphes, les chercheurs ne cessent de publier dans la méme thématique
et plusieurs problémes ont été étudies et résolus. Des liens étroits avec d’autres domaines
sont mis en évidence en particulier avec la théorie analytique des équations différentielles.
Pour une introduction a la théorie des équations différentielles dans le plan complexe avec
la théorie de Nevanlinna voir [45].

La recherche active dans ce domaine a été lancée par H. Wittich et ses étudiants dans
les années 1950 et 1960. Un des résultats importants dt a Wittich concernant la croissance
des solutions des équations différentielles linéaires

O+ A fE D+ L+ Af + Aof =0

est le suivant : Les coefficients Ay, ..., A;_1 sont des polynomes si et seulement si toutes les
solutions de I’équation précédente sont des fonctions entiéres d’ordre fini de la croissance. M.
Frei a étendu le résultat ci-dessus, en supposant que A;, le dernier coefficient qui est trans-
cendant tandis que tous les coefficients A; 1, ..., Ay sont des polynomes, et il a démontré
que ’équation posséde au plus j solutions linéairement indépendantes d’ordre fini.

Cette these se compose d’une introduction et de six chapitres.

Dans le premier chapitre on va citer quelques notations, définitions et résultats dont on
aura besoin dans les autres chapitres, on peut considérer ce chapitre comme une introduction
a la théorie de Nevanlinna, on va aussi citer quelques théorémes et définitions concernant la
distribution des valeurs des fonctions analytiques dans le disque unité.

Le deuxiéme chapitre est consacré a 1’étude de la croissance, de 'oscillation et des points
fixes des solutions des équations différentielles linéaires. I. Laine et B. Bank (voir [47]) sont
considérés parmi les premiers mathématiciens qui se sont intéressés aux solutions des équa-
tions différentielles linéaires du second ordre & coefficients fonctions entiéres. En 1982, ils ont



étudié la distribution des zéros des solutions de I’équation différentielle linéaire
[T+ A(z) f=0

ol A(z) est un polynome ou une fonction entiére transcendante.

Dans I’étude de I’équation différentielle d’ordre deux
f e ”f +B(2)f=0, (1.1)

ol B (z) est une fonction entiere. Il est fort connu que toute solution f de I’équation (1.1)
est une fonction entiere, est que si fi, fo sont deux solutions linéairement indépendantes de
(1.1), alors, au moins 'une des deux est d’ordre infini [37]. Donc, la majorité des solutions
de (1.1) ont un ordre infini, mais ’équation (1.1) ou B(z) = —(1 + e¢~*) admet la solution
f(z) = e* et qui est d’ordre fini. Dans ce chapitre nous allons nous intéresser a I’étude des
propriétés des solutions des équations différentielles d’ordre supérieure a coefficients fonctions
entiéres de types

FO 4 A fED L A f 4 AP O f 4 AgeRB f = F

ou P et () sont des polyndémes, on va aussi généraliser plusieurs résultats prouvés par Z. X.
Chen, L. Laine, J. Wang, T.B. Cao Langley et Gundersen.

Dans le troisiemme chapitre, on s’intéresse a I’étude de la croissance et 1’oscillation des
solutions des équations différentielles linéaires non homogeénes d’ordre supérieur a coefficients
fonctions méromorphes. Pour cela, on va introduire des conditions sur I'ordre des coefficients.

Pour k£ > 2 on considére ’équation

SO+ A f* Y+ L+ A f = F,

ouAd; (j=0,1,.., k—1), F # 0 sont des fonctions méromorphes d’ordre fini ayant un
nombre fini de poles, et il existe s € {0, 1, ...,k — 1} tel que
max {p(4;),(=0,1,...,s —1,s+1,...k—1)} < p(As) . On obtient quelques estimations
sur l'ordre et I'exposant de convergence des zéros de ’équation ci-dessus.

Z.X. Chen est le premier qui a étudié en 2000 (voir [26]) les points fixes des solutions
de I’équation

"+ A(2) f=0,

ou A (z) une fonction entiére transcendante ou un polynome.

En 2004, J. Wang et W. R. Lii(voir [58]) ont étudié la croissance et les points fixes des
solutions et ses dérivées de ’équation différentielle linéaire d’ordre deux

JAR) =0,

ot A (z) une fonction méromorphe transcendante. Les résultats obtenus dans [58], ont été
généralisés en 2006 par M. S.Liu et X. M.Zhang (voir [50]) pour ’équation d’ordre supérieur

fP AR =0, (k>2)



o A (z) une fonction méromorphe transcendante.

Le but du quatriéme chapitre est d’améliorer les résultats de M. S. Liu et X. M. Zhang,
(voir [50]), J. Wang et W. R. Lii (voir [58]). Nous étudions la relation entre les solutions,
les dérivées et le polyndme différentiel d’une classe d’équations différentielles linéaires d’ordre
deux et d’ordre supérieur et les fonctions méromorphes d’ordre fini.

En 2005, une autre étude sur la croissance et les points fixes a été faite par Z.X.Chen et
K.H.Shon (voir [28]) pour I'équation différentielle linéaire d’ordre deux

A A f 4+ Age f =0,
ou A, Ay sont des fonctions méromorphes et a, b sont deux nombres complexes.

Dans le cinquiéme chapitre, on généralise les résultats obtenus par Z.X.Chen et K.H.Shon.}
On étudie la croissance, I'oscillation et les points fixes des polyndémes différentiels engendrés
par les solutions de I’équation différentielle, ceci généralise tous les résultats cités dans les
chapitres précédents.

Dans le sixieme chapitre, une réponse est apportée a la question naturelle suivante :
Que pouvons nous dire sur les solutions des équations différentielles si les coefficients sont
des fonctions analytiques dans le disque unité? Le premier qui a étudie ce probléeme fut
J. Heittokangas en 2000 dans sa thése de Doctorat, le but de ce chapitre est de continuer
cette étude est de confirmer s’il existe des résultats analogues & ce qu’on a montré dans le
quatriéme chapitre pour le disque unité.



Chapitre 1

La théorie de R. Nevanlinna

On commence par donner quelques définitions, notations et résultats dont on aura besoin
par la suite. Pour plus de détails voir ([39], [45]).

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Théoréme 1.1 (Formule de Jensen) Soit f une fonction méromorphe telle que f % 0,00 et
ai, g, ..., a, (respectivement by, ba, ..., by, ) ses zéros (respectivement ses poles), chacun étant
compté avec son ordre de multiplicité. Alors

1 2m )
1n|f(0)|:%/0 ln‘f(rew)‘dgo—i-zmﬁ—z}n%.
j

[bj|<r laj|<r | J|
Définition 1.1 Pour tout réel x > 0, on définit

Inz, v >1

In" 7 = max (Inz,0) = {O, 0co<l

1l est clair que

1
Inz=InTz—-In"=, 2>0
x

Définition 1.2 (Fonction caractéristique de R.Nevanlinna) ([39],[53]) Soit f une
fonction méromorphe. Pour tout nombre complexe a, on désigne par n (t,a, f) le nombre de
racines de l'équation f (z) = a situées dans le disque |z| < t. Chaque racine étant comptée
avec son ordre de multiplicité et par n (t,00, f) le nombre de poles de la fonction f dans le
disque |z| < t. On définit

N(r,a,f):/OTn(t’a’f);n(o’a’f)dt—i—n(o,a,f)logr, a # oo

R e

N (r, f) est appelée la fonction de comptage de la fonction [ dans le disque |z| < r. On définit

1 T 1
= — loct ——q#
%/0 B Flren) —a ™ 17

7

dt +n (0,00, f)logr,

m(?",a’f)



et
m (r,00, f) =m(r, f) = %/0 log™ | f (re”) ] df.

m (r, f) est appelée fonction de proximité de la fonction f au point a.

Définition 1.3 On définit ([39]) la fonction caractéristique de R. Nevanlinna de la fonction

[ par
T(r,f)=m(r f)+N(r, ).

Exemple 1.1 Pour la fonction f (z) = e*, on a

n(t,f)=0et N(r,f)=0.

De plus
L 0 L - 0-+irsin0
m(r,f):%/o log |f(re )‘dQZ%/O log ‘e |d9
1 2 s
— = [ rcoshdd = 22 [sinf]¢ = r
27 —z 27 T
D’ou

T(rf)=—.

Théoréme 1.2 (Premier Théoréme fondamental de R. Nevanlinna dans le plan
complexe) ([39],[45]) Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors pour tout
nombre complexe a # oo, on a

m(r,a, f)+ N (rya, f) =T (r,f) +(r,a)

ot e (r,a) =0 (1) quand r — 0.

1.2 La croissance et la distribution des valeurs d’une
fonction entiére ou méromorphe

1.2.1 L’ordre et le type de croissance d’une fonction

Définition 1.4 ([39],[45],[61],[62]) Soit f une fonction entiére. Alors l'ordre et I’hyper-
ordre de f sont définis respectivement par

— loglog M (r, f)

=1
p(f) T—1>I—‘:I-loo log r
~ —— logloglog M (r, f)
p2 (f) - TEI-E].OO IOgT )

ot M (r, f) = max{|f ()], 2| = r}.



Si f est une fonction méromorphe, alors I'ordre et '’hyper-ordre de f sont définis par

— logT'(r, f)
= ] = e 7
p(f) = lim log 7

oy (f) = Tm loglog T (r, f)

r—00 log r

Exemple 1.2 La fonction f(z) = exp{expz"} est d’ordre p(f) = oo et d’hyper ordre

ps (f) = n. La fonction f(z) = exp s1r\1/\_/5 est d’ordre p(f) = oo et de hyper ordre
2

pa(f) =

Remarque 1.1 Si f est d’ordre fini alors [’hyper ordre de cette fonction est nulle.

Définition 1.5 ([39]) Soit f une fonction méromorphe d’ordre p (0 < p < c0), on définit
le type de [ par

Définition 1.6 ([39]) Soit f une fonction entiére d’ordre p (0 < p < c0), on définit le type

de f par

ou (f) = lim M.

r—-+00 rP

Exemple 1.3 Pour la fonction f (z) = €*, on a

— T(rf) — 1

— — Tm — ==

7 (f) r—+oo 7P r—+oo T ™

et N N
o (f) = T M S) o loerer



10

1.2.2 L’exposant de convergence des zéros

Définition 1.7 ([43],[50],[59]) Soit f une fonction méromorphe. On définit l’exposant et
Uhyper exposant de convergence des zéros de la fonction f respectivement par

__logN (r, %)

A = i
(f) r—1>$loo log r
_ loglog N (r, %)
p— 1‘
A2 (f> r—lgloo logr ’
ol
1 1
1 rn(tg) =n(03) ( 1>
N r,— :/ dt +n = IOgT’,
(7)== :

tel que n (t, %) désigne le nombre de zéros de la fonction f situés dans le disque |z| < r.

Définition 1.8 ([43], [58]) On définit I’exposant et I’hyper exposant de convergence des zéros
distincts de la fonction [ respectivement par

%)= T 1?? )
ol
_ 1) _ = 1
N<T’%) _ /Or n <t, f) t n <O7f>dt+ﬁ<7‘,%> log ,

tel que m (t, %) désigne le nombre de zéros distincts de la fonction f situés dans le disque

|z| <.

Définition 1.9 ([26],[46], [50], [59]) Soit f une fonction méromorphe. On définit l’exposant
et ’hyper exposant de convergence des points fixes de la fonction f respectivement par

= 1 )

r—+00 log r

Y

_ loglogN (r,

r—+00 log r

Y

Définition 1.10 ([26],[46], [50],[59]) Soit f une fonction méromorphe. On définit [’expo-
sant et Uhyper exposant de convergence des points fizes de la fonction f respectivement par

T(f)=A(f—2) = lim logNO’ fiz>

r——+o00 logr
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— o IOgIOgN T’l
To(f) =X (f —2)= lim < f>

r—-+00 log T

I

Exemple 1.4 L’exposant et I’hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonc-
tion f(z) = e + 2 sont égaux respectivement a oo et 1.

Exemple 1.5 L’exposant et I’hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonc-
tion f(z) = e + e* sont égaux respectivement a oo et 1.

Exemple 1.6 L’exposant et ’hyper exposant de convergence des points fixes de la fonction
f = cos(€e*) sont égauzx respectivement & oo et 1.

Exemple 1.7 L’exposant de convergence des zéros de la fonction f(z) = e** — 2e* + 1 est
égal a 2 et l’exposant de convergence des zéros distincts de cette fonction est égal a 1.

1.2.3 La notion d’ordre p- itératif d’une fonction

Si 'ordre d’une fonction entiére ou méromorphe est infini, on définit I’hyper ordre de
cette fonction.

Pour la définition de l'ordre p- itératif d’une fonction méromorphe, on a besoin de définir
les expressions suivantes : pour tout » € R, on pose exp, r :=€" et eXpp4 1 T 1= €Xp (expp 7“) ,
p € N. De la méme fagon on définit log, r := logr et log, 7 := log (logp r) , p € N et ceci
pour r suffisamment grand

Définition 1.11 ([43],[45])Soit f une fonction méromorphe. On définit le p-ordre itératif
de croissance de la fonction f par

o (f) = Tm log, T'(r, f)

> 1, p entier),
r—+oo  logr (v p )

ot T(r, f) est la fonction caractéristique de Nevanlinna et si [ est entiére, alors le p-ordre
wtératif de la fonction f est défini par

—lo M(r,
pp (f) = TETMMTM (p =1, p entier),

ot, M(r, f) = max|f (z)].

|z|=r
Exemple 1.8 Pour la fonction f (z) =exp,(z), ¢ €N ona
400 sip < gq

pp(f)=4 1 sip=gq
0 stp>gq



12

Définition 1.12 ([43],[45]) L’indice de croissance d’ordre p- itératif d’une fonction méro-
morphe f est définit par

0, Si f est rationnelle
i(f) = 1]11€i1\r]1 {p; (f) < +oo}, Sif est transcendante
+00, Si p; (f) = +oo pour tout j € N.

Exemple 1.9 L’indice de croissance du p-ordre itératif de la fonction

f(2) = exp,_, (sin (z))

est égal a p.

Définition 1.13 ([43]) Soit f une fonction méromorphe. On définit le p-exposant itératif de
convergence des zéros de la fonction f par

N (f) = Bim w'

r—-+00 log T

On définit le p-exposant itératif de convergence des zéros distincts de la fonction f par

Xp(f): lim M

r—too  logr

Définition 1.14 [46]On définit le p-exposant itératif de convergence des points fizes d’une
fonction méromorphe f par

log N (7,
T (f) =X (f—2)= m%—m

r—+00 logr
et le p-exposant itératif de convergence des points fizes distincts de f par
_ L logpN (r, %)
Tp(f)=X(f—2)= lim ————~.

r—+00 log T

Exemple 1.10 Pour la fonction f(z) = exps (2) — exp, (2) on a X5 (f) = 1, X5 (f) = 1,
75 (f)=1,75(f) =1

Pour les ensembles, on définit les mesures linéaire, logarithmique, la densité logarithmique
inférieure et la densité logarithmique supérieure par :
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Définition 1.15 ([39]). On définit la mesure linéaire d’un ensemble E C [0,00) par

m(e)= | e (b de

ot X (t) est la fonction indicatrice de l’ensemble E. La mesure logarithmique d’un ensemble

F C[1,00) est
Im (F) = / XFt(t)dt.

La densité logarithmique inférieure de l’ensemble F est
Im(F N[l
log dens (F) = lim infM
— r—+400 log r
La densité logarithmique supérieure de l’ensemble I est

- Im(F Nl
log dens (F) = lim supM
r—+00 log r

Exemple 1.11 La mesure linéaire de l’ensemble E = [2,6] U [7,8] C [0,00) est
o0 6 8
m (E) :/XE (t)dt:/dt—l—/dt:E).
0 2 7
La mesure linéaire de l’ensemble EE = N est nulle, de plus la mesure linéaire de chaque

ensemble dénombrable est nulle

La mesure logarithmique de 'ensemble F = [1,5] C [1,00) est

5

dt dt
lm(F):/XF(t)T: ?:ln5.
1 1

La densité logarithmique inférieure de 'ensemble F' = [5,00) est

Im ([5,00) N [1,7])

logdens (F') = liminf

r—+00 log T

= liminfw, pour r > 5
r—+oo  logr

=1

Définition 1.16 ([39]). Soit f (2) = > a,2™ une fonction entiére. On définit le terme maxi-

n=0
mal de f par p(r) = max {|a,|™;n =0,1,2,...} et on définit l'indice central de la fonction
F par vy (r) = ma {ms 1 () = Jam]}

Exemple 1.12 Pour la fonction f(2) =€*, on a p(r) =[r] et vy (r) =[r].
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1.3 La croissance et la distribution des valeurs d’une
fonction analytique ou méromorphe dans le disque
unité

Dans la suite, on donne les définitions d’ordre et du type d’une fonction analytique et
méromorphe dans le disque unité

Théoréme 1.3 (Premier Théoréme fondamental de R. Nevanlinna dans le disque
unité) ([40]) Soit f une fonction méromorphe non constante sur A = {z : |z| < 1}. Alors
pour tout nombre complexe a # oo, on a

T(nﬁ) —T(rf)+0(1)

quand r — 17 o T (r, f) est la fonction caractéristique de Nevanlinna.

Définition 1.17 ([40])Soit f une fonction analytique dans le disque A = {z : |z| < 1}. Alors
lordre et I’hyper-ordre de f sont définis respectivement par

— log™ log* M (r, f)
Py (f) ril_ log(liT)
— log™ log™ log™ M (r, f)

P2 (f) = Tlig{ log (ﬁ) )

ou M (r, f) = max {|f (2)|,|z| =r}. Si f est une fonction méromorphe sur A, alors l’ordre
et Uhyper-ordre de f sont définis par

I N 10g+T(7“,f)

p(f) = rligl— log (=) ’
= log"log" T (r, f)

P2 (f) = rlil{lf log (=)

Il existe des fonctions analytiques dans A, veérifiant p (f) # pa, (f) - Tsuji ([55]) a démontré
le théoréme suivant

Théoréme 1.4 Soit f une fonction analytique dans A. Alors

p(f) <pu(f)<p(f)+1
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Exemple 1.13 Pour la fonction f (z) = exp {ﬁ} , 0N @

p(f)=1, pp (f) =2

z+1

271}, on a

Par contre, pour la fonction f(z) = exp {

p(f)=pu(f)=0.

Pour I'hyper-ordre des fonctions méromorphes et analytiques T. B. Cao et H. X. Yi ([19],
[20], [21]) ont obtenu le résultat suivant :

Théoréme 1.5 Soit f une fonction analytique dans A. Alors
po (f) = P2, M (f)
Exemple 1.14 Soit la fonction f(z) = expexp {ﬁ} , p>1. Alors

PQ(f):P2,M(f):p

Définition 1.18 ([45]) Soit f une fonction méromorphe dans le disque A d’ordre (p 0 <
p < 00), on définit le type de f par

Définition 1.19 ([45]) Soit f une fonction analytique dans le disque A d’ordre p,; (0 <
py < 00), on définit le type de f par

= log" M (r, f)
om (f) = lm —— 5=
(f) (L)

r—1- i

Exemple 1.15 Soit la fonction f (z) = exp {ﬁ} ,a > 1. Alors
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Définition 1.20 ([20])Soit f une fonction méromorphe sur A. On définit le p-ordre itératif
de croissance de la fonction f par

p, (f) = T 28 /)

3 i (p > 1 est un entier) ,
o1 log =

ou T(r, f) est la fonction caractéristique de Nevanlinna. Si f est analytique sur A, alors le
p-ordre itératif de la fonction [ est définie par
T logp+l M(Tv f)

Parp (f) = lim ————— (p > 1 est un entier),
’ r—1- log S

o M(r, f) = max|f (2)].

Remarque 1.2 Pour la relation entre l’ordre des fonctions méromorphes et les fonctions
analytiques, Tsuji ([55],p 205) montre que si f est une fonction analytique sur A, alors on
a l'inégalité

P1 (f) <PM,1 (f) < P (f)+17
et py, (f) = parp (f) pour p > 2.

Définition 1.21 ([20]) L’indice de croissance du p—ordre itératif d’une fonction méro-
morphe f sur A est définie par

0, Si f est non-admissible,
i(f)= min {j € N: p; (f) < +oo}, Sif est admissible,
+00, Si p; (f) = +oo pour tout j € N.

Pour toute fonction f analytique sur A, on définit aussi

0, Si f est non-admissible,
iv (f) = min {j € N: P, (f) < +oo} , St f est admissible,
+00, Si ppj (f) = +oo pour tout j € N.

Définition 1.22 [16] Soit f une fonction méromorphe sur A, d’ordre p- itératif p, (f) (0 <
pp (f) < +o0). Alors le p-type itératif de croissance de f est définit par

T 1Og - T(T’, f) .
o, (f) = TEI?_W (p > 1 est un entier) .
1-r

Si f est une fonction analytique sur A, d’ordre itératif py;, (f) (0 < pap (f) < —|—oo) , alors
le p-type itératif de la fonction f est définie par
— log, M/(r,
omp (f) = TEIF({gi)—fM(/IJé)) (p > 1 est un entier).

1—r
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Définition 1.23 ([20]) Soit f une fonction méromorphe sur A. On définit le p—exposant
itératif de convergence des zéros de la fonction [ par

M (f) = mw

r—1- log _1£'r ’

ol

N(r l) :/rn<t’%) _n((),%)dt—i-n(r,l)logr,
0

f t f

etn (t, %) désigne le nombre de zéros de la fonction [ situés dans le disque |z| < r.

On définit le p—exposant itératif de convergence des zéros distincts de la fonction f par

5= e )

r—1-  log ﬁ

Exemple 1.16 Le p-exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f(z) =
exp {i} est égal a 0.



Chapitre 2

Croissance des solutions des équations
différentielles d’ordre supérieur a
coefficients fonctions entiéres

2.1 Introduction
Soit I’équation différentielle d’ordre deux
f// + e_Zfl + B (Z) f = 0’ (2.1)

ol B (z) est une fonction entiére. On sait que toute solution f de I’équation (2.1) est une
fonction entiére, est que si fi, fo sont deux solutions linéairement indépendantes de (2.1),
alors, au moins 1'une des deux est d’ordre infini [37]. Donc, la majorité des solutions de (2.1)
ont un ordre infini. Mais I’équation (2.1) ou B(z) = —(1 + ¢~*) admet la solution f (z) = ¢”
qui est d’ordre fini.

Une question naturelle s’impose : Qu’elle est la condition sur B(z) qui nous garantit,
que toute solution f # 0 de (2.1) est d’ordre infini? Frei , Ozawa, Amemiya-Ozawa et
Gundersen, Langley parmi tant d’autres ont étudie ce probléme. Ils ont prouvé que si B(z)
est un polyndéme ou B(z) est une fonction entiére d’ordre p(B) # 1, alors toute solution
f # 0 de (2.1) est d’ordre infini.

En 2002, Z. X. Chen [27] posa la question suivante : Qu’elle est la condition sur B(z) ou
p(B) =1 qui nous garantit que toute solution f # 0 est d’ordre infini?

Il a prouvé les résultats suivants (Théorémes A, B et C), ou il améliora les résultats de
Frei, Amemiya-Ozawa, Ozawa, Langley et Gundersen.

Théoréme A [27] Soient A; (z) (£ 0), (j =0,1) et D;(2), (j =0,1) des fonctions entiéres

avec max{p(A;) (j =0,1),p(D,) (j =0,1) < 1}, et soient a,b deux nombres complezes tels

que ab # 0 et arga # argb ou a = cb (0 < ¢ < 1). Alors toute solution f # 0 de l’équation
f'+ (D1(2) + A1 (2) e) f + (Do (2) + Ao (2) €”) f =0 (2.2)

est d’ordre infini.

18
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Dans le cas o D; =0 (j =0, 1) le Théoréme A, se réduit au théoréme suivant :

Théoréme B [27] Soient A;(z) (#0) (j =0,1) des fonctions entiéres avec p(A;) < 1
(j =0,1), et soient a,b deux nombres complezes tels que ab # 0 et arga # argh ou a = cb
(0 < ¢ < 1). Alors toute solution f # 0 de [’équation

F AL (2) e + A (2) e f =0 (2.3)
est d’ordre infini.
Théoréme C [27] Soient A;(z)(#£0) (j =0,1) des fonctions entiéres avec p(A;) < 1

(j =0,1), et soient a,b deuz nombres complexes tels que ab # 0 et a = cb (¢ > 1). Alors
toute solution f % 0 de 'équation (2.3) est d’ordre infini.

Récemment dans [60], H. Y. Xu and T. B. Cao ont étudié la croissance des solutions
de I’équation non homogéne d’ordre supérieure et ils ont obtenu le résultat suivant :

Théoréme D [60] Soient P (z) = > a;2" et Q(2) = >.b;z" des polynémes ou a;, b; (i
i=0 i=0

0,1,...,n) sont des nombres complezes tels que a,b, (a, — b,) # 0. On suppose que h; (2 <

i < k—1) sont des polynomes d’ordre inférieure ou égal & n—1. Soient A, (2) (#0) (j =0,1)

et H # 0 des fonctions entiéres avec max{p(A;) (j =0,1), p(H)} < n, et soit ¢ une

fonction entiére d’ordre fini. Alors toute solution f de l’équation

FO 4 b f5 D bt hy (2) f A+ AL (2) PO Ay (2) QO f = H, (2.4)
satisfait p (f) = A(f) = A(f) = X(f —@) =00 et po (f) = o (f) = Ao (f) = X (f — ) <

n.

Remarque 2.1 Dans le papier original [60], le théoréme était entaché d’une erreure. En
plus des conditions dans le Théoréeme D ([60]), il fallait rajouter la condition H # 0. Si
H = 0, alors les conclusions du Théoréme D sont fausses. Par exemple prenons l’équation

i f” —2e*f — ¥ f =0, elle admet la solution f(z) = e avec p(f) = oo et A(f) = 0.

Dans la partie suivante, les Théorémes A B,C et D seront généralisés pour les équations
différentielles d’ordre supérieur.

2.2 Notre contribution

Pour k£ > 2 on considére ’équation
FO L A f* D b A2 f A (2) eI+ Ay (2) e f = F (2.5)

on a les résultats suivants . .

Théoréme 2.1 [35] Soient P(z) = Y a;2" et Q(z) = Y. biz" des polynémes ou a;, b;
i=0 i=0

(1 = 0,1,...,n) sont des nombres complezes tels que a,b, (a, —b,) # 0. On suppose que
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Ai(2) (j=0,1,....,k) A; £ 0 (j =0,1), et F sont des fonctions entiéres avec max{p (A;)
(7=0,1,...,k), p(F)} <n, et soit ¢ une fonction entiére d’ordre fini. Alors toute solution
f de Uéquation (2.5) vérifie

AMf=@)=p(f) =00, Xa(f—¢)=p(f) <n. (2.6)
de plus si F' # 0, alors toute solution [ de l’équation (2.5) vérifie
A=A =Af~9)=p(f) = (2.7)
et B _
A (f) =X (f) =X (f —¢) = p (f) <. (2.8)

Remarque 2.2 La démonstration du Théoréme 2.1 est totalement différente de la démons-
tration du Théoréme D ([59]).

Théoréme 2.2 [35] Soient P(z) = Y.a;2' et Q(2) = Y. bz" des polynémes ou a;, b;
i=0 i=0

(1 = 0,1,...,n) sont des nombres complezes tels que a,b, (a, —b,) # 0. On suppose que

A;j(2) (j=0,1,..,k) A; #0 (j =0,1), est Dj(2) (j =0,1), F sont des fonctions entiéres

avec max{p(A;) (j =0,1,...,k—1), p(D;) (j=0,1), p(F)} < n, et soit ¢ une fonction

entiere d’ordre fini. Alors toute solution f de [’équation

FO 4 Ay fED 4 Ayf 4 (Dy(2) + Ay (2) PO f (2.9)
+ (Do (2) + Ay (2) Q@) f = F

satisfait (2.6). de plus si F'# 0, alors, toute solution f de l’équation (2.9) satisfait (2.7) et
(2.8).

Remarque 2.3 Si on suppose que D; = 0 (j =0,1) dans le Théoréme 2.2, on obtient le
Théoreme 2.1

Remarque 2.4 Sip(F) > n, alors l'équation (2.9) peut admettre des solutions d’ordre fini.
Par exemple [’équation

f/// B f// _'_ (eizn . ezn71> f/ + eznf _ ezn
vérifie p (F) =p (ezn) =n et admet une solution d’ordre fini f(z) = 1.
Remarque 2.5 Dans [60], H.Y. Xu et T.B. Cao ont étudié l’équation (2.9) et ils ont obtenu

le méme résultat du Théoréme 2.2 mais avec des conditions sur les nombres a,,, b, satisfont
anbn, # 0 et ayb, <0, et que A; (j =2,....,k — 1) sont des polynémes de degré n — 1 en z.
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Théoréme 2.3 [35] Supposons que P(z), Q(z), A;j(z) (j = 0,1,..,k), A; # 0, D;
(j =0,1), et p(z) # 0 satisfont les hypothéses du Théoréme 1.3, est soit F (z) une fonction
entiére telle que p (F') = n. Alors toute solution f de l’équation (2.9) satisfait (2.6) avec au
plus une solution exceptionnelle fo d’ordre fini. Pour la solution exceptionnelle fy on a, si
p(F) =n, alors p(fo) <n et si p(F)>n, alors p(fo) = p(F).

Théoréme 2.4 [36] Soient A; (z) (j =0,1,....k), A; 0D, (j =0,1), F(2), avec max{p (A,)]
(1=0,1,.,k—=1) ,p(D;)(j=0,1),p(F)} <1, et ¢(2) # 0 une fonction entiére d’ordre
fini, et soient a,b deux nombres complezes tels que ab(a — b) # 0. Alors toute solution f de
[’équation

!

FE 4 A fED g Af (D1 (2) + A; (2) €) f (2.10)

+ (Do (2) + Ag (2) ™) f = F

satisfait (2.6) avec une solution exceptionnelle fo d’ordre fini. Pour la solution exceptionnelle
foona,sip(F)=1,alors p(fo) <1 etsip(F)>1, alors p(fo) =p(F).

Corollaire 2.1 ([35],[12]) Soient P (z) = >_a;2" et Q(z) = >_b;z" des polynomes ot a;,
i=0 j

= 1=0
b; (i =0,1,...,n) sont des nombres complezes, a,b, (a, —b,) # 0. Soient A;(z)(#0) D,
(j=0,1) et F des fonctions entiéres avec max{p(A4;) (j =0,1),p(D;) (j=0,1)} < n.
Alors toute solution f de ’équation

F o+ (Di(2) + Ay (2) e7D) f 4+ (Do (2) + Ag (2) D) f = F (2.11)
satisfait
(i) Si p(F) < n, alors toute solution de l’équation (2.11) est d’ordre infini, est tel que
py (f) < n.

(ii) Si p(F) = n, alors toute solution de l’équation (2.11) est d’ordre infini, est tel que
ps (f) < n avec une solution exceptionnelle fo qui satisfait p (fo) < n.

(iii)Si p (F) > n, Alors toute solution de l’équation (2.11) est d’ordre infini, avec une
solution exceptionnelle fo qui satisfait p(fo) = p (F).

2.3 Applications

Théoréme 2.5 [14] Soient A;(z) # 0 (j = 0,1), F (z) des fonctions entieres telles que
max{p (A4,) (j =0,1), p(F)} <1, et soient a,b deur nombres complezes tels que ab(a — b) #
0. Alors toute solution f de l’équation

F oA (2) e f + Ay (2) e f = F (2.12)
est d’ordre infini et satisfait (2.6) .
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Théoréme 2.6 [14] Soient A;(z) # 0 (j = 0,1), F (z) des fonctions entieres telles que
max{p (4;) (j =0,1) ,p(D;)(j =0,1),p(F)} <1, et soient a,b deur nombres complexes
tels que ab(a — b) # 0. Alors toute solution f de l’équation

f oA (Di(2) + A (2) ) [ 4 (Do (2) + Ao (2) ) f = F (2.13)
est d’ordre infini et satisfait (2.6) .
Théoréme 2.7 [14] Soient A; # 0 (j = 0,1), a,b satisfont les hypothéses du Théoréme
2.6, et soit F (z) une fonction entiére telle que p (F) > 1. Alors toute solution de l’équation
(2.11) satisfait (2.6) avec au plus une solution exceptionnelle fj.

2.4 Lemmes préliminaires

Lemme 2.1 ([38]) Soit f une fonction méromorphe d’ordre fini p, soit I' = {(ki, 1),
(k2,72) 5 ory (K, jm)} un ensemble fini de nombres entiers vérifiant k; > j; > 0,1 =1,....,m,
et soit € > 0 wune constante. Alors, on a

(1) Il existe un ensemble Ey; C [0,27) de mesure linéaire nulle, tel que si v € [0,2m)\Ey,
alors il existe une constante Ry = Ry (1) > 1 telle que pour tout z satisfaisant argz = 1),
|z| = Ry et pour tout (k,j) €T, on a

¥ (2)

O ()
(i) Il existe un ensemble Ey C (1,400) de mesure logarithmique finie tel que pour tout z
satisfaisant |z| ¢ Ey U [0,1] et pour tout (k,j) € I', on a

f® (2)
70 (2)

Lemme 2.2 ([28]) Soit f(z) une fonction méromorphe d’ordre p(f) = p < +oo. Alors
pour tout € > 0, il existe un ensemble E3 C [0,27) de mesure linéaire nulle, tel que si 1, €
[0,27)\ E3, alors il existe une constante Ry = Ry (1;) > 1 telle que pour tout z satisfaisant
argz =1, et |z] =1 = Ry, on a

< ‘Z|(k—j)(p—1+€) _

< ‘Z|(1€—j)(p—1+€) .

exp {—r"*} < |f (2)] < exp {r77}.

Lemme 2.3 [7] Soient P (z) = ap2"+...4ag, (a, = o+ i # 0) un polynoéme de degré n > 1
et A(2) (£ 0) une fonction méromorphe d’ordre p (A) < n. On pose f (z) = A(z)el?), 2z =
re??, § (P,6) = acosnf—Bsinnf. Alors pour tout & > 0, il existe un ensemble Ey C [0,27) de
mesure linéaire nulle, tel que si 0 € [0,2m)\ (E4U E5), ot E5 = {0 € [0,27) : 0 (P,0) =0}
est un ensemble fini, alors pour |z| = r suffisamment grand, on a
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(i) Si 6 (P,6) > 0, alors

exp{(1—2)d(P,0)r"} <|f(2)| Sexp{(1+¢)d(P,0)r"},
(ii) Si 0 (P,0) <0, alors
exp{(1+¢)d(P,0)r"} <[f(2)] S exp{(1 —¢)d(P,0)r"}.

Lemme 2.4 [4] Soient Ay, Ay, ..., Ax_1, F #Z 0 des fonctions méromorphes d’ordre fini. Si
f est une solution méromorphe de [’équation

FO 4 A f* D 4 4 A f + Ayf = F, (2.14)

telle que p(f) = oo et py (f) = p, alors X(f) = X(f) = p(f) = 00 et Ao (f) = Ao (f) =
pa (f) = p-.

Lemme 2.5 [7] Soient P(2) = Y a;2" et Q(z) = D bz" des polynémes ou a;, b; (i =
i=0

i=0
0,1,...,m) sont des nombres complezes, a,b, # 0 tels que arga, # argb, ou a, = cb,
(0 < ¢ < 1). On note par les ensembles des indices

Al - {07 P} )

A2:{0>PaQ72P7P+Q}7

(i) Si Hj (j € A1) et Hg # 0 sont des fonctions méromorphes d’ordre strictement inférieur
a n, et si on pose Wy (2) = > H;(2)el, alors ¥y (2) + Hge? # 0.

JEA
(i1) Si Hj (j € Ag) et Hog # 0 sont des fonctions méromorphes d’ordre strictement inférieur
a n, posons Wy (2) = > H;(2) e, alors Wy (z) + Hage®@ £ 0.

JEA2

Si on remplace P(z) par Q(z) dans le Lemme 2.5, on obtient le lemme suivant.

Lemme 2.6 [35] Soient P (z) = Y a;2" et Q(z) = >.b;z" des polynéme ot a;, b; (i =
i=0 i=0

0,1,...,m) sont des nombres complexes tels que anb, # 0 et arga, # argb, ou a, = cb,

(¢ > 1). On note par l’ensemble des indices

Al - {07Q}7

Si H;(j € A1) et Hp # 0 sont des fonctions méromorphes d’ordre strictement inférieur
n, et si on pose Ui (2) = Y. H, (2) e, alors ¥, (2) + HpeP®) £ 0.

JEA

Lemme 2.7 ([29]) Soit f (z) une fonction entiére transcendante. Alors il existe un ensemble
Es C (1,00) de mesure logarithmique finie tel que, si z satisfait |z| = r ¢ [0,1] U Eg, et
[f () =M(r.f), ona

f(Z)

(s)

e

< 2r°.
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Lemme 2.8 [48] Soient f (2) et g(z) deux fonctions entiéres non constantes avec o (g) <
. 1
o(f) < 4oo. Etant donné ¢ > 0 avec 0 < 4e < o (f) —o(g) et 0 < 0 < 7 il existe un

ensemble E avec logdens (F) > 0 et une constante positive 1o telle que

9(z) exp {—roW)=%

pour tout z tel que |z| = r € E est suffisamment grand et que |f (2)| = M(r, f) vf(r)_%”.

Lemme 2.9 [35] Soient P (z) = Za,z et Q(z) = Y. biz" des polynomes ot a;, b; (i =

0,1,...,n) sont des nombres complexes tels que ayby, (a, —b,) # 0. On suppose que A; (z)
(7=0,1,...,k) A; Z0(j =0,1) et D; () (j =0, 1) sont des fonctions entiéres avec max{p (A, )|
(7=0,1,.. k 1), p (D) (j =0, 1)} < n. Posons

L= f® + Ay f& D 4 4 (D (2) + A1 (2) €P) £+ (Do (2) + Ag (2) 9P £ (2.16)

Si f #£ 0 est une fonction entiére d’ordre fini, alors
n st <
p(Ly) = { o)

Preuve Si f # 0 est une fonction entiére d’ordre fini. Alors, d’aprés (2.16), on a p (L) <

max {n, p (f)}.
(i) Sip(f) =p <n,alors p(Ly) < n. Supposons que p(Ls) < n. De (2.16), on a

FO 4+ A f5 D 4 Aof 4+ (D (2) + Ay (2) PD) f

+ (DO (Z) + AO (Z) €Q(Z)) f — Lf =0

cette équation s’écrit sous la forme

Uy (2) + Hge®® = {0 1 (D (2) + Apet) f& V4 o+ Aof + D1 (2) f

+Do (2) f — Ly + Ay (2) PO f' 4 Ay (2) fe?) =

ou
Uy (2) + Hpe"? = fO 4 Ay f& D 4+ Af +Di(2) f + Do (2) f
—Lp4 Ao (2) fe9P) 4 A, (2) fe’®) =0 (2.17)
c’est une contradiction avec le Lemme 2.5 (i) ou le Lemme 2.6, donc p (Ls) = n.
(17) Si p(f) = p = n, alors p(Ly) < p(f). On suppose que p(Ly) < p(f). On écrit
(2.16) sous la forme

L1 S
T + A1 7 +...+A2f

+ (D1 (2) + A1 (2) ep(z))
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+Dyg (2) + Ag (2) ePC). (2.18)

On distingue trois cas :
Cas 1. On suppose que arg a,, # arg b,. Soit

max{p<Aj) (J=01,...k— 1>>p(Dj) (J=0,1)}=p8<n.

—o(L
Alors, pour tout (O < £ < min (n -5, M) > , on a pour tout r suffisamment grand

1D; (2)] <exp {rP™} (j=0,1),]4;(2)] <exp {r’™} (j=0,1,...,k—1).  (2.19)

D’aprés le Lemme 2.8, on sait qu'’il existe un ensemble F; avec logdens (E7) > 0 et une
constante positive r telle que

L
‘Tf <exp{—r'H*} <1 (2.20)

pour tout z tel que r € E7 est suffisamment grand et que |f (2)| > M (r, f) vy (7“)5_% , d’apres
le Lemme 2.1, pour le méme ¢ précédent, il existe un ensemble E; C [0, 27) de mesure linéaire
nulle, tel que si 0 € [0,27)\ £, alors il existe une constante Ry = Ry (6) > 1 telle que pour
tout z satisfaisant argz =6 et |z| > Ry, on a

f(i) (2) Lilo=14e)
'—f B < 7| (i=1,..,k). (2.21)

D’aprés le Lemme 2.3, il existe un rayon argz = 0 € [0,27) \F; U E4 U E5, tel que E5 =
{0 €10,27) : 0 (P(2),0) =0 0oud(Q(z),0) =0} C [0,2m) et Ey U Ey est de mesure linéaire
nulle, F5 est un ensemble fini et on a :

5 (P(2),0) <0, §(Q(2),0) > 0.

Pour tout ¢ [0 <& < min (n — 0, w)), en tenant compte des relations (2.19),

(2.21) et le Lemme 2.3 on a pour |z| = r suffisamment grand :

|A0€Q(z)‘ >exp{(l—¢)d(Q(2),0)r"}, (2.22)
- - "
f(f | +Ak_1#+...+A2fT+D0(2>
B VT il IR YT Ll TSy
S f - f f
< P01 (b (o-1e) g fpBe) 2019 oy £0HEY e {rPHe)
< (k= 1) 7o) exp {rPFe} (2.23)

!

f

‘<D1 (2) + A (2) ")) 7 <P (exp{(1 =€) 6 (P(2),0) r"} + exp {r7*<})

L plo—1te) (1+exp {Tﬁ+€}) . (2.24)
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De (2.18), (2.20) et (2.22) — (2.24), on a
exp{(l—¢)0(Q(2),0)r"} < ‘AOeQ(z){
< Kpkle—1te) exp {r6+a}

ou K est une constante réelle. Ceci se contredit avec 4+ ¢ < n. Donc p (L) = p(f).
Cas 2. Supposons que a,, = cb, (0 < ¢ < 1). Alors, pour tout rayon argz = 6, on a

d(P(2),0) =cd(Q(2),0).

Pour tout € (0 < e < m1n(2(11+c) n— 3,24 p(g))), d’apres le Lemme 2.1 et le Lemme 2.3 il
existe £; C [0,2m) (j = 1,4,5) tels que Ey, B, sont de mesures linéaires nulles et Es5 est un
ensemble fini, ou Fy, Fy et E5 sont définis dans le Cas 1 respectivement. On prend le rayon
argz =0 € [0,2m) \E1 U E4 U E5 tel que 6 (Q(2),0) > 0 et pour |z| = r suffisamment grand,

on a d’apres (2.22) — (2.24) et (2.18), (2.20) la relation suivante
exp {(1—2)0(Q(2),0) "} < [Age®P| < (k — 1) rH0 149 exp {r+e)
+r7 (exp {(1 =€) 6 (P(2),0) r"} + exp {r7}) +1
< k0149 oxp [0+ ) p pr 12 oxp {(1 4 €) €6 (Q(2), 0) 7} + 1. (2.25)

En utilisant le fait que € (0 < € < min (2(11106) ,n— 3, M) ), quand r tend vers l'infini,

on déduit que :
k(p 1+4¢) exp {TB+E}

(2.26)
exp{(1-2)0(Q(2),0) "}
r e exp {(1+¢) 0 (Q(2),0) "}
-0, (2.27)
exp{(1 —¢)0(Q(2),0)r"}
1
—0 2.28
exp{(1—¢)0(Q(z),0)r"} (2:28)
De (2.25) — (2.28), on trouve 1 < 0. C’est une contradiction. donc p (Lf) = p(f).
Cas 3. Supposons que a,, = cb, (¢ > 1). On peut écrire (2.16) sous la forme
Ly [ fW A ! f
— = = +A +.+A Dy (2) + Ay (2) Q@) =
Fr e e B A g
+D; (2) + Ay (2) P, (2.29)
D’apres le Lemme 2.7, il existe un ensemble Eg C (1, +00) de mesure logarithmique finie tel
que pour tout z satisfaisant |z| =7 ¢ [0,1] U Eg et |f (2)] = M (r, f), on a
f(z)
; < 2r. 2.30
e (230

D’aprés le Lemme 2.8, pour tout & (O <e< mln(chll) n—pf, w)) , il existe un

ensemble E; avec log dens (E;) > 0 et une constante positive r tels que

L
‘f‘ Cexp {—r"%) 1. (2.31)
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Comme Fg C (1,400) est de mesure logarithmique finie et E; satisfait log dens (E;) > 0 on
déduit que logdens (E; — Eg) > 0. D’apres le Lemme 2.7 pour |z| = r suffisamment grand,
on obtient

_ L S

fr

Ly

7

Pour tout rayon argz = 6, on a

d(P(2),0) =co (Q(z),0).

Le Lemme 2.3, implique l'existence d’un rayon argz = 0 € [0,27)\E3 U Eq4 U E5, E5 =
{6 €0,2m) : 0 (P(2),0) =0 or 6 (Q(2),0) =0} C [0,27), E1 U E4 de mesure linéaire nulle,
E5 un ensemble fini tel que

< 2rexp {—rp(f)’k} < 2r. (2.32)

d(P(2),0) =i (Q(2),0) > 0.

D’apres le Lemme 2.3 et (2.19), (2.20) (2.30), pour |z| = r suffisamment grand, on a

}Alep(z)| >exp{(1—¢)cd(Q(z),0)r"}, (2.33)
‘ (Do (2) + Ag () e2®)) < 7 < 2rexp {r’T} + 2rexp {(1+¢) 6 (Q(2),0) "}, (2.34)
J® FE f_"
f + Ap1——— 7 + .. +A2f + D,
(k) (k=0 !
|75l et e i
< 2r (k — 1) rke=1%2) exp {rfte}. (2.35)

De (2.29), (2.32) et (2.33)-(2.35), on obtenu
exp {(1 —£) e (Q(2),0)r"} < |47
< 2r (b — 1) rHe= 9 exp {rfte} 4 2r exp {rfte} (2.36)
+2rexp{(1+¢)0(Q(2),0)r"} +2r

< 2r (krke=1 9 exp {rf*e) +exp {(1+¢) 6 (Q(2),0)r"} +1).

Pour e <O <e< min(2(ccjrll),n — 0, M)), on a quand r — +00

(k 1)(p—1+¢) exp {T’B+E}

exp{(1— ) (Q2).0) "}

2rexp {(1+¢)6(Q(2),0)r"}
exp {(1 — &) cd (Q(2),0) "}

(2.37)

— 0, (2.38)
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2r
— 0.
exp{(l —¢)cd (Q(2),0)r"}
D’aprés (2.36) — (2.39), on obtient 1 < 0. C’est une contradiction. Donc p (Lf) = p(f).

(2.39)

Sion pose D; =0 (j =0,1) dans le Lemme 2.9, on obtient le lemme suivant :

Lemme 2.10 [35] Soient P (z) = Y a;2" et Q(z) = >.b;z" des polynémes ot a;, b; (i =
i=0 i=0
0,1,...,n) sont des nombres complexes, a,b, (a, —b,) # 0. On suppose que A; 0 (j =

0,1,....k) sont des fonctions entiéres avec max{p (4;) (j =0,1,...,k — 1)} < n. Posons

Lp=f® 4 Ay fE D 4 Ay (2) PO 4 Ag (2) PP S (2.40)

Si f #£ 0 est une fonction entiére d’ordre fini, alors

n if p(f) <n
=4 i e,

Remarque 2.6 Les lemmes 2.9, 2.10 nours permettent de conclure que p(Ly) > n pour
toute fonction entiére d’ordre fini f # 0.

Lemme 2.11 [5] Soient Ay (2),...,Ax—1(2), F # 0 des fonctions entiéres d’ordre fini. Si
f est une solution de l’équation

FO 4+ A () f¥ V4 L+ A (2) f + A (2) f=F, (2.41)
alors py (f) < max{p(Ao), ..., p(Ax-1),p(F)}.

2.5 Preuves des théorémes

2.5.1 Preuve du Théoréme 2.1

Supposons que f est une solution de ’équation (2.5). Nous montrons que f est d’ordre
infini. Par ’absurde, on suppose que p (f) < co. D’apres la remarque 2.6, onan < p(Ly) =
p (F) < n c’est une contradiction. Donc, toute solution de 1'équation (2.5) est d’ordre infini
est d’aprés Lemme 2.11, on obtient p, (f) < n. Supposons que ¢ (2) # 0 une fonction entiére

d’ordre fini. On pose g = f—y, alors f = g+petonap(f) = p(g) = 00, py (f) = py (9) < n.
On a, g est une solution de I’équation

g+ A B 4 Ay (2) g+ A (2) PPy + Ay (2) 9Pg = G,

ou G =F — (" + A, 10" + 4 Ay + A1ePP 1 A3e?@) ). Comme ¢ (2) Z 0 et
p(p) <ococonaG#O0etp(G)< oo, alors le Lemme 2.4 nous donne
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MNf—@)=p(f—9)=p(f) =00, Ma(f—0)=py(f —¢)=p,(f) <7

De plus si F' # 0, comme f est une solution d’ordre fini de I’équation (2.5), alors d’apreés le
Lemme 2.4 on a

Preuve du Théoréme 2.2

En utilisant les Lemmes 2.10, Lemme 2.12, Lemme 2.4 et le méme raisonnement du Théoréme
2.1, on obtient le Théoréme 2.2.

Preuve du Théoréme 2.3

Supposons que fy est une solution de (2.5) avec p (fy) = p < 0o. Si f; une autre solution
d’ordre fini de (2.5), alors p (f1 — fo) < 00, et fi — fo est une solution 1’équation homogene
de (2.5), mais p (f1 — fo) = oo d’apres le Théoreme 2.2, ¢’est une contradiction. Donc (2.5)
a au plus une solution d’ordre fini fy et toute solution f; de (2.5) est d’ordre infini et
satisfait A (f1) = A(f1) = p(f1) = oco. Si p(F) > n, supposons quil existe une solution
fo (2.5) telle que p(fy) < oo, alors on a p(fy) > n et d’aprés le Lemme 2.11 on obtient
p(F) =p(Ls) = p(fo). Supposons que p (F') = n, s'il existe une solution f, de (2.5) avec
p (fo) < o0, alors p(fo) < n. Si on suppose que p (fy) > n, alors d’aprés le Lemme 2.11 on
obtient p (L¢) = p(fo) = p (F) > n, c’est une contradiction.

Preuve du Corollaire 2.1

En utilisant les Théoréemes 2.3, 2.4 on obtient le Corollaire 2.1.



Chapitre 3

Croissance des solutions des équations
différentielles d’ordre supérieur a
coefficients fonctions méromorphes

Dans ce, chapitre, on s’intéresse a ’étude de la croissance et ’oscillation des solutions
des équations différentielles linéaires non homogeénes d’ordre supérieur a ccefficients fonctions
méromorphes. Pour cela, on va introduire des conditions sur ’ordre des coefficients.

Pour k£ > 2 on considére I’équation

O+ A fED 4 4 Aof = F,

ouAd; (j =0,1,..., k—1), F # 0 sont des fonctions méromorphes d’ordre fini ayant un
nombre fini de poles, et il existe s € {0, 1, ...,k — 1} tel que

max{p(4;),(=0,1,...,s —1,s+1,...k—1)} < p(As) . On obtient quelques estimations
sur l'ordre et I'exposant de convergence des zéros de ’équation ci-dessus.

3.1 Introduction

L’étude de la croissance ainsi que la théorie d’oscillation complexe des solutions des
équations différentielles complexes ont fait I’'objet de plusieurs travaux.

Soit k£ > 2 un entier naturel, on consideére I’équation
B A fE D4 4+ Ayf =F, (3.1)

ouA; (j=0,1,...k—1), F # 0 sont des fonctions méromorphes d’ordre fini. Dans [21],
Chen et Gao ont étudié l'oscillation de 1’équation (3.1) et ils ont obtenu le résultat suivant :

Théoréme A ([21]) Soient k > 2 un nombre naturel et Ay, Ay, ..., Ax_1, F # 0 des fonctions
méromorphes d’ordre fini ayant un nombre fini de péles, ou il existe Ay (0 < s < k—1) tel
que pour les constantes réelles o > 0, 5 >0, onap(A4;) <B(j=0,1,....,s—1, s+1,...,k—1)
et p(F) < B. Supposons que pour tout € > 0, il existe deuz collections finis des nombres

30



31

réelles{¢,,} et {0,,} vérifiant

P <01 <Py<by<..<0¢,<0,<¢, =0 +27 (3.2)
et .
D (b1 —Om) <e (3.3)
m=1
telles que
4, (2) = exp { (1 +0(1) a2’} (3.4)
quand z — oo dans ¢, < argz < 0, (m=1,...n). Si l’équation (3.1) a une solution

méromorphe f, alors
(a) f est un polynome de deg f < s — 1, ou une fonction méromorphe d’ordre infini telle
que

M) =A(f) = p(f) = co. (3.5)

Et si toute solution de I’équation (3.1) est méromorphe, alors (3.1) a au moins une solution
méromorphe d’ordre infini qui satisfait (3.5).

(b) Si Ay, Ay, ..., As_1, I satisfont l'une des cing conditions :

(i) Il eziste Apy,s ooy Ay (s —1=mq > ... >my >0), F transcendante, p (A;) (j =
1,....d), p(F) sont inégaur entre eur.

(ii) Il existe et nexviste que Apmyy..cyAmy (s —12>=my > ... >my=0) transcendantes,

(Am ) (j =1,...,d) sont inégauz entre eur ou d =1, F est rationnelle.

(iii) Ao, A1, ..., As_1 sont toutes des fonctions rationnelles, F' est transcendante.

(iv) Il existe et n'existe que Ay, ...;Am, (s—12=mqy > ... >mg>0) transcendantes,
P (Amj) (j =1,...,d) sont inégauzx entre eur ou d = 1, et F est une fonction rationnelle
ayant au moins un pole zy (|zo| < 00), tel que zy n'est pas un pole des fonctions rationnelles
Ao, Al, ceey Amd—l'

(v) Ao, Ay, ..., As_1, F sont des fonctions rationnelles et F' a au moins un pole zy (|2
< 00), tel que zg n’est pas un pole de Ao, A1, ..., As_1.

Alors toute solution méromorphe [ de l’équation (3.1) est d’ordre infini et satisfait

(3.5).

Théoréme B ([21]) Soient k > 2 un nombre naturel et Ag, Ay, ..., Ag—1, F' Z 0 sont des
fonctions méromorphes d’ordre fini ayant un nombre fini de péles, ow il existe As(0 < s <
k — 1) tel que pour les constantes réelles o« > 0, B > 0, on a p(A;) < B < p(F) (j =
0,1,....,s =1, s+ 1,....k — 1). Supposons que pour tout ¢ > 0, il existe deux collections
finis des nombres complezes {b} et {0} satisfont (3.2), (3.3) tels que (3.4) est vrai quand
z — 0o dans ¢, < argz < 0, (m=1,...,n). Sil’équation (3.1) a une solution méromorphe,
alors

(a) Toute solution méromorphe d’ordre infini de (3.1) satisfait (3.5). Si toutes les so-
lutions de [’équation (3.1) sont méromorphes, alors (3.1) a au moins une solution qui
satisfait (3.5). Toutes les solutions d’ordre fini possible de l’équation (3.1) ont le méme
ordre de croissance p (0 < p < 00). S’il existe deux solutions d’ordre fini fy, fi de l’équa-
tion (3.1), alors fo — f1 est un polynome de degré deg(fo— fi) < s —1 et fo satis-
fait p = p(fo) < max{p(F),p(As), X(fo)}-Si X(fo) < p(fo), p(F) # p(As), alors
p=p(fo) :maX{p(F),p(As)}-
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(b) Si parmi les Ao, Ay, ..., As_1, il existe et n'existe que Apy,...;Am, (s —12=2mqg > ... >
mq = 0) transcendantes, p (Am].) (j =1,...,d) sont inégaux entre euzx ou d = 1, alors toutes
les solutions méromorphes de (3.1) satisfont (3.5) avec au plus une solution possible afin
finie méromorphe.

3.2 Notre contribution

Dans cette partie, on va étudier 'oscillation complexe des équations non-homogenes
d’ordre supérieur (3.1). Le but de ce travail est d’améliorer et d’étendre les résultats ci-
dessus en exprimant la condition de croissance du coefficient dominante A, (z) de fagon plus
explicite sans faire usage de o(1). Nous allons prouver les théorémes suivants :

Théoréme 3.1 [17] Soient k > 2 un nombre naturelle et Agy, Ai,..., Ap—1, F Z 0 des
fonctions méromorphes d’ordre fini ayant un nombre fini de poles. On Suppose qu’il existe
As (0 < s < k—1) telle que pour les constantes «, 6 avec o« > 0,6 > 0, on a

max{p(A4;): j=0,1,...,s —1,s+1,..k—1p(F)} <6 (3.6)

et que :

(i) max{p(A4,) :j=1,....,s = 1,p(F)} < p(Ay) ou

(ii) max{p(A4,) : j=0,1,....,s = 1} < p(F).

Supposons que pour tout € > 0, il existe deux collections fini des nombre réels {¢,,} et {0}
satisfaisant (3.2), (3.3) et

A, ()] = exp {a\z!é} (3.7)

quand z — oo dans ¢, < argz < 6, (m=1,...,n).
(a) Si l’équation (3.1) a une solution méromorphe f, alors

A =A(f)=p(f) = oo (3-8)

(b) Si l’équation (3.1) a une solution méromorphe f et ¢ est une solution méromorphe
d’ordre fini, alors

M=) =A(f—9)=p(f) =00 (3.9)

Remarque 3.1 Dans le Théoréme 3.1, si I'une des conditions

max {p(4;):j=1,...,s = 1,p(F)} < p(Ao)

ou
max{p(A4,):j=0,1,....,s =1} < p(F),

n’est pas vérifiée alors 1’équation (3.1) peut admette une solution polynémiale. Par exemple

I’équation

. 2 2
" Slnh 273 " e? ” e

z4—|—1f +2(z+1)

f f= (3.10)
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a une solution polynomiale f(z) = (z —1)*. L’équation (3.10) satisfait les hypotheses du
Théoréme 3.1 excepté la condition

max{p (4;) : j=1,2,p(F)} < p(Ao)

max{p (4;):j=0,1,2} < p(F).

Du Théoréme 3.1, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 3.1 [17] On suppose que Ay, ..., Ap—1, F Z0, a,d,¢,{0,,} et {0} satisfont les
hypothéses du Théoréme 3.1. Alors toute solution méromorphe f de l’équation (3.1) posséde
un nombre infini de points fixes et

Mf=2)=X(f-2)=p(f) =0 (3.11)

Théoréme 3.2 [17] Supposons que k > 2 un nombre naturel et Ag, Ay, ..., Ax_1 sont des
fonctions méromorphes d’ordre fini ayant un nombre fini de poles. On suppose qu’il existe
As (0< s < k—1) tel que pour o, 6 avec a >0, >0, on a

max{p(4;): j=0,1,...,s—1,s+1,..,k—1} <0 (3.12)

et
max{p(A;): j=1,..,s =1} < p(A), (3.13)

soit F' # 0 une fonction méromorphe d’ordre fini p (F') > 6. Supposons que pour tout € > 0,
les deux collections finis des nombres réels {¢,,} et {0,,} satisfont (3.2), (3.3) telles que
(3.7) est vérifié quand z — oo dans ¢,, < argz < 0, (m=1,...,n).

Si (3.1) a des solutions méromorphes, alors

(a) Toute solution méromorphe de l’équation (3.1) satisfait (3.8) avec une solution exception-
nelle d’ordre fini fy. Si toute solution de (3.1) est méromorphe, alors (3.1) a une solution
qui satisfait (3.8).

(b) S’il existe une solution exceptionnelle d’ordre fini fy dans le cas (a), alors fo satisfait

Si A(fo) < p(fo), p(F) # p(As), alors p(fo) = max{p(F),p(A)}.

(c) Si f est une solution d’ordre infini de (3.1) et ¢ est une fonction méromorphe d’ordre
fini qui n'est pas une solution de l’équation de (3.1), alors

AMf=9) =M —¢)=p(f) = o (3.15)
Du Théoréme 3.2, on obtient le corollaire suivant :
Corollaire 3.2 [17] On suppose que Aq, ..., Ax_1, F Z0, o, 6,¢,{¢,,} et {0.,} satisfont les
hypothéses du Théoréme 3.2. alors

(i) s’il existe une solution méromorphe d’ordre fini fo dans le cas (a), alors pour toute
solution d’ordre infini f de l’équation (3.1) et pour toute constante C # 1, on a

Af—=Cfo) =XA(f = Cfo) = p(f) = c0. (3.16)



34

(i) Si F'— Ay — zAg # 0, alors toute solution d’ordre infini f de 'équation (3.1) posséde un
nombre infini de points fixes et

X -2 =A(f—2) =p(f) = oc. (3.17)

Dans ce que suit nous étudions la relation entre les solutions de deux équations diffé-
rentielles :

Théoréme 3.3 [17] Supposons que Ay, ..., Ax_1, o, 0,e,{p,,} et {0} satisfont les hypothéses
du Théoréme 3.2, et que Fy # 0, Fy # 0 sont des fonctions méromorphes d’ordre fini ayant
un nombre fini de poles, telles que p (Fy) < &, p(Fo) = 0. Si léquation

fO Ay Y 44 Agf = F (3.18)
posséde une solution méromorphe fi et l’équation
FO 4 A f* D 4 Agf = Fy (3.19)

posséde une solution méromorphe, alors (3.19) a au plus une solution méromorphe fy qui
satisfait

p(fo—Cfr) <max{p(Fo),p(As),A(fo—Cf)} (3.20)
et toutes les autres solutions méromorphes fo de (3.19) satisfont
Ma=ChH)=Xf2=Ch)=p(fo = Ch) =0 (3.21)

pour toute constante C.

Théoréme 3.4 [17] Supposons que Ay, ..., Ax_1, a,5,,{¢,,} et {0} satisfont les hypothéses
du Théoréme 3.2, et que Fy # 0, Fy # 0 sont des fonctions méromorphes d’ordre fini ayant
un nombre fini de poles, telles que Fy £ C'Fy pour toute constante C. Supposons que

max{p(A;): j=0,1,...,s =1, s+1,...k—1,p(Fo),p(F1)} <6 (3.22)

et
max {p (A]) : .7 = 17 R 17p (FO) P (Fl)} <p (AO) : (323}
Alors toutes les solutions de (3.18) et (3.29) satisfont (3.21).

3.3 Lemmes préliminaires

Lemme 2.1 (Phragmeén-Lindelof, voir [45, p. 214]). Soit f (2) une fonction analytique dans
D={z:aqg <argz < f;, 1o < |z] < o0} et continue sur D = DUT', ou T est le bord de D.
Si pour tout € > 0, il existe 1 (¢) > 0 tel que pour |z| =11 (e), 2z € D, on a

f (2)] < exp {z—: |z|5137‘¥1}, (3.24)

et pour z € ', ona |f(2)] < M (M > 0 est une constante), alors |f (z)| < M pour tout
z€ D.|f(2)] =M siet seulement si f est constante.
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Remarque 3.1 (voir [21]). Supposons que g (z) est une fonction analytique dans D = {z :
ap <argz < B, 1o < |z| < 0o} et |g(2)] < exp{|z|”} pour une constante 0 < o < oo. Si le
sous-ensemble E C (aq, B1) est de mesure linéaire et pour tout vy € (a1, 1) — E, |g(2)| est
bornée pour tout z satisfaisant arg z = 1, et |z| = 1o, alors pour tout suffisamment petit & >
0, il existe 1 () > 1o tel que |g(2)| < exp {e |z|a+1} pour |z| =1 > ry. On peut choisir §; €
(c1,8y) — E (j=1,....,n) telle que 6; < 0y < ... <0, (1 <0y <a;+e, B, —e<b,<p)
et max{t;;1 —0; : 1 < j<n—1} < 725 Du Lemme 3.1, [g(2)] < M dans le secteur
{z 1+ 0; <argz < 0j41,]2] = 1o} (J=1,....,n—1). Donc |g(2)] < M dans le secteur
{z:a1+e<argz< B —¢,|z| = ro}.

<

1)

Lemme 3.2 ([21]) Soient Ag, Ay, ..., Ax_1, F' des fonctions méromorphe telles que A (
s < k—1) soit transcendante. Si toutes les solutions de (3.1) sont méromorphes, alors (
doit avoir des solutions d’ordre infina.

0
3.

Lemme 3.4 [17] Soit f(z) une fonction méromorphe ayant un nombre fini de poles se
trowvant tous dans {z : |z| < ro}, et supposons que | f*¥ (z,)| n'est pas bornée sur un rayon
arg z = 0, alors il existe une séquence z, = e tendant vers Uinfini telle que f*) (2n) — 00

et .
9 (2,) _ 1
Preuve. Soit M (r,6, f®)) = max {|f® ()| : ro < [2| <7, argz=0}. Il existe une suite

(IT4+o)|z"7 (=0, .k—1). (3.26)

infinie de points z, = ,e?,r, > 19,7, — 00 telle que pour tout n, on a M (rn,Q,f(k)) =
| F®) ¢ Zﬁ)‘ — oo quand n — oo. Pour tout n, d’apres (k — j) —fois intégration réitéré le long
du chemin L; : z = re, ro <1 < |2,|

_ i
f(j) (Zn) _ f(j) (roew) + f(j+1) (roeie) (Zn 1;”06 )
1 . ki1 Zn Zn
(k—1) 0 . 0 J (k)
+...+ (e 1)!f (r0€") (20 — 10€") + /Toew - fY(t) dt. (3.27)

Par conséquent, par 'inégalité triangulaire et par |f®*) (2)| < |f® (z,)| dans le chemin L,
on a

e 0
£ (z)] < |F9 (roe®) | + | FIFY (roe™) | 2 1;“06 |
o G D o e o)
(k _1 Il [ F® ()] | (20 = r0e”) |kij : (3.28)
quand z, — oo, d’apres (3.28) on obtient
() " 1 o
;(k) E;;' < =) (14+0(1)) |zn|’g T (j=0,..,k—1). (3.29)
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Le Lemme suivant est une généralisation du Lemme 3 dans [21] .

Lemme 3.5 [17] Supposons que k > 2 est un nombre naturel et Ay, Ay, ..., Ar_1 sont fonc-
tions méromorphes ayant seulement un nombre fini de poles se situant tous dans {z : |z| <
ro}. Pour des constantes réelles «, 6,01, 0, telles que o« > 0, § > 0 et 6, < 0, nous avons
pour un certain As (0 < s<k—1)

4 (2)] > exp (a |2I") (3.30)
quand z — oo dans D ={z:0; < argz < 0, 19 < |2| < 00} et
n=max{p(4;): j=0,1,...,s—1,s+1,...,k—1} <0. (3.31)
Si f # 0 est une solution méromorphe de ’équation
F® 4 A f* D 4 4 A f =0 (3.32)

avec p(f) = p < oo, alors pour tout € > 0, il existe une constante M > 0 telle que
|f (2)] < M |2|° pour tout z dans Dy (e) ={z: 61 +c <argz <0y —e, ro < |2| < o0}

Preuve. Etant donné que les poles de f sont déduis des poles de Ag, A1, ..., Ap_1, alors f a
un nombre fini de poles, ces poles sont tous dans {z : |z] <7ro}. Soit p(f) = p < co. Alors
d’apres le Lemme 3.3, pour tout £ (0 < e <min{1,0 —n}) donné, il existe un ensemble
E C [0,27) de mesure linéaire égale a zéro tel que si ¢, € [0,27) — E, alors il existe une
constante Ry = Ry (¢y) > 1 telle que pour tout j = s+ 1,....,k, on a

‘ f(j) (z)
f) (2)

< |z\(j_s)(p_1+5) < \z|(k_s)p (3.33)

pour |z| > Ry le long de arg z = 1),,.
Supposons maintenant que | ) (2)} n’est pas bornée sur un rayon d’un certain arg z =
bo, OU ¢y € [01,05] — E, 19 < |2| < 00. Alors d’apres le Lemme 3.4, il existe une suite infinie

de points z, = r,e™, o r, — oo telle que f) (z,) — oo et

f(j) (zn) 1 o . .
< 1 1 15 <22, =0,..,5s—1 34
< o ol <20l G=0s=1) (330
quand z, — oo. De I’équation (3.32), il résulte de (3.31), (3.33) et (3.34) quand 2, — oo
F® (z,) FE=D (2,) FEHD (2,)
As n)| < A =~ 7 As
f(s—l) (Zn) f (Zn)
| As—al + A

< Moexp {|z,|""} 20| < My exp {% |zn|5} 20| (3.35)
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ou My > 0, M; > 0 sont des constantes. Ainsi (3.35) contredit (3.7). Donc, f)(2) est
bornée sur tout rayon arbitraire arg z = ¢, € [01,05] — E, 1o < |2|. De la Remarque 3.1, il
est facile de voir que ‘ £ (z)‘ < M, dans

Dy(e)=A{z:01+e<argz<by—¢, 19 <|z] < o0} (3.36)

pour une certaine constante M, > 0. Pour un point arbitraire z = re? 014+ <y <by—e¢,
ro < 1), par s—fois intégration réitéré le long du chemin Ly = {z : argz =1, ro < |2| < 1},
on a

. , 2 1
flz)=f (roew) +f (7“06“”) T +..+ G- 1)

+ / / & (t)dt...dt. (3.37)
roet¥ roet?

Par conséquent, par l'inégalité triangulaire élémentaire et ! £ (z)| < M,, on obtient de
(3.37) pour un point arbitraire z dans D; (¢)

f(sfl) (Toeiw) zsfl

. , A 1 ’ _
|f(2’)| < }f (T‘Oelw)‘ _f_‘f (Toezw)‘%—f—,..—f- (5_1)1 {f(s—l) (Toem/})‘ |Z|s 1
PO < M el (3.39)

ou M > 0 est une constante.
Le résultat suivant est une extension du Lemme 3 en [21].

Lemme 3.6 [17] Supposons que Ay, ..., Ay_1,,d,¢,01,02, D, Dy (g) satisfont les hypothéses
du Lemme 3.5 et F' £ 0 est une fonction méromorphe ayant un nombre fini de poles se
trouvant tous dans {z : |z| < 1o} avec p (F) < d. Si f est une solution méromorphe de (3.1)
avec p(f) = p < o0, alors |f (2)] < M |z|” pour tout z dans D; (g) pour une certaine
constante M > 0.

Preuve : Soit p(f) = p < oo. D’aprés (3.1) , nous savons que les poles de f sont deduis des
poles de Ag, A1, ..., Ap_1 et F. Donc f a un nombre fini de poles, ces poles sont tous dans
{z: |z] < 1o}. En utilisant le méme raisonnement que dans le Lemme 3.5, il est facile de voir
que (3.10) reste valable pour f (z). Si nous supposons que |f(*) (z)| n’est pas bornée sur un
certain rayon arg z = ¢, ol ¢, € [01,02]— F, 1o < |z] < 00, en utilisant le méme raisonnement
que dans le Lemme 3.5, il est facile de voir que (3.11) et vérifiée. De | f*) (z,)| — oo (n — o0),
on peut supposer que ‘ 1) (zn)‘ > 1 pour tout n. Comme

| < <o {0} <en (G} @) ce<n. @)

alors, de (3.1),(3.31),(3.33),(3.34) et (3.39), on a

f(k) (2n) f(k—l) (
£ () fe) (2

(1)
= ‘ Al o+ ‘f—“)

|As (2,)] < 7 ()

+ |As+1|
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fOY (z0) f (zn) F (zn)
Gy e+t | g el + 7
< My exp {% |zn|5} 2| M (3.40)

ou My > 0, My > 0 sont des constantes. D’ou (3.40) contredit (3.7). Donc |f®) (z)| est
bornée sur tout rayon arbitraire argz = 1, € [01,02] — E, |z| = ro. Et aussi en utilisant le
méme raisonnement que dans le Lemme 3.5, nous avons |f (z)| < M |z|” pour tout z dans
D, () pour une certaine constante M > 0.

Lemme 3.7 [17] Supposons que k > 2 est un nombre naturel et Ay, Ay, ..., Ax_1 sont
des fonctions méromorphes d’ordre fini ayant un nombre fini de poles, se trouvant tous dans
{z :|z| <ro}. Supposons qu’il existe un As (0 < s < k — 1) tel que pour des constantes réelles
a, 0 avec > 0,6 >0 o0n a

n=max{p(4;): j=0,1,..,s—1,s+1,.. k—1} <6 (3.41)
et
max{p(A;):j=1,....,s — 1} < p(A). (3.42)

Supposons que pour tout ¢ > 0 donné, il existe deux collections finies de nombres réels {¢,,}
et {0} qui satisfont (3.2) et (3.3). Dans D,, = {2z : ¢,, < argz < O, 19 < |2] < o0}
(m=1,...,n) quand z — oo, on a

A, ()] = exp {a|z|5}. (3.43)
Si f(z) # 0 est une solution méromorphe de (3.32), alors f est d’ordre infini.
Preuve : Soit f # 0 une solution méromorphe de (3.32) avec p (f) = p < 0o. De (3.32), nous
savons que f ne poséde qu'un nombre fini de poéles. Supposons que tous les poles de f sont

dans {z : |z| < ro}. Par les hypothéses, pour tout ¢ | 0 < & < min ﬁ, J— 77}) donné,
4

il existe deux collections finies de nombres réels {¢,,} et {6,,} qui satisfont (3.2), (3.3) . Sup-
posons que A, satisfait (3.20) dans D,,, (m =1,...,n)et A; (j =0,1,...,s —1,s+1,....k — 1)
satisfait o

|A; (2)] < exp {|2™*) gexp{§|z|5}. (3.44)

Par le Lemme 3.4, nous avons
[f () <M|z” (M >0), (3.45)

dans D!, () ={z:¢,, +te<argz <0, —¢, 1o < |z| <o} (m=1,...n).
D’autre part, comme p (f) = p < oo et f ne dispose qu’un nombre fini de poles dans le
secteur 0, —e¢ < argz < ¢,,,; +¢ (m =1,...,n), nous pouvons poser f(z) = 5)8, ou p(2)

est un polynodme, g (z) est une fonction entiere avec p (g) = p (f) = p < oo. Il existe 11 > 79

1 < g (2)] <

tel que pour r > 1, on a |p(2)| = 1, |g(2)| < exp {r”%} et [f(2)] =
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exp {M%} . D’apres (3.3) et 0 < e < ——"+~, on a (¢m+1 + 5) —(O0p —e) <3< p:_;- Donc

3(P+%)’ 1
il existe R > 1+ 7y telle que pour r > R, on a 17t < er Gmi1t9)-0n=9  D’on
‘f (2)] ¢ ()] < exp {|z|p+%} < exp {5 Mm} (3.46)
ZS

pour r > R. De (3.22) et L2 est analytique dans |z| = 7o, on sait que ‘@‘ < M dans

zrargz =0, —e,|z| ZrotU{z:argz = ¢ +elzl =l U{z: 2z =10, 0, —c <
m+41
Y < ¢4 + €} D’apres la Remarque 3.1 et (3.23), on a ’%

< M pour tout z € {z :

O —e <argz < ¢y +6, 70 < |2 <oo} (m=1,...,n). De (3.22), on a ‘fz(f)‘ < M pour
|z| = 1o, ie., |g(2)] < M |2°p(z)] . Comme g est entiere, on a |g (z)| < M; pour une certaine
constante M; > 0 pour |z| < ro. Ainsi |g (2)] < M |2°p(2)| + M; dans tout le plan. D’ou
g (2) est un polynome, i.e., f est une fonction rationnelle.

Si f est une fonction rationnelle et a un pole en z, d’ordre I > 1, alors £ a un
pole en zy d’ordre [ + s et p (f*) + Ay fED + L+ Agf) = p(As) = § > 0. Ceci est en
contradiction avec (3.22). Ainsi f est un polynéme. Si f est un polynome de deg f > s,
alors p (f® + A1 fED 4+ .+ Aof) = p(Ay) = 6 > 0 ce qui contredit (3.22). Si f est un
polynéme non nul de deg f < s — 1, alors p (As,lf(s_l) + ...+ Agf) = p(Ao) > 0. Ceci est
en contradiction avec (3.22). Par conséquent, toute solution méromorphe f # 0 de (3.32)
satisfait p (f) = co.

Lemme 3.8 [17] Supposons que Ao, ..., Ag—1,®,0,&,70, {0, }» {Om} €t D, satisfont les hy-
pothéses du Lemme 3.7, et que F % 0 est une fonction méromorphe d’ordre fini ayant un
nombre fini de poles seulement se trouvent tous dans {z : |z| < ro} telle que p(F) < 0 et
soit :

(i) max{p(A;):j=1,....,s = L p(F)} < p(Ap) ou

(ii) max{p(A4;) : 7 =0,1,....,s = 1} < p(F).

Si f est une solution méromorphe de (3.1), alors p(f) = oo.

Preuve. Soit f une solution méromorphe de (3.1) avec p (f) = p < co. En utilisant le méme
raisonnement dans le Lemme 3.6 et en vertu du Lemme 3.5, il est facile de voir que |f (2)] <
M |z|® pour une certaine constante M > 0 dans D (¢) = {z : ¢,, + € < argz < 0, — ¢,
ro < |2| < oo}(m = 1,...,n). De méme, dans §,, —¢ < argz < ¢,,.; +¢ (m = 1,...,n),
en utilisant également le méme raisonnement que dans le Lemme 3.7, nous voyons que
|f (2)| < M |z|° dans D} (e) = {2 :0,,—e <argz < ¢, +¢,70 < |2] <oo} (m=1,..,n).
Donc f est une fonction rationnelle.

Si f est rationnelle et a un pole en zy d’ordre [ > 1 ou si f est un polynéme avec deg f >
s, alors p (f(k) + Ap fED 4+ Aof) = p(As) =2 6 > p(F). Ceci est en contradiction
avec (3.1). Si f est un polynome non nul de deg f < s — 1, alors si max{p(4;):j =1, ...,
s—1,p(F)} <p(Ay),ona

P (As—lf(s_l) + o+ Aof) = p(Ao) > p(F).



40

Ceci est en contradiction avec (3.1). Simax{p(4;):j=0,1,...,s — 1} < p(F), alors

p(f + Ap_y fEY 4+ 4 Aof) <max{p(A4;):j=0,1,...,s =1} < p(F).

Ceci est en contradiction avec (3.1) . Donc, chaque solution méromorphe f de (3.1) est d’ordre
infini.

3.4 Preuve du Théoréme 3.1

(a) Comme f est une solution méromorphe de ’équation (3.1) d’apres le Lemme 3.8, on a
p(f) = +oo. Du Lemme 3.9, la solution f satisfait (3.9).

(b) Soit g = f — . Comme f est une solution de I’équation (3.1), alorson a p(g) = p(f) =
oo. En remplagant f = g + ¢ dans ’équation (3.1), on obtient

g® + A g® Y 4 Ay =F — (cp(k) + App® Y 4+ Aop) . (3.47)
Comme p (¢) < +00, alors on a
F— (% + A% D 4+ Agp) £0 (3.48)
et le Lemme 3.9, on obtient A (g) = A (g) = p(9) = p(f) = o0, i.e.,

Mf=@)=A(f—9)=p(f) = . (3.49)

3.5 Preuve du Théoréme 1.2

(a) Supposons que fj est une solution méromorphe de I’équation (3.1) avec p (fo) = p < 00. Si
f1 est une autre solution méromorphe d’ordre fini de I’équation (3.1), alors p (fi — fo) < o0,
et f1 — fo est une solution de I’équation homogene (3.9), donc p (fi — fo) = oo d’apres le
Lemme 3.7. C’est une contradiction. Donc (3.1) a au plus une solution méromorphe d’ordre
fini fj et toute autre solution méromorphe f; de (3.1) satisfait (3.9) d’aprés le Lemme 3.9.
Si toute solution de (3.1) est méromorphe, alors d’apres les Lemmes 3.2 et 3.9, (3.1) a au
moins une solution qui satisfait (3.9).

(b) Supposons que fp est une solution méromorphe de (3.1) avec p (fy) < oo. d’apres (3.1)
nous pouvons écrire

k) (k1)
% (f;(] +A1ff0 + .. +A1§Z+AO>. (3.50)

Il s’ensuit que si fo (2) a un zéro en zo d’ordre o > k, alors F' doit avoir un zéro au zy d’ordre

a — k. Donc 1
( fo) k”( h)*”(“f) (3:51)
N(T’%><kw< fo>+N( ;) (3.52)
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En appliquant le lemme de la dérivée logarithmique ([9])

Jo

De la relation (3.50), on a

(T%) (T_)+zmr,4 Z (f;O)wa). (3.54)

Alors de (3.52), (3.53) et (3.54) on obtient

T(r,fo):T< f0>+0( )

m ( fD ) =O0(lnr) (j=1,...,k) (p(fo) <+o0). (3.53)

k—1

1
< kN (T,f—)—l—TTF —i—ZT (r,A;) + O (logr) . (3.56)
0
7=0
Posons = max {p(A;),p(F)}, alors pour tout € > 0 donné et r assez grand, on a
T(r,F) <o T(r,A;)) <P (j=0,....k—1). (3.57)
Donc, d’apres (3.56) , (3.57), I'inégalité

T (r, fo) Skﬁ( 7 > (k+1)r7" 40 (logr) (3.58)
0
est vraie pour r un assez grand, d’ou
p(fo) < max{B, A(fo)} =max{p(A:), p(F), X(fo)}. (3.59)
SiX(fo) < p(fo), p(As) # p(F), alors d’aprés (3.59), on a

p (fo) < max{p(As), p(F)}

et de (3.1), on obtient
p(fo) 2 max{p(As), p(F)}.
Donc

p(fo) = max{p(As), p(F)}.

(c) Soit g = f—. Si f est une solution de (3.1) avec p (f) = oo, alorsona p(g) = p (f) = cc.
En substituant f = g + ¢ dans I’équation (3.1), on obtient

9" + A ag® Y L+ Agg = F — (0 + A 0"V 4+ Agp)
Comme ¢ n’est pas une solution de (3.1), alors on a
F— (o™ 4 Apap® D 4+ Agp) #0
et par le Lemme 3.9, nous obtenons A (g) = A (g) = p(g9) = p(f) = 0, i.e.,
Af=9)=X(f-9)=p(f) =00
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3.6 Preuve du Corollaire 3.2

(i) Supposons que f et fo sont des solutions de I’équation (3.1) avec p (f) = oo et p(fo) < o0.
Soit g = f — C'fo, donc on a p(g) = p(f) = oo. En remplagant f = g + C'fy dans I’équation
(3.1) , on obtient

g® 4 A1V 4+ Ayg=F—C (fg“ + A fEY 4 A0f0>

=(1-C)F.
Comme C # 1 et F # 0, alors on a (1 —C) F # 0 et le Lemme 3.9, nous donne \(g) =
AMg) =p(9) = p(f) =0, ie,
Mf=Cfo) =M —=Ch)=p(f) =oo.
(ii) Soit f une solution méromorphe de (1.1) avec p(f) = oo. Posons g = f — z, on a
p(g) = p(f) = oco. En remplagant f = g — z dans I’équation (3.1), on obtient

g(k) —+ Akflg(kil) 4+ ...+ Aog = F — Al — ZA().

Comme F — A} — zAy # 0, d’aprés le Lemme 3.9, on obtient A (g) = A (g) = p(g) = p(f) =
o0, l.e.,

AMf=2)=X(f-2)=p(f) = 0.

3.7 Preuve du Théoréme 3.3

Soient f; une solution méromorphe de ’équation (3.18) et f, une solution méromorphe de
I'équation (3.19). Posons g = fo — C'f;. Alors g est une solution méromorphe de 1’équation

g® + Ap_1g* Y+ .+ Agg = F, — CF,. (3.60)

De p(Fy — CFy) = p(Fy) = § et le Théoreme 3.2 I’équation (3.60) a au plus une solution
d’ordre fini g9 = fo — C'f; satisfaisant

p (90) < max{p (Fp), p (As), A (g90)},
ie.,
p(fo—Cfi) <max{p(Fy),p(As). XA(fo—Cf)}
et toute autre solution g = fo — C'f; de (3.60) satisfait

X(f2 —Cfi)=A(fo—=ChH)=p(fa—Cfr) = 0.

3.8 Preuve du Théoréme 3.4

Soient f; une solution méromorphe de ’équation (3.18) et f, une solution méromorphe de
I'équation (3.19). Posons g = fo — C'f;. Alors g est une solution méromorphe de 1’équation

g(k) -+ Akflg(kil) + ...+ Aog = FO - CFl

De Fy — CFy # 0, p(Fy — CFy) < § et le Théoréeme 3.1, on a p(g) = oo. Donc, d’apres le
Lemme 3.9, on obtient

X(fQ —Chi)=A(fo=Cf) =p(fa—Cfr) = c0.



Chapitre 4

Oscillation des points fixes des
solutions des équations différentielles

Dans ce chapitre on va étudier la relation entre les solutions des équations différentielles
et les fonctions d’ordre fini

4.1 Introduction

Z.X. Chen est le premier qui a étudié¢ en 2000 (voir [26]) les points fixes des solutions
de I’équation

"+ A(z) f=0, (4.1)

ou A (z) une fonction entiére transcendante ou un polynome.

En 2004, J. Wang, J. et W. R. Lii(voir [58]) ont étudié la croissance et les points fixes
des solutions et leur dérivées de 1'équation différentielle linéaire d’ordre deux (4.1) avec A
est une fonction méromorphe transcendante et ils ont obtenu le résultat suivant :

Théoréme 4.1 (voir [58]) Supposons que A (z) est une fonction méromorphe transcendante
avec 0 (00, A) > 0, p(A) = p < +oo. Alors f £ 0, f et [ possédent une infinité de points
fixes et

Mf=2)=X(f =2) =X (f"=2) = p(f) = +o0, (42)
(==X (f =) =% (f =) =nlH=0r (4.3)
ot f est une solution de l’équation (4.1).
En 2006 le Théoréme 4.1 a été généralisé par Liu Ming-Sheng et Zhang Xiao-Mei [50] pour
I’équation,

P4 AR =0 (k=2) (4.4)

de la maniére suivante :

43
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Théoréme 4.2 (voir [50]) On suppose que k > 2 et A(z) est une fonction méromorphe

transcendante avec 0 (00, A) = lim T;((:]{)) =0 >0, p(A) = p < +o0. Alors f # 0,
r—+oo '

1, f", et £ possédent une infinité de points fizes et

X(f_z>=x(f'_z):...:X(f<k>_z):p<f):+oo, (4.5)

Yo (f —2) =N (f’—z) = =0 (M2 =p(f) =p. (4.6)

ou f est une solution de l’équation (4.4)

Dans ce que suit, on généralise les Théoréemes 4.1 et 4.2 ou nous remplacons z par une
fonction méromorphe d’ordre fini, et pour bien controler les solutions on étudie la relation
entre le polynéme différentiel et les fonctions de petites croissances "small functions".

Théoréme 4.3 (voir [8])Soit A(z) une fonction méromorphe transcendante avec p (A) =
p > 0 telle que 6 (00, A) = 6 > 0, soient d; (j =0,1,2) des polynémes non tous nuls, et
soit ¢ (z) (£ 0) une fonction méromorphe d’ordre fini. Si f est une solution de I’équation

(4.1) avec A (%) < +oo0, alors le polynome différentiel g (z) = dof” + dif + dof satisfait

AMg—9)=p(f) =+o0.

Théoréme 4.4 (voir [8])Supposons que k > 2 et A(z) est une fonction méromorphe trans-
cendante d’ordre p(A) = p > 0 avec 6 (00, A) = d > 0. St ¢ (2) #Z 0 est une fonction
méromorphe d’ordre p () < 400, alors toute solution f(z) # 0 de l’équation (4.4), vérifie

Mf=9)=X(f =) = = X(/D = g) = p(f) = +o0, (4.7)

=9 =% (f =¢) = =R (P =) =n () =p. (4.8)

Remarque 4.1 En posant k = 2 et ¢ (z) = z dans le Théoréme 4.4, on obtient le Théoréme

4.1,

Remarque 4.2 En posant ¢ (z) = z dans le Théoréme 4.4, on obtient le Théoréme 4.2.

Soit d; (j = 0,1,2), A des fonctions méromorphes. On définit les fonctions

Q) = d1> ag = dy — daA,



45

B, = —dyA+dy +d,

By = —dy A — (dyA) + d.
et

Dans [3], [4] B. Belaidi a étudié I’équation (2.4) et il a obtenu le Théoréme suivant :

Théoréme 4.5 Soit A (z) une fonction méromorphe transcendante avec p (A) = p > 0 telle
que 6 (00, A) =6 > 0, soient d; (j = 0,1,2) des polynomes non tous nuls, et soit v (z) (# 0)
une fonction méromorphe d’ordre fini telle que cvyp — B # 0.Supposons que

1) tous les poles de f sont de multiplicités uniformement bornés ou

2) 0 (00, f) > 0.

Si f est une solution méromorphe de l’équation (4.1) avec A (%) < 400, alors le poly-
nome différentiel g (2) = dof +dif +dof satisfait

Mg =) =p(f) =400, Xa(g—) = p; () = p.

Dans la démonstration du théoréme précédent la condition A (%) < 400 est nécessaire

et les coefficients de polynome différentiel sont des polynomes. Par une autre méthode de
démonstration on peut généraliser le Théoreme 4.5 en remplacant les polynomes d;(j =

0,1,2) par des fonctions méromorphes sans la condition A <%> < 400 et on a:

Théoréme 4.6 [10] Soit A (z) une fonction méromorphe transcendante avec p(A) =p >0
telle que § (00, A) = 6 > 0, soient d; (j =0,1,2) des fonctions méromorphes d’ordres finis
non toutes nulles telles que h # 0, et soit v (z) (# 0) une fonction méromorphe d’ordre fini
telle que ayp — B1p Z 0.Supposons que

1) tous les poles de f sont de multiplicités uniformément bornés ou

2) (o0, f) >0

Si f est une solution méromorphe de l'équation (4.1), alors le polynéme différentiel
g(2) =dof +dif +dof satisfait

Ag—¢)=p(f) =400, ha(g—9)=p(f) = p.
On remarque que le coefficient A dans les théorémes précédents est sous la condition

d’ordre fini, la question qui se pose : que peut-on dire si 'ordre de coefficient A est infini ?
Pour répondre sur cette question on va utiliser la notion d’ordre p- itératif.

Le Théoréme suivant est une généralisation du Théoréme 4.6 pour des coefficients p-ordre
itératif fini.
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Théoréme 4.7 [10] Soit A (z) une fonction méromorphe transcendante avec p-ordre itératif
fini p, (A) = p > 0 telle que 6 (00, A) = 6 > 0, soient d; (j =0,1,2) des fonctions méro-
morphes d’ordre p—itératif fini non toutes nulles telles que h % 0, et soit ¢ (2) (£ 0) une
fonction méromorphe d’ordre p-itératif fini telle que a1 — By # 0. Supposons que

1) Tous les poles de f sont de multiplicités uniformément bornés ou

2) 6 (o0, f) >0

Si f est une solution méromorphe de l'équation (4.1), alors le polynéme différentiel
g(2) =dof +dif +dof satisfait

Ao (9= 0) = p, (f) = +00, Apy1 (9= 0) = ppur (f) = p

Pour p = 1 dans le Théoréme 4.7 on obtient le Théoréme 4.6.

Pour ¢ (z) = z dans le Théoréme 4.7 on a le Corollaire suivant :

Corollaire 4.1 [10] Soit A (z) une fonction méromorphe transcendante avec p, (A) = p >0
telle que § (00, A) = 6 > 0, soient d; (j =0,1,2) des fonctions méromorphes d’ordres p-
itératif finis non tous nuls telles que h # 0 et oy — 8,2 # 0.Supposons que

1) Tous les poles de f sont de multiplicités uniformément bornés ou

2) 0 (00, f) >0

Si f est une solution méromorphe de l’équation (2.1), alors le polynéme différentiel
g(2) =dof” +dif +dof satisfait

Ao (9= 2) =p, (f) = +o0, Xerl(g_Z):PpH(f):P-

4.2 Lemmes préliminaires

Lemme 4.1 [43] Si f est une fonction méromorphe telle que i (f) = p = 1, alors p, (f) =
P (f) -

Lemme 4.2 [43] Si f est une fonction méromorphe telle que 0 < p,(f) < +oo, alors
pp—i—l (f) =0.

Lemme 4.3 [25] Soient Ay, A1, ..., Ax_1, F'(# 0) des fonctions méromorphes d’ordres finis.
Si f est une solution méromorphe d’ordre p (f) = 400 de l’équation

FO 4 A fE Y 4 A+ Af = F, (4.10)
dlors X (f) = A (f) = p(f) = +o0.

Lemme 4.4 [6] Soient Ag, Ay, ..., Ax_1, F' £ 0 des fonctions méromorphes d’ordre fini. Si
f est une solution méromorphe de l’équation (4.10) telle que p(f) = oo et p, (f) = p, alors

A=A =p(f) =00 et X (f) =X (f) = p2 (f) = p.
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Lemme 4.5 [3] Soit A (z) une fonction méromorphe transcendante avec p-ordre itératif fini
pp (A) = p >0 telle que 6 (00, A) = § > 0. Supposons que

1) tous les poles de f sont de multiplicités uniformément bornés ou

2) 0 (o0, f) >0,

alors toute solution méromorphe f # 0 de équation (4.4) satisfait i(f) = p+ 1 et
pp () =400, ppi1 (f) = p.

Pour p = 1 on obtient le lemme suivant :

Lemme 4.6 [4] Soit A (z) une fonction méromorphe transcendante d’ordre fini p (A) = p >
0 telle que § (00, A) = 0 > 0. Supposons que

1) Tous les poles de f sont de multiplicités uniformément bornés ou
2) § (o0, f) >0
alors toute solution méromorphe f # 0 de l’équation (4.4) satisfait p (f) = 400, py (f) =

Lemme 4.7 (voir [50]) Supposons que k > 2 et A(z) une fonction méromorphe transcen-
dante avec 0 (00, A) =9 > 0, p(A) = p < 0o. Alors chaque solution méromorphe f(z) Z 0
de léquation (4.4) satisfait p (f) = 400 et py (f) = p.

Lemme 4.8 [3] Soient Ay, A1,..., Ar_1, F £ 0 des fonctions méromorphes avec p-ordre
itératif fini. Si f est une solution méromorphe de l’équation (4.10) telle que p, (f) = oo et

pp-i-l(f):p? alorsxp(f):/\p(f):pp(f):oo etXpH(f):)‘erl(f):Pp+1<f):,0-

Lemme 4.9 [10] Soit A (z) une fonction méromorphe transcendante avec p-ordre itératif fini
Py (A) = p >0 telle que 0 (00, A) = 0 > 0, soient d; (j = 0,1,2) des fonctions méromorphes
d’ordre p-itératif fini non toutes nulles telles que h Z 0. Supposons que

1) Tous les poles de f sont de multiplicités uniformément bornés ou
2) 6 (o0, f) >0,
Si f est une solution méromorphe de l’équation (4.4), alors le polynome différentiel

g(2) =dof 4+ dif +dof satisfait

P, (9) = +00, 0,1 (9) = p.

Preuve. On suppose que f (z) # 0 est une solution méromorphe de 1’équation (4.4) . D’aprés
le Lemme 4.6 on a p, (f) = +00,p,.,(9) = p. Supposons que dy (z) # 0. En remplagant
fdans g (2) = dof” +dif +dof par —Af on obtient m

g=dif + (do — daAy) f. (4.11)
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En dérivant, (4.11) et en remplacant f* par —Af, on obtient

g = [—dgA +do + d;} 7 [— (doA) — dyAg + d;] f. (4.12)
Posons
] = dl, Qg = dg — don, (413)
By = dy A7 — (d2A1)/ — dy Ay — doAg + do + d}, (4.14)
By = doAgAy — (daAg) — diAg + dj. (4.15)
Alors, on a
arf +aof =g, (4.16)
Bif +Bof =49 (4.17)
Soit
h = Oélﬁo — Oé[)ﬁl (418)

Comme h # 0, alors de (4.16) et (4.17), on obtient

a1g = Big
f= o
Si p(g) < oo, alors de I'équation (4.19) et le Lemme 4.2 nous permettent de déduire p,, (f) <
oo ce qui est une contradiction. Donc p, (9) = p, (f) = +oo.

De I'équation (4.11) et les Lemmes 4.1,4.2 on a p, ; (9) < p,yq(f) et par (4.19) on a

Ppi1 (f) < ppia (9) - Done p,q(9) = ppia (f) = p-

(4.19)

Pour p =1 on a le lemme suivant

Lemme 4.10 [10] Soit A(z) une fonction méromorphe transcendante d’ordre fini p (A) =
p > 0 telle que § (00, A) = 6 > 0, soient d; (j =0,1,2) des fonctions méromorphe d’ordre
fini non toutes nulles telles que h Z 0. Supposons que

1) Tous les poles de f sont de multiplicités uniformément bornés ou

2) b (o0, f) >0,

Si f est une solution méromorphe de [’équation (4.4), alors le polynéme différentiel
g (2) =dof +dif +dof satisfait

p(g9) = +o0, 05 (9) = p-
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4.3 Preuve du Théoréme 4.3

Premiérement, on suppose que ds # 0. Supposons que f ( Z 0) est une solution de I’équation
(4.1) avec p(f) = +oo et )\<1> < 400. Soit w = g — ¢ = dof +dif +dof — ¢. Alors

du Lemme 4.10, on a p(w) = p(g) = p(f) = +oo. Prouvons que Ag—p) = +o0, ie,.
A (w) = +o0. En remplacant " = —Af dans w, on obtient

w=dif + (do — dyA) f — . (4.20)
En dérivant (4.20), on obtient

= (—dyA+ do+ d)) f + (—d1 A — (dyA) +dy) f — . (4.21)

Alors on a
o f +aof =w+ o, (4.22)
Bif +Bof =w +¢, (4.23)

ou ay, ag, By, et B, sont définie dans (4.13) — (4.15) . Posons

h= Oélﬁo - 610{0. (424)

On a deux cas & étudier :

Cas 1. Si h =0, alors de (4.21) — (4.23), on obtient

aw — Brw = _(04190, — Bip) = F. (4.25)
Maintenant, prouvons que oy — ;0 Z 0, i.e., %ap do;— & +A#0.
2 @ 2
di¢  do+d,
Supposons que A = Gy dtd . Donc on obtient
dy ¢ dz
m(T,A)<m<r7£)+m( d>+m< do_l_dl)—i—O(l). (4.26)
2 " dy dy
dy  do+d,
Comme d_ et OC—; L sont des fonctions rationnelles, alors
2 2
d do + d;
m(r,—) =0(®ogr), m|(r, 0o~ % = 0O (logr). (4.27)
d2 d2
Comme p (¢) < +00, alors
AN
m (7’, —) =0 (logr), (4.28)
¥

Il s’ensuit, d’apres la définition du déficient § (0o, A) pour r suffisamment grand, que

m (r, A) < g (r,A). (4.29)
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Donc pour 7 suffisamment grand, on a des relations (4.26) — (4.29)

T(r, A) < gm (r, A) < O (log 7). (4.30)

ceci est en contradiction avec p (A) = p > 0. Donc a1¢’ — B # 0 et alors I # 0. Comme
ap # 0, F # 0, d’aprés le Lemme 4.3, on obtient A\ (w) = A(w) = o(w) = +o0, ie,
Mg — ) = +oo.

Cas 2. Si h # 0, alors des relations (4.22) — (4.24), on obtient

;e al(w'+<p’)h— Br(w+) (431)

En remplagant (4.31) dans 'équation (4.1), on obtient

« m " ’
le + Gow + Pyw + pyw

(@ =B\ (f =B\ _
__<( z ) +A< ; )>_F, (4.32)

ot ¢; (j =0,1,2) sont des fonctions méromorphes avec p (¢j) < 400 (j =0,1,2).

Comme oy — B0 Z 0, p (M) < +00, alors d’apres le Lemme 4.7, on sait que F'

£ 0.

D’apres le Lemme 4.3, on obtient A (w) = A (w) = p(w) = 400, i.e., A(g — ) = +00.
Supposons que dy = 0, dy Z0oudy,=0,d; =0 et dy ;7_3_(). Par le méme raisonnement

précédemment, on obtient A (w) = A (w) = p (w) = +00, i.e., A(g — ¢) = +o0.

4.4 Preuve du Théoréme 4.4

Supposons que f ( #Z 0) est une solution de I’équation (4.4). Alors d’aprés le Lemme 4.6, on
ap(f)=4o0et py(f)=p(A). Supposons que @ est transcendente ou un polyndéme d’ordre
supérieur ou égal a k (> k), soit w; = fU) — ¢ (j =0,1,...,k). Alors p (w;) = p(f) = +oo,
py(wy) = po (f) = p(A) (j=0,1,...,k), X(w;) = A(fYW =) (j =0,1,....k). En dérivant
w; = fU) — ¢, et en remplacant f*) par f*) = —Af, on obtient

W = —Af — o (j=0,1,.,k). (4.33)
Alors on a

w9 4 (k=)

fe———

et en remplagant (4.34) dans ’équation (4.4), on obtient

(k-5 \ ) (ki) ®)
w: . J) .
( J ) + w](.k_J) = — (( ) + <p(k_3)> ) (4.35)

De la relation (4.35) on peut écrire

(4.34)
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U)(.Qk_j) + (I)Qk_j_lw](?k_j_l) + ...+ (I)k_jw§k_j)

. <(¢(;j)><k> i (90(230)) | (436)

ot @y (2),..., Po—j—1(2) (j =0,1,...,k) sont des fonctions méromorphes avec p (®j_;) <

' (k—J)
Pyens p((I)Zk—j—l) < p (] - 07 ]-7 SaS) k) . Comme A 7_é 0 ) @(kij) 7_é 0 et p (SD

A
d’apres le Lemme 4.7, on a

A (<¢(;j)>(k) LA (@(;j)» £0. (4.37)

Donc d’apres le Lemme 4.3, on a A(w;) = p(w;) = 400 et d’aprés le Lemme 4.4, on a
A2 (wj) = py (wj) = p(A). Ce qui donne

MNP =) =p(f)=+00, X (fP =) =p,(f)=p(A)=p (j=0,1,....k). (4.38)

) < +00, alors

Si ¢ est un polynoéme de degré strictement inferieur a k. Soit u; = f\9) de I'équation (4.4)

on a )
(k—j)\ @)
U

soit w; =u; —¢ (j =0,1,..., k) donc w; est une solution de I’équation

w;k—j) ) (=) ()

comme @ est un polyndéme de degré strictement inferieur a k, alors ¢ + (

(k—J)

A

)
> # 0. Par

le méme raisonnement que précédemment, on obtient

A9 =) =p(f) =400, X (fP =) =p(f)=pA)=p (j=0,1,.,k).

4.5 Preuve du Théoréme 4.5

On suppose que f #Z 0 est une solution méromorphe de ’équation (4.4) alors d’apres le
Lemme 4.5 on a p, (f) = +00, p,.1 (f) = p, (A) = p. Posons w (z) = dof +dif +dof — .
Comme p,, (p) < +00, alors par le Lemme 4.9 on a p, (w) = p, (9) = p, (f) = 400, p,,1 (w) =
Pps1(9) = ppia (f) = p, (A) = p. Pour montrer que A, (g9 — ) = +oo et p, 4 (9—¢) =
p, (A) = p il suffit de montrer que \, (w) = +00 et p, ; (w) = p, (A) = p.

En remplagant g = w — ¢ dans (4.19), on obtient

oqw — Bw

f= h

+ (4.40)
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ou ,
0o — By
V= h
En remplagant (4.40) dans (4.1) on obtient

aq

h w” + ¢2U}” + ¢1w, + Qow = — <(w <Z))N +Ay (2)) =W

ot ¢;(j =0,1,2) sont des fonctions méromorphes telles que p, (gb]) < 40 (j=0,1,2).
D’aprés la condition a0 — Byw # 0, on obtient 1 (z) # 0. Comme p, (¥) < +oo et
¥ (z) # 0, alors d’apresle Lemme 4.5 on a W # 0. En appliquant le Lemme 4.8, on aura

A (w) =400 et p,yy (W) = p, (A) =pied,(g—¢) =400t p,1(g—¢)=p,(A) =p.



Chapitre 5

Croissance et oscillation des
polyndémes différentiels dans le plan
complexe

5.1 Introduction

Dans ce chapitre on va étudier la croissance, oscillation et la relation entre les fonctions
d’ordre fini et le polyndéme différentiel généré par les solutions d’équations différentielles
d’ordre deux a coefficients fonctions méromorphes

Dans I’étude de la croissance et les points fixes de I’équation différentielle

4 Ae™ f + Age* f =0 (5.1)

ou Aj, Ag sont des fonctions méromorphes a, b deux nombres complexes, Chen Zong-Xuan
et Shon Kwang-Ho ont obtenu dans [28] les résultats suivants :

Théoréme A ([28]) Soient A (z) (#0) (j =0,1) deux fonctions méromorphes avec p (A;)
<1(j=0,1), a, b sont des nombres complezes tels que ab # 0 et arga # argh ou a = cb
(0 < c<1). Alors chaque solution méromorphe f(z) # 0 de l’équation (5.1) est d’ordre

Théoréme B ([28]) Soient A;(z) (j =0,1), a,b,c vérifiant les hypothéses du Théoréme
A. Soient do,dy,ds des nombres complexes non tous nuls. Si f(z) # 0 est une solution
méromorphe de l’équation (5.1), alors :

(i) f,f,f" possédent un nombre infini de points fizes et

A f—2) :X<f,—z> :X<f” —z) = 400,
(17) Le polynome différentiel
9(2) = dof" +dif +dof

posséde un nombre infini de points fizes et \ (g — z) = +00.
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5.2 Notre contribution

Maintenant nous allons étudier la croissance, I'oscillation et la relation entre les fonctions
d’ordres finis et le polynome différentiel géré par les solutions de I’équation

F 4+ A4 +A k) f=F (5.2)

Avant de citer les résultats on a besoin de définir les fonctions suivantes

ap =dy —da Ay, By = daAgAr — (d2A0)/ — di1Ag + d/o, (5.3)
CYO = dU — dng, 61 = dQA% — (dQAl)/ — dlAl - dng + do —|— dll, (54)
h = 04150 - 04061 (5-5)

et

™ (¢~ (@P) - ath) ~bilp—dF)

ou Ay (2), Ao (2) #0, F, d; (j =0,1,2) et ¢ sont des fonctions méromorphes.

Théoréme 5.1 [11] Soient Ay (z), Ao (z) #Z 0, F des fonctions méromorphes d’ordre fini.
Soient d; (j =0,1,2) sont des fonctions méromorphes non tous nul avec p(d;) < oo (j =
0,1,2) telles que h #Z 0 et soit ¢ (z) une fonction méromorphe d’ordre fini telle que 1 (2)
n'est pas une solution de [’équation (5.2).

(1) Si f(2) est une solution de I’équation (5.2), alors Le polynome différentiel g = daof " +
dif +dof satisfait B
Mg —¢)=plg) =p(f) = o0 (5.7)

(ii) Si f (z) est une solution de l’équation (5.2) et py (f) = p, alors on a

A2 (g —¢) =p, (f) =p. (5.8)

Théoréme 5.2 [11] Soient Ay (z), Ag(z) # 0, F' des fonctions méromorphes d’ordre fini
telles que toutes les solutions de 'équation (5.2) sont d’ordre infini. Soient d; (j =0,1,2)
des fonctions méromorphes non toutes nulles avec p(d;) < oo (j =0,1,2) telles que h # 0
et soit v (z) une fonction méromorphe d’ordre fini.

(i) Si f est une solution de l’équation (5.2), alors le polynome différentiel g satisfait
(5.7).

(ii) Si f est une solution de ’équation (5.2) et py (f) = p, alors le polynome différentiel
g satisfait (5.8).

Théoréme 5.3 [11] Let A;(2), Ao (2) (£0),F,do(2),d1(2),ds(2),¢ satisfont les hypo-
théses du Théoréme 5.1, telle que Ay (2) ou Ag(z) est transcendante, alors l'équation (5.2)
a une solution f telle que g satisfait (5.7).

Corollaire 5.1 ([11],[8]) Soient P (z) = Za,z et Q(z) = Zb 2" des polynomes ot a;, b;

=0
(1=0,1,...,n) sont des nombres complemes anb £ 0, tels que arg a, # argb, ou a, = cb,
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(0<e<1)et A (2), Ao (2) (#0) des fonctions entiéres avec p(A;) <n (j =0,1). Soient
d; (j =0,1,2) des fonctions entiéres non toutes nulles avec p(d;) < n (j =0,1,2), et soit
¢ (z) £ 0 une fonction méromorphe d’ordre fini. Si f (z) £ 0 est une solution de [’équation

frrA(z) O 4 Ay (2) PP f =0, (5.9)
alors le polynome différentiel g satisfait X (g — @) = 00 et Ao (g — @) = py (g) = py (f) = n.

Dans ce que suit nous donne un Théoréme générale

Théoréme 5.4 [11] Soient Ay, Ay, ..., Ax_1, F' des fonction méromorphes d’ordre fini. Soit
© une fonction méromorphe d’ordre fini et qui nest pas une solution de l’équation

FO 4 Ay fE D 4 4 A f 4+ Af = F (5.10)

(i) Si f est une solution méromorphe d’ordre infini de l’équation (5.10) , alors on a \ (f — ¢)

= p(f) = oo.

(ii) Si f est une solution méromorphe d’ordre infini de l’équation (5.10) et p, (f) = p, alors

Ao (f =) =po (f) = p.

Corollaire 5.2 [11] Soient Ay, Ay, ..., Ax_1, F' des fonction méromorphes d’ordre fini telles
que zAg + Ay £ F. Alors toute solution de l’équation (5.10) a un nombre infini de points
fizes et T (f) = p(f) = c0. Si f est une solution de l’équation (5.10) avec py (f) = p, alors

ona 72 (f) =7T2(f) =p: (f) = p.

Corollaire 5.3 [11] Soient P; (z) = >.a; ;2" (j =0,....k — 1) des polynémes ow ag , ..., ay ;
i=0

(j=0,1,....k — 1) des nombres complezxes tels que a,ja,o # 0 (j = 1,....,k — 1), soit
A;(2)(#0) (j =1,...,k — 1) des fonctions entiéres. Supposons que arga,; # arga,o ou
An; = Cno (0<c<l) (j=1,..,k=1),p(4) <n (j =1,..,k—1). Soit ¢ # 0 une
fonction entiére d’ordre fini. Alors toute solution f(z) # 0 de l’équation

(k—1)

F 4 A (2) e @Y A (2) PO 4 Ay (2) DB f =0, (5.11)

ot k > 2, satisfait A(f — @) = p(f) = o0 et Mo (f — ) = py (f) = n. En particulier toute
solution f(z) # 0 de léquation (5.11) a un nombre infini de points fizes et 7 (f) = p(f) =
o0, T2 (f) =T2(f) = p2 (f) = n.

Remarque 5.1 Si la condition h # 0, n'est pas satisfaite dans les Théorémes 5.1,5.2 alors

le polynome différentiel peut étre d’ordre fini. Par exemple si dy (z) Z 0 est une fonction
entiére et dy (2) = Aods (2), di (2) = A1da (2), alors g = ds (2) F' est d’ordre fini.

5.2.1 Applications

Des applications des théorémes précédents feront 'objet de cette partie
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Théoréme 5.5 [12]Soient P (z) = Zaizi et Q(z) = d.biz" des polynémes ot a;, b;
1=0

(1 =0,1,...,n) sont des nombres complea;es tels que a,b, # 0, arga, = argb_  ou a, = cb,
(0 <c<1). Soient Ay (z), Ao (2) (£ 0) et F' # 0 des fonctions entiéres avec max{p ( ]) (j=
n. Soient d; (j = 0,1,2) des fonctions entiéres non toutes nulles avec p (d;) < n (j =0,1,2),
¢ (z) une fonctzon entiére d’ordre fini. St f une solution de l’équation

Fr4 A (2) PO f 4 Ag(2) QP f = F, (5.12)

alors le polynome différentiel g satisfait X (g — @) = co. En particulier le polynéme différen-
tiel g posséde un nombre infini de points fives et A (g — z) = +oo.

Théoréme 5.6 [12]Supposons que P (z2), Q (2), A1 (2), Ao (2) d; (j =0,1,2) vérifient les
hypothéses du Théoréme 5.5. Soit F une fonction entiére avec p (F) > n et ¢ une fonction
entiére d’ordre fini telle que 1) (z) n'est pas une solution de l’équation (5.12). Si f est une
solution de ’équation (5.12) alors le polynome différentiel g satisfait \ (g — p) = 0o avec au
plus une solution d’ordre fini f,.

Théoréme 5.7 [12]Supposons que P (z), Q (z), A1 (z), Ao (2) d; (j =0,1,2) vérifient les

hypothéses du Théoréme 5.5. Soient Fy et Fy deux fonctions entiéres telles que max{p (F;) (j =0,1)} <

n, et [y — CFy # 0, pour toute constante C, soit ¢ (z) une fonction entiére d’ordre fini. Si
f1 est une solution de I’équation

4+ A (2)ePDf + Ay (2)eCF f = Ry (5.13)
et fo est une solution de l’équation
f 4+ A (2)ePOf + Ay (2) PP f = B, (5.14)

alors le polynome différentiel gy, —cp, = da (f1 — Cfg)“ +dy (f1 — sz)/ +do (f1 — Cfs) sa-
tisfait A (gp,—cy, — ) = 00 pour toute constante C.

Dans le cas o P (z) = az, et Q (z) = bz on a les résultats suivants :

Théoréme 5.8 [14|Soient A (2), Ao (2) (Z 0) et F' # 0 des fonctions entiéres avec max {p (
1. Soient a,b deux nombres complezes tels que ab(a —b) # 0. Soient d; (j =0,1,2) des
fonctions méromorphes non tous nul avec p(d;) <1 (j =0,1,2), ¢ (2) une fonction entiére
d’ordre fini. Si f est une solution de l’équation

T+ A (2) e f + Ay (2) e f = F, (5.15)

alors le polynome différentiel g satisfait \ (g — 90)_: 00. En particulier le polynome différen-
tiel g posséde un nombre infini de points fizes et A (g — z) = +o0.

Théoréme 5.9 [14|Supposons que A (2), Ao (2) d; (j =0,1,2) a,b vérifient les hypothéses
du Théoréme 5.8. Soit F' une fonction entiére avec p (F) > 1 et soit ¢ une fonction entiére
d’ordre fini telle que 1 (2) nest pas une solution de l’équation (5.12). Si f est une solution
de l’équation (5.12) alors le polynome différentiel g satisfait \ (g — @) = oo avec au plus une
solutions d’ordre fini f,.

4;) (=0,
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Théoréme 5.10 [14] Supposons que P (z), Q (z), A1(2), Ao (2) d; (7 =0,1,2) vérifient les

hypothéses du Théoréme 5.8. Soient F et Fy deux fonctions entiéres telles que (max)p (Fj) <
j=0,1
n, et Fy — CFy # 0 pour toute constante C, et v (z) un fonction entiére d’ordre fini. Si fi

est une solution de [’équation

FrH A (z) e f + Ag(2) e f = F) (5.16)
et si fo est une solution de l’équation

fr+ A (2) e f + Ay (2) e f = F, (5.17)

alors le polynome différentiel gy, cp, = da (f1 — Cfg)“ +dy (f1 — Cfg)/ +do (f1 — Cfs) sa-
tisfait X (gf,—cy, — p) = 0o pour toute constante C.

5.3 Lemmes préliminaires
Lemme 5.1 (45). Soit ’équation différentielle
f® a1 f* D4 4agf=0 (5.18)

satisfaite dans le plan complexe par les fonctions méromorphes linéairement indépendantes
f1, fo, ..., fx alors les coefficients ay_1, ..., ag sont méromorphes dans le plan avec la propriété
sutvante :

m(r,a;) = O{log [max (T (r, fs) : s=1,..,k)]} (j=0,...,k—1). (5.19)

Lemme 5.2 Supposons que Ag, Ai, ..., Ax_1, ' Z 0 sont des fonctions méromorphes telles
qu’il existe As (0 < s <k —1) qui soit transcendante. Si toute solution de (5.10) est méro-
morphe, alors (5.10) admet une solution d’ordre infini.

Preuve. Comme toute solution de I’équation (5.10) est méromorphe, alors toute solution
de I’équation différentielle homogéne

k—1)

A T L Agf =0 (5.20)

est méromorphe. Supposons que {fi, ..., fx} est un systéme fondamental des solutions de
I'équation (5.20). Alors par le Lemme 5.1, nous avons pour j =0,...,k — 1

m(r,A;) = O{log max (T (r, f5) : s =1,....,k)]}. (5.21)

Comme A, est transcendant, au moins un des fi, ..., fr est d’ordre infini. Supposons que f;
satisfait p (f1) = oc.

Preuve Si fj est une solution de (5.10), alors toute solution f de (5.10) peut s’écrire
sous la forme

f=Cifi+Cofo+ ...+ Crfi + fo, (5.22)
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ou C1,Cs,...,Cy sont des constantes arbitraires. Si p(fy) = oo, alors le Lemme 5.2 est
satisfait, si p (fo) < oo, alors f = f1+ fy est une solution méromorphe de (5.10) et p (f) = oc.

Lemme 5.3 Supposons que Ay (z), Ao (2) (£ 0), F sont des fonctions méromorphes. Soient
d; (j =0,1,2) des fonctions méromorphes non toutes nulles avec p(d;) < oo (j =0,1,2),
telles que h # 0, ot h est définie dans (5.9).
(i) Si f (2) est une solution méromorphe de (5.2), alors le polynome différentiel g = dof” +
dif +dyf satisfait

p(g)=p(f)=oc. (5.23)

(i) ,S7 f (2) est une solution méromorphe de (5.2) d’ordre infini et si p, (f) = p, alors le
polynome différentiel g = dof + dif + dof satisfait

P2 (9) = pa (f) = p- (5.24)

Preuve. (i) On suppose que f (z) Z 0 est une solution de I’équation (5.2) avec p (f) = oc.
On suppose que dy (2) #Z 0. En remplacant f* = F — A, f — Ayf dans g, on obtient

g — dgF = (dl — dgAl) f, + (do — d2A0> f (525)
En dérivant (5.25) et en remplacant f* par f* = F — A, f — Agf, on obtient

g—uﬁy—@—@&ﬂe{@ﬁ—wﬁd—mm—@m+%+¢f’

+@mm—uﬂd—m%+%f. (5.26)

Soit
ap = dl — dQAl, Qg = d[) — dQAo, (527)
B, = dyA? — (dyAy) — d1 Ay — dyAg + do + d, (5.28)
By = doAgAy — (daAg) — diAg + dj. (5.29)

Alors, on a

oarf +aof =g — doF, (5.30)
Buf + Bof =g — (doF) — (dy — dyAy) F. (5.31)

Soit

h = Oélﬁo — Oé[)ﬁl = (dl — d2A1> (dQA% — (dQAl)/ — dlAl — dQAO -+ do + dl1>

%%—@%N@%A—Mﬁ&—@%+%) (5.32)
Comme h # 0 de (5.30)et (5.31), on obtient
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a1 (9 = (dF) = arF) = By (g — doF)
f= . . (5.33)

Sip(g) < oo, alors de (5.33) on obtient p (f) < 0o, ¢’est une contradiction. Donc p (g) = oo.
Supposons maintenant que ds = 0, d; Z 0 ou dy = 0, d; = 0 et dy #Z 0. En utilisant le
méme raisonnement que celui utilisé dans (i), on déduit que p(g) = 0.

(ii) De (5.25) on a py(g) < po (f) et par (5.33) on a p, (f) < py(g). Donc p,(g) =
p2(f)=0p

Lemme 5.4 [5] Soient Pj(z) = >.a; ;2" (j =0,....,k — 1) des polynémes non constants ot
i=0

Ao,js - Any (J =0,1,..., k—1) sont des nombres complezes tels que a, jano #0 (j =1,....k—1) ]
soient A; (2) (£0) (j =0,....,k — 1) des fonctions entiéres. Supposons que arg a, ; # arg a,o

et anj = cano (0<c<1) (j=1,..,k=1), p(4;) <n (j=0,...,k—1). Alors, chaque
solution f(z) #Z 0 de l’équation

(k—1)

FO L A () PO L 4 AL (2) PO 4 Ay (2) PP f =0, (5.34)
ou k > 2, est d’ordre infini et py (f) =n

Lemme 5.5 [7] Soient P (z) = >_a;2" et Q (z) = > _b;2" des polynémes non constants o a;,
i=0 i=0

b; (i =0,1,...,n) sont des nombres complezes, a,b, # 0 tels que arga,, # argb, ou a, = cb,
(0 < ¢ < 1). On note les ensembles d’indices par

Alz{07P}7

Ay ={0,P,Q,2P,P+ Q}.

(i) Si H; (j € A1), Hg # 0 sont toutes des fonctions méromorphes d’ordre inferieur a n, et
Uy (2) = Y Hj(2) ¢, alors Uy (2) + Hge® % 0.

JjEA
(i1) St Hj (j € Ay), Hog F# 0 sont toutes des fonctions méromorphes d’ordre inferieur o n,
et Uy (2)= > Hj(2)e’, alors Uy (2) + Hyge?@ % 0.

JEA2

5.4 Preuve du Théoréme 5.1

(i) Soit w(z) = d2f”_—|— dif +dof — . Comme p () < o0, alors p (w) = p(g) = p(f) = oo.
Pour montrer que A (g —¢) = oo, il suffit de montrer que A (w) = oo. En remplagant
g = w + ¢ dans (5.33) on obtient

aw — Byw
f=— 0, (5:35)
ou aq, By, h, 1 (2) sont définis dans (5.3) — (5.6). En substituant (5.35) dans ’équation (5.2),
nous obtenons

(&3]

h w/ll + ¢2wl/ + ¢1wl + ¢Ow
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—F - ()" + AW (=) + By (2)) = 4, (5.36)

ot ¢, (j = 0,1,2) sont des fonctions méromorphes avec p (qb]) < o0 (j=0,1,2). comme ¥ (2)
n’est pas une solution de (5.2), il s’ensuit que A # 0 et par le Lemme 4.3, nous obtenons
AMw) = A (w) = p(w) = o0, ie, A(g — ) = oo

Supposons maintenant ds = 0, d; Z 0 ou dy = 0, d; = 0 et dy # 0. L’utilisation d’un
raisonnement analogue a celui ci-dessus nous obtenons A (w) = A (w) = p(w) = oo, ie.,

A(g — ) = oo.
(i) Si p,y (f) = p, alors par le Lemme 5.3, nous avons p, (g) = py (f) = p en utilisant un
raisonnement analogue a celui ci-dessus et par le Lemme 4.4, nous obtenons (5.8) .

5.5 Preuve du Théoréme 5.2

Par les hypotheéses du Théoréme 5.2 toute solution de I’équation (5.3) est d’ordre infini, a
partir de (5.6), nous voyons que v (z) est d’ordre fini, alors ¢ (z) n’est pas une solution de
(5.2) . D’apres le Théoréme 5.1, nous obtenons le Théoréme 5.2.

5.6 Preuve du Théoréme 5.3

Par le Lemme 5.2, nous savons que I’équation (5.2) admet une solution d’ordre infini f.
Alors, par le Théoreme 5.1, g satisfait (5.7).

5.7 Preuve du Corollaire 5.1

D’abord, nous supposons que dy Z 0. Notons

h =18y — apf; = (d1 - d2A1€P> [d2A0A1€P+Q - ((don)/
+Qld2A0 + dle)eQ + d;):| - (do — dngeQ) |:d2A3€2P — ((dgAl)l

YP Ao A+ diAy)eR — doAoe® + doy + d;] . (5.37)

Maintenant, vérifions tous les termes de h. Puisque le terme d2A42A4,e2P+9 est éliming,
par (5.37) nous pouvons écrire h = Wy (2) — d2A2e*?, ot W, (2) est définie comme dans le
Lemme 5,5. Comme dy # 0, Ag #Z 0 alors d’aprés le lemme 5.5 nous voyons que h # 0. D’aprées
le Théoréme 5.2, le polynome différentiel g = dof” + dif + dof satisfait A (g — ) = oo et
X2 (9—¢)=pa(9) =pa(f) =n.

Supposons maintenant do = 0, d; Z 0 ou do = 0, d; = 0 et dy Z 0. L’utilisation
d’un raisonnement analogue & celui ci-dessus nous permet d’obtenir A (g — @) = oo. et
A2 (9—¢) =pa(9) =pa(f) =n.



61

5.8 Preuve du Théoréme 5.4

(i) Soit f (z) une solution d’ordre infini de I’équation (5.10) . Posons w = f — ¢. Alors, on a
p(w)=p(f—¢)=p(f) =o00. Enremplacant f = w+ ¢ dans '’équation (5.10) , on obtient

w® + A w® D+ A + Agw
Comme ¢ n’est pas une solution de 1’équation (5.10), alors on a W # 0. Du Lemme 4.3, on

obtient X (w) = A (f —¢) = p(w) =p(f — p) = .
(ii) D’apres (i) et le Lemme 4.4, on obtient Ay (f — ¢) = py (f) = p.



Chapitre 6

Croissance et oscillation des
polyndémes différentiels a coefficients
fonctions analytiques dans le disque
unité

6.1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre on s’intéresse a 1’étude de la croissance et de I'oscillation des polyndémes
différentiels des solutions des équations différentielles linéaires homogenes. Pour cela, on va
introduire des conditions sur 'ordre des coefficients. Tout d’abord, on donne des définitions
et quelques résultats de base concernant le développement de la théorie des équations diffé-
rentielles dans le disque unité A = {z : |z| < 1}.

L’idée d’appliquer la théorie de Nevanlinna dans 1’étude des propriétés des solutions des
équations différentielles dans le plan complexe revient a S. Bank et I. Laine dans leur célébre

travail ([1],[2]) sur I’équation

"+ Af=0. (6.1)
Plus tard, plusieurs mathématiciens se sont intéressés ([9], [10], [11], [13],[29], [30],etc) & ce

probléme :
Probléme 6.1 Quelles sont les conditions sur les coefficients Ay, ..., Ax_1 de l’équation

FO 4 A () f% Y L+ Ag(2)f =0 (6.2)

pour assurer que f soit d’ordre infini.

J. Tuet C. F. Yi ([27]) ont démontré le théoréme suivant.

62
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Théoréme A. Soient Ay, ..., Ax_1 des fonctions entiéres satisfaisant p (Ag) = p (0 < p < o0)
et 0(Ag) =0 (0<o<00),etsoit p(Aj)<peto(A;)<osip(Aj))=p(G=1..,k—1).
Alors toute solution f # 0 de l’équation (6.2) satisfait

pa (f) = p(Ao) =p (6.3)

Et ils ont posé le probléme suivant.

Probléme 6.2 Peut-on obtenir le méme résultat que celui du Théoréme A lorsque tous les
coefficients de l’équation (6.2) sont des fonctions analytiques dans le disque unité A?

J. Heittokangas ([13,16,17,18]) est le premier qui a utilisé la théorie de Nevanlinna dans
I’étude des équations différentielles ordinaires dans le disque unité, et prouva le théoréme
fondamental suivant pour I’équation :

O 4 A ()Y 4+ Ay2)f = F (6.4)

ou Ay, ..., Ar_1, F' des fonctions analytiques dans le disque unité.

Théoréme B. Si tous les coefficients de l’équation (6.4) sont analytiques dans A, alors
toute solution de (6.4) est analytique sur le disque unité.

En 2008, T. B. Cao et H. X. Yi ([5]) ont démontré les théorémes suivants :

Théoréme C. Soient Ay, A1, ..., Ax_1 des fonctions analytiques sur A. Simax{p(4,),j=1,....k—1}

p (Ao), alors toute solution de l’équation (6.2) vérifie

p(Ao) < pp (f) < am (6.5)
ot apy = max{py (A;),j=0,....k—1}.

Théoréme D. Sous les hypothéses de Théoréme C' et si p, (A;) < oo, alors toute solution
f # 0 de l'équation (6.2) vérifie

A (f=2)=p2(f)- (6.6)

Dans [18] T. B. Cao posa la question suivante :

Probléme 6.3 Que pouvons-nous dire sur le polynome différentiel des solutions des équa-
tions différentielles sur le disque unité ?

Le but de ce chapitre est de répondre aux problémes 6.2 et 6.3 pour les équations différen-
tielles d’ordre deux. On va aussi donner une relation entre I'ordre des coefficients et 1'ordre
du polynome différentiel, et bien stir ne pas oublier I'oscillation de ce dernier. Pour cela on
va considérer ’équation suivante
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F 44 f +A4 (k) f=F (6.7)

Avant d’énoncer nos résultats, on note par :

o = do — daAg, By = daAgAs — (d2A0)/ —dyAp + dl), (6.8)
a1 = d1 — dQAl, 61 = dQA% — (dgAl)l — dlAl — don + do —f‘ dll, (69)

et

e a <<p’ ~(doF) — ozF> — B, (p— dQF)’

ou Ay, Ay, dy, dyi, do, et F sont des fonctions analytiques d’ordre fini dans le disque unité
A={z:]z] <1}.

(6.11)

On a obtenu les résultats suivants :

Théoréme 6.1 [16]Soient Ay(z), A1 (2) (£ 0), F des fonctions analytiques d’ordre p- itératif
fini dans A, et soient dy, dy, ds des fonctions analytiques dans A qui ne sont pas toutes nulles
avec p, (d;) < oo (j =0,1,2) telles que h # 0, ot h est définie dans (6.10) .

Si f est une solution d’ordre p- itératif infini de (6.7) et p,., (f) = p, alors le polynome
différentiel g = dof " +dif + dof satisfait

Py (9) = pp (f) = o0, (6.12)
et

Ppi1(9) = ppia (f) = p (6.13)

Théoréme 6.2 [16]|Soient Ay (2), Ao (z) £ 0, F des fonctions analytiques dans A d’ordre
itératif fini. Soient dy(z),dy (2),da(2) des fonctions analytiques dans A qui ne sont pas
toutes égales a zéro avec p,(d;) < oo (j =0,1,2) telles que h # 0 et v (z) une fonction
analytique dans A d’ordre itératif fini telle que v (z) n’est pas une solution de (6.7).

Si f est une solution d’ordre itératif infini de (6.7) et p,., (f) = p, alors le polynome
différentiel g = dof  +dif + dof satisfait

Ao (9 —0) =p,(9) =p, (f) =00, (6.14)

et

Ap+1(9 =) = ppy1 (9) = p, (f) = p. (6.15)
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Remarque 6.1 La condition 1) n’est pas une solution de l’équation (6.7) est nécessaire, car
st on prend par exemple ’équation différentielle suivante

" / __&xp (1 - Z)_l B 1
[+ a (Z) ' +ag (Z) f= (1 _ 2)3 (1 _ 2)3 (616)
exp (1 —2)7" 1
a (z) = — (e — TEE (6.17)
et
IR..1 k) R (6.18)

(1—2)° (1-2)°

Les deuz fonctions fi (z) = (1 — z)exp (exp (1 — z)_l) +1 et fo(2) = 2—2z sont des solutions
linéairements indépendantes de ’équation (6.16) .
Si onprend dy =dy =0, dy = (1 —2) "exp (1 —2)"" et ¢ (2) = dy (le) ,alors on obtient

2
que P (2) = 22 et g=(1—2)"" f (2).

est une solution de l’équation (6.16).Si on prend ¢ (z) =

1l est claire que f =
do (2) f2(2), alors ¥ (2) = fa(2) est une solution de l’équation (6.16) et on a

X dof — ) = X (d0f22_ 1) _3 <%exp (1—2)" (exp (1 — z)_1)> —0,  (6.19)
alors que

p (dof1) = oc. (6.20)

ce qui est en contradiction avec le Théoréme 6.1.

Théoréme 6.3 [16] Soient Ay (2), Ao (2) #Z 0, F des fonctions analytiques d’ordre itératif
fini dans A de telle sorte que toute solution de (6.7) soit d’ordre itératif infini. Soient dy (),
dy (2), dy(z) des fonctions analytiques dans A qui ne sont pas toutes égales a zéro avec
pp (dj) < 0o (j=0,1,2) telles que h # 0 et p(z) une fonction analytique dans A d’ordre
wtératif fini.

Si f () est une solution de (6.7) et p,., (f) = p, alors le polynome différentiel g = dof” +
dif' +dof satisfait (6.14) et (6.15).

Dans la suite nous donnons une application des résultats ci-dessus. Pour cela on considére
I’équation homogeéne :

fll + Al (Z) f/ + AO (Z) f = 0 (621)
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Corollaire 6.1 [16] Soient Ay, Ag Z 0, dy, di, do des fonctions analytiques d’ordre itératif
fini sur le disque A et i(Ag) =p (p > 1 est un entier), telles que

max {p, (A1), p, (d;) (7 =0,1,2)} <p,(Ao)=p (0<p<o00),

o, (Ap) = 0 (0 <0 <00), et soit ¢ # 0 une fonction analytique sur le disque A d’ordre
itératif fini. Si f #Z 0 est une solution de [’équation (6.21), alors le polynome différentiel
g=dof" +dyif +dof, vérifie

M (g =) =X (g =) =p,(9) =p, (f) = o0, (6.22)
et

Py (Ao) K Xpy1 (9 — @) = Apr1 (9 — 0) = ppia (9) < o, (6.23)
ol ayy = max {py, (4;),7 =0,1}.

Corollaire 6.2 [16] Sous les hypothéses du Corollaire 6.1, le polynome différentiel g =
dof" +dv f' + dof, vérifie

oy (A0) < i (9= 2) = M1 (9 = 2) = Py (F) < (6.24)

ou oy = Mmax {PM,p (Ao) 'y PM.p (Al)} .

Corollaire 6.3 [16] Soient Ay(z), A1 (2) (£ 0), F des fonctions analytiques d’ordre fini dans
A, et soient dy,dq,dy des fonctions analytiques dans A qui ne sont pas toutes égales a zéro
avec p(d;) < oo (j =0,1,2) telles que h # 0, ot h est définie dans (6.10) .

Si f est une solution d’ordre infini de (6.7) et py (f) = p, alors le polynéome différentiel
g=dof " +dif +dof satisfait

p(g) =p(f) =00, (6.25)
et

p2(9) = pa (f) = p- (6.26)

Théoréme 6.4 [34] Soient Ay (z), Ao (z) Z 0, F des fonctions analytiques dans A d’ordre
fini. Soient dy (z) ,dy (2),ds (2) des fonctions analytiques dans A qui ne sont pas toutes égales
a zéro avec p (dj) < oo (j =0,1,2) telles que h # 0 et v (2) une fonction analytique dans A
d’ordre fini telle que 1) (z) n’est pas une solution de (6.7) .

Si f est une solution d’ordre infini de (6.7) et py (f) = p, alors le polynéome différentiel
g=dof  +dif +dof satisfait

Mg—p)=p(g) =p(f) = o0, (6.27)
et

A2 (g9 —¢)=pa(g) = pa (f) = p. (6.28)
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Corollaire 6.4 [34] Soient Ay (z), Ao (2) # 0, F' des fonctions analytiques d’ordre fini dans
A de telle sorte que toute solution de (6.7) soit d’ordre infini. Soient dy (2),d; (2),ds (2) des
fonctions analytiques dans A qui ne sont pas toutes égales a zéro avec p (d;) < oo (j =0,1,2)
telles que h Z 0 et ¢ (2) une fonction analytique dans A d’ordre fini.

Si f(2) est une solution de (6.7) et p, (f) = p, alors le polynome différentiel g = dof” +
dif +dof satisfait (6.27) et (6.28).

Corollaire 6.5 [34]Soient Ay, Ag #Z 0 deux fonctions analytiques d’ordre fini sur le disque A,
telles que 0 (A1) <o (Ap) =0 (0 <o <00), T(Ay) =7 (0 < T < 00), sotent d; (j =0,1,2)
des fonctions analytiques sur A qui ne sont pas toutes égales a zéro avec o (d;) < o (Ap)
(1 =0,1,2)et ¢ #Z 0 une fonction analytique sur le disque A d’ordre fini. Si f #Z 0 est une
solution de l’équation (6.21), alors le polynome différentiel g = dof” + d1 f' + dof vérifie

Ag—9)=X(g—¢) =00, (6.29)
et

0 (A0) X (g~ ) =X (9—¢) < an, (6.30)
ot apy = max{oy (4;),j=0,1}.

Corollaire 6.6 [34] Soient Ay, Ay # 0 deux fonctions analytiques d’ordre fini sur le disque
A, telles que 0 (A1) = 0(Ay) = 0 (0<o <), et T(A1) < 7(Ay) =7 (0< 7T < 00),
soient d; (j =0,1,2) des fonctions analytiques sur A qui ne sont pas toutes égales o zéro
avec 0 (d;) < o (Ap) (j =0,1,2) et p(z) une fonction analytique dans A d’ordre fini telle
que P (2) £ 0. Si f # 0 est une solution de ’équation (6.21), alors le polynéme différentiel
g=dof" +dyif + dof, vérifie (6.29) et (6.30)

Dans la suite nous donnons une application des résultats ci-dessus. Pour cela on considére
I’équation homogeéne :

Corollaire 6.7 [34] Soient Ay, Ay Z 0 deux fonctions analytiques d’ordre fini sur le disque
A, telles que 0 (Ag) =0 (0 <o <o0), 7(A)) =7 (0 <7 < 0) et soito(A) <o(Ay) =0
et T(A) < 17(Ag) =7 si o (A1) =0 (Ag), soient d; (j =0,1,2) des fonctions analytiques
sur A qui ne sont pas toutes égales o zéro avec o (d;) < o (Ap) (j=0,1,2). Si f # 0 est
une solution de l’équation (6.31) , alors le polynome différentiel g = dof" +dy f'+dof, vérifie

o(g9) =0 (f) =00, (6.32)
et

o (Ag) < 05 (9) < anr, (6.33)

o oy = max{oy (4;),j=0,1}.
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Corollaire 6.8 [34] Soient Ay, Ay # 0 deux fonctions analytiques d’ordre fini sur le disque
A, telles que 0 (Ag) =0 (0 <o <o), 7(Ay) =7 (0 <7 < 0) et soit o (A1) <o(Ay) =0
et 27 (A;) < 7(Ap) =7 sio (A1) = 0 (Ao), soient d; (j =0,1,2) des fonctions analytiques
sur A qui ne sont pas toutes égales o zéro avec o (d;) < o (Ap) (j=0,1,2). Si f # 0 est
une solution de l’équation (6.21) , alors le polynome différentiel g = dof” +dy f'+dof, vérifie

0 (A0) S X (g —2) = o (g—2) =0 (f) < an, (6.34)

ot apy = max {ops (Ao),onm (A1)} .

6.2 Lemmes préliminaires

Lemme 6.1 [| Soit f(z) une solution méromorphe de l’équation

L(f) = f® + Aa () 5V 4+ Ao(2)f = F(2), (ke N, (6.35)
ot Ay, ..., Ap_1, F # 0 des fonctions méromorphes sur A telles que max{p;,(F'), p;(A;)(j =
0,k—1)} < pi(f), ot i =1,2. Alors

Ai(f) = Ni(f) = pil f)- (6.36)

Lemme 6.2 [18] Soient [ et g deux fonctions méromorphes sur le disque A, p > 1 un
entier. Alors

() 5, () =0, (3) 0, (@) = 5, (F) (@ € C—{O});
(i) p, (f) = p, (f);

(iii) maX{pp (f+9).p,(fg)} <max{p,(f),p,(9)};
(iv) Si p, (f) < p,(g), alors p,(f +g)=p,(fg) =p,(9)-

Lemme 6.3 Soient f et g deux fonctions méromorphes dans le disque A avec 0 < p, (f),
pp(g) <0 et0<o,(f),0,(9) <00 (p=1).
i) Sip, (f) < p,(g), alors

Jp(f+g)=0'p(fg)zap(g).
it) Si oy (f) # 0y (9)
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pp (f+9)=p,(f9) =p,(f) =p,(9) = p. (6.37)

Preuve (i) D’apres la définition de type itaratif, on a

op(f+9) = Tli_r{{ (1- T)pp(Hg) IOg;ll T(r,f+g)
< Tm (1= )" ogl (T (n /) +T(rg) +O(1)  (6:38)

Commme p, (f) < p, (g), d'apres le Lemme 6.2, o, (f +g) = 0y (f) et T (r,9) = o (T (r, /))
r — 17. Donc de la relation (6.38) on obtient

o (f+9) < Tm (1—7)Dlog! (T(r, f)+o(T(r,f))+01) =0,(f).  (6.39)

r—1-

Comme o, (f +g) = 0, (f) > 0, (g) alors de (6.39) on a

op(f)=0,(f+9—f)<o,(f+9) (6.40)

De (6.39) et (6.40) on déduit que o, (f + g) = 0, (f) . Par la méme méthode on montre que

o, (fg) =0, (f)-
(ii) Montrons que p, (fg) = p, (g) et par la méme méthode on peut prouver que p, (f + g) =}

p, (f). Supposons que p, (f) = p,(g9) = p et o, (f) < 0,(g). Alors d’apres le Lemme 6.2 on
a

Py (f9) < max{p, (f).p,(9)} = p, (f)
Si on suppose que p, (fg) < p, (f) alors d’apreés (i) on a

v =0, (157) =00 (1) =000

ceci est une contradiction. Donc p, (fg) = p, (f)

6.3 Preuve du Théoréme 6.1

Supposons que f (z) # 0 est une solution de ’équation (6.7) d’ordre infini. En substituant
f"=F — A, f — Ayf dans g, on obtient

g —doF = (dy — dyAy) f + (do — daAy) f. (6.41)

En dérivant les deux cotés de I’équation (6.41) et en remplacant f par f = F— A f — Aof,
on obtient

g— (doF) — (dy — doAy) F = [dzAf ~(daAy) — di Ay — doyAg + do + d;] f

v [d2A0A1 — (doAo) — di Ao+ d,) F. (6.42)

Notons par :
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ar =dy — dyAy, g =dy — daAo, (6.43)
By = do A} — (daAr) — diAr — daAg + do + dy, (6.44)
By = dyAg Ay — (daAg) — dyAg + dy. (6.45)
Alors, on obtient
arf +aof =g —doF, (6.46)
Bt + Bof =g — (d2F) — (dy — dpAy) F. (6.47)

On note aussi

h = Oélﬁo — Oé[)ﬁl = (d1 — d2A1> (dQA% — (d2A1>I — dlAl — dQAO + do + dl1>

-4%—@%“@%m—uﬁg—m%+%)

D’apres la condition h # 0, (6.46) et (6.47), on obtient

a1 (g = (doF) = a1 F) = By (g = doF)
f= h . (6.48)

Si p,(g) < oo, alors d’apres (6.48) on a p, (f) < 0o ce qui est une contradiction. Donc
pp(g) = 0.

Montrons maintenant que p,,; (9) = p,,1 (f) . D’aprés la définition de g on obtient p,,; (9) <
ppr1 ([f) et dapres (6.48) on a p,1 (f) < ppra (9)- Done 0 (9) = ppia () = p-

6.4 Preuve du Théoréme 6.2

Soit f une solution de (6.7) d’ordre infini. Posons w (2) = g — ¢. Comme p, (¢) < oo, alors
d’aprés le Lemme 6.2 on a p, (w) = p, (9) = p, (f) = oo.

Pour prouver \, (g — ) = oo, il suffit de montrer que ), (w) = oc. D’aprés g = w + ¢, et
end utilisant (6.48) on obtient

oqw — fw

f= ; +v(2), (6.49)

ol ay, By, h, 1 (z) sont définis dans (6.8) — (6.11). En substituant (6.49) dans I’équation
(6.7), on obtient

(651

h
—F— (W) +A@E) + By () = 4, (6.50)

w” + ¢2w” + ¢1w, + Qow
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ot ¢; (j =0,1,2) sont des fonctions méromorphes dans A avec p, (gzﬁj) < o (j=0,1,2).
Comme 1) (f) n’est pas une solution de (6.7), il s’ensuit que A # 0 et d’apres le Lemme 6.1,
on obtient \, (w) = A, (w) = p, (w) = 00, i.e., A, (g — ) =

Si p,.1 (f) = p, alors d’aprés le Théoréme 6.1 on a p, 4 (g9) = p,yq1 (f) = p- En utilisant les
mémes arguments précédents et d’aprés le Lemme 6.1, on obtient (6.15) .

6.5 Preuve du Théoréme 6.3

D’aprés I'hypothése du Théoréme 6.3, toute solution de 1'équation (6.7) est d’ordre itératif
infini. De (6.11), nous voyons que 9 (z) est une fonction d’ordre itératif fini, alors ¢ (z) n’est
pas une solution de (6.7). D’aprés le Théoréme 6.2, on obtient le Théoréme 6.3.

6.6 Preuve du Corollaire 6.1

D’aprés le Théoreme C toute solution de I'équation (6.21) est d’ordre itératif infini et
Py (Ao) < ppyy (f) <max {py, (Ao) s pary (A1)} . Tl reste a prouver que h # 0. Posons

o =dy — do Ay, g = dy — da A, (6.51)
By = doA? — (doAy) — d1 Ay — dyAg + do + d, (6.52)
By = doAgAr — (daAo) — d1Ag + dj. (6.53)
Alors, on obtient
arf +oof =g, (6.54)
Bif +Bof =9 (6.55)

On pose aussi

h =By — aofy = (di — daAy) <d2A0A1 - (don), —dyAg + d{))

— (dy — daAo) (dQAf ~(doAy) — di Ay — dyAg + do + d’l) , (6.56)

Par des calculs simples, on peut écrit h sous la forme

h = —dgAg - donA% + (_del + dlldg -+ 2d0d2 - d%) A()
+ (dgdo - dzdi) + dodl) Al + dldonAl—
dydy Ay + dodo A + d3AGA, — d3Ag Al + djydy — dody — d3,

d’ou
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h = —d3A3 + ByA} + B1Ag + Bo Ay + B3AgA; + ByA) + Bs A} + BgAyA; + By Ag A + Bg

ot p, (Bj) < p,(A) (j=0,...,8). Et comme dy #Z 0, Ag #Z0 et 0 < p,0 < 0o, alors d’aprés
le Lemme 2.4 p, (h) = p, (Ao), pour dy = 0,dy Z0 et dy =0oudy =0,d; =0 et dy #Z0 on
utilise le méme raisonnement et on obtient p (h) = p(Ap), ce qui implique que h # 0.
Comme 9 # 0 est d’ordre itératif fini, alors ¢ n’est pas une solution de ’équation (4.21), et
d’apres les Théorémes 6.1-6.2 on obtient le Corollaire 6.1

6.7 Preuve du Corollaire 6.2

11 suffit de remplacer ¢ (z) = z, on voit que ¢ (2) = z satisfait que 1 n’est pas une solution
de I’équation (6.21), et d’apres les Corollaires 6.1 on obtient le Corollaire 6.2
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Annexe

Rolf Nevanlinna, décédé le 28 mai 1980 a I’dge de 84 ans, avait été élu correspondant de
I’Académie dans la Section de Géométrie en 1967. Né en Finlande en 1895, fils d’un professeur
de mathématiques au lycée d’Helsinki, il était devenu célebre dés 1925 par sa découverte de
la « fonction de croissance » attachée a une fonction méromorphe d’une variation complexe.
Cette notion nouvelle le conduisit & de remarquables extensions du fameux théoréme de
Picard.

Devenu membre de I’Académie de Finlande lors de la fondation de celle-cien 1948, il avait
acquis une autorité internationale qui fut consacrée par sa désignation comme Président de
I’Union Mathématique Internationale de 1959 a 1962, puis comme Président du Congres
International des Mathématiciens a Stockholmen 1962.

C’est aussi en raison de son prestige scientifiqueque la ville d’Helsinki fut choisie pour
tenir le Congres international des mathématiciens en 1978.

La carriere universitaire de Rolf Nevanlinna s’est déroulée a 1’Université d’Helsinki : il y
avait débuté comme Docent en 1922, a I’age de 27 ans, puis était devenu professeur quatre
ans plus tard. En 1929, il déclina 'offre qui lui était faite de succéder & Hermann Weyl dans
sa chaire de I’Ecole Polytechnique Fédérale de Ziirich.

Recteur de 1’Université d’Helsinki de 1941 a 1945, il fut ensuite nommé professeur a
I’Université de Ziirich et, jusqu’a sa retraite, partagea son activité entre les Universités de
Ziirich et d’Helsinki.

Enfin, de 1965 a 1970, il remplit les fonctions de Chancelier de I’Université de Turku.
Nevanlinna maniait la langue frangaise et la langue allemande aussi bien que sa propre
langue.

Il avait des attaches avec ’'Ecole mathématique francaise de « théorie des fonctions »,
comme on disait alors. Cette branche des mathématiques avait été illustrée par Emile Picard,
Jacques Hadamard, Emile Borel; puis la théorie des fonctions entiéres ou méromorphes
d’une variable complexe avait été affinée par Gaston Julia, Georges Valiron. Les recherches
de Nevanlinna qui le rendirent célébre ont été publiées aux Comptes rendus de I’Académie,
entre 1922 et 1925, dans une série de Notes présentées par Emile Borel.

Rolf Nevanlinna fit ensuite deux séjours prolongés & Paris, en 1926 et en 1929. Lorsque la
théorie de Nevanlinna eut pris sa forme définitive, il écrivit & la demande d’Emile Borel un
exposé d’ensemble pour un volume de la fameuse Collection de monographies sur la théorie
des fonctions. Le livre de Nevanlinna parut en 1929 sous le titre : « Le théoréme de Picard-
Borel et la théorie des fonctions méromorphes ». Cet ouvrage fait date dans I'histoire de la
théorie des fonctions méromorphes ; épuisé, il fut réédité 45 ans plus tard aux Etats-Unis.

Deux autres monographies, écrites plus tard en langue allemande et contenant d’autres
résultats originaux, resteront aussi d’indispensables outils de travail pour ceux qui veulent
approfondir les problémes fondamentaux de la théorie des fonctions en relation avec la théorie
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du potentiel. Elles ont paru dans la Collection des « Grundlehren » chez Springer : «
Eindeutige analytische Funktionen » en 1936,« Uniformisierung » en 1953.

Dans ce dernier ouvrage, Nevanlinna développe notamment la théorie des intégrales abé-
liennes sur les surfaces de Rieman ouvertes.

Cette Notice sur Rolf Nevanlinna serait incompléte si ’on omettait d’y parler de son frére
Frithiof Nevanlinna, son ainé d’un an. Certains des premiers travaux de Rolf ont été signés
avec son frére. Frithiof enseigna aussi a ’Université d’Helsinki. I1 mourut en 1977.

Il ne serait pas non plus concevable de ne pas nommer ici un éléve illustre de Rolf
Nevanlinna : le Finlandais Lars Ahlfors se révéla en 1929 pour avoir prouvé, a I’dge de 22

1
ans, la fameuse conjecture de Denjoy, selon laquelle toute fonction méromorphe d’ordre p > 3

posseéde au plus 2 « valeurs asymptotiques ». La premiére des Médailles Fields fut attribuée
a Ahlfors en 1936. Plus tard, lorsque Ahlfors quitta sa chaire a 1’Université de Zurich en
1946 pour aller enseigner & Harvard, c’est son maitre Nevanlinna qui lui succéda!

Toute sa vie, Nevanlinna fit preuve d’une activité considérable. Le catalogue de ses publi-
cations compte plus de 200 numéros. Tous ceux qui I’ont connu ne pouvaient manquer d’étre
frappés par sa forte personnalité : c’était un homme de caractére dont 'autorité s’impo-
sait. On ’a bien vu lorsque, présidant le comité international chargé d’établir le programme
des conférences au Congrés international de Moscou en 1966, il tint téte a ses collegues
soviétiques.

Rolf Nevanlinna était un homme qui inspirait le respect.
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