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Sur I'existence et la ULAM-stabilité de certaines classes de systemes
dynamiques a dérivées arbitraires

Résumé: La présente thése est consacrée al’étude de certains problémes fractionnaires
différentielles assujettis a des conditions intégrales. Dans un premier temps, on consi-
dere le cas o1, le second membre est une fonction a valeurs réelles. Un résultat d’exis-
tence et d’'unicité est alors obtenu grace au principe de contraction de Banach. Trois
résultats d’existence sont aussi obtenus grace au théoréme du point fixe de Schauder.
Dans un second temps, on considere le cas o1, le second membre est une fonction mul-
tivoque, on est alors en présence d’'une inclusion différentielle fractionnaire. Des résul-
tats d’existence sont alors obtenus grace au théoréme de Covitz-Nadler et du théoréme
de Bohnenblust-Karlin, le cas convexe et le cas non convexe sont séparément traités.
Enfin, on considére le cas o, le second membre est a valeurs dans un espace de Ba-
nach et les conditions intégrales contiennent des opérateurs linéaires bornés. Dans ce
cas, un résultat d’existence et d’unicité est obtenu grace au principe de contaction de
Banach et un autre d’existence, grace au théoréme de Krasnosel’skii. Notons enfin que
dans tous les cas d’existence et d’'unicité, des résultats de stabilité au sens de Ulam-
Hyers et Ulam-Hyers-Rassias sont établis.

Mots-Clés. Calcul fractionnaire, Conditions intégrales, Dérivée du Caputo, Point fixe,
Ulam-stabilités.

On the existence and ULAM-stability of certain classes of dynamic
systems with arbitrary derivatives

Abstract : The present thesis is devoted to the study of certain fractional differential
problems with integral conditions. In a first time, the case of real value second mem-
ber is considered. For this case, an existence and uniqueness result is obtained thanks
to the Banach contraction principle. Three existence results are established by mean
of the Schauder fixed point theorem. In a second time, it is supposed that the second
member is a multivalued map, we are then dealing with a fractional differential inclu-
sion. Existence results are obtained by means of the Covitz-Nadler and the Bohnenblust-
Karlin theorems, the convex and nonconvex cases are treated separately. Finally, we
consider the case where the second member takes values in a Banach space and the
integral conditions contain bounded linear operators. An existence and uniqueness
result is obtained thanks to the Banach contraction principle and an existence result
by mean of the Krasnosel’skii fixed point theorem. Finally, it should be noted that in
all cases of existence and uniqueness, stability results in the sense of Ulam-Hyers and
Ulam-Hyers-Rassias are established.

Key Words. Boundary problems, Caputo derivative, Fixed points, Fractional calculus,
Integral conditions, Ulam stabilities.



Table des matieres

Introduction 2
1 Préliminaires 5
1  Quelques espaces fonctionelsdeBanach . . .. ... .............. 5
2 Théoremes classiques de la théorie du pointfixe . ............... 6
3  Fondamentaux du calcul fractionnaire. Cas des fonctions réelles . . . . . . . 7

2 Existence et Ulam-stabilités des solutions : Cas des conditions intégrales a coef-
ficients réels 8
1 Résultatsauxilliaires . . . . .. . . . . . . i i e 8
2 Existencedessolutions. . .. ... ... ... ... ... . .. .. . . ..., 13
3 Ulam-stabilités . . . . . ... ... . e 22
3 Existence de solution dans le cas d’'une inclusion différentielle 25
1  Rappels des fondamentaux des fonctions multivoques . . . . ... ... ... 25
2 Existencedesolutions . . . ... ... ... ... ... 27
2.1 Lecasconvexe . . ... ... . . . . . e 27
2.2 Lecasnonconvexe . . . . . . . . . i i i i it e e e e e e e e 29
3 Exemple . . ... e e 31

4 Existence et stabilité des solutions : Cas des conditions intégrales a coefficients
opérateurs linéaires 33
1 Introduction . . . . . ... . . i e 33
2 Concepts et résultats préliminaires fondamentaux . ... ...... ... .. 33
2.1 IntégraledeBochner . ... ... ... ... ... ... .. .. ... .. 33

2.2 Calcul fractionnaire pour les fonctions a valeurs dans un espace de

Banach . . . . . .. . . e 36
2.3 Résultats auxiliaires . ... ... ... ... ... ... ... ... . ... 37
2.4  Existencedesolutions ... ...... .. ... ... ... ... .. ... 41
2.5 Stabilitésd’Ulam . .. ... ... ... . ... .. ... 45
3 Exemples . . ... e e 47
Conclusion 51
Bibliographie 52



Introduction

Les équations différentielles d’ordre fractionnaire se sont ces dernieres années révé-
lées étre des outils efficaces dans la modélisation de nombreux phénomenes dans di-
vers domaines de la science et de 'ingénierie. En effet, il y a des applications en bio-
logie [10, 53], systemes chaotiques [37, 78], controle [17, 56, 75], processus de diffusion
[39, 46, 70], économie [57], électrochimie [58], électromagnétisme [52], les problémes va-
riationnels [6], la viscoélasticité [54], etc... Les inclusions différentielles sont utilisées dans
la modélisation de probléemes réels découlant de I'’économie, du controle optimal, etc...,
c’est pourquoi, elles suscitent ces derniers temps l'intérét de nombreux auteurs, voir (
(1, 4, 8,9, 19, 20, 21, 22, 23, 30, 31, 32, 38, 40, 42, 69]) et références s’y trouvant. Il existe
plusieurs types de dérivées fractionnaires. Cependant, les problemes appliqués néces-
sitent la définition de dérivées fractionnaires permettant I'utilisation de données initiales
physiquement interprétables, qui contiennent les valeurs y(0), y'(0), etc..., et les mémes
exigences pour les conditions aux limites. La dérivée fractionnaire de Caputo répond jus-
tement a ces exigences. Concernant le calcul fractionnaire en général et la théorie des
équations différentielles fractionnaires en particulier, nous renvoyons aux monographies
de Hilfer. R. [43], Kilbas. A. A. et al. [48], Podlubny. I. [61], Zhou. Y. [79].

Outre I'existence, 'unicité et la régularité des solutions des équations différentielles frac-
tionnaires, I’étude de la Ulam-Hyers et la Ulam-Hyers-Rassias stabilités succitent I'intérét
des chercheurs dans leurs investigations des problemes différentiels fractionnaires.

Le probleme de stabilité a été formulé et discuté pour la premiere fois par Ulam et Hyers
[45, 72, 73] pour les équations fonctionelles. En 1978, Rassias [62] a fourni une générali-
sation du théoréme de Hyers qui permet a la différence de Cauchy d’étre non bornée. Les
résultats de Hyers et Rassias ont été généralisés dans de nombreuses directions a d’autres
contextes (voir par exemple [3, 64, 65, 71] et les références y figurant). IIs ont également
inspiré de nombreux chercheurs pour le cas des équations différentielles fractionnaires.
Dans le cas de la dérivée de Caputo, un travail pionnier a été publié en 2011 par Wang
et al. [75]. En utilisant la technique du point fixe, Wang et al. ont fourni des conditions
suffisantes de stabilité pour le probleme Caputo-fractionnaire suivant

D% (8) + f(t,x(£) =0, € [a,+0o0) 1)

ol, la fonction f est continiment définie a partir de [a, +oo) x & dans & et & est un es-
pace de Banach donné. Depuis, il y a eu beaucoup de travaux dédiés a la Ulam-Hyers et
Ulam-Hyers-Rassias stabilités des équations différentielles fractionnaires du type (1) et
divers genres de données initiales (voir par exemple [9, 11, 36, 47, 59, 67] et références s’y
trouvant).

En 2015, Rezapour. S. et al. [63] considérerent le probleme Caputo-fractionnaire suivant

CD%x (1) + f(t,x(1) =0, tef0,1], n=[o] +1
x0)=x (0)=x®0) =...=x™D©0)=0 , 2)
ax(1) =1Px(1), azl,az23, p=1,2[(p) > I1(a)
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ou, I” est I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre p, f une fonction singu-
liere au point ¢ = 0. Apres transformation en un probléme intégral équivalent, un critere
suffisant d’existence et d'unicité est obtenu a 'aide du principe de contraction de Banach
et un critére suffisant d’existence en utilisant la forme compressive du théoréme du cone
de Guo-Krasnosel’skii. En 2020, Kheiryan. A. et al. [47] investiguerent la Ulam-stabilité du
probléme (2) via sa formulation intégrale.

La présente these, principalement inspirée par les travaux [63] et [47] est dédiée al'étude
(existence de solutions, unicité, stabilité et quelques extensions) du probléeme différentiel
fractionnaire (PDF dans la suite) constitué de I'’équation

CDo‘x(t):f(t,x(l‘)) te]=[0,1], x =3, 3)
assujettie aux conditions initiales
xP0)=0, je€{0,1,--,n—1\{j1, 2}, n=la]+1 4)
et aux conditions intégrales
apx' (1) =17 x(1),  (ar, pr) €RxN, 0< a, 1< py, k=T1,2. ®)

oi1, °D® est la dérivée fractionnaire de Caputo-Liouville, f : [0,1] x& — & est une fonction
donnée vérifiant certaines conditions qui seront précisées plus bas, & est un espace de
Banach réel, ji, j2, g1, g2, p1, p2 sont des entiers positifs tels que

0< g1 #q92 < qo:=max(q, q2) < jo :=min(ji, jo) < j1 # jo <max(ji, jo) < [a].  (6)

Notons que si on pose
G1=q2:=0, j1=j2:=2, p1=p2:=p, a=adp:=a=1,

on retrouve la formulation du probléme investigué dans [63] mais sans la condition sup-
plémentaire 2/ (p) > [ («).

La thése est organisée comme suit. Dans le chapitre 1 des préliminaires, nous commen-
cons par introduire certains espaces fonctionnels de Banach classiques et rappelons les
théorémes du point fixe de Banach, de Schauder et de Krasnosel’skii. Nous terminons
par le rappel des fondamentaux de I'intégration et la dérivation fractionnaires au sens de
Caputo-Liouville. Le chapitre 2 est dédié a I'existence de solutions et la stabilté du PDF (3
- 6) dansle cas oty f est avaleurs réelles, c’est a dire & = R. On montre en premier lieu (voir
lemme 2.1) que ce probléme est équivalent a une équation intégrale a noyau continu, ce
qui permet d’introduire dans I'espace de Banach des fonctions continues de [0, 1] dans R
un opérateur intégral dont les points fixes sont les solutions de notre probleme. En im-
posant successivement différentes conditions a la fonction f, nous obtenons respective-
ment un résultat d’existence et d’unicité (voir théoreme 2.1) grace au théoreme du point
fixe de Banach et trois résultats d’existence (voir théorémes 2.2, 2.3, 2.4) par application
du théoreme du point fixe de schauder. Par la suite, nous montrons que si pour un cer-
tain 0 < 0 < 1, la fonction t°| f(¢,0)| posséde un suprémum fini strictement positif alors,
sous certaines conditions supplémentaires, on a la Ulam-Hyers et la Ulam-Hyers-Rassias
stabililtés (voir les théoremes 2.5, 2.6).

Dans le chapitre 3, nous considérons le cas oti, f est une fonction multivoque c’est a dire,
que ses valeurs sont des sous-ensembles de R. Dans ce cas, on est en présence d'un pro-
bleme d’inclusion différentielle

“DYx(1) € f(t,x(1)), te]=[0,1], a>3
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avec les mémes conditions initiales (4) et les mémes conditions intégrales (5). Apres rap-
pel des fondamentaux de la théorie des inclusions différentielles, nous donnons deux ré-
sultats d’existence. Le premier utilise le lemme de Bohnenblust-Karlin et correspond au
cas ou f est a valeurs convexes (voir théoreme 3.2). Le second, utilise le lemme de Covitz-
Nadler et correspond ou f a valeurs non convexes mais compactes (voir théoréme 3.3).
Dans le quatrieme et dernier chapitre, nous reprenons I’équation (3) en supposant que
f:10,1] x& — & oli, & est un espace de Banach réel. Nous conserverons les mémes
conditions initiales (4) cependant, dans les conditions intégrales (5) nous remplacerons
les scalaires a; par des opérateurs linéaires Ay, bornés dans &. Comme dans le cas sca-
laire, nous montrons que le probleme différentiel obtenu est équivalent a une équation
intégrale a noyau continu, ce qui permet de définir un opérateur intégral défini dans 'es-
pace de Banach des fonctions continues de [0,1] dans & un opérateur intégral dont les
points fixes sont les solutions du probleme étudié. Comme dans le cas réel, un résul-
tat d’existence et d'unicité (voir théoreme 4.7) est obtenu grace au théoreme du point
fixe de Banach et un résultat d’existence (voir théoreme 4.8) est établi par application
du théoreme du point fixe de Krasnosel’skii. Par la suite, nous montrons que sous cer-
taines conditions sur f, le probléme étudié est Ulam-Hyers stable (théoreme 4.9) et Ulam-
Hyers-Rassias stable (théoreme 4.10) par rapport a toute fonction ¢ Riemann intégrable
sur [0, 1] et vérifiant pour une certaine constante positive 8, la condition

1
Y t€]0,1] :f @0)d0 < dpp(1).
0

Dans chaque chapitre, des exemples sont donnés pour illustrer les résultats obtenus.
Notons enfin que les résultats du chapitre 3, ont fait 'objet d'une publication dans la re-
vue "Arab Journal of Mathematical Sciences" [26]. Un autre article, traitant I'existence, la
ULAM stabilité avec des conditions contenant des opérateurs linéaires (chapitre 4) a été
accepté pour publication par la revue "Iranian Journal of Numerical Analysis and Optimi-
zation" [27].



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons les résultats utiles pour la suite. Il s’agit essentiel-
lement de certains théoremes du point fixe, des fondamentaux du calcul fractionnaire
des fonctions a valeurs réelles. Lintegration et la dérivation fractionnaires des fonctions a
valeurs dans un espace de Banach seront exposées dans le chapitre 4.

1 Quelques espaces fonctionels de Banach

Tout d’abord, rappelons qu'un espace de Banach est un espace vectoriel & muni
d'une norme |.||g pour laquelle, toute suite de Cauchy d’éléments de & converge dans
Z.

Les espaces de Banach que nous utiliserons tout au long de cette thése seront des espaces
de fonctions définies sur un intervalle fini ] =[0,T], (0 < T < +00). Ainsi, on notera :

1) C(J)- I'espace de Banach des fonctions réelles (a valeurs dans R), définies continues sur
J. Lanorme dans C(J) est donnée par la formule :

x|l =supi{lx(H)|: t€]},

2) LP(J) (1 < p < +o0)- Lespace de Banach des fonctions réelles, p- integrables sur J. La
norme dans cet espace est définie comme suit :

T
||x||Lp(D:(fI|x(t)|”dt) ::(fo |x(r)|l’dr)

L'espace C(J) admet la généralisation suivante. Etant donné un espace de Banach & muni
de lanorme |.||¢, on note :

3) C(J,&)- I'espace de Banach des fonctions continiment définies sur J et a valeurs dans
&.Lanorme dans C(J,&) est donnée par la formule :

1 Xllgye =supillx(Dlle: teT}.

Pour les espaces C(J, &), on a les deux concepts tres liés d’équicontinuité et de compacité
relative d’'un sous-ensemble.

Définition 1.1 Un sous-ensemble 4 de C(],&) est dit équicontinu si,
Ve>0,36>0: (tl,tg)EIZ Alti—t]<0=> lh(t)—h()lle <& Vhe M.

Déﬁnﬁon 1.2 Un sous-ensemble 4 de C(J, &) est dit relativement compact si, son adhé-
rence M est un compact deC(J,&).



2. THEOREMES CLASSIQUES DE LA THEORIE DU POINT FIXE

On a le théoreme fondamental suivant

Théoreme 1.1 (d’Ascoli-Arzela [41])
Un sous-ensemble 4 de C(J, &) est relativement compact si et seulement si, il est équicon-
tinu et pour tout t €], l'ensemble

M) ={f0): feu}
est relativement compact dans & .

Remarque 1.1 .

Dans le cas oti, l'espace de Banach & est de dimension finie (par exemple & = R"), pour
que l'ensemble #( (x) soit relativement compact dans &, il suffit qu'il soit borné. En effet, en
dimension finie les seules parties compactes sont les fermés bornés.

2 Théoremes classiques de la théorie du point fixe

Dans toute cette section, & désigne un espace de Banach.

Définition 1.3 Uneapplication [ : X — % estdite -Lypshitzienne s'il existe une constante
L> 0 telle que
1f(x1) = fe)llar <Llxy — xallge, V (X1, X%2) €X' x X

On dit aussi que f est L- Lypschitzienne. Si de plus, 0 < L < 1, on dit alors que [ est une
application contractante (ou que f est une contraction dans & ).

En 1922, le mathématicien polonais S. Banach établit le tres célébre résultat suivant, connu
dans la littérature sous le nom de "Principe de contraction de Banach".

Théoreme 1.2 [18] (Principe de contraction de Banach)

Toute contraction f dans un espace de métrique complet (en particulier dans & ), admet
un point fixe unique. En d’'autres termes, l'équation f(x) = x admet une solution unique
dans & .

Définition 1.4 Une application [ : & — X est dite complétement continue si, elle est
continue et compacte (c’est a dire, transforme tout sous-ensemble borné en un sous-ensemble
a adhérence compacte).

Notons que dans le cas, d'une application linéaire bornée, les concepts d’application
completement continue et application compacte coincident. Pour les applications com-
pléetement continues, il existe plusieurs résultats du point fixe parmi lesquels

Théoreme 1.3 [68] (Théoreme du point fixe de Schauder)
Soit (2 un sous-ensemble non vide, fermé, convexe et borné d’'un espace de Banach % . Alors,
toute application completement continue H : {2 — (2 admet au moins un point fixe dans

(.

Théoreme 1.4 [49] (Théoreme du point fixe de Krasnosel’skii)

Soit 4 un sous-ensemble non vide, fermé et convexe de ¥ . Soient ¢, ¥ deux applications
de & dans lui méme et vérifiant les conditions :

(a) P(z) +W(y) € M pour tous z,y dans M .

(b) @ est completement continue.

(c) ¥ est une contraction.

Alors, il existe x € M tel que P(x) +PV(x) = x.



3. FONDAMENTAUX DU CALCUL FRACTIONNAIRE. CAS DES FONCTIONS REELLES

3 Fondamentaux du calcul fractionnaire. Cas des fonctions
réelles

Dans cette section, nous exposons les concepts fondamentaux du calcul fractionnaire
[48, 61, 66]. Soient a > 0, [a] := n — 1 sa partie entiere et ] = [0, T], T < 4+o0.

Définition 1.5 [48] L'intégrale fractionnaire (au sens de Riemann-Liouville) d’'ordrea d’'une

fonction f :] — R est définie par

1 t
Ig (t):—f (t-9)"'f(9)ds, 0<t<T
ofD=F5 | f
quand cette intégrale existe.

Définition 1.6 [48] La dérivée fractionnaire de Caputo - Liouville d’'ordre a de f est donnée
par la formule

1 t f(n) (1)
T n-w fo (t—1)ot1-n dt,

(n-1l<a<n)
CDSF(D) =

@), (x=n)

Dans les deux définitions précédentes [ (.) est la fonction Gamma :
Nz) = f e “u*tdu, Iz+1)=zI(z), Re(z)>0.
0

Pour l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville, on a les propriétés fondamentales
suivantes

Lemme 1.1 /48]
(i) Propriété de régularisation : La dérivée fractionnaire de Caputo-Liouville de toute
fonction constante est la fonction nulle.
(ii) Propriété de linéarité : SiI{ fi(t) et1§ fo(1) existent alors, IS (A1 fi + A2 f2) (1) existe et
ona:
Ig ()\1f1 + )\gfg) (1) = Allgfl(t) + Azlgfg(t), A, A2 €C.

(iii) Propriété du semi-groupe
e =P f0), a>0,p>0.

(iv) Sia>0, y> -1, alors

VIR 1\ S0 Vo
0" T Na+y+1)
(v) Sia>0, y>-1, alors
CDS‘ (Y= T+l Yo
Ily-—a+1)

Lemme 1.2 [48] Si l'intégrale fractionnaire d’ordre o de la fonction h existe alors, la solu-
tion générale de I'équation différentielle fractionnaire “D®x(t) + h(t) =0, (0 < t < 1) est
donnée par la formule

-1
o)

oil, ¢y, C1,...,Cn—1 SONt des constantes réelles.

t
x(1) = f (t—)* Th(s)ds+co+crt+-+cpq1t" !,
0



Chapitre 2

Existence et Ulam-stabilités des
solutions : Cas des conditions intégrales a
coefficients réels

Ce chapitre est dédié a 'étude du probleme différentiel fractionnaire aux valeurs li-
mites (PDF) (3)-(6) par la méthode classique, c’est a dire par I'utilisation de I'un des théo-
rémes du point fixe cités dans le chapitre 1.

1 Résultats auxilliaires

Définition 2.1 Une fonction y € C"(J), n € N est dite solution du PDF (3)-(6) si, y satisfait
l'équation (CD%x) () = f(t, x(t)) dans] ainsi que les conditions (4), (5).

Dans la suite, nous utiliserons les fonctions auxilliaires suivantes :

allp+j+1)-1(j—-g+1)

ula, j,p,q) =1 +1) - - 2.1)
»P =1y T(p+j+ )G -q+1)
alla+p)1 -9 - [a—g)(1 - s)*P1
vis,a,p,q) = , (0<s<). (2.2)
P To— )+ p)
A=ul(ay, j1, p1, g1 ulay, j2, p2, g2) — ulas, j2, p1, 1) ulaz, j1, p2, q2). (2.3)
ua).r ’ vis, dg, ) )_u(a).) ) )V(S,Cl, ) )
21(s) = ( 2.]2 p2,q2) v( .1 P, 1 ].2 P, q1 2. p2,q> (s€)), AZO,
u(ai, j1, p1, q1)ulay, ja, p2, q2) — ulas, jo, p1, q1)ula, ji, p2, q2)
(2.4)
uay'r ) )U(S)a) ) )_u(a)'r ] )U(S,(l, ) )
2,(s) = ( 1.]1 P, q .2 p2, g2 2 ]'1 p2,q2 1' P, q1 (s€]), A0,
u(ay, j1, p1, qrulay, jo2, p2, q2) — ulas, j2, p1, g1 ulaz, ji1, p2, g2)
(2.5)
Un calcul direct permet d’établir que,
ulay, j1, p1,q1) 81(8) + ulaz, j2, p1, q1)82(s) = v(s, ar, p1,q1), (S€)), (2.6)
u(az, j1, p2, q2)81(s) + ulay, j2, p2, q2)82(s) = v(s, az, p2, q2), (s€]j). 2.7)



1. RESULTATS AUXILLIAIRES

Nous allons ici démontrer (2.6), la relation (2.7) se démontre de maniere similaire. On a
pourse], A#0

u(ay, j1, p1,q1) 81(8) + ulay, j2, p1, 1) 82(s) =

u(aZijr sz QZ)U(S; ay, Pl» 5]1) - u(al)jZ) Pl; QI)U(S; a, PZ» 572)
ulay, j1, p1, U ulay, j2, p2, g2) — ulay, jo, p1, g1 ulaz, j1, p2, q2)

u(al)jb P1, C71)

u(alrjly ]91; QI)V(S, ap, p2) qZ) - u(“Z)jl) pZ! 6]2) U(S, ai, pl; QI)
ul(ay, j1, p1, qUulay, j2, p2, q2) — ulas, jo, p1, 1) ulaz, ji1, p2, q2)

+ulay, j2, P2, q2)

u(ay, j1, p1, qUulay, j2, p2, q2) v(s, ai, p1, q1) — ulas, j1, p1, g ulas, jz2, p1, 1) v(s, az, p2, g2)
ulay, j1, p1, qUulay, j2, p2, q2) — ulas, jo, p1, 1) uaz, ji1, p2, q2)
. u(ay, jo, p2, q2)ul(as, j1, p1, 1) v(s, az, p2, q2) — ulaz, j2, p2, g2) u(ay, ji, p2, g2) v(s, ai, p1, q1)
u(ay, j1, p1, qrulay, j2, p2, q2) — ulas, jo, p1, 1) uaz, ji, p2, q2)
u(a, j1, p1, qUulay, j2, p2, q2) — ulas, jo, p1, g1 uaz, j1, p2, q2)
= - - - - v(s,ay, p1, q1)
u(ay, j1, p1, g ulay, j2, p2, q2) — ula, j2, p1, q1) u(az, ji, p2, q2)
= v(s,ai, p1, q1).

Pour |'existence des solutions du probleme (3)-(6), nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.1 Supposons que h € LY(J) et A#0 alors, x est solution dans] du probleme

D) (O =h(), te]=[0,1], a>3 (2.8)
x0)=0, je{0,1,---,n—1}\{j1, jo}, n=[a] +1 (2.9)
apx99 (1) = 1Pk x(1), (ar, pr) ERxN, 0< ag, 1 < pg, k=1,2 (2.10)

si et seulement si, elle admet la représentation

1
x(t):f G(t,s)h(s)ds, (2.11)
0
oll,
(2.12)

_(t_—s)a_l j1 ]‘2 . <
Gty =1 T TH 8Tl 0ss<t
tiigi(s) + ti2gy(s); r<s<1

Preuve. D’apres le lemme 1.2, la forme générale de la solution du probleme (2.8)-(2.10)
est

_1 t
x(t):—f (t—9)* h(s)ds+co+cit++cp 1t}
I () Jo

ou, ¢y, C1,...,Cn—1 sont des constantes réelles.
En utilisant les conditions initiales au point ¢ =0, on obtient que ¢ =0 pour k ¢ {1, j»} et
donc,

-1

.X'(t) = m

t . .
f (t— 9" h()ds+c; /" +c;, 172, (0< 1<),
0



1. RESULTATS AUXILLIAIRES

La condition intégrale a;x? (1) =IP¥(1) nous donne

clkF(j1+1) akF(j2+1)
. Cj + . Cja
Iji—qr+1) I(jo—qr+1)

_—akfl(l—s)“_q’““h(s)ds+
Ia—qi) Jo

-1 1 I'(ji+1) I(jo+1)
= —— | -9 P peds+ —— " ¢, +——2= " (.
F((x+pk)fo TGi+pe+D) "' To+pe+1) P

ou sous forme équivalente

Iji—qr+1) I(ji+pr+]1)

. ( dkF(j1+1) F(j1+1) ) . ( akF(j2+1) F(j2+1)
n P\Io—qr+1) I(o+pr+1)

fl (dk(l _ S)O(—qk+l (1 _ S)O(+pk+l
0

h(s)ds,
I'la—qy) I+ pi) ) (S)ds

c’est a dire,

1
cjl u(ak!jl’ pk’ Qk) + ng u(ak)jzy pk) qk) :L U(S! ag, Pk: Clk)h(s)ds

En posant dans la précédente équation successivement k =1 et k = 2, on obtient que c;,
et ¢;, vérifient le systeme linéaire

cjulay, j1, p1, q1) + cjulay, j2, p1,q1) = fol v(s,ar, p1,q1)h(s)ds
(S): (2.13)

cjyulaz, j1, p2, q2) + cj,u(az, j2, p2, qz) = fol (s, az, p2, q2) h(s)ds

Il est clair que le déterminant "det(S)" de ce systéme est la quantité A définie par la for-
mule (2.3) :

det(S) =A= u(al» pl;jlr ql)u(a27 PZ»jZ’ QZ) - u(aly pler) ql)u(aZy pZ)jl) fh) (214)

Puisque A # 0 par hypothese, le systeme (S) admet une solution unique (c;,, c;,) définie
par:

¢ir = qosy Jo (4az, p2, j2, 42)v(s, a1, p1, 1) — ulay, py, jo, 1) V(S, Gz, P2, G2)) h(s)ds

Cj, = ﬁ(s)fol (ulay, p1, j1, g (s, az, p2, G2) — ulaz, p2, j1, q2) v(s, a1, p1, q1)) h(s)cg .

En remarquant que

1 1
(cjl,cjz):(fo g1(8)h(8)ds,f0 gz(S)h(S)dS)

et apres report dans I'expression de x(t), on trouve

il
o)
-1

t ) 1 . 1
= mﬁ (t—S)a—lh,(s)dS‘l' tjlj(; g](S)h(S)dS+ t]2‘/(; gZ(S)h(S)dS

x(1)

t . .
fo (t= ) h(s)ds+cj t) +cj, 172

1
f G(t,s)h(s)ds.
0

10



1. RESULTATS AUXILLIAIRES

Inversement, supposons que la fonction x(¢), ¢ € ] admet la représentation (2.11). En re-
marquant que x peut s’écrire sous la forme

ool ool
x(t):—I“h(t)+t]1f g1(Sh(s)ds+ tfzf g2(s)h(s)ds,
0 0
on obtient facilement que
{ D) () + h(1) =0, r€]

x1(0) =0, 0<j#j1, jZj2<n-1=]a]

D’autre part pour tous naturels g, p;, vérifiant 0 < q; < min(ji, j2), p1 = 1 et tout réel
a; >0,

apx' 1) -171 x(1) h(s)ds

A=t a1 -g)*
fo ( I+ p1) Ia—q1)
al(j+pi+D-I(h-q+1)

Ijhi+p1+DIGi—q1+1)
al(jo+p1+1D)=1(ja—q1+1)

I(jo+p1+DI(o—q1 +1)

1
+F(j1+1)f0 g1(s)h(s)ds

1
+F(j2+1)](; gi1(s)h(s)ds

1
—fo v(s, a1, p1, 1) h(s)ds
1
+f0 (ular, j1, p1, g &1(8) + ulay, j2, p1, 41)82(s)) h(s)ds.

D’ou, en tenant compte de (2.6),
ay x“ (1) = 1P x(1).

Un raisonnement analogue permet a I’'aide de la formule (2.7) de vérifier que
axx'%) (1) = 1P2 x(1).

Le lemme 2.1 est donc entierement démontré. m

Remarque 2.1 On a A =det(S) #0 par exemple si,

Iji-q1+D) F(jz—qlm)

a > max(ﬂpijl)’ TprtjorD)

min(F(jg—q2+l), Ij1-g5+1)

1 (jo—qo+1) F(j1—612+1))
Lo+ jo+1)” Tpo+jr+1)

) <dz< maX(F(p2+jz+1)’ Tlpatjn+1)

En effet, dans ce cas, ou bien

u(ay, p1, j1, q1)ulaz, p2, j2, q2) >0 et u(ay, p1, j2, q1)ulaz, p2, j1,q2) <0,
ou bien
ulay, p1, j1, qrulaz, p2, j2, q2) <0 et u(ai, p1, j2, q1)ulaz, p2, j1,q2) > 0.

Lemme 2.2 Si, A=det(S) #0 alors, on a les propriétés suivantes :

11



1. RESULTATS AUXILLIAIRES

(P1) G(0,5)=0=G(t,1), Vs, t€0,1].
(P2) Les fonctions g, et g, sont continues dans].
(P3) La fonction G est continue dans]J xJ.
(P4) Posons
M:= max |G(t,s)].

SIS
Alors,

" 1 +2(F(j1+1)+F(j2+1))X (ax+1)(a; +1)
ACY |det(S)| Ijo— go+ DI~ qo)

(2.16)
out, comme déja signalé dans l'introduction,
qo :=max(qi, g2) < jo:=min(jy, jo) < [a]=n-1.

Preuve.
(1) (P1) est évidente.
(2) La continuité des fonctions g1, g2 et G est une conséquence directe de la conti-
nuité des fonctions

(t,s) — (=)%Y, (t,8) — (=D (£,5)— (-5 %71,

car toutes les grandeurs a— 1, a— g; — 1, a — g2 — 1 sont positives (voir formule (6)).
(3) Notons tout d’abord que

(a+1)I(j+1) et 0<|v(s.a )< a+1
F(]—q‘l'l) X ) ,P;q \F((x—q)

0<ula,p,j,ql <

Par conséquent, pour tout 0 < s < 1,

lulay, p2, jo, g2) v(s, a1, p1, q1) — ulay, p1, jo, ) V(s, az, p2, G2)|
|det(S)|
lu(az, p2, j2, q2) v(s, a1, p1, )| + lular, p1, j2, 1) v(s, az, p2, q2)|
|det(S)]
1 ((a2+1)(a1+1)F(j2+1) (a1+1)(a2+1)F(j2+1))
|detS)I\ I(jz— g2+ DIa—q1)  I(jo—qi+ DI a—qo) J

1g1(9)]

N

Puisque g; # g2 et go =max(qi, g2), on a ou bien /(& — ¢q;) > I (a — qp), ou bien [ (o —
g2) > (o — go). Donc, nécessairement

1 ((a2+1)(a1+1)F(j2+1) (611+1)(612+1)F(j2+1))

|detS)I\ I (j2—qo+DIla—qo)  I(j2—qo+1)I{ax—qo)
2F(j2 + 1)(&2 + 1)(&1 +1)

|det(S)|1(a—qo) I (jo—qo+1)

|g1(9)]

De la méme maniére, pour tout 0 < s < 1,

lu(ay, p1, j1, q1) v(s, az, p2, q2) — u(az, p2, j1,q2) v(s, a1, p1, q1)|
|det(S)]
ZF(jl + 1)(02 + 1)(01 +1)
|det(S)[Ia—qo) I jo—qo+1)

|g2(s)| =

12



2. EXISTENCE DES SOLUTIONS

Ainsi, pourtous0< 5, £ < 1,

IG(t,5)] < |“_—S)O(_l'+|rf1gl(s)|+|tf2gz(s)|<i+|g1(s)|+|g2(s)|
o) I o)

o op L 2UGi DA+ @+ D@+

VA |det(S)| I'(jo—qo+1)I{a—qo)

Remarque 2.2 [l découle des considérations précédentes que

g1 <A et |[g@)<4l 0<s<]D).

2 Existence des solutions

Notre premier résultat est un résultat d’existence et d'unicité basé sur le principe de
contraction de Banach.

Théoréme 2.1 Supposons que A #0 et que les hypotheses suivantes sont vérifiées :

(H1) Il existe une constante strictement positive k telle que
f(t, )= ft,I<klu—vl|, ¥V (t,u,v) ] xRxR.

(H2) La fonction t— f(t,u) est un élément deL'(J) pour tout u fixé dans R.
Si,
kA<1, (2.17)
alors, le PDF (3)-(6) possede une solution unique u définie dans]. De plus,

A 1
< . .
Il < 755 | 1500 @2.18)

Preuve. Transformons en premier lieu le probleme (3)-(6) en un probleme du point fixe.
Pour cela, considérons I'opérateur

N:C(J) — C()

défini par

1
Ny)() = fOG(t,S)f(s,y(S))ds, (2.19)

ou, la fonction G(¢, s) est donnée par (2.12). Lhypothese (H2) avec I'inégalité (2.16) et la
continuité de G garantissent que N est bien défini. C’est a dire, I'existence de l'intégrale
dans (2.19) ainsi que sa continuité par rapport a 'argument 7 € J.

D’apres le lemme 2.1, les points fixes de I'opérateur N sont les solutions du probleme (3)-
(6).

Pour tous x, y € C(J) et tout £ €],

1
I(Ny) (1) —(Nx)(D)| = foG(t,S)(f(s,y(S))—f(s,x(S)))ds

1
< fo max IG(£, ) f(s,y(8) = f(s,x(5)lds.

0<s, <

13



2. EXISTENCE DES SOLUTIONS

D’apres (H1) et (2.16),

INY@O - N0 < kAly = Xlloo.

IN() = N lloo < KAy = Xl 0o-

On en déduit d’apres (2.17) que N est une contraction et donc, d’apres le principe de
contraction de Banach, I'opérateur N possede un seul point fixe u qui est 'unique solu-
tion du probléme (3 - 6).

Linégalité (2.18) découle immédiatement des inégalités

litlloo = IN(W oo < IN() = N©O) oo + INO) oo
1

< kAnunmmf £ (s,0)lds.
0

|
Nous allons maintenant donner plusieurs résultats d’existence.

Théoreme 2.2 Soit A # 0 et supposons que la fonction f(t, u) est continue par rapport au
second argument u. Supposons aussi qu'il existe deux fonctions strictement positives 1, q
satisfaisant les hypotheses :

(H3) 1eL'().

(H4) La fonction q:R — R™ est continue.

(H5) |f(t, )| < U(H)g(w), ¥V (t,u)e] xR.

(H6) Ilexistery >0 tel que

Allllrgy sup g(u) < ro.

[ul<ro
Alors, le PDF (3)-(6) admet au moins une solution dans].

Preuve. Posons

Ng(ro)= sup q(w) , Bp={xeCO): lxlloo < 10}

ueR, |ul<ry

La fonction g étant continue, on a N, (rp) < +oo. D’autre part, B, est un sous-ensemble
convexe, fermé et borné de C(J). Nous allons maintenant en plusieurs étapes établir que
toutes les conditions du théoreme 1.3 du point fixe de Schauder sont satisfaites.

Etape 1 : Lopérateur N : B,, — B, est bien défini.

Les hypotheses (H3) et (H5) nous donnent pour tout x € B, et tout €],

1

INx) (D) < fOIG(t,S)IIf(s,x(S))Ids
1

< fOIG(t,S)Il(S)q(x(S))ds

1
< ANq(To)f I(s)ds
0
< ANG (o) L gy-
On en déduit par application de I’hypothese (H6) que

IN(X)lloo < 70, V X € By.

14



2. EXISTENCE DES SOLUTIONS

D’autre part, si x est un élément quelconque de By, (11, t2) € J? alors,
1
IN(X) (1) =N@) (82)| < fo|G(t1,8)—G(tz,S)llf(S,x(S))ldS
1
< foIG(tl,S)—G(tz,S)Il(S)q(x(S))ds

1
< Ny(ro) fo Gt $) = Glt, 9)I1(s)ds

Puisque
IG(t1,5) — G(t2, 9)|1(s) <2Al(s), Vs€]

et la fonction J 3 s — 2Al(s) est un élément de L' (J) alors, par continuité de G,

1
lim OIN(X)(tl)—N(x)(l‘z)I<Nq(ro)f " lim OIG(l‘l,S)—G(l‘z,S)Il(S)dSzO.
0

[t1—tr|— 1—f2l—

En d’autres termes, I'image par N de tout élément de B,, est aussi une fonction continue
sur J. Lopérateur N : B,, — B, est donc bien défini.

Etape 2: Lopérateur N : B,, — By, est continu.

Soit {x,}, une suite d’éléments de B, qui converge vers x € B,. Alors, pour tout ¢ €],

1
|(Nxp) (£) — (Nx) ()] < foIG(t,S)IIf(s,xn(S))—f(s,X(S))Ids

1
< Afo |f (s, xn(8)) — f(s,x(s)|ds

On en déduit que

1
INx; — Nxlloo =sup | (Nxj,) (£) = (Nx) (8| < Afo | f (s, x,(8) — f(s,x(8)ds.

te]

Puisque g est continue alors, la suite {q (xn(t))} ,, converge vers q(x(1)) pour tout £ €J. On
en déduit que la quantité

p(t) :=sup{q(x(1), g(x1(1), g(x2(1)), ...}
te]

existe et vérifie la condition
0<p(#) <Ng4lrg), V€]

De plus, d’apres (H5),
| £ (8, xn(8)) — f(8, X(NI < 1f (S, Xxn (NI +1f (s, X(8)) < 2Ng(ro)l(s), ¥V se].

D’ot, en utilisant le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue et la continuité de
f(t, u) par rapport au second argument u,

1
0< lim |INx; —Nx|oo < Af lim [f(s,x,(5))— f(s,x(s))|ds=0.
n——+oo 0 n— +oo

Ceci prouve que 'opérateur N : B,, — B, est continu.
Etape 3: Pour tout t €], l'ensemble (N(Bro)) (1) est relativement compact dans R.
Notons tout d’abord que

(NBy,)) () :={(Nx) (1) : x€By,}.

15



2. EXISTENCE DES SOLUTIONS

Les hypotheses (H3) et (H5) nous donnent pour tout x € B, et tout £ €]
1
N0l < [ 16wl xslds
1
< fOIG(t,S)Il(S)q(x(S))dS

1
ANq(ro)f I(s)ds
0

<
< ANq(r0)||l||L1(])~

Cela signifie que (N(Bro)) (¢) estinclus dans I'intervalle compact [—ANq (ro)ll il g, ANq(ro) 1211 (I)]
de R. Par conséquent, (N(B 7’0)) (2) est relativement compact dans R.

Etape 4 : N transforme B, en un sous-ensemble équicontinu de B, .

Soit x € By, et 0 < f1, fp < 1. Alors,

1
IN(x)(51) —N(x)(82)] < foIG(tl,S)—G(tz,S)IIf(s,x(S))Ids
1
< foIG(tl,S)—G(tz,S)Il(S)q(X(S))ds
1
< Nq(ro)fo IG (1, 8) — G(22, )1 (s)ds.

Comme la fonction G(t, s) est continue dans J xJ et [ € L1 (J) alors, on a indépendament de
x dans B,
lim  [N(x)(f;) = N(x)(£2)|=0.

[ti—t2]—0
Par conséquent, N(B;,) est un sous-ensemble équicontinu de B,,.
Etape 5 : Existence de solutions.
Les étapes (3) et (4) de la preuve permettent d’affirmer (voir théoreme 1.1) que 'opéra-
teur N transforme tout borné de B, en un sous-ensemble relativement compact de B,.
Comme N est en plus continu (étape 2), il est alors completement continu de B,, dans B,,.
Ainsi, I'opérateur N : B, — B, satisfait toutes les conditions du théoreme 1.3 du point
fixe de Schauder. Par conséquent, N admet dans B, un point fixe qui est solution du pro-
bleme (3)-(6). m

Remarque 2.3 Sidans (H5), on a égalité pour tout (t, u) € ] xR alors, la continuité de f par
rapport au second argument découle de la continuité de q.

Théoreme 2.3 Supposons que A #0, qu'il existe une constante m > 0, une fonction positive
1€ L1(J) et une fonction positive q définie dans R telles que :
(H7) 1f(s,0)|<m, Vse]J.

(H8) |f(t,u)— f(t, )| <1(t)|g(uw) — q(v)| pour tout t €] et tout couple de réels u, v.

(H9) La fonction q est bornée et continue dansR.
Alors, le PDF (3)-(6) admet au moins une solution définie dans].

Preuve. Nous donnons une preuve en plusieurs étapes. Pour cela, posons

Ng=supq(u) <+oo, 2={xeC(): lIxlloo <ACNgGIlp1g +m)}.

ueR
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2. EXISTENCE DES SOLUTIONS

{2 est un sous-ensemble non vide, fermé et convexe de C(J). Nous allons montrer que dans
le cas présent aussi, 'opérateur N : {2 — (2 vérifie toutes les conditions du théoreme du
point fixe de Schauder.

Etape 1: L'image par N de tout élément de {2 est un élément de C(J).

Pour tout x € {2 et tout couple (t;, 2) €] x ], on a par application de (H8) et (H9)

I(Nx)(£1) = (Nx) ()| < folIG(tl,S)—G(tz,S)IIf(s,x(S))Ids
< follG(tLS)—G(tz,S)l(If(s,x(S))—f(s,0)|+|f(s,0)|)ds
< folIG(t1,S)—G(tz,S)I(l(S)Iq(x(S))—q(0)|+|f(s,0)|)ds
< folIG(tl,s)—G(tg,s)I(Zqu(s)+m)ds

1 1
< 2qu IG(tl,S)—G(tz,S)Il(S)def |G(11,5) — G(12, 9)|ds.
0 0

Pour les mémes raisons citées dans I'étape 1 du théoreme 2.2, ces deux dernieres quan-
tités tendent chacune vers 0 quand |#; — f2| tend vers 0. Cela signifie que I'image par N
de tout élément de (2 est un élément de C(J). Il est a noter que la limite précédente est
indépendante de x € (2. En d’autres termes, nous venons aussi de prouver que N({2) est
un sous-ensemble équicontinu de C(J).

Etape 2 : L'image par N de tout élément de (2 est un élément de ).

Si x € (2 et t €] alors, toujours par application de (H7) et (H8),

1 1 1
fG(t,S)f(s,x(S))ds < fIG(t,S)f(s,x(S))ldS<Af |f(s,x(s)|ds
0 0 0

1
< Afo If(s,x(8)) — f(s,0)+ f(s,0)|ds
1 1
< Af If(s,x(S))—f(s,O)ldHAf If(s,0)lds
0 0
1
< Af 1(s)lg(x(s)) — q(O)|lds+ mA
0

1
< ZNqu l(s)ds+mA
0

On en déduit que N applique {2 dans lui méme.

Il découle en particulier de ces deux premieres étapes de la preuve que N transforme tout
sous-ensemble de {2 en un sous-ensemble equicontinu de (2.

Etape 3 : Lopérateur N : {2 — (2 est continu.

Si x et y sont deux éléments arbitraires de (2 et ¢ € J alors,

1
INy = Nxlloo =sup [(Ny)(£) = (Nx)(£)| < sup(f0 IG(t, 9)IIf(s,x(8)— f(s,y(s)lds

te] tej
1
< A 19l - gees)ids,
Par application de (H9), ] 3 s — q(y(s)) — g(x(s)) est continue. On en déduit que la fonc-

tion
J3s—1(5)(q(y(s)) — q(x(s)))
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2. EXISTENCE DES SOLUTIONS

est un élément de L' (J). Puisque |1(s)(q(y(s)) — q(x(s)))| < 2Ny4l(s), VY se]alors,

1
0<  lim  INy—Nxlloo < lim (Af 1(s)Iq(y(s)) — q(x(s)lds
0

~
lX=Yloo—0 [X=Yleo—0

1
< A f () Lim  1q(y(s) — q(x(s)lds
0 [x(s)=y(s)|—0
0.

D’ot, la continuité de 'opérateur N : {2 — (2.

Etape 4 : N({)) est un sous-ensemble relativement compact de ).

Conformément a ce qui a été remarqué apres les deux premieres étapes de la preuve, il
suffit d’apres le théoreme 1.1 d’Ascoli-Arzela de montrer que pour tout ¢ € J, 'ensemble

(N() (1) :={(Nx) (1) : x€ (%
est inclus dans un compact de R. On a d’apres 'étape 2,
te], x€ 2= |(Nx)(0)| < b:= ANyl +m).

Cela implique que (N({2)) () est contenu dans l'intervalle fermé borné (donc compact)
[—b, b].

Etape 5 : Conclusion.

Il découle de la compacité relative de N({2) que pour tout .4 < (2, 'ensemble N(.#) est
aussi relativement compact. Ainsi, I'opérateur N : {2 — (2 est completement continu et
donc d’apres le théoreme de Schauder, N admet dans {2 un point fixe qui est solution du
PDF (3-6). m

Corollaire 2.1 Supposons que A#0 et qu’il existe ug € R et une constante My > 0 tels que
supey| f (1, up)| < +oo

et
llul—|vl]
Fa+upa+1o)’

Alors, le PDF (3)-(6) admet au moins une solution définie dans].

lf(t,w) - f(t,)I<M Y (tuv)e] xRxR

Preuve. Il suffit de poser dans le théoréeme 2.3

m=M¢+supel f(t,uo)l, 1(£)=Mg, V te], q(u):%lll, YuelR.
u

Théoréme 2.4 Supposons que A # 0, [ est continue par rapport au second argument et
qu'il existe deux fonctions positives l, q vérifiant les hypotheéses suivantes :

(H10) 1eL'()).

(H11) La fonction q:R* — R™ est croissante, continue et pour un certainR > 0,

R
— = Al

@ . (2.20)

(H12) |f(t,w| < () g(lul) pour tout (t,u) €] x R.

18



2. EXISTENCE DES SOLUTIONS

Alors, le PDF (3)-(6) possede au moins une solution définie dans].

Preuve. Comme dans les cas précédents, I'idée est de montrer que 1'opérateur N défini
par la formule (2.19) est bien défini et vérifie toutes les conditions du théoreme de Schau-
der. Chypothése (H10), la croissance de ¢, la continuité de G garantissent avec l'inégalité
(2.16) la bonne définition de N. En effet, pour tout (£, 2, x) € ] x ] x C(J),

1

IINx)(51) — (Nx)(82)| < foIG(tl,S)—G(tz,S)IIf(s,x(S))lds
1

< foIG(t1,S)—G(tz,S)Il(S)q(x(S))ds

1
< q(nxnoo)fo 1Gt1, $) — Glt, 9)|1(s)ds.

On en déduit comme dans le théoréme précédent que N(x) € C(J) et que donc N est bien
défini.
Pour tout r > 0, posons :

D;:={xeC{): lIxlloo < 1}.

D, est un sous-ensemble fermé, borné et convexe de C(J).

Etape 1: N est continu.

Soit {xn}n>1 une suite qui converge vers x dans C(J). Dans ce cas, la suite {||x;llco}>1
converge vers || x|lo dans R. De plus, il découle de la continuité de g que la suite {q(llxn IIOO)}
converge vers ¢(|| x|lo) dans R. D’autre part,

nzl1

INX, —Nxlloo = suplINx,(#)—Nx()|
teJ
1
< sup(f0 IG(2,8)(f(s,x,(8) — f(s,x(8)ds
te]

1
< Afo Lf (s, xn(8)) — f(s,x(s)|ds

Posons p :=sup{q(I1xlleo), gUIx1lle0)s GUIX2ll00), +-}.Ona0d <p < +oo et d’apres (H12),
| £ (8, xn(8)) — f(8, x(N < 1f (s, X (D] + £ (s, x(8)) < 2pL(s), V s€].

Comme f est continue par rapport au second argument, il découle de I'inégalité préce-
dente et du théoreme de la convergence dominée de Lebesgue que

1
nlim INx;;, — Nx|l oo < Af nlim | f(s,x,(8) — f(s,x(5))|ds=0.
—00 0 —00

Lopérateur N est donc continu.
Ftape 2 : N transforme chaqueD, en un sous-ensemble uniformément borné de C(J).
En utilisant (H12) ainsi que la croissance de ¢, on obtient pour tout x € D,

1
INxloo < sup(fo IG(t,S)f(s,x(s))ldS)

te]

1
< A fo 1(9)g(x(s))ds

1
< Aq(nxuoo)fo I(s)ds
< qmAll,,.
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2. EXISTENCE DES SOLUTIONS

D’ou,

N(D,) <D ={x€CO) : xlloo < AN} -

an A 0
Autrement dit, N(D,) est un sous-ensemble uniformément borné de C(J).

Etape 3 : N transforme chaqueD, en un sous-ensemble equicontinu de C(J).

En effet, un raisonnement analogue a la preuve de la bonne définition de N nous donne

que pour tout xe D, ettous0< £, < 1,

1
INx(#1) = Nx(£)| < q(r)f0 |G(1,8) —G(t2,9)|1(s)ds.

Par conséquent, on a indépendament de x,

1
lim INx(tl)—Nx(tg)Iéq(T)f B
0

[t1—f2|—0

lim |G(f,5) —G(t2, 9)|l(s)ds=0.
1—l2|—0
Ftape 4 : Existence de solutions
Soit R > 0 une constante réelle vérifiant (2.20). D’apres I'étape 2,

N[Dg)<cD c Dg.

On en déduit que I'ensemble
NDOR)(#) :={Nx(#) : x € Dg}

est contenu dans l'intervalle compact [-R,R]. Par conséquent, N(Dg) est relativement
compact. On peut donc conclure par application du théoreme d’Ascoli-Arzela que N :
Dgr — Dg est completement continu. Toutes les conditions du théoréme du point fixe
de Schauder sont donc vérifiées. Lopérateur N possede donc dans Dg au moins un point
fixe, solution du PDF (3)-(6). m

Corollaire 2.2 Théoreme 2.4 reste vrai si au lieu de la condition (2.20), on suppose que

lim 4w =0.
r—oo r
Preuve. En effet, par définition de la limite,
r 1
Elr0>0:r>r0:>q()< .
Al g

Corollaire 2.3 Soit A #0, f continue par rapport au second argument et vérifie les hypo-
theses :
(H13) Il existe deux constantes positives 0 < k,o < 1 telles que

©1f(w - f(L, V) < klu—vl, ¥ €], V (u,v) eR?,

(H14) IlexisteR >0 tel que

kR+m _1-0o o
< , avec m:=suplt” f(t,0)] < +oo.
R A te)
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2. EXISTENCE DES SOLUTIONS

Alors, le PDF (3)-(6) possede au moins une solution définie dans]. De plus, si m > 0 alors,
la solution est unique.

Preuve. Considérons la fonction I(f) = t79, 0 < t < 1 et s'annulant en ¢ = 0 ainsi que la
fonction q(u) = (ku+ m), ueR.

La fonction [ est un élément de L!(J) avec ||/ gy = ﬁ D’autre part, la fonction g est
croissante, continue et d’apres (H14), 1l existe R > 0 tel que R > g(R)Alll|l11 g)- D’apres
(H13),

(t,w e]xR=|f(1,ul 11 f (e, w)

< L@ (C1f (5w - f(5,0)]+ °1f(£,0)])
< L) (klul+m) = 1(H) g (ul).

Ainsi, toutes les conditions du théoréme 2.4 sont vérifiées. Par conséquent, le PDF (3)-(6)

admet au moins une solution dans Dg.

Supposons maintenant que 7 := sup,; [£° f(¢,0)| > 0. Nous savons déja (étape 4 de la

preuve du théoreme 2.4) que N(Dgr) < Dg. Pour établir 'unicité de cette solution, nous

allons montrer que I'opérateur N definit une contraction dans Dg. Pour cela, remarquons
tout d’abord que

kA
(H14) > o <1 (2.21)

Si x, y sont deux éléments arbitraires de Dy alors,

INX—Nylloo = sup [Nx(£)—Ny()]
0<r<1

1
< supfO IG(t, 9 f(s,x(8) = f(s,y(s)lds

0<i<1

10 _
Af SO (s, x(s)) f(S,y(S))ldS
0

SO'

N

N

A 1_
kA|x 0o ds
I Vi fo so

_ k4 lx—yl
T 1-0 Yoo

Ceci termine la preuve. =

Exemple 2.1 Supposons que pour le PDF (3)-(6), o = %,0 = %, (j1, j2) = (10,12), (a1, ap) =

1,3),
(01, q2) =(0,2),(p1, p2) = (6,8) et la fonction f est donnée par la formule

f(t,u) = %(ln(32+|u|)+§|u|)’ t#0, ueR
» 0, tZO,LLER’

ot P et & sont deux réels positifs. Dans ce cas,
n:=[al+1=13, A=126, A=1,3412x107°.
La fonction f est continue par rapport au second argument u et vérifie l'égalité
ft,u) < IU(t)q(lul) ot les fonctions | et q sont définies comme suit :
bt
=, t#0
l(r)={ 70 re) po,

y =
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(V) =In(e*+v)+8v, v=>0, §>0
D'autre part, | est un élément de L' (J) avec

1 [33
1llg = ds<f —ds 26
et

lim q(r)

—=0.

r—+oco r
Ainsi, d’apres le corollaire 2.2 du théoreme 2.4, le PDF (3)-(6) possede au moins une solution
pourd=0.

Si 8 #0 alors, un calcul direct nous donne
1-5 1 10
A ZA 2, 6824’

m:=sup t%lf(t,O)l :Zeﬁ,
te]
et pour tout triplet (t,u,v) €] xRx R

t%lf(t, u—f(t, v < ef’_z(l +8eA)|u—-v|:=klu-v|.
Par application du corollaire 2.3 du Théoreme 2.4, le PDF (3)-(6) admet sous la condition
P=2(1 + 8€?) < 1 une solution unique appartenant a Dy, oil, R est choisi tel que

_kR+m _FPa+bAR+2eP _1-5 107
R R SOA 2,6824°
O
3 Ulam - stabilités

Dans cette section, nous étudions les Ulam-stabilités du PDF (3)-(6) via sa formulation
intégrale équivalente

1
y() =Ny(1), ou, Ny(t):f0 G(t,9)f (s, y(s)ds

(2.22)
Commencons tout d’abord par rappeler les différents types de I'Ulam - stabilité

Définition 2.2 [47] On dira que l'équation intégrale (2.22) est Ulam-Hyers stable s'il existe
Cyr > 0 relle que pour tout e > 0 et toute solution x € C(J) de l'inégalité
lx(1) —Nx(1)|<eg, te]

(2.23)
il existe une solution y € C(J) de l'équation (2.22) telle que

lx(1) -y < Cyre, te].

(2.24)
Notons que I'équation intégrale (2.22) est Ulam-Hyers stable si et seulement si, le PDF
(3)-(6) 'est aussi [47].
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Définition 2.3 On dira que l'équation intégrale (2.22) est Ulam-Hyers stable au sens géné-
ralisé s'il existe une fonction 6 € C(R*,R™) telle que pour tout € > 0 et toute solution x € C(J)
de l'inégalité (2.23), il existe une solution y € C(]) de l'équation (2.22) telle que

lx() —y(D)I<0(), te]. (2.25)

Définition 2.4 On dira que l'équation intégrale (2.22) est Ulam-Hyers-Rassias stable par
rapport a la fonction ¢ € C(J,R") s'il existe une constante C¢ > 0 telle que pour toute > 0 et
toute solution x € C(J) de l'inégalité

|x(1) - Nx(D)| < ep(t), t€], (2.26)
il existe une solution y € C(J) de l'équation (2.22) telle que

lx(1) —y(O] < Crep(1), te]. (2.27)
Théoreme 2.5 Supposons que toutes les conditions du corollaire 2.3 sont satisfaites. Si,

m=supt’|f(¢t,0)| >0,
te]

alors, l'équation intégrale (2.22) est Ulam-Hyers stable.

Preuve. Soient € > 0, x € C(J) une solution de I'inégalité (2.23) et y € C(J) 'unique solution
del’équation intégrale (2.22) (Corollaire 2.3 du Théoreme 2.4). Puisque, y est un point fixe
de I'opérateur N alors, pour tout ¢ €] = [0, 1]

lx(8) — y(O < |x(6) = Nx(D)| + INx(8) - Ny (9| < e + INx(8) - Ny (9. (2.28)

D’apres la preuve du corollaire 2.3, kA <1-o0 et

INx(2) = Ny(0)] < kA
o Y S l1-0

1x—=¥lloo- (2.29)

Cela implique que

k
lx—yloo=suplx(t) —y(H)| < -€+1 x=¥lloo

te] -0
ou de maniere équivalente,

l1-0
||x—y||oo é CfE, avec Cf: m

Remarque 2.4 En posant 0(g) = l_cl:l’c A& on obtient que l'équation intégrale (2.22) est

aussi Ulam-Hyers au sens généralisé.

Théoreme 2.6 Sous les conditions du théoreme 2.5, l'équation intégrale (2.22) est Ulam-
Hyers-Rassias stable par rapport a toute fonction ¢ € C(J,R*) vérifiant (2.26).
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Preuve. Soient € > 0, x € C(J) une solution de I'inégalité (2.26) et y € C(J) 'unique solu-
tion de I'équation intégrale (2.22). En raisonnant de maniére similaire au théoréme 2.5
précédent, on vérifie facilement que

l-0

lx(2) — y(0)| < Crep(r), avec Cy= T-o—kA"

Exemple 2.2 Commedans l'exemple 2.1, supposons que dans le PDF (3)-(6), a = %, (j1,j2) =

(10,12), (a1, a2) = (1,3), (g1, g2) = (0,2), (p1, p2) = (6,8) et la fonction f est donnée par

ft,w= %Un(ezﬂulﬂ@lul), t#0, ueR
y O) tZO,uEIR

Nous savons déja (voir exemple 2.1) que A ~ 1,3412 x 1073 et que toutes les conditions du
corollaire 2.3 sont vérifiées pour

1
o= > k=eP"2(1+8¢e%, m :=sup t%If(t,O)l =26P > 0.
te]

De plus, pour 6 # 0, I'équation intégrale (2.22) posséde une solution unique. On peut par
application du théoreme 2.5 conclure qu'on a la Ulam-Hyers stabilité, et qu'on a la Ulam-
Hyers-Rassias stabilité par application du théoreme 2.6.
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Chapitre 3

Existence de solution dans le cas d’'une
inclusion différentielle

Dans ce chapitre, nous investiguons 'existence des solutions pour le probleme d’in-
clusion différentielle fractionnaire (PIDF en abrégé)

“Dx(1) € F(t,x(1)), re€J=1[0,1], a>3, 3.1

assujetti aux mémes conditions (4 - 6). Ici, F: [0,1] x R — 22(R) est une fonction multi-
voque. Nous distinguerons séparemment le cas convexe et le cas non convexe de la fonc-
tion F. Pour le premier cas, un résultat d’existence est obtenu par application du théoréme
du point fixe de Bohnenblust-Karlin [25]. Le théoreme du point fixe des contractions mul-
tivoques de H. Covitz et S.B. Nadler [33] est utilisé dans le cas non convexe.

1 Rappels des fondamentaux des fonctions multivoques

Dans cette section, nous exposons les concepts fondamentaux des fonctions multi-
voques conformément aux besoins de la suite. Pour plus de littérature et de details sur les
fonctions miltivoques, le lecteur peut aussi consulter les livres de J.P. Aubin et A. Cellina
[15], J.P. Aubin et H. Frankowska [16], C. Castaing et M. Valadier [28], K. Deimiling [34], S.
Hu et N. Papageorgiou [44].

Définition 3.1 Soient & un espace métrique et %% un espace de Banach. On appelle fonc-
tion multivoque de & dans % toute application h : & — 2P(%). En d'autres termes,
I'image de tout élément de & est un sous-ensemble de % .

Définition 3.2 Une fonction multivoqueH: X — P (¥) est dite

(a) a valeurs convexes (fermées) si, H(x) est un sous-ensemble convexe (fermé) de %
pour toutx e X .

(b) bornée sur les sous-ensembles bornés si, H(AB) = U,egH(x) est un sous-ensemble
borné de?¥ pour toute partie bornée 8 de & .

(c) semi-continue supérieurement (s.c.s.) dans & si, pour tout xo € &, l'ensemble H(x)
est non vide, fermé dans % et pour tout ouvert B de? contenant H(xy), il existe un
voisinage ouvert N de xy tel que H(N') < 4.

(d) completement continue si, H(9) est relativement compact dans % pour toute par-
tie B bornée de & .

(e) posséde un point fixe, si ¥ = et s'il existe x € X tel que x € H(x).
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1. RAPPELS DES FONDAMENTAUX DES FONCTIONS MULTIVOQUES

Notons que si H est completement continue et a valeurs non vides et compactes alors, H
est s.c.s. si et seulement si, H a un graphe fermé, c’est a dire :

(xn — %, yn — ¥, yn € H(xn)) = y e HW).

Définition 3.3 SoitF:] x % — % une fonction multivoque et soit y € C(J,%). On appelle
selection deF associée a y le sous-ensemble S, de L', %) défini par

Sgy:={ve L'g,%):v(t) € E(t, y(8)) pour presque tout t € J}.
Soit d la métrique induite dans % par sa norme ||.||o :
dx,y)=llx-yle, x,ye¥.
Alors, la formule

H,(A,B) = max{supd(a,B),supd(A, b)},
acA beB
définit une métrique généralisée (peut prendre la valeur infinie) dans '’ensemble 22 (%).
Dans la suite, nous utiliserons les sous-ensembles suivants de (%) :

i) P;;(?Y) (respectivement P.(?)) est 'ensemble de tous les sous-ensembles fermés (res-
pectivement convexes) de %.

ii) Pc, (%) est'ensemble de tous les sous-ensembles compacts de %'

iii) P¢ (%) (respectivement Py, (%)) est I'ensemble de tous les sous-ensembles non
vides, fermés et convexes (respectivement non vides, compacts et convexes) de % .

Définition 3.4 Une fonction multivoque N : % — P (%) est dite
(1) Y-Lipschitzienne s'il existe une constante y > 0 telle que

His(N(x),N(y)) < yd(x,y), pourtousx,ye?,

(2) contraction (ou contractive) si, elle est Y-Lipschitzienne avecy < 1.

Lemme 3.1 (H. Covitz et S.B. Nadler [33]) Soit (% ,d) un espace métrique.
Si, H: % — P (%) est une contraction alors, l'ensemble Fix(H) des points fixes de H est
non vide.

Théoreme 3.1 (Bohnenblust-Karlin [25]) SoitD € Py (%) et soitH: D — P (D) une
fonction s.c.s. telle que H(D) est compact. Alors, H admet un point fixe (Fix(H) # ).

Définition 3.5 Une fonction multivoqueF :] x % — % est dite de Carathéodory si, elle est
mesurable par rapport a t €] pour tout x € % fixé et s.c.s. dans Y pour presque tout t €]J.

Lemme 3.2 [51] Soit] un intervalle réel et compact deR, & une application linéaire conti-
nue de 1L} () dans C(1). Soit aussi F : 1 x R — P .(R) une fonction multivoque satisfaisant
les conditions suivantes :

(i) F est de Carathéodory.

(i) Pour tout x € R fixé, l'ensemble Sgy == {f € L'(): f(¢) € F(¢,x) pour tout t €1} est

non vide.

Alors, U'opérateur ¢ o Sy défini de C(1) dansP.; .(C(D)) par (¢ oSg)(x) = O(Sky) est un opéra-
teur a graphe fermé dans C(I) x C(I).
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2. EXISTENCE DE SOLUTIONS

2 Existence de solutions

2.1 Lecas convexe

Dans la présente section, nous donnons un résultat d’existence de solution pour le
PIDF (3.1) assujetti aux conditions (4)-(6) pour le cas ou F(t, s) est une fonction multi-
voque a valeurs convexes dans 2(% =R).

Définition 3.6 Une fonction n = ([«]+1) - continitment dérivable y : ] — R est dite solution
du PIDF (3.1) assujetti aux conditions (4)-(6) si, elle vérifie I'équation (“D%x)(t) = F(t, x(1))
dans] ainsi que les conditions (4), (5).

Théoréme 3.2 Soit A # 0 et supposons que la fonction multivoque F satisfait aux hypo-
theses suivantes :

(H15) F:[0,1] xR — P.; (R) est de Carathéodory.

(H16) Pour tout r > 0, il existe une fonction positive p, € L' (J) telle que

(t,x)eJxRet [x| <r=||F(t, )| :=sup{lul: u(t) e F(¢,x)} < pr(8).

Si,

o= limint

flortdt) 1

_ <, 3.2
( ; A 3.2)
alors, le PIDF (3.1) assujetti aux conditions (4)-(6) possede au moins une solution.

Preuve. Tout d’abord, rappelons que conformément aux notations adoptées dans l'intro-
duction, C(J) := C(J,R). Considérons I'opérateur multivoque,

1
N:C(J) — £2(C0O)), N(y):{hEC(I): h(t)=f0 G(t,9) f(s)ds, fESF,y}

oly, la fonction G(t, s) est donnée par (2.12). Pour r > 0 soit
D;:={xeC(): lIxlloo < 1}.

D’apres le lemme 2.1, les points fixes de N sont les solutions du probleme en étude.
Etape 1: Il existe ro > 0 tel queN(D;,) € Dy,.

Si ce n'est pas le cas,
Vr>0,ND;)= | N €D,.

xeD;,

Ceci est équivalent a
Vr>0 3x,€Dy, 30, € N(xp): 1Byl >T

avec

1
h, (%) :fo G(t,9)f(s)ds, f €Sgy,.
D’apres (H16), il existe une fonction positive p, € L1 (J) telle que

lf(I<pr(s), Vse].
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2. EXISTENCE DE SOLUTIONS

Par conséquent,
1
F<li e <A [ pr(9ds

En divisant des deux cotés par r et en prenant la limite inférieure quand r — oo, on

obtient .
(fo pr(t)dt) -

= L
r

Aliminf

r—+oo

ce qui contredit (3.2). Ainsi donc, N(D,,) € D;, pour un certain ro > 0.

Soit Ny la restriction de N au sous-ensemble convexe et fermé D, . Il est clair que chaque
point fixe pour Ny, I’est aussi pour N. Nous allons maintenant suivre le schéma proposé
dans [9, 30] pour prouver que N vérifie toutes les conditions du théoréme 3.1.

Ftape 2 : Ny (x) est convexe pour tout x € Dy,.

Soient hy, hy deux éléments de Ny(x). Il existe deux fonctions fi, f» € Sgy telles que pour
tout t €],

1
hi(t):f G(t,s) fi(s)ds, i=1,2.
0

Si, 0 <A <1 alors,

1
(Ah1+(1—7\)h2)(l‘)=f0 G, 9)Afi+ (1 =N fo)(s)ds, YV te].

Puisque Sg est convexe (car F est a valeurs convexes) alors, A f; + (1 —A) f2 € Sgx et donc,

}\hl + (1 —)\)hz € No(X).

Etape 3: N, (Dy,) est un sous-ensemble compact de D,.

On sait d’apres I'étape 1 que No(D,,) est une partie de D,,. Elle est donc uniformément
bornée. Il suffit donc de prouver que Ny(D;,) est équicontinue. Si, x € D, et h € Ny (x), il
existe f € Sgy telle que

1
h(t):f G(t,s) f(s)ds.
0

Par conséquent, pour f1, 1 €] : f; < fp et par application de (H16),
1
ha) -kl < [ 16,9 -Gl NI o)lds
1
< foIG(tl,S)—G(tz,S)Ipro(S)ds

Puisque p,, € L' (J) et G(z, s) est continue par rapport a 'argument 7 € ], le dernier membre
de la double inégalité précédente tend vers zéro quand f; tend vers f,. De plus, cette li-
mite est indépendante de x dans D,,. Ceci implique que No(D,,) est équicontinue et que
No(Dy;,) est une partie compacte de D,.

Ftape 4 : Le graphe de Ny est fermé

Nous devons montrer que

(X, — X4, hy € No(x), By, — hy) = hy € No(x,).
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On a,
1

h;, € No(x,) © (EI fn €SEx, : hn(t):f G(t,8) fu(s)ds, YV te]]|. (3.3)
0

Soit ¢ : L' (J) — C(J) 'opérateur linéaire défini par :

1
f—@(= [ G9reds
On vérifie facilement que

Id(Hlleo =sup DN DI Al fllprgy-

te]

Cela signifie que ¢ est borné et donc, continu. D’apres le lemme 3.2, ¢ o Sg est a graphe
fermé. On déduit de la relation h, := d(f;,) € ¢ (Sgx, ) = d o Sr(x,) que

he= Wm hp= Hm_ (fn) € (Skr.) = hoSplx).

n—-+oo

En d’autres termes,

1
3 f. €Sky, : h*(t):(cp(f*))(t):fo G(t,5)f.(s)ds, ¥ te],

ce qui signifie que le graphe de Ny est fermé.

En résumé, I'opérateur multivoque Ny est a graphe fermé, borné, a valeurs convexes et
fermées donc compactes (car N(D;,) est compact). On peut donc a laide du Lemme 3.2
affirmer que Ny est semi-continu supérieurement. D’aprés le théoreme 3.1, Ny possede
au moins un point fixe x € D, qui est solution du PIDF(3.1) assujetti aux conditions (4)-
(6). m

2.2 Lecas non convexe

Nous allons maintenant explorer I'existence des solutions dans le cas ou la fonction
F n’est pas a valeurs convexes. Notre approche sera basée sur le lemme 3.1 de Covitz H.
et Nadler S.B. [33] et la condition de convexité des valeurs de F sera remplacée par leur
compacité.

Théoreme 3.3 Soit A#0 et supposons que
(H17) F: ] xR — 2, (R), la fonction F(,,u) : ] — P .,(R) est mesurable pour tout
u € R fixé.
(H18) Pour tout y € C()), il existe une constante M, > 0 dépendant seulement de y et
telle que

lwl <My, pourtout we U F(t, y(1)).
(H19) Il existe une fonction I € L'(J,R") telle que
Hy(F(t,w),F(t, @) < l(H)|u—1ul|, pouttoutu,iteR,

Si,

alors, le PIDF (3.1) assujetti aux conditions (4)-(6) possede au moins une solution.

29



2. EXISTENCE DE SOLUTIONS

Remarque 3.1 Par application de (H17), on peut voir que Sy # @ pour tout x € L1(J,R).
On en déduit que F possede une sélection mesurable (voir [28], Théoreme II1.6)

Preuve. (du théoreme)

Etape 1: On montre que N(x) € 2, (C(J)) pour tout x € C(J).
Soit (hy,) >0 une suite d’éléments de N(x) telle que h,, — h dans C(])). Alors, he C() et
pour tout nombre naturel n, il existe un sous-ensemble de mesure nulle J,, de ] = [0,1] et
une fonction v, € L' (J) tels que

1
teJ\], = v,(t) €F(t, x(1)) et hn(t):f G(t,s)v,(s)ds.
0

Le sous-ensemble J = J,,J,, est aussi de mesure nulle et v, () € F(¢, x(1)) pour tout n et
tout £ €J\J.

En utilisant la compacité de F(z,x(f)), ¢ € ], on obtient (par passage a une sous-suite si
nécessaire) que {v, (1)}, converge vers une certaine fonction v(f) :=lim;,_. o, v, (1), t€].
De maniére évidente, v(f) € F(¢,x(1)), ¥V t€J\].

Par application de '’hypothese (H18),

Sup{|§(t)|) |U1(t)|’ |U2(t)|y } <MX) A tEI

Cela implique que 7 € L' (J).
Donc, par application du théoreme de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient
pour tout £ €]

h(t)

1
lim h,(fH)= lim fG(t,s)vn(s)ds
n—+oo n—-+oo 0

1 1
f G(t,s) ( lim vn(s)) ds= f G(t,s)v(s)ds.
0 n—+oo 0

Ainsi, X € N(x) et donc, N(x) € Z2.;(C())) pour tout x € C(J).

Etape 2 : On montre qu'il existe 0 < y < 1 tq Hy(N(x),N(%)) < yllx — Xll 1 gy pour tous
x,x € C().
Soient x, X € C(J) et h; € N(x). Il existe v, € F(¢, x(t)) telle que pour tout ¢ €]

1
hy (1) :f G(t, s)vi(s)ds.
0

Par application de (H19),
Hy (F(t, x(2)), F(¢, x(£)) < 1) |x () — x(1)]
Il s’ensuit, qu’il existe w € F(t, x(t)) tel que
lv1(8) — w| < L(0)]x(8) — X(B)], tET.
Considérons la fonction U : ] — Z2(R) donnée par
U@ ={weR:v1() — wl < 1(D)|x(8) — x(D)}

Puisque la fonction multivoque V() = U (£)NF(¢, X(t)) est mesurable, il existe une fonction
v2(t) qui est une sélection mesurable de V. Par conséquent, v, € F(t, X(f)) et pour tout
tej,

[v1(8) — v2 ()] < L) | x(2) — X(2)], Lt E]T.
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3. EXEMPLE

Posons .
hz(t):f G(t,s)va(s)ds, te].
0

On a, hy € N(x) et pour tout €]

1
1= holles < fo|G(t,s>|l(s)|vl(s)—vz(snds

1
< fAl(SNUl(S)—UZ(S”dS
0
< A”l”LlU)”x—E”oo-
Ainsi,
171 = hollco < Al gy 1% = %l oo

On obtient une relation analogue en interchangeant les roles de x et X. On peut donc
affirmer que
Hy(N(x),N(x) < Al l”Ll(]) [l % = Xlloo-

D’apres (3.4), N est une contraction. Par application du lemme 3.1, on obtient que N pos-
sede au moins un point fixe x solution du PIDE Ceci acheve la preuve du théoreme. m

3 Exemple
Considérons le PIDF suivant :
(CD%X)(Z‘) € F(z,x(1)), te]=[0,1] (3.5)
x0)=0, j¢i4,8) (3.6)
@ ta-gP
o Ip
ou,
(1-0)|x| — (1-0)|x| .
F(t’x):{ R0 1=10, 5, sicz0
0}, sit=0
Dans ce cas,

70
a= R n:=[al+1=9,(j1,J2)=48),(qg1,92) =(0,2),(a1,a2) =(1,3),(p1,p2) =(5,7)

et A:=det(S) =131,99. La formule (2.16) nous donne, A =~ 5,3979.
Il est évident que, F est de Carathéodory a valeurs fermées et convexes. Pour tout x fixé
dans R, la fonction f, définie dans [0, 1] par:

-0l
= 2w STEFO
0, sit=0

est un élément de Sgy. De plus,

Vr>0, (5x)€[0,1] xR A x| <= |[F(g,0) | < pr(8) = fr (D).
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3. EXEMPLE

Finalement, il découle de I'inégalité
1 11—
(f pr(t)dt)_ (1 G)dt—i
o r ) Jo 2407 2A

1
liminf(f M) < i
r—+o0o 0 r A

Ainsi, toutes les conditions du Théoreme 3.2 sont vérifiées. Par conséquent, le PIDF (3.5)-
(3.7) admet au moins une solution x définie dans [0, 1].

que
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Chapitre 4

Existence et stabilité des solutions : Cas
des conditions intégrales a coefficients
opérateurs linéaires

1 Introduction

Dans la présente section, nous nous intéressons a I'existence, I'unicité, la Ulam-Hyers
et la Ulam-Hyers-Rassias stabilités des solutions du probleme singulier suivant :

Dy (1) +w(T,y(1) =0, T€[0,1], a >3 (4.1)
y(0)=0, j€{0,1,---,n— 1\ {j1, o}, n=la] +1 (4.2)

1 1 _
A (99 :—f 1-0)Px1y(0)d6, N* k=1,2 4.3
k(717 (1)) xR 0( )P 1y(0)de, py € (4.3)

ou, ji1, j2, g1, g2, p1, p2 sont des entiers naturels tels que
0<Sqri#q< h#]2<ld, (4.4)
la fonction y est définie [0, 1] x & — & et possede la singularité

lil’l’(l) lw(T,0)llg =+00, VOEE (4.5)
T—0t

et vérifie certaines conditions qui seront précisées plus bas, & est un espace de Banach
réel, A; et A, sont deux opérateurs linéaires bornés commutants, définis dans &. Il est
évident que le probleme ainsi posé est une version "espace de Banach" du probleme traité
dans le chapitre 2.

2 Concepts et résultats préliminaires fondamentaux

2.1 Intégrale de Bochner

Nous commencons par un bref exposé de l'intégrale de Bochner et de ses propriétés.
Les résultats que nous énoncons ici sont le strict néccessaire pour la suite. Pour plus de
détails et d’'information sur I'intégrale de Bochner, le lecteur peut consulter [24, 55]. Dans
la suite, &* désignera le dual topologique de &, c’est a dire 'espace de Banach de toutes
les formes linéaires continues de & dans R.
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2. CONCEPTS ET RESULTATS PRELIMINAIRES FONDAMENTAUX

Définition 4.1 Une fonction f :] — & est dite simple si elle admet la représentation
N
F(O =) 1a,(Dxk, N<+oo, (£€]) (4.6)
k=1

o, les xi. sont des vecteurs fixés de &, les Ay, -des sous-ensembles dont la réunion est], 1a,
est la fonction indicatrice de A.

Définition 4.2 Une fonction f : ] — & est dite fortement mesurable s’il existe une suite
{fu} de fonctions simples qui converge presque partout vers f .

On ala caractérisation suivante

Théoreme 4.1 Une fonction f :J=10,1] — & est fortement mesurable si et seulement si,
i) Elle prend ses valeurs dans un sous-espace fermé séparable & de & .
ii) Pour tout x* € &*, la fonction x* o f : ] — R est mesurable.

Remarque 4.1 Notons que si & est séparable alors, la condition (i) est automatiquement
satisfaite. Si & = R alors, les concepts de mesurabilité et mesurabilité forte coincident. En
effet, R est séparable et les seules formes linéaires sur R sont les homothéties.

Définition 4.3 Une fonction simple f :] — & admettant la représentation (4.6) est dite
Bochner intégrable si la série ZI,L mes(A) |l xille converge. Dans ce cas, le vecteur

N
ff(t)dt:: Y mes(Ag)x
J k=1

est appelé intégrale de Bochner de f dans].

Remarque 4.2 L'intégrale de Bochner d'une fonction simple est indépendante de la repré-
sentation (4.6).

Définition 4.4 Une fonction f :] — & est dite Bochner intégrable s'il existe une suite { f,,}
de fonction simples Bochner intégrables telle que

DIimy,_. o fn(t) = f(t) presque partout dans].

ll) hmn—>+oo,[i Supte] ”fn(t) - f(t) ”8dt =0.

Dans ce cas, on pose

ff(t)dt:: lim ffn(t)dt.
] n—+oo ]

On a la caractérisation suivante

Théoreme 4.2 Une fonction f :]=1[0,1] — & fortement mesurable est Bochner-intégrable
si et seulement si,

1
fo 1f(Dllsdt < +oo. @7)

Dans ce cas,

1 1
ff(t)dt <f If(Dledt. (4.8)
0 & 0

34



2. CONCEPTS ET RESULTATS PRELIMINAIRES FONDAMENTAUX

Par définition, deux fonctions presque partout égales possedent la méme intégrale de
Bochner. Si I'on considére de telles fonctions comme étant identiques alors, I’ensemble
L!(J,&) des fonctions f : ] — & Bochner integrables est un espace de Banach pour la
norme :

1
sy i= [ 17O @.9)

Notons au passage que toute fonction f :J = [0,1] — & continue est un élément de 'es-
pace L!(J,&). En effet, pour tout x* € &*, la fonction x* o f : ] — R est continue, donc
mesurable. Lensemble ] n @ étant dénombrable et dense dans J, on obtient par conti-
nuité de f que 'ensemble f (JN Q) est aussi dénombrable et dense dans le sous-espace
fermé &, qu’il engendre. Ainsi, f est fortement mesurable. D’autre part, ] étant compact,
la fonction continue f est bornée. Par conséquent,

1
fo I Ollsdt < sup ||f(t)||gfldt=suy lf @] 5 < +oo.
te te

D’apres le théoréme de caractérisation 4.2, la fonction f est un élément de L!(J, &).

Remarque 4.3 Si f :] — & admet la représentation f(t) = f( t).vou, f: ] — R est absolu-
ment intégrable et v est un élément fixe de & alors,

f}f(t)dt:(f]f(t)dt).v.

Lintégrale figurant a droite de l'égalité est l'intégrale de Lebesgue d'une fonction réelle.

Théoreme 4.3 (fondamental d’intégration)

Supposons que pour [ :] — &, il existe une fonction F : ] — &, continue, presque par-
tout dérivable avec F'(t) = f(t). Alors, f est fortement mesurable. Si de plus, f est Bochner
intégrable alors,

1
f f(®dt=F(Q1)—-F(0).
0

Le résultat suivant est la version Bochner du théoreme de convergence dominée pour les
fonctions de Lebesgues dans le cas scalaire.

Théoreme 4.4 (de convergence dominée)
Soit {fn:] — &} ,, une suite de fonctions fortement mesurables convergeant presque par-
tout vers une fonction f. On suppose qu'il existe une fonction g : ] — R telle que pour tout
n,

I fn(Dlle <1g(t)| presque partout dans]=10,1].

Alors, f est Bochner intégrable et on a

1
lim f | fn(t)— f(Dllsedt=0. (4.10)
n—+oo 0
En particulier,
1 1
lim f fn(t)dt:f fnde. (4.11)
n—+oo 0 0

Théoreme 4.5 (de permutation avec un opérateur linéaire borné)

Soient f :] — & une fonction Bochner intégrable et A un opérateur linéaire borné défini
dans & et a valeurs dans un espace de Banach & .

Alors, la fonction A(f) : ] — & est aussi Bochner intégrable et

1 1
AU f(t)dt):f Af)(v)dt.
0 0
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2.2 Calcul fractionnaire pour les fonctions a valeurs dans un espace de
Banach

Nous allons maintenant introduire les concepts d’'intégrale et dérivée fractionnaires
pour les fonctions a valeurs dans un espace de Banach. Pour plus de détails, consulter
[13, 14].

Définition 4.5 Soienta >0, f € L'g=10,1],8). L'intégrale de Bochner

b
o)

est si elle existe, appelée Bochner intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre «. Si
a=0, on posel), () = f(1), C'est a dire quely, est l'opérateur identité.

t
(1. F) (0 = fo (t—9* 1 f(s)ds (4.12)

Théoreme 4.6 [13] (Propriété de semi-groupe)
Soienta >0, p >0 et f e L1(J,8). Alors, I'égalité

000 f(0 =15 (0 =115 f (D)

est valide presque partout dans]. Si de plus f est continue o+ > 1 alors, elle est valide
partout dans].

Définition 4.6 Soienta > 0 et n—1 sa partie entiere. Si f :] — & est telle que f'Y € L1 (J,8)
alors, l'intégrale de Bochner

1 t
(DS, f) (1) := T a fo (t—9"* M (s)ds (4.13)

est si elle existe, appelée Caputo-Bochner dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre
o. Si, « est un entier naturel alors, on pose DY, f = f“. En particulier, D). f = f.

D’apres [13, théoréme 2.3], (Dg‘+ f) (¢ existe pour tousles ¢ €] et DY, f € L1(J,&). Side plus,
f (M est essentiellement bornée alors, d’apres [13, théoreme 2.5], Dg+ feCd,é).

Lemme 4.1 [13, théoreme 2.16] Soient0 < n—-1<a<n, fe C"1(,&) et f e L1(],&).
Alors, pour tout t €],

n-1 tk
f@=(15D5. f) (0 + Ff””(m. (4.14)
k=0 ™

En particulier, la fonction 15, Dy, f est continue de] dans &.

Comme dans le cas scalaire, on a les identités suivantes

Lemme 4.2 [12, 35, 48]
(i) SigeC(,8), a>0 alors,
°DY I (9 =g

(ii) Sioa>0, £> —1 alors,

IE€E+1)
1% fy) = ——= 2 po+8 , Yve&,
0( V) Toa+é+n. 7 ve
(iii) Si0 < o <P alors,
I'p+1) _
Cha (B _ p-a
D.t"=——— """,
0 I'B-a+1)
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2.3 Résultats auxiliaires

Les fonctions auxiliaires introduites au début du chapitre 2 deviennent a présent des
opérateurs linéaires bornés dans &, définis comme suit. Soient 8, un sous-ensemble de
2B(&) constitué d’éléments deux a deux commutants et j, p, g des entiers naturels tels que
q < j<oa—q-—1.Pour chaque A € (&), on pose

Gj+y ,  _IG+D

- , 4.15
IG-q+1)" TG+p+D % (4.15)

wl,j,pq) =

(l_e)(x—q—l _ (l_e)(x+p—l
I{a—q) I{a+p)

z0,A,p,q) = lg, 6€] (4.16)

ol, Ig est'opérateur identité dans &. On pose aussi

W={wA,jpq:AcBo, j,p.qeZ*}; Z={20,A,p,q): 0€], Ac By, pqeZ"}.

Remarque 4.4 On a les propriétés suivantes

1. Chacundes sous-ensemblesW et Z estconstitué d’éléments deux a deux commutants
de B(&). De plus, on a les estimations de normes suivantes :

|w@, j,p, 9| <MIIAII +M (4.17)
P q %(g)\F(j—q+1) B(E) F(j+p+1)’ .
Al 1
|20,A, @) | ) < o + Voel. (4.18)

Na-q) HNa+p)’
2. Chaque élément de W commute avec chaque élément de Z .

Supposons maintenant que les entiers naturels ji, j2, p1, P2, g1, g2 vérifient (4.4)
et By = {A1,A2} ou, A1, A, sont les opérateurs commutants apparaissant dans (4.3) et soit

U=w(A1, j1, p1,q1) WAz, j2, P2, q2) — W(A1, j2, p1, 1) W(A2, j1, P2, G2),

(4.19)
D1(0) = w(Az, j2, p2,q2)2(0,A1, p1,q1) — w(Ay, j2, p1,q1)2(0,A2, p2,q2), O €],
(4.20)
D,(0) =w(A1, j1,p1,91)2(0,A2, p2, g2) — W(A2, j1, P2, 42)2(0,A1, p1,q1), O €].
(4.21)
En utilisant la commutativité de A, avec A,, on vérifie de maniere directe que
w(Ay, j1, p1, q1)P1(0) + w(Ay, j2, p1,q1)P2(0) =Uz(0,A1, p1,q1), (B€]) (4.22)
et
w(Az, j1, P2, G2)P1(0) + w(Az, j2, p2, G2)P2(0) =Uz(0,A2, p2, q2), (B €]). (4.23)
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Lemme 4.3 Soitp € L' (J,&). Si l'opérateur U est inversible alors, 'unique solution du PDF
(CDO‘y)(T)+(|)(T):O, 0<t<l1, a=3 (4.24)

assujetti aux conditions (4.2, 4.3, 4.4) est donnée par la relation

1
y(1) = fo G(1,0) (¢(8)) db, (4.25)
oll,

_(TZ:(G(;)G_I Ie+ TN U 1P (0) + 12U~ 1d,(0), 0<B<T<1
Glr0= : (4.26)

U191 (0) + 12U 9,(0), 0<T<0L1
Preuve. Notons en premier lieu que

P1(0) € B(E), D2(0) € B(8), G(1,0) € B(S), V (6,7) €J°.

D’apreés le lemme 1.2, la solution de I'’équation (4.24) est de la forme
-1 T
y(1) = mfo (T—0)*1p@)dO+co+ T+ + 1" ey,

ou, ¢y, c1,...,Cn—1 sont des vecteurs constants de &. En utilisant les conditions initiales au
point T =0, on obtient que c; =0 pour k ¢ {jl, jg} et donc,

y() = f (T—(9)"‘_1q)(6)d(9+Tj1cj1 +szcj2, (te)).
0

-1
I'a)
Les conditions intégrales

1

A () = 7

1
f (1-0)P*"1y©)de, k=1,2
0

nous donnent

F(j1+1) F(jz-l—l)
. Cj1+ . Cj2
I'ljhr—qr+1) I(jo—qr+1)

-1 1
Al ———— | A -0)* % 1p0)do +
(Fagn |, 0-07 00

I(jhi+1 I(jo+1)
. le . Cjz
I(j1+pe+1) I(jo+pr+1)

_ -1 ! a+pr—1
_F(Tpk)fo (1 - 0) P Ly (0)dO +

ou de maniere équivalente,

F(j1+1) A — F(jl-l-l)
IGi—qe+D * T(Gi+pe+ D

I(jo+1) I(jo+1) )
L e Sy P N, | .
(F(jz—mc+1) S TGa+pe+n ¢ (€5

1 (1_6)0(—6]k—1A (1_e)a+pk—l
fo ( Na—-qp © Ila+pp

Ig) (cjy)

Ig) (b (0))dh.

En tenant compte des formules (4.15), (4.16), on obtient que les vecteurs cj, et cj, sont
solution du systeme linéaire :

w(Ay, j1, p1,q1)(cjy) + w(Ay, j2, p1, q1)(cj,) = fol z(0,A1, p1, q1) ($(6)) dO
w(Az, j1, P2, q2)(cj;) + WAz, j2, P2, q2)(Cj,) = fol 2(0,A2, p2, 42) ($(6)) dO
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En appliquant w(Ay, j2, p2, g2) ala premieére équation et w(Ay, j2, p1, q1) alaseconde équa-
tion, on obtient aprés soustraction

U(cjl):fol(

De maniére similaire, en appliquant w(Ay, ji, p2, g2) ala premiere équation et w(Ay, ji1, p1, q1)
a la seconde équation on obtient apreés soustraction

U(cjz):fol(

Puisque I'opérateur U est autonome par rapport a T € J et est inversible par hypothese, on
a

w(Az, j2, p2,q2)z(0,A1, p1,q1) 1
(0(©) db = f D1(0) (db(6)) db
— w(Ay, j2, p1,q1)2(0,A2, p2, q2) 0

w(A1, j1, p1,q91)2(0,Az, p2, g2) 1
(¢©)) a0 = f ,(0) ($(6)) d6
— w(Az, j1, P2, 42)z(0,A1, p1, q1) 0

1
(cjl,cjz):(fo U‘I@I(e)(q)(e))def lgbz(e)(cp(e))de).

En remplacant dans |'’expression de y(t), on obtient finallement

y(1) f (T-0)*'p©)d0 + /' cj, +T2¢),

IACY

® T )f (1-0)*" 1¢(e)de+rhf U~'®1(0) (6(0)) do

+Tf2f U™'®,(0) (¢(©)) do
0

1
fo G(1,0) (¢(0)) 0

Inversement, supposons que la fonction y(t), T €] admet la representation (4.25), (4.26).
En observant que

rl el
y(T):—Ig+¢(T)+T]1f U~'®,0) (¢(6))d9+‘r]2f U™'®,(0) (¢(©)) do
0 0

il n'est pas difficile de vérifier que (CD* () +d(1) =0, 0 <t <1 et que les conditions
initiales (4.2) sont toutes satisfaites. Montrons la condition (4.3) pour k=1 (le cas k=2 se
traite de manieére similaire). Un calcul direct nous donne,

Ay (y(ql)(l)) — f

0 I'oa—q1)
1 F(j2+1)
o [(jo—q1+1)

I _(1-gaa-1 L I(Gi+1)

A; (0(0)) dO — = AU ',(0) (b(0) do
1(d®) ad + ) Th—g e ™ 1(0) (¢ ()

AUT'P,(0) (¢(0)) d6,

1 _(1-g)+m-l Lo TGhi+1) _

p1 M gl

I Ly() fo Tla+py) d(0)dO + A F(p1+j1+1)” ®1(0) (<p(e))d9
L T(j+1)

—2 U'd,(0) (d(0)) db.
o I(p1+j2+1) 20 (6©)
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On en déduit que

1
Py -A (Y @) = fo 2(0,A1, p1, q1) ($(6)) dO
1
_fo w(A1, j1, p1,q)U " P1(0) (b(©) db
1
_fo w(A1, j2, p1,q1)U P2 (0) (b(©) db

Dapres (4.22), 17 y(1) — Ay (y“9Y (1)) =0
Le noyau G(t,0) du lemme précédent est obtenu pour la premiére fois. C’est un opérateur
linéaire uniformément borné d’apres I’estimation (4.30) ci-dessous. De plus,

G(0,0)=0=G(T,1), V1,0€]0,1].

La fonction G(t,0) = - & Fe) I¢ vérifie I'équation ©D® ( fo G(t, O)h(e)de) = h(7). Elle peut
étre donc regardée comme 1 opérateur de Green de I’équation differentielle fractionnaire
D% (1) + h(T) =

En posant & =R, ql =q2:=q, 1=j2:=j, p1r=p2:=petA;=Ay:=a, a>1,le probleme
(4.1)-(4.3) devient

CDO‘y(T) +y(T,y(1)=0,1€(0,1], a =3 (4.27)
y0)=0, j€{0,1,---,n—1\{j}, n=[a] +1 (4.28)
ay?(1) = e, )f (1-0)""1y@)de, p e N*. (4.29)

En posant dans ce nouveau probleme g =0, j = 2, on retrouve le probleme investigué
dans [63].

Remarque 4.5 a) Puisque tous les réelsa—1, a—q;—1, a—qg»—1 sont positifs (voir condition
(4.4)) alors, toutes les fonctions

0— 1-0)* "1 8 — 1-0) %21 (1,0)— (T-0)*!

sont continues. Ceci implique la continuité des fonctions a valeurs opérateurs 91(0), P,(0)
de] dans B(&) ainsi que la continuité de la fonction a valeurs opérateurs G(t,0) de] x ]
dans B(&)

b) On a trivialemment,

Selg(”U_ldsk(e)“@(g)) <™ g (Se‘g’ 19k (8)) ||§é’(é°)) <+oo, k=1,2.

et d'apres (4.26),
1
8 =sup (IG(1,0) &) < A:= +[u™ | ) Z sup (12£0)) &) < +oo.
0,7€J F(O()

(4.30)
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2.4 Existence de solutions

Dans le reste de ce chapitre, y est la fonction figurant dans la formulation (4.1). Nous
supposerons aussi qu’il existe trois constantes réelles k >0, m >0et 0 < o < 1 telles que
pour tout T € [0, 1],

1T (T, y1(1)) = TOW (T, Yo (D) e < klly1 = y2llca.e), ¥ (v1,¥2) € (CU,8))%, (4.31)
et
sup [T7w(T,0)[le < m. (4.32)
TEJ

Lemme 4.4 La fonction v vérifie ce qui suit :

l1-0 _ +1-0
T

T
f Iy, yO)llsdd < (kllyllcg.e +m)
To l-0
pour tout couple (1, y) € [0,1] x C(J,&). En particulier,

1-0

flllll(e,y(e))ﬂgde: lim f lw®, yO)ledd < (kllylcg,e + m)
0 T0o—0* Jqq l-0

Preuve. Si,0 <06 < 1let ye C(,&), onobtient par utilisation des conditions (4.31) et (4.32),

lw®,y@)lle < Iy, y©0)—-w(®,0ls+Iw®d,0)le
0710°w(0, y(0) —0°w(0,0)lle + 0710w (0,0)]ls
< (kllylcg,s +m0~°.

Par conséquent, pour0<to<t<letyeC(,&)

l1-0 _ . 1-0
T

T T
| 1@, yO01sa0 < (Kilylco.s+ m) [ 670 =(kilylco.s + m)
To To l-0
| ]
Il découle de ce lemme que la fonction [0,1] 3 8 — (0, ¥(8)) est un élément de I'espace
L([0,1],&) pour y dans C(J, &). Ainsi, I'intégrale fractionnaire Iy (6, y(0)), 0 < T < 1 est
bien définie.

Théoréme 4.7 Supposons que U est inversible, les constantes o et k vérifient les formules
(4.31) et (4.32). Si0 < k < I_TG alors, le probleme (4.1)-(4.3) admet une solution unique
y€C({,8). De plus,

mo
1-0-k&

Preuve. Rappelons tout d’abord que d’apres (4.30),

lylicg,e <

8 = sup (IG(1,0)llz(s)) < oo.
0,teJ

Considérons dans I'’espace C(J,&) 'opérateur ¥ :

1
y— ¥y = fo G(T1,0)w (0, y(0))do. (4.33)

¥ est bien défini et d’aprés le lemme 4.3, les points fixes de ¥ sont les solutions du pro-
bleme (4.1)-(4.3). Ainsi donc, tout revient a prouver que sous les conditions du théoreme,
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I'opérateur ¥ possede un point fixe unique. Soient donc y,, y» deux éléments de C(J, &)
et0< 1<,

1¥y1(T) =¥y (Dlle

1 1
" fo G(T,0)w(0, y1.(0))d0— fo G (T, 00w (0, y2(6)d0

&

1

< fo||G(T,9)||ga(£)||\|1(9,y1(9))—W(G,yz(e))llgde
1

<5 fo 079 16%w (6, y1.(8)) — 6w (8, y2(6) £ d6

L kd
< k5||y1—y2||cu,£)j; 0 0619::”)/1—)/2”(:(},&)-

Par conséquent,
kd
1¥y1 —¥y2licge < T-o Iy1—y2llco.)-
Puisque 0 < % < 1 alors, d’apres le principe de contraction de Banach (théoréme 1.2),

I'opérateur ¥ possede un unique point fixe y dans C(J,&), qui est 'unique solution du
probleme (4.1)-(4.3). D’autre part et en tenant compte du lemme 4.4,

klylcg.e +m kb md
= ¥ < . 6= +—.
lyllcge) 1¥ylicg,e — o T —o lyllcge T —o
Ainsi,
(1 kd ) i o mo
=g/ Wlcoey s T
ou de maniere équivalente,
1Yl < —2
Ylcoer S T-5 =5

m
Le résultat suivant est un résultat d’existence.

Théoreme 4.8 Supposons que lU'opérateur U est inversible et que la condition (4.31) est vé-
rifiée avec les constantes k, o telles que

1 —
k< 5 9 .
U~ ) X2, supees (19 (€)  zs))

Supposons aussi qu'il existe une fonction p € C(J,R*) telle que
Nyt wle <u(), Vte],Vueé. (4.34)
Alors, le probleme (4.1)-(4.3) admet au moins une solution.

Preuve. Pour la preuve, nous allons utiliser le théoreme 1.4 de Krasnosel’skii. A cet effet,
considérons dans '’espace C(J, &) les opérateurs M, N :

-1 T 2 . 1 B
My(‘[):—f (T—0)*"1y(0, y(0)de, Ny(T):ZT]’f U~ 1d,0)w(®, y(0))do.
1) Jo = Jo

Notons que =M + N et soit

1+ ) U™ ) X5, supees (19 @) 26))
Io)(1-0)

R> llullcgr

)
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2r={ye€C0,8): llyllcy.s) <R}.

Qg est un sous-ensemble non vide, fermé, borné et convexe de C(J, &).
Etape 1: My, + Ny, € Qg, pour y1, y» € 2x.
Pour tout T €] et tous y;, y2 € Qg,0on a

IMy1(t) +Ny2(Dlle < IMy1(Dlle + IINy2(Dlle

1 T
< m] 1= y(®, yl(e))||gde+21ﬁf

IU~1;(0)w (8, y2(0)) ¢ dO

< 0,1, do
o )f Iw(®, 165
4y 0 U sty sup (195 sy 106, o O)) 1 0
i=1 &eJ
1 T 1
< - f L©)0-7d0+Y U™ "6 5up (191 @) f 1(©)0-7 0
F(O‘) 0 i=1 &€J
< Mullegss | ==+ Y U Loy sup (191 Ol f 090
F( ) i=1
1+ 1)U~ lllga(g’)zi:l supgey (19 (©) &)
= pllcgrn M01—0)
< R

Ainsi donc, Y1, )2 € = Myl + Nyg € 9x.
Etape 2 : N est une contraction.
Pour tous yy,y2 € C(J,&) ettous 1 €] =10,1],

2

el
INY (O -Npz@lle < 0 [ 107,0) (w0, 7100 ~ (0, 72(00) L0

< 11U Nae

i=1 &€J

2
< klyi—y2llcg,e U ae (Z sup (19: ()l
i=1 €€J

r 10 ) X5, 19llcg e

= y1 =yl :
1—o Y1=Jy2lcg.e)

N Ut 2 19D,
Par hypothese, 0 < k|| Iz ) 12_’;1 [Zillcos

Etape 3 : M est compact et continu.
La preuve sera donnée en trois phases

2 1
Y sup (19; () IIga(g)))fO 07707 |w(6, y1(0)) —w (B, y2(0)llcdb

))fole-%ze

< 1. Lopérateur N est donc une contraction.

Phase 1 : M est continu. Soient y, et y, deux éléments arbitraires de C(J,&) et T €]. Alors,

My1(1) =My2(Dlle < H T )f (T—0)* (B, y1(6)) — W (6, y2(6))db
&

N

N

k 1
—_— 079d06
T ly1— JQIIC(],&)[O

k-
(1-0)I(o)

N

ly1=y2lcg,e-

— | 0790%w(B, y1(0) —w(B, y2(0)]sd
F((x)fo w0, y1(0)) —w(®, y20) s
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D’ou, .
,y2€C(J,8) = [My; —M <—|y1 - .
Y1,¥2€CU, &) = [My1 —Myzllcg,e) 1o (@ Iy1=yzllcae
Cette derniere relation signifie que M est W-Lypschltmen et donc, est continu.
-0

Phase 2 : M transforme tout sous-ensemble borné de 2p en un sous-ensemble borné.
Il suffit de montrer qu’il existe une constante r > 0 telle que pour tout y € g, on a
IM(»llcg.e) < r. En effet, on a

1 1 .
< —_— —_ a—
IMy)(Dlle < F((x)fo(T 0" lw(6,y(0)llsdb

N

1 1
— | 6790w (O, y(® do
F((x)fo w®, yO)lles

1 1
— | 67%u(0)dob
[ oo

lullcg,r f o
07°do.
Ix)

N

On en déduit que M est méme uniformément borné dans 2y puisque

Iullcg,r

—(1 ~ O')F(O() , A yE€ QR.

IMyllcg,e) =sup (IMy(@lg) <r:=
T€]J

Phase 3 : M transforme chaque 2y en un sous-ensemble equicontinu de C(],&).
Soient 11, T2 €] tels que 1; < T, et soit y € Zy. Alors,

]_ T2 T1
IMy(t1) -My(ta)lle = —— f (T2 —0)*1y(8, y(0))do — f (T1 —0)* 1w (8, y(0))do
F((X) 0 0 &
1 T
< — _oo-l _ _ ma-1
< T fo ((12-6) (T1-0)* ) w®,y©)do )
+L fTZ(T —0)* w0, y(0))do
T ||, 2 vy .
”””C(I,Rﬂfn a-1 a-1ypn-o
< 4= - — —
S o ((2-6) (11 -0)*1)077d0
Ipllcg r )f a-1n-0
+ —0)*10740
Tl (12— 0)
Iullcg r )f a-1 a-1Y n—0 Illcg f” g
< /=R - - - =R
S The ((12—-6) (11 —0)*1)077d0 + T 079do
o) f a1 a-1yg-0 o1l
= ——— —0)* - (1,-6 do +
T Jo ((r2-0) (11—-0)°7)6 lullcor+ ( pEyo
_ llicgr f“ P R A - e
* T o (0 (2-0) (11 —-0*1)0 d8+—(1 5|

Clairement, lim, .+, [My(t1) —My(12)ll¢ tend vers zéro indépendamment du choix de
y € C(J,&). Alors, M est équicontinue et dong, il est un opérateur relativement compact
dans g. On déduit des trois phases ci-dessus et du théoréme d’Arzeld -Ascoli que M est
compact. D’apres le théoreme de Krasnosel’skii, 'opérateur ¥ = M + N posséde un point
fixe x € Qg qui est aussi solution du probleme (4.1)-(4.3). =
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2.5 Stabilités d’Ulam

Dans cette section, nous étudions les différents types de la Ulam stabilité du probleme
fractionnaire (4.1). Pour cela, nous adoptons les définitions suivantes.

Définition 4.7 [29] Le probléme fractionnaire (4.1) est dit Ulam-Hyers stable s'il existe un
nombre réel Cy, > 0 dépendant uniquement de \ tel que pour tout € > 0 et toute solution
y € C(,&) de l'inégalité

I°DSy (1) + (T, y(M)lle <&, TE[0,1], (4.35)

avec les conditions

{y(f)(O):O, j€i0,1,--,n=13\{j1, o}, n=lal+1

1 —
Ay (y(qk)(l)):mfol(l—e)pk_ly(ﬂ)dﬁ, Dk eN* k=1,2 (4.36)

il existe une solution yy € C(J,&) du probleme (4.1), vérifiant
ly() = yo(Dlle < Cye, TE[O,1].

Définition 4.8 [29] Le probléme fractionnaire (4.1) est dit Ulam-Hyers stable au sens géné-
ralisé s'il existe une fonction w € C(J,R*), w(0) =0 telle que pour tout € > 0 et toute solution
y € C(J,&) de l'inégalité (4.35) avec les conditions (4.36), il existe une solution yy € C(J,&)
du probleme (4.1), vérifiant

ly(t) —yo(Dlle < w(e), T€[0,1].

Définition 4.9 [29] Le probleme fractionnaire (4.1) est dit Ulam-Hyers-Rassias stable par
rapport a la fonction ¢ : [0,1] — R* s'il existe un nombre réel Cy, , > 0 dépendant unique-
ment de, P et tel que pour toute > 0 et toute solution y € C(J, &) de l'inégalité

1Dy (1) +w(t, y(M)lle <ep(r), T€0,1], (4.37)
avec les conditions (4.36), il existe une solution yy € C(J, &) du probleme (4.1), vérifiant
ly(T) = yo(Dlle < Cy,pep(T), TE[O,1].

Remarque 4.6 1) Une fonction y € C(J,&) est solution de l'inégalité (4.35) si et seulement
si, il existe une fonction hy, : [0,1] — & telle que

“DYy() +w(T,y(1) = hy(1) et Ayl <e, O<TLD). (4.38)
2) Ulam-Hyers stabilité = Ulam-Hyers stabilité au sens généralisé.
Théoréme 4.9 Soity:[0,1] x & — & une fonction vérifiant (4.5), (4.31) et (4.32) et suppo-
sons que l'opérateur U est inversible. Si0 < k < PT“ alors, le probleme (4.1) est Ulam-Hyers
stable.

Preuve. Rappelons encore une fois que d’apres (4.30),

8 =sup (IG(1,0)ll ) < oo.
0,t€]
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On déduit du théoreme 4.7 que sous les hypothéses énoncées, le probleme (4.1) a une
solution unique yy. Soient maintenant € > 0 et y € C(J,&) une solution quelconque de
I'inégalité (4.35) avec les conditions (4.36). La fonction

[0,11° 3 (1,0) — Wy(T,0) = w(T,0) — hy(T)

vérifie toutes les conditions (4.5), (4.31) et (4.32) avec la constante de majoration m +¢€ au
lieu de m. De plus, y est solution du probleme

°DY%(1) + W, (1,2(1) =0, (0<T< )

avec les conditions (4.36). D’apres le lemme 4.3

1 1 1
Y= fo G(1,6) (w(6, y(8)) — 1, (6)) d6 = fo G(t,8)y(6, y(6)) d6- fo G(t,8),(8)d®, (0< 1< 1).

Par conséquent, pour tout 1 € [0, 1],

1 1
ly(@=y@le < Hfo G(T,G)W(G,Y(e))de—fo G(T,0)w(8, y0(0))db

+
&

1 1
< fo||G(T,9)||@(£’)||W(9,y(9))—W(e,yo(e))llgdeJrfO IG(t,0) Iz 1 1y ()6 dO

1
<5 fo 07 16%w (6, y(8)) — 07 W(®, yo(8)) 16 + e

d
—klly- +de.
=g <ly=Yollca.e +0e

N

Finalement,

(1-0)d

- < - <C » C 2 .
Te]=>ly(M—-yo(Mle < ly—yollcg,e < Cyg, avec Cy —

Remarque 4.7 En posant w(g) = Cyg, on obtient w(0) = 0 et que le probléme (4.1) est Ulam-
Hyers stable au sens généralisé.

Nous allons maintenant donner un résultat d’ Ulam-Hyers-Rassias stabilité.

Théoreme 4.10 Soit v :[0,1] x & — & une fonction vérifiant (4.5), (4.31), (4.32). Suppo-
sons que l'opérateur U est inversible et que 0 < k < 1_70. Alors, le probleme (4.1) est Ulam-
Hyers-Rassias stable par rapport a toute fonction Riemann integrable ¢ : [0,1] — R* pour
laquelle, il existe une constante 8, > 0 telle que

1
V 1€(0,1] :f @(0)d0 < dp@(1). (4.39)
0

Preuve. Soit € >0 et ¢ : [0,1] — R* une fonction Riemann integrable vérifiant (4.39). Soit
aussi y € C(J,&) et vérifiant I'inégalité (4.37) avec les conditions (4.36). Comme dans la
remarque 4.6, ceci implique I'existence d'une fonction h, (1) telle que h, (1) < e@(T) pour
tout T € [0, 1] et y est solution du probleme

“DSz(1) + Wy (T,2(1)) =0, 0K T 1
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avec les conditions (4.36). La fonction %(T, z(7)) satisfait de maniere triviale aux condi-
tions (4.5) et (4.31). De plus, pour tout 0 < 1< 1,

1Ty (1,0l = IT7W(T,0)=hy(M) e < ITW(T, 06 + TRy (D llg
< m+1%@(t) <m+e sup @(1).
0<t<1

Ainsi, la condition (4.32) est aussi vérifiée par . D’apres le lemme 4.3, on a la représen-
tation

1
y= [ Ger,O)w, y©)~ hy O)de.

Dong, si yp est 'unique solution du probléme (4.1)-(4.3) alors, pour tout T € [0, 1],

1 1
ly(@=yoMlle < foIIG(T,G)H@(&)IIW(G,y(B))—W(B,yo(e))llgd9+f0 IG(t,0) ) 1 1y (0) £ dO

! 1
< ﬁfo 0716w (0, y(©)) —6°w(6,y0(e))||gde+5gf0 ©(0)d0
) 1
S _k”J’—J’oIIcU,gHGsf p(0)do
1-0 0
)
S e kly—yolicg,g) + 8edy@(T).
Finalement,
(1-0)84,0
V1e[0,1]: [y(t) —yo(Dlle < Cypep(T), avec Cy,p > T

3 Exemples

Dans cette section, nous présentons deux exemples illustratifs qui différent unique-
ment par la nature des opérateurs utilisés. Dans le premier exemple, nous supposons que
A; et A, sont des opérateurs scalaires. Dans le second exemple, A; et A, sont des opéra-
teurs de multiplication par 0 et 6 respectivement. Notons avant tout que pour les opéra-
teurs @, et ¢, définis par (4.20) et (4.21), on a les estimations

”@l”%((g’) g ||w(Az,jzypz;CIZHQ((S’)”Z(B»ALPl;ﬂl”%(éa)+||w(AI;].Z;Pl,QIHQB(&)”Z(B;AZ»PZ,C]Z“%(é’)

< (—F(jz“) sl + —2 D )( L Al + ——— )
S N\ Ga—qge+ D 2O T+ pa+ D)\ Ta—qn " " 2C ™ Ta+ py)
F(jz-l—l) F(jz-l—l) 1 )
= 1Az + — 1Azl 26) + ————
(F(]z—q1+1) 2O M+ p+ D)\ Ta—g2) " 22" Ta+ po)

et de maniere similaire,

1P2llzsy < Nw(Ay, j1, p1, gillae) 120,A2, p2, g2llze) + | w (A2, j1, P2, G2l 26)I12(0,A1, p1, g1 | 22(68)
< ( I(j1+1) ™ N I(j1+1) ) ( 1 ™ N 1 )
< 1l 21l T+ p)

Ijhi—q1+1) ITjhi+p1+D))\Ila-qgo)
F(j1+1) F(j1+1) 1 1 )
+l=———IA + A +—.
(F(jl—qzﬂ) Welze + o0 ) Ta—gn 12 * Fas o
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Soit la fonction y : ] x & — & définie comme suit :
7+
ﬁln(e+‘r)ﬂuo, 1€]0,1], ueé
Wi, u) = VT +lule)

0, =0, ueé

ol, f > 0 et up est un élément fixe de &.
La fonction v satisfait aux conditions

lirré Ily(t,w)llg=+00, Yueé,
T1—0t

IvVTw (T, w) — VT, v)lle < 8Belluglle llu—vle, ¥ TET, V (u,v) € &2,

et
VT (T, e < u(r) :=8Belluplle, VTET, YUES.

Exemple 4.1 Considérons maintenant dans l'espace de Banach C(J, &) le probleme Caputo-
fractionnaire suivant

CRy® +w(r,y()=0, 0<T<I,

Y90 =0, j€13,4}
(S1): < ,
ay) = [1A-3s)ys)ds, a)eR*

ay ) = [ y(s)ds, a e RX.

Dans cet exemple, A, et A, sont les opérateurs scalaires a,lg, alg respectivement et

1
0-25) m:8ﬁe”u0”é‘); (jl)jZ):(3)4)) (q]_) q2):(0) 1)) (pIyPZ):(Z; 1)-

Lopérateur U (formule (4.19)) est défini dans & par la relation

(600611 a>+30a; —60ay +1
Ux =
600

)x, xXeé.

U est borné et

|600a;as +30a; —60a, + 1|
600 '
U est inversible si 600a, ay +30a; —60a, + 1 #0, son inverse est alors 'opérateur

Ul &) =

600
600a,a, +30a; —60a, +1

U_lx:( )x, x€&.

-1 1
De plus, |U ”93((9) " lUlze) "

En utilisant les normes-estimations données au début de la section et la relation
ol (o)=1(a+1), >0, on obtient

1B, | < A ._;( (300 + 1200% + 900) | @y az| + (60* + 360+ 30) | |
HAE = T 30+ 2) +(03 —a+120)|ay| + (x+7)
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et

1D, | < A 1 (2003 + 600 + 400) | a1 az| + (502 + 250 + 20) | a4 |
2lzeE < 2= 0N+ 2) (6 — 4 60) ] 4 (0 £ 6)

D’apres (4.30), on peut écrire

§<AL A= L +
Ia) Ul ze

(A + Ay). (4.40)

Donc, le probleme (S1) possede au moins une solution si

-0 I
k:=8Pelluplle < = — = T A }
—m 2( ((X) —1)
Si,
l1-0 1 1
k=8 O < 4.41
Belluplle < = 2A<28 (4.41)

le probleme (S1) a une solution unique yy qui est Ulam-Hyers stable.
Puisque la fonction @(t) =1+ 12, ¥V 1 €[0,1] est Riemann integrable et

1 4 4
fo ¢(0)do = 3 =9y < gtp(T), o<t

alors, pour k vérifiant (4.41), le probleme (S1) est Ulam-Hyers-Rassias stable par rapport a
la fonction .

Exemple 4.2 Soit maintenant & = C(J,R) et considérons dans l'espace de Banach C(],&)
muni de la norme

I¥lcg,e) =maxlly(t,)le = max |y(t,0)|
T€] 0,1)€J?

le probleme Caputo-fractionnaire

COfy(,0) +w(t,¥(1,0)=0, 0<T<1,0<0<1

e =o, j€13,41,0<0<1
(82): 1 )
8y(1,0) = f (1-95)y(s,0)ds, 0<0<1

92)’9)(1,9)=f01 y(s,0)ds, 0<06<1

ou, f&g est la dérivée de Caputo d’ordre o par rapport au premier argument T,

yij '(r,0) = % y(1,0) |z et la fonction v est la méme que celle utilisée dans le premier
exemple.

Nous allons en premier lieu montrer que (S2) peut étre exprimé sous la forme (4.1), (4.2),
(4.3). En effet, soient A, et Ay les opérateurs définis dans & = C(J,R) par

(A12)(8) =0z(6), (A22)(6)=6°2(8), V O€].
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A et Ap commutent entre eux, sont bornés avec |A1llze) = |A2ll@e) = 1. En utilisant ces
opérateurs, on peut reécrire (S2) sous la forme désirée :

Chy(T,0) +y(r,y(1,0)=0, 0<1<1,0<0<1

»W(r,0) =0, j¢3,4,0<0<1
(82): < )
A1y(1,)0) = [y (1-9)y(s,0)ds, 0<0<1

AyP(1,)0) = ) y(s,0)ds,  0<0<1
Dans le cas présent, l'opérateur U (formule (4.19)) est donné dans & par la relation,

60003 — 6002 +300 + 1
Ux(0) = =00 x(0), xe€&,0€]0,1].

, 6000° — 6062 + 300 + 1 , ,
La fonction h(0) = 500 , 8 €] est continue, croissante et

1 571
h0)=—<h@®) <h(l)=—, 0<0<1.
600 600
Lopérateur U est donc borné avec |U || g5 = h(1) = 371 U est aussi inversible et

600 *
1 600
U 'x(0)= —x(0) =
x(6) h(e)x” 60003 — 6002 + 300 + 1

_ 1
”U 1”93(3) = m =

x(0), xe&,0€]0,1],

600.

Puisque A1) = A2l = 1 alors, pour estimer les normes |91 |zs) et |1P20lzs), il
suffit de poser |a| = |ay| = 1 dans les quantités Ay, A, (voir premier exemple). Ceci nous
donne,

(4] < 31a3 + 12602 + 126a + 157 1, . 21a2 + 6502 + 65 + 86
HI@E) ™~ 301 (a+2) o E2IBE) 201 (a+2)
D’apres (4.30),
~ 1 125003 4447002 + 44700 + 5720
0<ALCA= + . (4.42)
(o) [a+2)
Ainsi, le probléme (S2) a au moins une solution si
l1-0 o)
k::86e||u0||g<z - :2F A
- m ( () A— )
Si,
l1-0 1 1
k:=8Pelluplle < —=—4 < —. (4.43)
b A 2A 26

Le probleme (S2) a une solution unique yy qui est Ulam-Hyers stable.
Puisque la fonction p(t) =1+ 12, ¥V 1 €[0,1] est Riemann integrable est

1 4 4
f PB)dB =2 =8, < (1), 0< T D)
0 3 3

alors, pour k vérifiant (4.43), le probleme (S2) est Ulam-Hyers-Rassias stable par rapport a
la fonction .
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Conclusion

Dans la présente thése nous avons étudié une classe de problemes différentiels frac-
tionnaires de Caputo avec des conditions limites intégrales. Dans un premier lieu, nous
avons considéré le cas des fonctions réelles. Apres écriture du probleme sous forme d’équa-
tion intégrale, nous avons grace au principe de contraction de Banach obtenu un résul-
tat d’existence et d'unicité ainsi qu'une estimation de la norme de la solution. En fai-
sant varier les conditions sur le second membre, nous avons grace au théoreme du point
fixe de Schaiider obtenu plusieurs critéres suffisants d’existence de solution. Des résul-
tats d’'Ulam-Hyers et Ulam-Hyers-Rassias stabilités ont aussi été obtenus. Dans un but
d’extension premiere, nous avons aussi considéré un probleme d’inclusion différentielle
fractionnaire toujours pour les fonctions réelles. Deux situations ont été alors étudiées :
le cas ou le second membre est a valeurs convexes, en plus du cas ou il est a valeurs
non convexes mais compactes. Dans chacun de ces cas, un résultat d’existence a été éta-
bli grace successivement au théoréeme de Bohnnenblust-Karlin et au lemme de Covitz-
Nadler. Comme seconde extension, nous avons considéré le cas des fonctions a valeurs
dans un espace de Banach. Dans ce cas précis, nous avons fait apparaitre des opéra-
teurs linéaires bornés dans les conditions intégrales. Comme dans des fonctions a va-
leurs réelles, un résultat d’existence et d'unicité a été établi grace au principe de contrac-
tion de Banach et un résultat d’existence a été obtenu par application du théoréme du
point fixe de Krasnosel’skii. Des résultats d’'Ulam-Hyers et Ulam-Hyers-Rassias stabilités
ont aussi été démontrés. Les résultats de cette thése ouvrent les perspectives de recherche
suivantes :

1) Reprendre les mémes problemes sur des intervalles infinis de temps. Dans ce cas, il
faudra remplacer I'espace L! (J) par 'espace LL(J).

2) Reprendre les mémes problemes en remplacant la dérivée de Caputo par une dérivée
tempérée par rapport a une fonction donnée.

3) Reprendre les mémes problemes et faire augmenter le nombre des conditions limites.
4) Etendre les résultats aux cas des systemes Caputo-fractionnaires couplés.
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