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Sur l’existence et la ULAM-stabilité de certaines classes de systèmes
dynamiques à dérivées arbitraires

Résumé : La présente thèse est consacrée à l’étude de certains problèmes fractionnaires
différentielles assujettis à des conditions intégrales. Dans un premier temps, on consi-
dère le cas où, le second membre est une fonction à valeurs réelles. Un résultat d’exis-
tence et d’unicité est alors obtenu grâce au principe de contraction de Banach. Trois
résultats d’existence sont aussi obtenus grâce au théorème du point fixe de Schauder.
Dans un second temps, on considère le cas où, le second membre est une fonction mul-
tivoque, on est alors en présence d’une inclusion différentielle fractionnaire. Des résul-
tats d’existence sont alors obtenus grâce au théorème de Covitz-Nadler et du théorème
de Bohnenblust-Karlin, le cas convexe et le cas non convexe sont séparément traités.
Enfin, on considère le cas où, le second membre est à valeurs dans un espace de Ba-
nach et les conditions intégrales contiennent des opérateurs linéaires bornés. Dans ce
cas, un résultat d’existence et d’unicité est obtenu grâce au principe de contaction de
Banach et un autre d’existence, grâce au théorème de Krasnosel’skii. Notons enfin que
dans tous les cas d’existence et d’unicité, des résultats de stabilité au sens de Ulam-
Hyers et Ulam-Hyers-Rassias sont établis.

Mots-Clés. Calcul fractionnaire, Conditions intégrales, Dérivée du Caputo, Point fixe,
Ulam-stabilités.

On the existence and ULAM-stability of certain classes of dynamic
systems with arbitrary derivatives

Abstract : The present thesis is devoted to the study of certain fractional differential
problems with integral conditions. In a first time, the case of real value second mem-
ber is considered. For this case, an existence and uniqueness result is obtained thanks
to the Banach contraction principle. Three existence results are established by mean
of the Schauder fixed point theorem. In a second time, it is supposed that the second
member is a multivalued map, we are then dealing with a fractional differential inclu-
sion. Existence results are obtained by means of the Covitz-Nadler and the Bohnenblust-
Karlin theorems, the convex and nonconvex cases are treated separately. Finally, we
consider the case where the second member takes values in a Banach space and the
integral conditions contain bounded linear operators. An existence and uniqueness
result is obtained thanks to the Banach contraction principle and an existence result
by mean of the Krasnosel’skii fixed point theorem. Finally, it should be noted that in
all cases of existence and uniqueness, stability results in the sense of Ulam-Hyers and
Ulam-Hyers-Rassias are established.

Key Words. Boundary problems, Caputo derivative, Fixed points, Fractional calculus,
Integral conditions, Ulam stabilities.
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Introduction

Les équations différentielles d’ordre fractionnaire se sont ces dernières années révé-
lées être des outils efficaces dans la modélisation de nombreux phénomènes dans di-
vers domaines de la science et de l’ingénierie. En effet, il y a des applications en bio-
logie [10, 53], systèmes chaotiques [37, 78], contrôle [17, 56, 75], processus de diffusion
[39, 46, 70], économie [57], électrochimie [58], électromagnétisme [52], les problèmes va-
riationnels [6], la viscoélasticité [54], etc... Les inclusions différentielles sont utilisées dans
la modélisation de problèmes réels découlant de l’économie, du contrôle optimal, etc...,
c’est pourquoi, elles suscitent ces derniers temps l’intérêt de nombreux auteurs, voir (
[1, 4, 8, 9, 19, 20, 21, 22, 23, 30, 31, 32, 38, 40, 42, 69]) et références s’y trouvant. Il existe
plusieurs types de dérivées fractionnaires. Cependant, les problèmes appliqués néces-
sitent la définition de dérivées fractionnaires permettant l’utilisation de données initiales
physiquement interprétables, qui contiennent les valeurs y(0), y ′(0), etc..., et les mêmes
exigences pour les conditions aux limites. La dérivée fractionnaire de Caputo répond jus-
tement à ces exigences. Concernant le calcul fractionnaire en général et la théorie des
équations différentielles fractionnaires en particulier, nous renvoyons aux monographies
de Hilfer. R. [43], Kilbas. A. A. et al. [48], Podlubny. I. [61], Zhou. Y. [79].
Outre l’existence, l’unicité et la régularité des solutions des équations différentielles frac-
tionnaires, l’étude de la Ulam-Hyers et la Ulam-Hyers-Rassias stabilités succitent l’intérêt
des chercheurs dans leurs investigations des problèmes différentiels fractionnaires.
Le problème de stabilité a été formulé et discuté pour la première fois par Ulam et Hyers
[45, 72, 73] pour les équations fonctionelles. En 1978, Rassias [62] a fourni une générali-
sation du théorème de Hyers qui permet à la différence de Cauchy d’être non bornée. Les
résultats de Hyers et Rassias ont été généralisés dans de nombreuses directions à d’autres
contextes (voir par exemple [3, 64, 65, 71] et les références y figurant). Ils ont également
inspiré de nombreux chercheurs pour le cas des équations différentielles fractionnaires.
Dans le cas de la dérivée de Caputo, un travail pionnier a été publié en 2011 par Wang
et al. [75]. En utilisant la technique du point fixe, Wang et al. ont fourni des conditions
suffisantes de stabilité pour le problème Caputo-fractionnaire suivant

CDαx(t )+ f (t , x(t )) = 0, t ∈ [a,+∞) (1)

où, la fonction f est continûment définie à partir de [a,+∞)×E dans E et E est un es-
pace de Banach donné. Depuis, il y a eu beaucoup de travaux dédiés à la Ulam-Hyers et
Ulam-Hyers-Rassias stabilités des équations différentielles fractionnaires du type (1) et
divers genres de données initiales (voir par exemple [9, 11, 36, 47, 59, 67] et références s’y
trouvant).
En 2015, Rezapour. S. et al. [63] considérèrent le problème Caputo-fractionnaire suivant


CDαx(t )+ f (t , x(t )) = 0, t ∈ [0,1] , n = [α]+1
x(0) = x

′
(0) = x(3)(0) = ... = x(n−1)(0) = 0

ax(1) = Ip x(1), a> 1, α> 3, p > 1, 2Γ(p)>Γ(α)
, (2)
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Introduction

où, Ip est l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre p, f une fonction singu-
lière au point t = 0. Après transformation en un problème intégral équivalent, un critère
suffisant d’existence et d’unicité est obtenu à l’aide du principe de contraction de Banach
et un critère suffisant d’existence en utilisant la forme compressive du théorème du cône
de Guo-Krasnosel’skii. En 2020, Kheiryan. A. et al. [47] investiguèrent la Ulam-stabilité du
problème (2) via sa formulation intégrale.
La présente thèse, principalement inspirée par les travaux [63] et [47] est dédiée à l’étude
(existence de solutions, unicité, stabilité et quelques extensions) du problème différentiel
fractionnaire (PDF dans la suite) constitué de l’équation

CDαx(t ) = f (t , x(t )) t ∈ J = [0,1], α> 3, (3)

assujettie aux conditions initiales

x( j )(0) = 0, j ∈ {0,1, · · · ,n −1} \ { j1, j2}, n = [α]+1 (4)

et aux conditions intégrales

ak x(qk )(1) = Ipk x(1), (ak , pk ) ∈R×N, 0 < ak , 16 pk , k = 1,2. (5)

où, CDα est la dérivée fractionnaire de Caputo-Liouville, f : [0,1]×E −→ E est une fonction
donnée vérifiant certaines conditions qui seront précisées plus bas, E est un espace de
Banach réel, j1, j2, q1, q2, p1, p2 sont des entiers positifs tels que

06 q1 6= q26 q0 := max(q1, q2) < j0 := min( j1, j2)6 j1 6= j26max( j1, j2)6 [α]. (6)

Notons que si on pose

q1 = q2 := 0, j1 = j2 := 2, p1 = p2 := p, a1 = a2 := a> 1,

on retrouve la formulation du problème investigué dans [63] mais sans la condition sup-
plémentaire 2Γ(p)>Γ(α).
La thèse est organisée comme suit. Dans le chapitre 1 des préliminaires, nous commen-
çons par introduire certains espaces fonctionnels de Banach classiques et rappelons les
théorèmes du point fixe de Banach, de Schauder et de Krasnosel’skii. Nous terminons
par le rappel des fondamentaux de l’intégration et la dérivation fractionnaires au sens de
Caputo-Liouville. Le chapitre 2 est dédié à l’existence de solutions et la stabilté du PDF (3
- 6) dans le cas où, f est à valeurs réelles, c’est à dire E =R. On montre en premier lieu (voir
lemme 2.1) que ce problème est équivalent à une équation intégrale à noyau continu, ce
qui permet d’introduire dans l’espace de Banach des fonctions continues de [0,1] dans R
un opérateur intégral dont les points fixes sont les solutions de notre problème. En im-
posant successivement différentes conditions à la fonction f , nous obtenons respective-
ment un résultat d’existence et d’unicité (voir théorème 2.1) grâce au théorème du point
fixe de Banach et trois résultats d’existence (voir théorèmes 2.2, 2.3, 2.4) par application
du théorème du point fixe de schauder. Par la suite, nous montrons que si pour un cer-
tain 0 < σ < 1, la fonction tσ| f (t ,0)| possède un suprémum fini strictement positif alors,
sous certaines conditions supplémentaires, on a la Ulam-Hyers et la Ulam-Hyers-Rassias
stabililtés (voir les théorèmes 2.5, 2.6).
Dans le chapitre 3, nous considérons le cas où, f est une fonction multivoque c’est à dire,
que ses valeurs sont des sous-ensembles de R. Dans ce cas, on est en présence d’un pro-
blème d’inclusion différentielle

CDαx(t ) ∈ f (t , x(t )), t ∈ J = [0,1], α> 3

3



Introduction

avec les mêmes conditions initiales (4) et les mêmes conditions intégrales (5). Après rap-
pel des fondamentaux de la théorie des inclusions différentielles, nous donnons deux ré-
sultats d’existence. Le premier utilise le lemme de Bohnenblust-Karlin et correspond au
cas où f est à valeurs convexes (voir théorème 3.2). Le second, utilise le lemme de Covitz-
Nadler et correspond où f à valeurs non convexes mais compactes (voir théorème 3.3).
Dans le quatrième et dernier chapitre, nous reprenons l’équation (3) en supposant que
f : [0,1] × E −→ E où, E est un espace de Banach réel. Nous conserverons les mêmes
conditions initiales (4) cependant, dans les conditions intégrales (5) nous remplaçerons
les scalaires ak par des opérateurs linéaires Ak , bornés dans E . Comme dans le cas sca-
laire, nous montrons que le problème différentiel obtenu est équivalent à une équation
intégrale à noyau continu, ce qui permet de définir un opérateur intégral défini dans l’es-
pace de Banach des fonctions continues de [0,1] dans E un opérateur intégral dont les
points fixes sont les solutions du problème étudié. Comme dans le cas réel, un résul-
tat d’existence et d’unicité (voir théorème 4.7) est obtenu grâce au théorème du point
fixe de Banach et un résultat d’existence (voir théorème 4.8) est établi par application
du théorème du point fixe de Krasnosel’skii. Par la suite, nous montrons que sous cer-
taines conditions sur f , le problème étudié est Ulam-Hyers stable (théorème 4.9) et Ulam-
Hyers-Rassias stable (théorème 4.10) par rapport à toute fonction ϕ Riemann intégrable
sur [0,1] et vérifiant pour une certaine constante positive δφ la condition

∀ τ ∈ [0,1] :
∫ 1

0
ϕ(θ)dθ6 δϕϕ(τ).

Dans chaque chapitre, des exemples sont donnés pour illustrer les résultats obtenus.
Notons enfin que les résultats du chapitre 3, ont fait l’objet d’une publication dans la re-
vue "Arab Journal of Mathematical Sciences" [26]. Un autre article, traitant l’existence, la
ULAM stabilité avec des conditions contenant des opérateurs linéaires (chapitre 4) a été
accepté pour publication par la revue "Iranian Journal of Numerical Analysis and Optimi-
zation" [27].
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons les résultats utiles pour la suite. Il s’agit essentiel-
lement de certains théorèmes du point fixe, des fondamentaux du calcul fractionnaire
des fonctions à valeurs réelles. L’integration et la dérivation fractionnaires des fonctions à
valeurs dans un espace de Banach seront exposées dans le chapitre 4.

1 Quelques espaces fonctionels de Banach

Tout d’abord, rappelons qu’un espace de Banach est un espace vectoriel X muni
d’une norme ‖.‖X pour laquelle, toute suite de Cauchy d’éléments de X converge dans
X .
Les espaces de Banach que nous utiliserons tout au long de cette thèse seront des espaces
de fonctions définies sur un intervalle fini J = [0,T] , (0 < T <+∞). Ainsi, on notera :
1) C(J)- l’espace de Banach des fonctions réelles (à valeurs dans R), définies continues sur
J. La norme dans C(J) est donnée par la formule :

‖x‖∞ = sup{|x(t )| : t ∈ J} ,

2) Lp (J) (16 p < +∞)- L’espace de Banach des fonctions réelles, p- integrables sur J. La
norme dans cet espace est définie comme suit :

‖x‖L
p

(J) =

(∫
J
|x(t )|p d t

) 1
p

:=

(∫ T

0
|x(t )|p d t

) 1
p

.

L’espace C(J) admet la généralisation suivante. Etant donné un espace de Banach E muni
de la norme ‖.‖E , on note :
3) C(J,E )- l’espace de Banach des fonctions continûment définies sur J et à valeurs dans
E . La norme dans C(J,E ) est donnée par la formule :

‖x‖C(J,E ) = sup{‖x(t )‖E : t ∈ J} .

Pour les espaces C(J,E ), on a les deux concepts très liés d’équicontinuité et de compacité
relative d’un sous-ensemble.

Définition 1.1 Un sous-ensemble M de C(J,E ) est dit équicontinu si,

∀ ε> 0, ∃ δ> 0 : (t1, t2) ∈ J2 ∧ |t1 − t2| < δ⇒‖h(t1)−h(t2)‖E 6 ε, ∀ h ∈M .

Définition 1.2 Un sous-ensemble M de C(J,E ) est dit relativement compact si, son adhé-
rence M est un compact de C(J,E ).

5



2. THÉORÈMES CLASSIQUES DE LA THÉORIE DU POINT FIXE

On a le théorème fondamental suivant

Théorème 1.1 (d’Ascoli-Arzelà [41])
Un sous-ensemble M de C(J,E ) est relativement compact si et seulement si, il est équicon-
tinu et pour tout t ∈ J, l’ensemble

M (t ) =
{

f (t ) : f ∈M
}

est relativement compact dans E .

Remarque 1.1 .
Dans le cas où, l’espace de Banach E est de dimension finie (par exemple E = Rn), pour
que l’ensemble M (x) soit relativement compact dans E , il suffit qu’il soit borné. En effet, en
dimension finie les seules parties compactes sont les fermés bornés.

2 Théorèmes classiques de la théorie du point fixe

Dans toute cette section, X désigne un espace de Banach.

Définition 1.3 Une application f : X −→X est dite -Lypshitzienne s’il existe une constante
L > 0 telle que

‖ f (x1)− f (x2)‖X 6 L‖x1 −x2‖X , ∀ (x1, x2) ∈X ×X .

On dit aussi que f est L- Lypschitzienne. Si de plus, 0 < L < 1, on dit alors que f est une
application contractante (ou que f est une contraction dans X ).

En 1922, le mathématicien polonais S. Banach établit le très célèbre résultat suivant, connu
dans la littérature sous le nom de "Principe de contraction de Banach".

Théorème 1.2 [18] (Principe de contraction de Banach)
Toute contraction f dans un espace de métrique complet (en particulier dans X ), admet
un point fixe unique. En d’autres termes, l’équation f (x) = x admet une solution unique
dans X .

Définition 1.4 Une application f : X −→ X est dite complètement continue si, elle est
continue et compacte (c’est à dire, transforme tout sous-ensemble borné en un sous-ensemble
à adhérence compacte).

Notons que dans le cas, d’une application linéaire bornée, les concepts d’application
complètement continue et application compacte coïncident. Pour les applications com-
plètement continues, il existe plusieurs résultats du point fixe parmi lesquels

Théorème 1.3 [68] (Théorème du point fixe de Schauder)
SoitΩ un sous-ensemble non vide, fermé, convexe et borné d’un espace de Banach X . Alors,
toute application complètement continue H :Ω −→Ω admet au moins un point fixe dans
Ω.

Théorème 1.4 [49] (Théorème du point fixe de Krasnosel’skii)
Soit M un sous-ensemble non vide, fermé et convexe de X . Soient Φ, Ψ deux applications
de X dans lui même et vérifiant les conditions :
(a) Φ(z)+Ψ(y) ∈M pour tous z, y dans M .
(b) Φ est complètement continue.
(c) Ψ est une contraction.
Alors, il existe x ∈M tel que Φ(x)+Ψ(x) = x.
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3. FONDAMENTAUX DU CALCUL FRACTIONNAIRE. CAS DES FONCTIONS RÉELLES

3 Fondamentaux du calcul fractionnaire. Cas des fonctions
réelles

Dans cette section, nous exposons les concepts fondamentaux du calcul fractionnaire
[48, 61, 66]. Soient α> 0, [α] := n −1 sa partie entière et J = [0,T] , T <+∞.

Définition 1.5 [48] L’intégrale fractionnaire (au sens de Riemann-Liouville) d’ordreαd’une
fonction f : J −→R est définie par

Iα0 f (t ) =
1

Γ(α)

∫ t

0
(t − s)α−1 f (s)d s, 06 t 6T

quand cette intégrale existe.

Définition 1.6 [48] La dérivée fractionnaire de Caputo - Liouville d’ordre α de f est donnée
par la formule

CDα
0 f (t ) :=


1

Γ(n−α)

∫ t
0

f (n)(τ)
(t−τ)α+1−n dτ, (n −1 < α< n)

f (n)(t ), (α = n)

Dans les deux définitions précédentes Γ(.) est la fonction Gamma :

Γ(z) =
∫ ∞

0
e−uuz−1du, Γ(z +1) = zΓ(z), Re(z) > 0.

Pour l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville, on a les propriétés fondamentales
suivantes

Lemme 1.1 [48]
(i) Propriété de régularisation : La dérivée fractionnaire de Caputo-Liouville de toute

fonction constante est la fonction nulle.
(ii) Propriété de linéarité : Si Iα0 f1(t ) et Iα0 f2(t ) existent alors, Iα0

(
λ1 f1 +λ2 f2

)
(t ) existe et

on a :
Iα0

(
λ1 f1 +λ2 f2

)
(t ) = λ1Iα0 f1(t )+λ2Iα0 f2(t ), λ1,λ2 ∈C.

(iii) Propriété du semi-groupe

Iα0 Iβ0 f (t ) = Iα+β0 f (t ), α> 0, β> 0.

(iv) Si α> 0, γ>−1, alors

Iα0 tγ =
Γ(γ+1)

Γ(α+γ+1)
tα+γ.

(v) Si α> 0, γ>−1, alors
CDα

0 tγ =
Γ(γ+1)

Γ(γ−α+1)
tγ−α.

Lemme 1.2 [48] Si l’intégrale fractionnaire d’ordre α de la fonction h existe alors, la solu-
tion générale de l’équation différentielle fractionnaire CDαx(t )+h(t ) = 0, (0 6 t 6 1) est
donnée par la formule

x(t ) =
−1

Γ(α)

∫ t

0
(t − s)α−1h(s)d s + c0 + c1t +·· ·+cn−1t n−1,

où, c0,c1, . . . ,cn−1 sont des constantes réelles.
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Chapitre 2

Existence et Ulam-stabilités des
solutions : Cas des conditions intégrales à
coefficients réels

Ce chapitre est dédié à l’étude du problème différentiel fractionnaire aux valeurs li-
mites (PDF) (3)-(6) par la méthode classique, c’est à dire par l’utilisation de l’un des théo-
rèmes du point fixe cités dans le chapitre 1.

1 Résultats auxilliaires

Définition 2.1 Une fonction y ∈ Cn(J),n ∈ N est dite solution du PDF (3)-(6) si, y satisfait
l’équation (CDαx)(t ) = f (t , x(t )) dans J ainsi que les conditions (4), (5).

Dans la suite, nous utiliserons les fonctions auxilliaires suivantes :

u(a, j , p, q) =Γ( j +1)
aΓ(p + j +1)−Γ( j −q +1)

Γ(p + j +1)Γ( j −q +1)
. (2.1)

v(s, a, p, q) =
aΓ(α+p)(1− s)α−q−1 −Γ(α−q)(1− s)α+p−1

Γ(α−q)Γ(α+p)
, (06 s6 1). (2.2)

A = u(a1, j1, p1, q1)u(a2, j2, p2, q2)−u(a1, j2, p1, q1)u(a2, j1, p2, q2). (2.3)

g1(s) =
u(a2, j2, p2, q2)v(s, a1, p1, q1)−u(a1, j2, p1, q1)v(s, a2, p2, q2)

u(a1, j1, p1, q1)u(a2, j2, p2, q2)−u(a1, j2, p1, q1)u(a2, j1, p2, q2)
, (s ∈ J), A 6= 0,

(2.4)

g2(s) =
u(a1, j1, p1, q1)v(s, a2, p2, q2)−u(a2, j1, p2, q2)v(s, a1, p1, q1)

u(a1, j1, p1, q1)u(a2, j2, p2, q2)−u(a1, j2, p1, q1)u(a2, j1, p2, q2)
(s ∈ J), A 6= 0.

(2.5)

Un calcul direct permet d’établir que,

u(a1, j1, p1, q1)g1(s)+u(a1, j2, p1, q1)g2(s) = v(s, a1, p1, q1), (s ∈ J), (2.6)

u(a2, j1, p2, q2)g1(s)+u(a2, j2, p2, q2)g2(s) = v(s, a2, p2, q2), (s ∈ J). (2.7)
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1. RÉSULTATS AUXILLIAIRES

Nous allons ici démontrer (2.6), la relation (2.7) se démontre de manière similaire. On a
pour s ∈ J, A 6= 0

u(a1, j1, p1, q1)g1(s)+u(a1, j2, p1, q1)g2(s) =

u(a1, j1, p1, q1)
u(a2, j2, p2, q2)v(s, a1, p1, q1)−u(a1, j2, p1, q1)v(s, a2, p2, q2)

u(a1, j1, p1, q1)u(a2, j2, p2, q2)−u(a1, j2, p1, q1)u(a2, j1, p2, q2)

+u(a2, j2, p2, q2)
u(a1, j1, p1, q1)v(s, a2, p2, q2)−u(a2, j1, p2, q2)v(s, a1, p1, q1)

u(a1, j1, p1, q1)u(a2, j2, p2, q2)−u(a1, j2, p1, q1)u(a2, j1, p2, q2)

=
u(a1, j1, p1, q1)u(a2, j2, p2, q2)v(s, a1, p1, q1)−u(a1, j1, p1, q1)u(a1, j2, p1, q1)v(s, a2, p2, q2)

u(a1, j1, p1, q1)u(a2, j2, p2, q2)−u(a1, j2, p1, q1)u(a2, j1, p2, q2)

+u(a2, j2, p2, q2)u(a1, j1, p1, q1)v(s, a2, p2, q2)−u(a2, j2, p2, q2)u(a2, j1, p2, q2)v(s, a1, p1, q1)

u(a1, j1, p1, q1)u(a2, j2, p2, q2)−u(a1, j2, p1, q1)u(a2, j1, p2, q2)

=
u(a1, j1, p1, q1)u(a2, j2, p2, q2)−u(a1, j2, p1, q1)u(a2, j1, p2, q2)

u(a1, j1, p1, q1)u(a2, j2, p2, q2)−u(a1, j2, p1, q1)u(a2, j1, p2, q2)
v(s, a1, p1, q1)

= v(s, a1, p1, q1).

Pour l’existence des solutions du problème (3)-(6), nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.1 Supposons que h ∈ L1(J) et A 6= 0 alors, x est solution dans J du problème

(CDαx)(t ) = h(t ), t ∈ J = [0,1], α> 3 (2.8)

x( j )(0) = 0, j ∈ {0,1, · · · ,n −1} \ { j1, j2}, n = [α]+1 (2.9)

ak x(qk )(1) = Ipk x(1), (ak , pk ) ∈R×N, 0 < ak , 16 pk , k = 1,2 (2.10)

si et seulement si, elle admet la représentation

x(t ) =
∫ 1

0
G(t , s)h(s)d s, (2.11)

où,

G(t , s) =

{ −(t−s)α−1

Γ(α)
+ t j1 g1(s)+ t j2 g2(s); 06 s < t

t j1 g1(s)+ t j2 g2(s); t 6 s6 1
. (2.12)

Preuve. D’après le lemme 1.2, la forme générale de la solution du problème (2.8)-(2.10)
est

x(t ) =
−1

Γ(α)

∫ t

0
(t − s)α−1h(s)d s + c0 + c1t +·· ·+cn−1t n−1,

où, c0,c1, . . . ,cn−1 sont des constantes réelles.
En utilisant les conditions initiales au point t = 0, on obtient que ck = 0 pour k ∉ {

j1, j2
}

et
donc,

x(t ) =
−1

Γ(α)

∫ t

0
(t − s)α−1h(s)d s + c j1 t j1 + c j2 t j2 , (06 t 6 1).
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1. RÉSULTATS AUXILLIAIRES

La condition intégrale ak x(qk )(1) = Ipk (1) nous donne

−ak

Γ(α−qk )

∫ 1

0
(1− s)α−qk+1h(s)d s + akΓ( j1 +1)

Γ( j1 −qk +1)
c j1 +

akΓ( j2 +1)

Γ( j2 −qk +1)
c j2

=
−1

Γ(α+pk )

∫ 1

0
(1− s)α+pk+1h(s)d s + Γ( j1 +1)

Γ( j1 +pk +1)
c j1 +

Γ( j2 +1)

Γ( j2 +pk +1)
c j2

ou sous forme équivalente

c j1

(
akΓ( j1 +1)

Γ( j1 −qk +1)
− Γ( j1 +1)

Γ( j1 +pk +1)

)
+ c j2

(
akΓ( j2 +1)

Γ( j2 −qk +1)
− Γ( j2 +1)

Γ( j2 +pk +1)

)

=
∫ 1

0

(
ak (1− s)α−qk+1

Γ(α−qk )
− (1− s)α+pk+1

Γ(α+pk )

)
h(s)d s,

c’est à dire,

c j1 u(ak , j1, pk , qk )+ c j2 u(ak , j2, pk , qk ) =
∫ 1

0
v(s, ak , pk , qk )h(s)d s.

En posant dans la précédente équation successivement k = 1 et k = 2, on obtient que c j1

et c j2 vérifient le système linéaire

(S) :


c j1 u(a1, j1, p1, q1)+ c j2 u(a1, j2, p1, q1) =

∫ 1
0 v(s, a1, p1, q1)h(s)d s

c j1 u(a2, j1, p2, q2)+ c j2 u(a2, j2, p2, q2) =
∫ 1

0 v(s, a2, p2, q2)h(s)d s
(2.13)

Il est clair que le déterminant "det(S)" de ce système est la quantité A définie par la for-
mule (2.3) :

det(S) = A = u(a1, p1, j1, q1)u(a2, p2, j2, q2)−u(a1, p1, j2, q1)u(a2, p2, j1, q2). (2.14)

Puisque A 6= 0 par hypothèse, le système (S) admet une solution unique (c j1 ,c j2 ) définie
par :

c j1 = 1
det(S)

∫ 1
0

(
u(a2, p2, j2, q2)v(s, a1, p1, q1)−u(a1, p1, j2, q1)v(s, a2, p2, q2)

)
h(s)d s

c j2 = 1
det(S)

∫ 1
0

(
u(a1, p1, j1, q1)v(s, a2, p2, q2)−u(a2, p2, j1, q2)v(s, a1, p1, q1)

)
h(s)d s

.

(2.15)
En remarquant que

(c j1 ,c j2 ) =

(∫ 1

0
g1(s)h(s)d s,

∫ 1

0
g2(s)h(s)d s

)
et après report dans l’expression de x(t ), on trouve

x(t ) =
−1

Γ(α)

∫ t

0
(t − s)α−1h(s)d s + c j1 t j1 + c j2 t j2

=
−1

Γ(α)

∫ t

0
(t − s)α−1h(s)d s + t j1

∫ 1

0
g1(s)h(s)d s + t j2

∫ 1

0
g2(s)h(s)d s

=
∫ 1

0
G(t , s)h(s)d s.
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Inversement, supposons que la fonction x(t ), t ∈ J admet la représentation (2.11). En re-
marquant que x peut s’écrire sous la forme

x(t ) = −Iαh(t )+ t j1

∫ 1

0
g1(s)h(s)d s + t j2

∫ 1

0
g2(s)h(s)d s,

on obtient facilement que
(CDαx)(t )+h(t ) = 0, t ∈ J

x( j )(0) = 0, 06 j 6= j1, j 6= j26 n −1 = [α]

D’autre part pour tous naturels q1, p1, vérifiant 0 6 q1 < min( j1, j2), p1 > 1 et tout réel
a1 > 0,

a1x(q1)(1)− Ip1 x(1) =
∫ 1

0

(
(1− s)α+p1−1

Γ(α+p1)
− a1(1− s)α−q1−1

Γ(α−q1)

)
h(s)d s

+ Γ( j1 +1)
∫ 1

0

a1Γ( j1 +p1 +1)−Γ( j1 −q1 +1)

Γ( j1 +p1 +1)Γ( j1 −q1 +1)
g1(s)h(s)d s

+ Γ( j2 +1)
∫ 1

0

a1Γ( j2 +p1 +1)−Γ( j2 −q1 +1)

Γ( j2 +p1 +1)Γ( j2 −q1 +1)
g1(s)h(s)d s

= −
∫ 1

0
v(s, a1, p1, q1)h(s)d s

+
∫ 1

0

(
u(a1, j1, p1, q1)g1(s)+u(a1, j2, p1, q1)g2(s)

)
h(s)d s.

D’où, en tenant compte de (2.6),

a1x(q1)(1) = Ip1 x(1).

Un raisonnement analogue permet à l’aide de la formule (2.7) de vérifier que

a2x(q2)(1) = Ip2 x(1).

Le lemme 2.1 est donc entièrement démontré.

Remarque 2.1 On a A = det(S) 6= 0 par exemple si,
a1 > max

(
Γ( j1−q1+1)

Γ(p1+ j1+1)
; Γ( j2−q1+1)

Γ(p1+ j2+1)

)
min

(
Γ( j2−q2+1)

Γ(p2+ j2+1)
; Γ( j1−q2+1)

Γ(p2+ j1+1)

)
< a2 < max

(
Γ( j2−q2+1)

Γ(p2+ j2+1)
; Γ( j1−q2+1)

Γ(p2+ j1+1)

)
En effet, dans ce cas, ou bien

u(a1, p1, j1, q1)u(a2, p2, j2, q2) > 0 et u(a1, p1, j2, q1)u(a2, p2, j1, q2) < 0,

ou bien

u(a1, p1, j1, q1)u(a2, p2, j2, q2) < 0 et u(a1, p1, j2, q1)u(a2, p2, j1, q2) > 0.

Lemme 2.2 Si, A = det(S) 6= 0 alors, on a les propriétés suivantes :
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(P1) G(0, s) = 0 = G(t ,1), ∀ s, t ∈ [0,1].
(P2) Les fonctions g1 et g2 sont continues dans J.
(P3) La fonction G est continue dans J× J.
(P4) Posons

M := max
06s,t61

|G(t , s)|.

Alors,

M < ∆ :=
1

Γ(α)
+ 2(Γ( j1 +1)+Γ( j2 +1))

|det(S)| × (a2 +1)(a1 +1)

Γ( j0 −q0 +1)Γ(α−q0)
(2.16)

où, comme déjà signalé dans l’introduction,

q0 := max(q1, q2) < j0 := min( j1, j2)6 [α] = n −1.

Preuve.
(1) (P1) est évidente.
(2) La continuité des fonctions g1, g2 et G est une conséquence directe de la conti-

nuité des fonctions

(t , s) 7−→ (t − s)α−1, (t , s) 7−→ (t − s)α−q1−1, (t , s) 7−→ (t − s)α−q2−1,

car toutes les grandeurs α−1, α−q1 −1, α−q2 −1 sont positives (voir formule (6)).
(3) Notons tout d’abord que

06 |u(a, p, j , q)|6 (a +1)Γ( j +1)

Γ( j −q +1)
et 06 |v(s, a, p, q)|6 a +1

Γ(α−q)
.

Par conséquent, pour tout 06 s6 1,

|g1(s)| =
|u(a2, p2, j2, q2)v(s, a1, p1, q1)−u(a1, p1, j2, q1)v(s, a2, p2, q2)|

|det(S)|
6

|u(a2, p2, j2, q2)v(s, a1, p1, q1)|+ |u(a1, p1, j2, q1)v(s, a2, p2, q2)|
|det(S)|

6
1

|det(S)|
(

(a2 +1)(a1 +1)Γ( j2 +1)

Γ( j2 −q2 +1)Γ(α−q1)
+ (a1 +1)(a2 +1)Γ( j2 +1)

Γ( j2 −q1 +1)Γ(α−q2)

)
.

Puisque q1 6= q2 et q0 = max(q1, q2), on a ou bien Γ(α−q1) >Γ(α−q0), ou bien Γ(α−
q2) >Γ(α−q0). Donc, nécessairement

|g1(s)| < 1

|det(S)|
(

(a2 +1)(a1 +1)Γ( j2 +1)

Γ( j2 −q0 +1)Γ(α−q0)
+ (a1 +1)(a2 +1)Γ( j2 +1)

Γ( j2 −q0 +1)Γ(α−q0)

)
=

2Γ( j2 +1)(a2 +1)(a1 +1)

|det(S)|Γ(α−q0)Γ( j0 −q0 +1)
.

De la même manière, pour tout 06 s6 1,

|g2(s)| =
|u(a1, p1, j1, q1)v(s, a2, p2, q2)−u(a2, p2, j1, q2)v(s, a1, p1, q1)|

|det(S)|
< 2Γ( j1 +1)(a2 +1)(a1 +1)

|det(S)|Γ(α−q0)Γ( j0 −q0 +1)
.
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Ainsi, pour tous 06 s, t 6 1,

|G(t , s)| 6 |(t − s)α−1|
Γ(α)

+|t j1 g1(s)|+ |t j2 g2(s)|6 1

Γ(α)
+|g1(s)|+ |g2(s)|

< ∆ :=
1

Γ(α)
+ 2(Γ( j1 +1)+Γ( j2 +1))

|det(S)| × (a2 +1)(a1 +1)

Γ( j0 −q0 +1)Γ(α−q0)
.

Remarque 2.2 Il découle des considérations précédentes que

|g1(s)|6∆ et |g2(s)|6∆, (06 s6 1).

2 Existence des solutions

Notre premier résultat est un résultat d’existence et d’unicité basé sur le principe de
contraction de Banach.

Théorème 2.1 Supposons que A 6= 0 et que les hypothèses suivantes sont vérifiées :

(H1) Il existe une constante strictement positive k telle que

| f (t ,u)− f (t , v)|6 k|u − v |, ∀ (t ,u, v) ∈ J×R×R.

(H2) La fonction t 7−→ f (t ,u) est un élément de L1(J) pour tout u fixé dans R.
Si,

k∆< 1, (2.17)

alors, le PDF (3)-(6) possède une solution unique u définie dans J. De plus,

‖u‖∞6 ∆

1−k∆

∫ 1

0
| f (s,0)|d s. (2.18)

Preuve. Transformons en premier lieu le problème (3)-(6) en un problème du point fixe.
Pour cela, considérons l’opérateur

N : C(J) −→ C(J)

défini par

(Ny)(t ) =
∫ 1

0
G(t , s) f (s, y(s))d s, (2.19)

où, la fonction G(t , s) est donnée par (2.12). L’hypothèse (H2) avec l’inégalité (2.16) et la
continuité de G garantissent que N est bien défini. C’est à dire, l’existence de l’intégrale
dans (2.19) ainsi que sa continuité par rapport à l’argument t ∈ J.
D’après le lemme 2.1, les points fixes de l’opérateur N sont les solutions du problème (3)-
(6).
Pour tous x, y ∈ C(J) et tout t ∈ J,

|(Ny)(t )− (Nx)(t )| =

∣∣∣∣∫ 1

0
G(t , s)( f (s, y(s))− f (s, x(s)))d s

∣∣∣∣
6

∫ 1

0
max

06s,t61
|G(t , s)|| f (s, y(s))− f (s, x(s))|d s.
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D’après (H1) et (2.16),

|(Ny)(t )− (Nx)(t )| 6 k∆‖y −x‖∞.

D’où,

‖N(y)−N(x)‖∞6 k∆‖y −x‖∞.

On en déduit d’après (2.17) que N est une contraction et donc, d’après le principe de
contraction de Banach, l’opérateur N possède un seul point fixe u qui est l’unique solu-
tion du problème (3 - 6).
L’inégalité (2.18) découle immédiatement des inégalités

‖u‖∞ = ‖N(u)‖∞ 6 ‖N(u)−N(0)‖∞+‖N(0)‖∞
6 k∆‖u‖∞+∆

∫ 1

0
| f (s,0)|d s.

Nous allons maintenant donner plusieurs résultats d’existence.

Théorème 2.2 Soit A 6= 0 et supposons que la fonction f (t ,u) est continue par rapport au
second argument u. Supposons aussi qu’il existe deux fonctions strictement positives l , q
satisfaisant les hypothèses :

(H3) l ∈ L1(J).
(H4) La fonction q :R−→R+ est continue.
(H5) | f (t ,u)|6 l (t )q(u), ∀ (t ,u) ∈ J×R.
(H6) Il existe r0 > 0 tel que

∆‖l‖L1(J) sup
|u|6r0

q(u)6 r0.

Alors, le PDF (3)-(6) admet au moins une solution dans J.

Preuve. Posons

Nq (r0) = sup
u∈R, |u|6r0

q(u) , Br0 = {x ∈ C(J) : ‖x‖∞6 r0} .

La fonction q étant continue, on a Nq (r0) < +∞. D’autre part, Br0 est un sous-ensemble
convexe, fermé et borné de C(J). Nous allons maintenant en plusieurs étapes établir que
toutes les conditions du théorème 1.3 du point fixe de Schauder sont satisfaites.
Étape 1 : L’opérateur N : Br0 −→ Br0 est bien défini.
Les hypothèses (H3) et (H5) nous donnent pour tout x ∈ Br0 et tout t ∈ J,

|(Nx)(t )| 6
∫ 1

0
|G(t , s)|| f (s, x(s))|d s

6
∫ 1

0
|G(t , s)|l (s)q(x(s))d s

6 ∆Nq (r0)
∫ 1

0
l (s)d s

6 ∆Nq (r0)‖l‖L1(J).

On en déduit par application de l’hypothèse (H6) que

‖N(x)‖∞6 r0, ∀ x ∈ Br0 .
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2. EXISTENCE DES SOLUTIONS

D’autre part, si x est un élément quelconque de Br0 , (t1, t2) ∈ J2 alors,

|N(x)(t1)−N(x)(t2)| 6
∫ 1

0
|G(t1, s)−G(t2, s)|| f (s, x(s))|d s

6
∫ 1

0
|G(t1, s)−G(t2, s)|l (s)q(x(s))d s

6 Nq (r0)
∫ 1

0
|G(t1, s)−G(t2, s)|l (s)d s

Puisque
|G(t1, s)−G(t2, s)|l (s)6 2∆l (s), ∀ s ∈ J

et la fonction J 3 s 7−→ 2∆l (s) est un élément de L1(J) alors, par continuité de G,

lim
|t1−t2|−→0

|N(x)(t1)−N(x)(t2)|6Nq (r0)
∫ 1

0
lim

|t1−t2|−→0
|G(t1, s)−G(t2, s)|l (s)d s = 0.

En d’autres termes, l’image par N de tout élément de Br0 est aussi une fonction continue
sur J. L’opérateur N : Br0 −→ Br0 est donc bien défini.
Étape 2 : L’opérateur N : Br0 −→ Br0 est continu.
Soit {xn}n une suite d’éléments de Br0 qui converge vers x ∈ Br0 . Alors, pour tout t ∈ J,

| (Nxn) (t )− (Nx) (t )| 6
∫ 1

0
|G(t , s)|| f (s, xn(s))− f (s, x(s))|d s

6 ∆

∫ 1

0
| f (s, xn(s))− f (s, x(s))|d s

On en déduit que

‖Nxn −Nx‖∞ = sup
t∈J

| (Nxn) (t )− (Nx) (t )|6∆
∫ 1

0
| f (s, xn(s))− f (s, x(s))|d s.

Puisque q est continue alors, la suite
{

q(xn(t ))
}

n converge vers q(x(t )) pour tout t ∈ J. On
en déduit que la quantité

ρ(t ) := sup
t∈J

{
q(x(t )), q(x1(t )), q(x2(t )), . . .

}
existe et vérifie la condition

0 < ρ(t )6Nq (r0), ∀ t ∈ J.

De plus, d’après (H5),

| f (s, xn(s))− f (s, x(s))|6 | f (s, xn(s))|+ | f (s, x(s))|6 2Nq (r0)l (s), ∀ s ∈ J.

D’où, en utilisant le théorème de la convergence dominée de Lebesgue et la continuité de
f (t ,u) par rapport au second argument u,

06 lim
n−→+∞‖Nxn −Nx‖∞6∆

∫ 1

0
lim

n−→+∞ | f (s, xn(s))− f (s, x(s))|d s = 0.

Ceci prouve que l’opérateur N : Br0 −→ Br0 est continu.
Étape 3 : Pour tout t ∈ J, l’ensemble

(
N(Br0 )

)
(t ) est relativement compact dans R.

Notons tout d’abord que (
N(Br0 )

)
(t ) :=

{
(Nx)(t ) : x ∈ Br0

}
.
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Les hypothèses (H3) et (H5) nous donnent pour tout x ∈ Br0 et tout t ∈ J

|(Nx)(t )| 6
∫ 1

0
|G(t , s)|| f (s, x(s))|d s

6
∫ 1

0
|G(t , s)|l (s)q(x(s))d s

6 ∆Nq (r0)
∫ 1

0
l (s)d s

6 ∆Nq (r0)‖l‖L1(J).

Cela signifie que
(
N(Br0 )

)
(t ) est inclus dans l’intervalle compact

[−∆Nq (r0)‖l‖L1(J), ∆Nq (r0)‖l‖L1(J)

]
de R. Par conséquent,

(
N(Br0 )

)
(t ) est relativement compact dans R.

Étape 4 : N transforme Br0 en un sous-ensemble équicontinu de Br0 .
Soit x ∈ Br0 et 06 t1, t26 1. Alors,

|N(x)(t1)−N(x)(t2)| 6
∫ 1

0
|G(t1, s)−G(t2, s)|| f (s, x(s))|d s

6
∫ 1

0
|G(t1, s)−G(t2, s)|l (s)q(x(s))d s

6 Nq (r0)
∫ 1

0
|G(t1, s)−G(t2, s)|l (s)d s.

Comme la fonction G(t , s) est continue dans J×J et l ∈ L1(J) alors, on a indépendament de
x dans Br0 ,

lim
|t1−t2|−→0

|N(x)(t1)−N(x)(t2)| = 0.

Par conséquent, N(Br0 ) est un sous-ensemble équicontinu de Br0 .
Étape 5 : Existence de solutions.
Les étapes (3) et (4) de la preuve permettent d’affirmer (voir théorème 1.1) que l’opéra-
teur N transforme tout borné de Br0 en un sous-ensemble relativement compact de Br0 .
Comme N est en plus continu (étape 2), il est alors complètement continu de Br0 dans Br0 .
Ainsi, l’opérateur N : Br0 −→ Br0 satisfait toutes les conditions du théorème 1.3 du point
fixe de Schauder. Par conséquent, N admet dans Br0 un point fixe qui est solution du pro-
blème (3)-(6).

Remarque 2.3 Si dans (H5), on a égalité pour tout (t ,u) ∈ J×R alors, la continuité de f par
rapport au second argument découle de la continuité de q.

Théorème 2.3 Supposons que A 6= 0, qu’il existe une constante m> 0, une fonction positive
l ∈ L1(J) et une fonction positive q définie dans R telles que :

(H7) | f (s,0)|6m, ∀ s ∈ J.

(H8) | f (t ,u)− f (t , v)|6 l (t )|q(u)−q(v)| pour tout t ∈ J et tout couple de réels u, v.

(H9) La fonction q est bornée et continue dans R.
Alors, le PDF (3)-(6) admet au moins une solution définie dans J.

Preuve. Nous donnons une preuve en plusieurs étapes. Pour cela, posons

Nq = sup
u∈R

q(u) <+∞, Ω =
{

x ∈ C(J) : ‖x‖∞6∆(2Nq‖l‖L1(J) +m)
}

.
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2. EXISTENCE DES SOLUTIONS

Ω est un sous-ensemble non vide, fermé et convexe de C(J). Nous allons montrer que dans
le cas présent aussi, l’opérateur N :Ω −→Ω vérifie toutes les conditions du théorème du
point fixe de Schauder.
Étape 1 : L’image par N de tout élément deΩ est un élément de C(J).
Pour tout x ∈Ω et tout couple (t1, t2) ∈ J× J, on a par application de (H8) et (H9)

|(Nx)(t1)− (Nx)(t2)| 6
∫ 1

0
|G(t1, s)−G(t2, s)|| f (s, x(s))|d s

6
∫ 1

0
|G(t1, s)−G(t2, s)|(| f (s, x(s))− f (s,0)|+ | f (s,0)|)d s

6
∫ 1

0
|G(t1, s)−G(t2, s)|(l (s)|q(x(s))−q(0)|+ | f (s,0)|)d s

6
∫ 1

0
|G(t1, s)−G(t2, s)|(2Nq l (s)+m

)
d s

6 2Nq

∫ 1

0
|G(t1, s)−G(t2, s)|l (s)d s +m

∫ 1

0
|G(t1, s)−G(t2, s)|d s.

Pour les mêmes raisons citées dans l’étape 1 du théorème 2.2, ces deux dernières quan-
tités tendent chacune vers 0 quand |t1 − t2| tend vers 0. Cela signifie que l’image par N
de tout élément de Ω est un élément de C(J). Il est à noter que la limite précédente est
indépendante de x ∈Ω. En d’autres termes, nous venons aussi de prouver que N(Ω) est
un sous-ensemble équicontinu de C(J).
Étape 2 : L’image par N de tout élément deΩ est un élément deΩ.
Si x ∈Ω et t ∈ J alors, toujours par application de (H7) et (H8),∣∣∣∣∫ 1

0
G(t , s) f (s, x(s))d s

∣∣∣∣ 6 ∫ 1

0
|G(t , s) f (s, x(s))|d s6∆

∫ 1

0
| f (s, x(s))|d s

6 ∆

∫ 1

0
| f (s, x(s))− f (s,0)+ f (s,0)|d s

6 ∆

∫ 1

0
| f (s, x(s))− f (s,0)|d s +∆

∫ 1

0
| f (s,0)|d s

6 ∆

∫ 1

0
l (s)|q(x(s))−q(0)|d s +m∆

6 2Nq∆

∫ 1

0
l (s)d s +m∆

= ∆(2Nq‖l‖L1(J) +m).

On en déduit que N appliqueΩ dans lui même.
Il découle en particulier de ces deux premières étapes de la preuve que N transforme tout
sous-ensemble deΩ en un sous-ensemble equicontinu deΩ.
Étape 3 : L’opérateur N :Ω−→Ω est continu.
Si x et y sont deux éléments arbitraires deΩ et t ∈ J alors,

‖Ny −Nx‖∞ = sup
t∈J

|(Ny)(t )− (Nx)(t )| 6 sup
t∈J

(∫ 1

0
|G(t , s)|| f (s, x(s))− f (s, y(s))|d s

)
6 ∆

∫ 1

0
l (s)|q(y(s))−q(x(s))|d s.

Par application de (H9), J 3 s 7−→ q(y(s))−q(x(s)) est continue. On en déduit que la fonc-
tion

J 3 s 7−→ l (s)(q(y(s))−q(x(s)))
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2. EXISTENCE DES SOLUTIONS

est un élément de L1(J). Puisque |l (s)(q(y(s))−q(x(s)))|6 2Nq l (s), ∀ s ∈ J alors,

06 lim
‖x−y‖∞−→0

‖Ny −Nx‖∞ 6 lim
‖x−y‖∞−→0

(
∆

∫ 1

0
l (s)|q(y(s))−q(x(s))|d s

)
6 ∆

∫ 1

0
l (s) lim

|x(s)−y(s)|−→0
|q(y(s))−q(x(s))|d s

= 0.

D’où, la continuité de l’opérateur N :Ω−→Ω.
Étape 4 : N(Ω) est un sous-ensemble relativement compact deΩ.
Conformément à ce qui a été remarqué après les deux premières étapes de la preuve, il
suffit d’après le théorème 1.1 d’Ascoli-Arzelà de montrer que pour tout t ∈ J, l’ensemble

(N(Ω)) (t ) := {(Nx)(t ) : x ∈Ω}

est inclus dans un compact de R. On a d’après l’étape 2,

t ∈ J, x ∈Ω⇒|(Nx)(t )|6 b :=∆(2Nq‖l‖L1(J) +m).

Cela implique que (N(Ω)) (t ) est contenu dans l’intervalle fermé borné (donc compact)
[−b,b].
Étape 5 : Conclusion.
Il découle de la compacité relative de N(Ω) que pour tout M ⊆Ω, l’ensemble N(M ) est
aussi relativement compact. Ainsi, l’opérateur N : Ω −→Ω est complètement continu et
donc d’après le théorème de Schauder, N admet dans Ω un point fixe qui est solution du
PDF (3 - 6).

Corollaire 2.1 Supposons que A 6= 0 et qu’il existe u0 ∈R et une constante M f > 0 tels que

supt∈J| f (t ,u0)| < +∞

et

| f (t ,u)− f (t , v)|6M f
||u|− |v ||

(1+|u|)(1+|v |) , ∀ (t ,u, v) ∈ J×R×R

Alors, le PDF (3)-(6) admet au moins une solution définie dans J.

Preuve. Il suffit de poser dans le théorème 2.3

m = M f + supt∈J| f (t ,u0)|, l (t ) = M f , ∀ t ∈ J, q(u) =
|u|

1+|u| , ∀ u ∈R.

Théorème 2.4 Supposons que A 6= 0, f est continue par rapport au second argument et
qu’il existe deux fonctions positives l , q vérifiant les hypothèses suivantes :

(H10) l ∈ L1(J).
(H11) La fonction q :R+ −→R+ est croissante, continue et pour un certain R > 0,

R

q(R)
>∆‖l‖

L1(J)
. (2.20)

(H12) | f (t ,u)|6 l (t )q(|u|) pour tout (t ,u) ∈ J×R.
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Alors, le PDF (3)-(6) possède au moins une solution définie dans J.

Preuve. Comme dans les cas précédents, l’idée est de montrer que l’opérateur N défini
par la formule (2.19) est bien défini et vérifie toutes les conditions du théorème de Schau-
der. L’hypothèse (H10), la croissance de q , la continuité de G garantissent avec l’inégalité
(2.16) la bonne définition de N. En effet, pour tout (t1, t2, x) ∈ J× J×C(J),

|(Nx)(t1)− (Nx)(t2)| 6
∫ 1

0
|G(t1, s)−G(t2, s)|| f (s, x(s))|d s

6
∫ 1

0
|G(t1, s)−G(t2, s)|l (s)q(x(s))d s

6 q(‖x‖∞)
∫ 1

0
|G(t1, s)−G(t2, s)|l (s)d s.

On en déduit comme dans le théorème précédent que N(x) ∈ C(J) et que donc N est bien
défini.
Pour tout r > 0, posons :

Dr := {x ∈ C(J) : ‖x‖∞6 r } .

Dr est un sous-ensemble fermé, borné et convexe de C(J).
Étape 1 : N est continu.
Soit {xn}

n>1
une suite qui converge vers x dans C(J). Dans ce cas, la suite {‖xn‖∞}n>1

converge vers ‖x‖∞ dansR. De plus, il découle de la continuité de q que la suite
{

q(‖xn‖∞)
}

n>1
converge vers q(‖x‖∞) dans R. D’autre part,

‖Nxn −Nx‖∞ = sup
t∈J

‖Nxn(t )−Nx(t )‖

6 sup
t∈J

(∫ 1

0
|G(t , s)( f (s, xn(s))− f (s, x(s))|d s

)
6 ∆

∫ 1

0
| f (s, xn(s))− f (s, x(s))|d s

Posons ρ := sup
{

q(‖x‖∞), q(‖x1‖∞), q(‖x2‖∞), · · ·}. On a 0 < ρ<+∞ et d’après (H12),

| f (s, xn(s))− f (s, x(s))|6 | f (s, xn(s))|+ | f (s, x(s))|6 2ρl (s), ∀ s ∈ J.

Comme f est continue par rapport au second argument, il découle de l’inégalité préce-
dente et du théorème de la convergence dominée de Lebesgue que

lim
n−→∞‖Nxn −Nx‖∞6∆

∫ 1

0
lim

n−→∞ | f (s, xn(s))− f (s, x(s))|d s = 0.

L’opérateur N est donc continu.
Étape 2 : N transforme chaque Dr en un sous-ensemble uniformément borné de C(J).
En utilisant (H12) ainsi que la croissance de q , on obtient pour tout x ∈ Dr ,

‖Nx‖∞ 6 sup
t∈J

(∫ 1

0
|G(t , s) f (s, x(s))|d s

)
6 ∆

∫ 1

0
l (s)q(|x(s)|)d s

6 ∆q(‖x‖∞)
∫ 1

0
l (s)d s

6 q(r )∆‖l‖
L1(J)

.
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D’où,
N(Dr ) ⊂ D

q(r )∆‖l‖
L1(J)

:=
{

x ∈ C(J) : ‖x‖∞6 q(r )∆‖l‖L1(J)

}
.

Autrement dit, N(Dr ) est un sous-ensemble uniformément borné de C(J).
Étape 3 : N transforme chaque Dr en un sous-ensemble equicontinu de C(J).
En effet, un raisonnement analogue à la preuve de la bonne définition de N nous donne
que pour tout x ∈ Dr et tous 06 t1, t26 1,

|Nx(t1)−Nx(t2)|6 q(r )
∫ 1

0
|G(t1, s)−G(t2, s)|l (s)d s.

Par conséquent, on a indépendament de x,

lim
|t1−t2|−→0

|Nx(t1)−Nx(t2)|6 q(r )
∫ 1

0
lim

|t1−t2|−→0
|G(t1, s)−G(t2, s)|l (s)d s = 0.

Étape 4 : Existence de solutions
Soit R > 0 une constante réelle vérifiant (2.20). D’après l’étape 2,

N(DR) ⊂ Dq(R)∆‖l‖L1(J)
⊂ DR.

On en déduit que l’ensemble

N(DR)(t ) := {Nx(t ) : x ∈ DR}

est contenu dans l’intervalle compact [−R,R]. Par conséquent, N(DR) est relativement
compact. On peut donc conclure par application du théorème d’Ascoli-Arzelà que N :
DR −→ DR est complètement continu. Toutes les conditions du théorème du point fixe
de Schauder sont donc vérifiées. L’opérateur N possède donc dans DR au moins un point
fixe, solution du PDF (3)-(6).

Corollaire 2.2 Théorème 2.4 reste vrai si au lieu de la condition (2.20), on suppose que

lim
r−→∞

q(r )

r
= 0.

Preuve. En effet, par définition de la limite,

∃ r0 > 0 : r > r0 ⇒ q(r )

r
< 1

∆‖l‖L1(J)
.

Corollaire 2.3 Soit A 6= 0, f continue par rapport au second argument et vérifie les hypo-
thèses :

(H13) Il existe deux constantes positives 0 < k,σ< 1 telles que

tσ| f (t ,u)− f (t , v)|6 k|u − v |, ∀ t ∈ J, ∀ (u, v) ∈R2.

(H14) Il existe R > 0 tel que

kR+m

R
6

1−σ
∆

, avec m := sup
t∈J

|tσ f (t ,0)| < +∞.
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Alors, le PDF (3)-(6) possède au moins une solution définie dans J. De plus, si m > 0 alors,
la solution est unique.

Preuve. Considérons la fonction l (t ) = t−σ, 0 < t 6 1 et s’annulant en t = 0 ainsi que la
fonction q(u) = (ku +m), u ∈R.
La fonction l est un élément de L1(J) avec ‖l‖L1(J) = 1

1−σ . D’autre part, la fonction q est
croissante, continue et d’après (H14), Il existe R > 0 tel que R > q(R)∆‖l‖L1(J). D’après
(H13),

(t ,u) ∈ J×R⇒| f (t ,u)| = l (t )tσ| f (t ,u)|
6 l (t )

(
tσ| f (t ,u)− f (t ,0)|+ tσ| f (t ,0)|)

6 l (t ) (k|u|+m) = l (t )q(|u|).

Ainsi, toutes les conditions du théorème 2.4 sont vérifiées. Par conséquent, le PDF (3)-(6)
admet au moins une solution dans DR.
Supposons maintenant que m := supt∈J |tσ f (t ,0)| > 0. Nous savons déjà (étape 4 de la
preuve du théorème 2.4) que N(DR) ⊆ DR. Pour établir l’unicité de cette solution, nous
allons montrer que l’opérateur N definit une contraction dans DR. Pour cela, remarquons
tout d’abord que

(H14) ⇒ k∆

1−σ < 1. (2.21)

Si x, y sont deux éléments arbitraires de DR alors,

‖Nx −Ny‖∞ = sup
06t61

|Nx(t )−Ny(t )|

6 sup
06t61

∫ 1

0
|G(t , s)|| f (s, x(s))− f (s, y(s))|d s

6 ∆

∫ 1

0

sσ| f (s, x(s))− f (s, y(s))|
sσ

d s

6 k∆‖x − y‖∞
∫ 1

0

1

sσ
d s

=
k∆

1−σ‖x − y‖∞
Ceci termine la preuve.

Exemple 2.1 Supposons que pour le PDF (3)-(6), α = 175
14 ,σ = 1

2 , ( j1, j2) = (10,12), (a1, a2) =
(1,3),
(q1, q2) = (0,2), (p1, p2) = (6,8) et la fonction f est donnée par la formule

f (t ,u) =

{
eβtp

t

(
ln(e2 +|u|)+δ|u|) , t 6= 0, u ∈R

0, t = 0, u ∈R ,

où, β et δ sont deux réels positifs. Dans ce cas,

n := [α]+1 = 13, A = 126, ∆' 1,3412×10−3.

La fonction f est continue par rapport au second argument u et vérifie l’égalité
f (t ,u)6 l (t )q(|u|) où, les fonctions l et q sont définies comme suit :

l (t ) =

{
eβtp

t
, t 6= 0

0, t = 0
, t ∈ J, β> 0,
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q(v) = ln(e2 + v)+δv, v > 0, δ> 0.

D’autre part, l est un élément de L1(J) avec

‖l‖L1(J) =
∫ 1

0

eβs

p
s

d s6
∫ 1

0

eβp
s

d s = 2eβ

et

lim
r−→+∞

q(r )

r
= δ.

Ainsi, d’après le corollaire 2.2 du théorème 2.4, le PDF (3)-(6) possède au moins une solution
pour δ = 0.
Si δ 6= 0 alors, un calcul direct nous donne

1− 1
2

∆
=

1

2∆
' 103

2,6824
,

m := sup
t∈J

t
1
2 | f (t ,0)| = 2eβ,

et pour tout triplet (t ,u, v) ∈ J×R×R,

t
1
2 | f (t ,u)− f (t , v)|6 eβ−2(1+δe2)|u − v | := k|u − v |.

Par application du corollaire 2.3 du Théorème 2.4, le PDF (3)-(6) admet sous la condition
eβ−2(1+δe2) < 1 une solution unique appartenant à DR où, R est choisi tel que

0 < kR+m

R
=

eβ−2(1+δe2)R+2eβ

R
6

1− 1
2

∆
' 103

2,6824
.

�

3 Ulam - stabilités

Dans cette section, nous étudions les Ulam-stabilités du PDF (3)-(6) via sa formulation
intégrale équivalente

y(t ) = Ny(t ), où, Ny(t ) =
∫ 1

0
G(t , s) f (s, y(s))d s. (2.22)

Commençons tout d’abord par rappeler les différents types de l’Ulam - stabilité.

Définition 2.2 [47] On dira que l’équation intégrale (2.22) est Ulam-Hyers stable s’il existe
C f > 0 telle que pour tout ε> 0 et toute solution x ∈ C(J) de l’inégalité

|x(t )−Nx(t )|6 ε, t ∈ J, (2.23)

il existe une solution y ∈ C(J) de l’équation (2.22) telle que

|x(t )− y(t )|6C f ε, t ∈ J. (2.24)

Notons que l’équation intégrale (2.22) est Ulam-Hyers stable si et seulement si, le PDF
(3)-(6) l’est aussi [47].
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3. ULAM - STABILITÉS

Définition 2.3 On dira que l’équation intégrale (2.22) est Ulam-Hyers stable au sens géné-
ralisé s’il existe une fonction θ ∈ C(R+,R+) telle que pour tout ε> 0 et toute solution x ∈ C(J)
de l’inégalité (2.23), il existe une solution y ∈ C(J) de l’équation (2.22) telle que

|x(t )− y(t )|6 θ(ε), t ∈ J. (2.25)

Définition 2.4 On dira que l’équation intégrale (2.22) est Ulam-Hyers-Rassias stable par
rapport à la fonction ϕ ∈ C(J,R+) s’il existe une constante C f > 0 telle que pour tout ε> 0 et
toute solution x ∈ C(J) de l’inégalité

|x(t )−Nx(t )|6 εϕ(t ), t ∈ J, (2.26)

il existe une solution y ∈ C(J) de l’équation (2.22) telle que

|x(t )− y(t )|6C f εϕ(t ), t ∈ J. (2.27)

Théorème 2.5 Supposons que toutes les conditions du corollaire 2.3 sont satisfaites. Si,

m = sup
t∈J

tσ| f (t ,0)| > 0,

alors, l’équation intégrale (2.22) est Ulam-Hyers stable.

Preuve. Soient ε> 0, x ∈ C(J) une solution de l’inégalité (2.23) et y ∈ C(J) l’unique solution
de l’équation intégrale (2.22) (Corollaire 2.3 du Théorème 2.4). Puisque, y est un point fixe
de l’opérateur N alors, pour tout t ∈ J = [0,1]

|x(t )− y(t )|6 |x(t )−Nx(t )|+ |Nx(t )−Ny(t )|6 ε+|Nx(t )−Ny(t )|. (2.28)

D’après la preuve du corollaire 2.3, k∆< 1−σ et

|Nx(t )−Ny(t )|6 k∆

1−σ‖x − y‖∞. (2.29)

Cela implique que

‖x − y‖∞ = sup
t∈J

|x(t )− y(t )| 6 ε+ k∆

1−σ‖x − y‖∞

ou de manière équivalente,

‖x − y‖∞6C f ε, avec C f =
1−σ

1−σ−k∆
.

Remarque 2.4 En posant θ(ε) = 1−σ
1−σ−k∆

ε, on obtient que l’équation intégrale (2.22) est
aussi Ulam-Hyers au sens généralisé.

Théorème 2.6 Sous les conditions du théorème 2.5, l’équation intégrale (2.22) est Ulam-
Hyers-Rassias stable par rapport à toute fonction ϕ ∈ C(J,R+) vérifiant (2.26).
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3. ULAM - STABILITÉS

Preuve. Soient ε > 0, x ∈ C(J) une solution de l’inégalité (2.26) et y ∈ C(J) l’unique solu-
tion de l’équation intégrale (2.22). En raisonnant de manière similaire au théorème 2.5
précédent, on vérifie facilement que

|x(t )− y(t )|6C f εϕ(t ), avec C f =
1−σ

1−σ−k∆
.

Exemple 2.2 Comme dans l’exemple 2.1, supposons que dans le PDF (3)-(6),α = 175
14 , ( j1, j2) =

(10,12), (a1, a2) = (1,3), (q1, q2) = (0,2), (p1, p2) = (6,8) et la fonction f est donnée par

f (t ,u) =

{
eβtp

t

(
ln(e2 +|u|)+δ|u|) , t 6= 0, u ∈R

0, t = 0, u ∈R

Nous savons déjà (voir exemple 2.1) que ∆ ' 1,3412×10−3 et que toutes les conditions du
corollaire 2.3 sont vérifiées pour

σ =
1

2
, k = eβ−2(1+δe2), m := sup

t∈J
t

1
2 | f (t ,0)| = 2eβ > 0.

De plus, pour δ 6= 0, l’équation intégrale (2.22) possède une solution unique. On peut par
application du théorème 2.5 conclure qu’on a la Ulam-Hyers stabilité, et qu’on a la Ulam-
Hyers-Rassias stabilité par application du théorème 2.6.
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Chapitre 3

Existence de solution dans le cas d’une
inclusion différentielle

Dans ce chapitre, nous investiguons l’existence des solutions pour le problème d’in-
clusion différentielle fractionnaire (PIDF en abrégé)

CDαx(t ) ∈ F(t , x(t )), t ∈ J = [0,1], α> 3, (3.1)

assujetti aux mêmes conditions (4 - 6). Ici, F : [0,1]×R −→ P (R) est une fonction multi-
voque. Nous distinguerons séparemment le cas convexe et le cas non convexe de la fonc-
tion F. Pour le premier cas, un résultat d’existence est obtenu par application du théorème
du point fixe de Bohnenblust-Karlin [25]. Le théorème du point fixe des contractions mul-
tivoques de H. Covitz et S.B. Nadler [33] est utilisé dans le cas non convexe.

1 Rappels des fondamentaux des fonctions multivoques

Dans cette section, nous exposons les concepts fondamentaux des fonctions multi-
voques conformément aux besoins de la suite. Pour plus de littérature et de details sur les
fonctions miltivoques, le lecteur peut aussi consulter les livres de J.P. Aubin et A. Cellina
[15], J.P. Aubin et H. Frankowska [16], C. Castaing et M. Valadier [28], K. Deimiling [34], S.
Hu et N. Papageorgiou [44].

Définition 3.1 Soient X un espace métrique et Y un espace de Banach. On appelle fonc-
tion multivoque de X dans Y toute application h : X −→ P (Y ). En d’autres termes,
l’image de tout élément de X est un sous-ensemble de Y .

Définition 3.2 Une fonction multivoque H : X −→P (Y ) est dite
(a) à valeurs convexes (fermées) si, H(x) est un sous-ensemble convexe (fermé) de Y

pour tout x ∈X .
(b) bornée sur les sous-ensembles bornés si, H(B) = ∪x∈BH(x) est un sous-ensemble

borné de Y pour toute partie bornée B de X .
(c) semi-continue supérieurement (s.c.s.) dans X si, pour tout x0 ∈X , l’ensemble H(x0)

est non vide, fermé dans Y et pour tout ouvert B de Y contenant H(x0), il existe un
voisinage ouvert N de x0 tel que H(N ) ⊆B.

(d) complètement continue si, H(B) est relativement compact dans Y pour toute par-
tie B bornée de X .

(e) possède un point fixe, si X = Y et s’il existe x ∈X tel que x ∈ H(x).
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1. RAPPELS DES FONDAMENTAUX DES FONCTIONS MULTIVOQUES

Notons que si H est complètement continue et à valeurs non vides et compactes alors, H
est s.c.s. si et seulement si, H a un graphe fermé, c’est à dire :(

xn −→ x, yn −→ y, yn ∈ H(xn)
)⇒ y ∈ H(x).

Définition 3.3 Soit F : J×Y −→Y une fonction multivoque et soit y ∈ C(J,Y ). On appelle
selection de F associée à y le sous-ensemble SF,y de L1(J,Y ) défini par

SF,y := {v ∈ L1(J,Y ) : v(t ) ∈ F(t , y(t )) pour presque tout t ∈ J}.

Soit d la métrique induite dans Y par sa norme ‖.‖Y :

d(x, y) = ‖x − y‖Y , x, y ∈Y .

Alors, la formule

Hd (A,B) = max{sup
a∈A

d(a,B),sup
b∈B

d(A,b)},

définit une métrique généralisée (peut prendre la valeur infinie) dans l’ensemble P (Y ).
Dans la suite, nous utiliserons les sous-ensembles suivants de P (Y ) :

i) Pcl (Y ) (respectivement Pc (Y )) est l’ensemble de tous les sous-ensembles fermés (res-
pectivement convexes) de Y .
ii) Pcp (Y ) est l’ensemble de tous les sous-ensembles compacts de Y .
iii) Pcl ,c (Y ) (respectivement Pcp,c (Y )) est l’ensemble de tous les sous-ensembles non
vides, fermés et convexes (respectivement non vides, compacts et convexes) de Y .

Définition 3.4 Une fonction multivoque N : Y −→ Pcl (Y ) est dite
(1) γ-Lipschitzienne s’il existe une constante γ> 0 telle que

Hd (N(x),N(y))6 γd(x, y), pour tous x, y ∈Y ,

(2) contraction (ou contractive) si, elle est γ-Lipschitzienne avec γ< 1.

Lemme 3.1 (H. Covitz et S.B. Nadler [33]) Soit (Y ,d) un espace métrique.
Si, H : Y −→ Pcl (Y ) est une contraction alors, l’ensemble Fi x(H) des points fixes de H est
non vide.

Théorème 3.1 (Bohnenblust-Karlin [25]) Soit D ∈ Pcl ,c (Y ) et soit H : D −→ Pcl ,c (D) une
fonction s.c.s. telle que H(D) est compact. Alors, H admet un point fixe (Fi x(H) 6= ;).

Définition 3.5 Une fonction multivoque F : J×Y −→Y est dite de Carathéodory si, elle est
mesurable par rapport à t ∈ J pour tout x ∈Y fixé et s.c.s. dans Y pour presque tout t ∈ J.

Lemme 3.2 [51] Soit I un intervalle réel et compact deR,φ une application linéaire conti-
nue de L1(I) dans C(I). Soit aussi F : I×R−→ Pcl ,c (R) une fonction multivoque satisfaisant
les conditions suivantes :

(i) F est de Carathéodory.
(ii) Pour tout x ∈ R fixé, l’ensemble SF,x :=

{
f ∈ L1(I) : f (t ) ∈ F(t , x) pour tout t ∈ I

}
est

non vide.
Alors, l’opérateur φ◦SF défini de C(I) dans Pcl ,c (C(I)) par (φ◦SF)(x) =φ(SF,x) est un opéra-
teur à graphe fermé dans C(I)×C(I).
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2. EXISTENCE DE SOLUTIONS

2 Existence de solutions

2.1 Le cas convexe

Dans la présente section, nous donnons un résultat d’existence de solution pour le
PIDF (3.1) assujetti aux conditions (4)-(6) pour le cas où F(t , s) est une fonction multi-
voque à valeurs convexes dans P (Y =R).

Définition 3.6 Une fonction n = ([α]+1)- continûment dérivable y : J −→R est dite solution
du PIDF (3.1) assujetti aux conditions (4)-(6) si, elle vérifie l’équation (CDαx)(t ) = F(t , x(t ))
dans J ainsi que les conditions (4), (5).

Théorème 3.2 Soit A 6= 0 et supposons que la fonction multivoque F satisfait aux hypo-
thèses suivantes :

(H15) F : [0,1]×R−→ Pcl ,c (R) est de Carathéodory.
(H16) Pour tout r > 0, il existe une fonction positive ρr ∈ L1(J) telle que

(t , x) ∈ J×R et |x|6 r ⇒‖F(t , x)‖ := sup{|u| : u(t ) ∈ F(t , x)}6 ρr (t ).

Si,

µ := liminf
r−→+∞

(∫ 1
0 ρr (t )d t

r

)
< 1

∆
, (3.2)

alors, le PIDF (3.1) assujetti aux conditions (4)-(6) possède au moins une solution.

Preuve. Tout d’abord, rappelons que conformément aux notations adoptées dans l’intro-
duction, C(J) := C(J,R). Considérons l’opérateur multivoque,

N : C(J) −→P (C(J)), N(y) =

{
h ∈ C(J) : h(t ) =

∫ 1

0
G(t , s) f (s)d s, f ∈ SF,y

}
où, la fonction G(t , s) est donnée par (2.12). Pour r > 0 soit

Dr := {x ∈ C(J) : ‖x‖∞6 r } .

D’après le lemme 2.1, les points fixes de N sont les solutions du problème en étude.
Étape 1 : Il existe r0 > 0 tel que N(Dr0 ) ⊆ Dr0 .

Si ce n’est pas le cas,
∀ r > 0, N(Dr ) =

⋃
x∈Dr

N(x)*Dr .

Ceci est équivalent à

∀ r > 0, ∃ xr ∈ Dr , ∃ hr ∈ N(xr ) : ‖hr ‖∞ > r

avec

hr (t ) =
∫ 1

0
G(t , s) f (s)d s, f ∈ SF,xr .

D’après (H16), il existe une fonction positive ρr ∈ L1(J) telle que

| f (s)|6 ρr (s), ∀ s ∈ J.
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2. EXISTENCE DE SOLUTIONS

Par conséquent,

r < ‖hr ‖∞6∆
∫ 1

0
ρr (s)d s.

En divisant des deux cotés par r et en prenant la limite inférieure quand r −→ ∞, on
obtient

∆ liminf
r−→+∞

(∫ 1
0 ρr (t )d t

r

)
> 1,

ce qui contredit (3.2). Ainsi donc, N(Dr0 ) ⊆ Dr0 pour un certain r0 > 0.
Soit N0 la restriction de N au sous-ensemble convexe et fermé Dr0 . Il est clair que chaque
point fixe pour N0, l’est aussi pour N. Nous allons maintenant suivre le schéma proposé
dans [9, 30] pour prouver que N0 vérifie toutes les conditions du théorème 3.1.
Étape 2 : N0(x) est convexe pour tout x ∈ Dr0 .

Soient h1, h2 deux éléments de N0(x). Il existe deux fonctions f1, f2 ∈ SF,x telles que pour
tout t ∈ J,

hi (t ) =
∫ 1

0
G(t , s) fi (s)d s, i = 1,2.

Si, 06 λ6 1 alors,

(λh1 + (1−λ)h2)(t ) =
∫ 1

0
G(t , s)(λ f1 + (1−λ) f2)(s)d s, ∀ t ∈ J.

Puisque SF,x est convexe (car F est à valeurs convexes) alors, λ f1 + (1−λ) f2 ∈ SF,x et donc,

λh1 + (1−λ)h2 ∈ N0(x).

Étape 3 : N0(Dr0 ) est un sous-ensemble compact de Dr0 .
On sait d’après l’étape 1 que N0(Dr0 ) est une partie de Dr0 . Elle est donc uniformément
bornée. Il suffit donc de prouver que N0(Dr0 ) est équicontinue. Si, x ∈ Dr0 et h ∈ N0(x), il
existe f ∈ SF,x telle que

h(t ) =
∫ 1

0
G(t , s) f (s)d s.

Par conséquent, pour t1, t2 ∈ J : t1 < t2 et par application de (H16),

|h(t2)−h(t1)| 6
∫ 1

0
|G(t1, s)−G(t2, s)|| f (s)|d s

6
∫ 1

0
|G(t1, s)−G(t2, s)|ρr0 (s)d s

Puisque ρr0 ∈ L1(J) et G(t , s) est continue par rapport à l’argument t ∈ J, le dernier membre
de la double inégalité précédente tend vers zéro quand t1 tend vers t2. De plus, cette li-
mite est indépendante de x dans Dr0 . Ceci implique que N0(Dr0 ) est équicontinue et que
N0(Dr0 ) est une partie compacte de Dr0 .
Étape 4 : Le graphe de N0 est fermé

Nous devons montrer que

(xn −→ x∗, hn ∈ N0(xn), hn −→ h∗) ⇒ h∗ ∈ N0(x∗).

28
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On a,

hn ∈ N0(xn) ⇔
(
∃ fn ∈ SF,xn : hn(t ) =

∫ 1

0
G(t , s) fn(s)d s, ∀ t ∈ J

)
. (3.3)

Soit φ : L1(J) −→ C(J) l’opérateur linéaire défini par :

f 7−→ (φ( f ))(t ) =
∫ 1

0
G(t , s) f (s)d s.

On vérifie facilement que

‖φ( f )‖∞ = sup
t∈J

|(φ( f ))(t )|6∆‖ f ‖L1(J).

Cela signifie que φ est borné et donc, continu. D’après le lemme 3.2, φ ◦SF est à graphe
fermé. On déduit de la relation hn :=φ( fn) ∈φ(

SF,xn

)
=φ◦SF(xn) que

h∗ = lim
n−→+∞hn = lim

n−→+∞φ( fn) ∈φ(
SF,x∗

)
=φ◦SF(x∗).

En d’autres termes,

∃ f∗ ∈ SF,x∗ : h∗(t ) =
(
φ( f∗)

)
(t ) =

∫ 1

0
G(t , s) f∗(s)d s, ∀ t ∈ J,

ce qui signifie que le graphe de N0 est fermé.
En résumé, l’opérateur multivoque N0 est à graphe fermé, borné, à valeurs convexes et
fermées donc compactes (car N(Dr0 ) est compact). On peut donc à laide du Lemme 3.2
affirmer que N0 est semi-continu supérieurement. D’après le théorème 3.1, N0 possède
au moins un point fixe x ∈ Dr qui est solution du PIDF(3.1) assujetti aux conditions (4)-
(6).

2.2 Le cas non convexe

Nous allons maintenant explorer l’existence des solutions dans le cas où la fonction
F n’est pas à valeurs convexes. Notre approche sera basée sur le lemme 3.1 de Covitz H.
et Nadler S.B. [33] et la condition de convexité des valeurs de F sera remplacée par leur
compacité.

Théorème 3.3 Soit A 6= 0 et supposons que
(H17) F : J ×R −→ P cp (R), la fonction F(.,u) : J −→ P cp (R) est mesurable pour tout

u ∈R fixé.
(H18) Pour tout y ∈ C(J), il existe une constante My > 0 dépendant seulement de y et

telle que

|w |6My , pour tout w ∈⋃
t∈J F(t , y(t )).

(H19) Il existe une fonction l ∈ L1(J,R+) telle que

Hd (F(t ,u),F(t , ū))6 l (t )|u − ū|, pout tout u, ū ∈R,

Si,
∆‖l‖L1(J) < 1 (3.4)

alors, le PIDF (3.1) assujetti aux conditions (4)-(6) possède au moins une solution.
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Remarque 3.1 Par application de (H17), on peut voir que SF,x 6= ; pour tout x ∈ L1(J,R).
On en déduit que F possède une sélection mesurable (voir [28], Théorème III.6)

Preuve. (du théorème)

Étape 1 : On montre que N(x) ∈P cl (C(J)) pour tout x ∈ C(J).
Soit (hn)n>0 une suite d’éléments de N(x) telle que hn −→ h dans C(J). Alors, h ∈ C(J) et
pour tout nombre naturel n, il existe un sous-ensemble de mesure nulle Jn de J = [0,1] et
une fonction vn ∈ L1(J) tels que

t ∈ J \ Jn ⇒ vn(t ) ∈ F(t , x(t )) et hn(t ) =
∫ 1

0
G(t , s)vn(s)d s.

Le sous-ensemble J =
⋃

n Jn est aussi de mesure nulle et vn(t ) ∈ F(t , x(t )) pour tout n et
tout t ∈ J \ J.
En utilisant la compacité de F(t , x(t )), t ∈ J, on obtient (par passage à une sous-suite si
nécessaire) que {vn(t )}n converge vers une certaine fonction v(t ) := limn−→+∞ vn(t ), t ∈ J.
De manière évidente, v(t ) ∈ F(t , x(t )), ∀ t ∈ J \ J.
Par application de l’hypothèse (H18),

sup
{|v(t )|, |v1(t )|, |v2(t )|, · · ·}6Mx , ∀ t ∈ J.

Cela implique que v ∈ L1(J).
Donc, par application du théorème de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient
pour tout t ∈ J

h(t ) = lim
n−→+∞hn(t ) = lim

n−→+∞

∫ 1

0
G(t , s)vn(s)d s

=
∫ 1

0
G(t , s)

(
lim

n−→+∞vn(s)
)

d s =
∫ 1

0
G(t , s)v(s)d s.

Ainsi, x ∈ N(x) et donc, N(x) ∈P cl (C(J)) pour tout x ∈ C(J).

Étape 2 : On montre qu’il existe 0 < γ < 1 tq Hd (N(x),N(x̄)) < γ‖x − x̄‖L1(J) pour tous
x, x̄ ∈ C(J).
Soient x, x̄ ∈ C(J) et h1 ∈ N(x). Il existe v1 ∈ F(t , x(t )) telle que pour tout t ∈ J

h1(t ) =
∫ 1

0
G(t , s)v1(s)d s.

Par application de (H19),

Hd (F(t , x(t )),F(t , x̄(t ))6 l (t )|x(t )− x̄(t )|
Il s’ensuit, qu’il existe w ∈ F(t , x̄(t )) tel que

|v1(t )−w |6 l (t )|x(t )− x̄(t )|, t ∈ J.

Considérons la fonction U : J −→P (R) donnée par

U(t ) = {w ∈R : |v1(t )−w |6 l (t )|x(t )− x̄(t )|}
Puisque la fonction multivoque V(t ) = U(t )∩F(t , x̄(t )) est mesurable, il existe une fonction
v2(t ) qui est une sélection mesurable de V. Par conséquent, v2 ∈ F(t , x̄(t )) et pour tout
t ∈ J,

|v1(t )− v2(t )|6 l (t )|x(t )− x̄(t )|, t ∈ J.
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Posons

h2(t ) =
∫ 1

0
G(t , s)v2(s)d s, t ∈ J.

On a, h2 ∈ N(x) et pour tout t ∈ J

‖h1 −h2‖∞ 6
∫ 1

0
|G(t , s)|l (s)|v1(s)− v2(s)|d s

6
∫ 1

0
∆l (s)|v1(s)− v2(s)|d s

6 ∆‖l‖L1(J)‖x −x‖∞.

Ainsi,
‖h1 −h2‖∞6∆‖l‖L1(J)‖x − x̄‖∞.

On obtient une relation analogue en interchangeant les rôles de x et x̄. On peut donc
affirmer que

Hd (N(x),N(x̄))6∆‖l‖L1(J)‖x − x̄‖∞.

D’après (3.4), N est une contraction. Par application du lemme 3.1, on obtient que N pos-
sède au moins un point fixe x solution du PIDF. Ceci achève la preuve du théorème.

3 Exemple

Considérons le PIDF suivant :

(CD
70
8 x)(t ) ∈ F(t , x(t )), t ∈ J = [0,1] (3.5)

x( j )(0) = 0, j ∉ {4,8} (3.6)

ax(q)(1) =
∫ 1

0

(1− s)p−1

Γ(p)
x(s)d s, (a, p, q) ∈ {(1,5,0); (3,7,2)} (3.7)

où,

F(t , x) =

{
(1−σ)|x|

2∆tσ
.[0,1] := [0, (1−σ)|x|

2∆tσ
], si t 6= 0

{0} , si t = 0
, 0 <σ< 1.

Dans ce cas,

α =
70

8
,n := [α]+1 = 9,( j1, j2) = (4,8), (q1, q2) = (0,2), (a1, a2) = (1,3), (p1, p2) = (5,7)

et A := det(S) = 131,99. La formule (2.16) nous donne,∆' 5,3979.
Il est évident que, F est de Carathéodory à valeurs fermées et convexes. Pour tout x fixé
dans R, la fonction fx définie dans [0,1] par :

fx(t ) =

{
(1−σ)|x|

2∆tσ
, si t 6= 0

0, si t = 0

est un élément de SF,x . De plus,

∀ r > 0, (t , x) ∈ [0,1]×R ∧ |x|6 r ⇒‖F(t , x)‖6 ρr (t ) := fr (t ).
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Finalement, il découle de l’inégalité(∫ 1

0

ρr (t )d t

r

)
=

∫ 1

0

(1−σ)

2∆tσ
d t =

1

2∆

que

liminf
r−→+∞

(∫ 1

0

ρr (t )d t

r

)
< 1

∆
.

Ainsi, toutes les conditions du Théorème 3.2 sont vérifiées. Par conséquent, le PIDF (3.5)-
(3.7) admet au moins une solution x définie dans [0,1].
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Chapitre 4

Existence et stabilité des solutions : Cas
des conditions intégrales à coefficients
opérateurs linéaires

1 Introduction

Dans la présente section, nous nous intéressons à l’existence, l’unicité, la Ulam-Hyers
et la Ulam-Hyers-Rassias stabilités des solutions du problème singulier suivant :

CDαy(τ)+ψ(τ, y(τ)) = 0, τ ∈ [0,1] , α> 3 (4.1)

y ( j )(0) = 0, j ∈ {0,1, · · · ,n −1} \
{

j1, j2
}

, n = [α]+1 (4.2)

Ak
(
y (qk )(1)

)
=

1

Γ(pk )

∫ 1

0
(1−θ)pk−1 y(θ)dθ, pk ∈N∗, k = 1,2 (4.3)

où, j1, j2, q1, q2, p1, p2 sont des entiers naturels tels que

06 q1 6= q26 j1 6= j26 [α] , (4.4)

la fonction ψ est définie [0,1]×E −→ E et possède la singularité

lim
τ−→0+

‖ψ(τ,θ)‖E = +∞, ∀ θ ∈ E (4.5)

et vérifie certaines conditions qui seront précisées plus bas, E est un espace de Banach
réel, A1 et A2 sont deux opérateurs linéaires bornés commutants, définis dans E . Il est
évident que le problème ainsi posé est une version "espace de Banach" du problème traité
dans le chapitre 2.

2 Concepts et résultats préliminaires fondamentaux

2.1 Intégrale de Bochner

Nous commençons par un bref exposé de l’intégrale de Bochner et de ses propriétés.
Les résultats que nous énonçons ici sont le strict néccessaire pour la suite. Pour plus de
détails et d’information sur l’intégrale de Bochner, le lecteur peut consulter [24, 55]. Dans
la suite, E ∗ désignera le dual topologique de E , c’est à dire l’espace de Banach de toutes
les formes linéaires continues de E dans R.
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Définition 4.1 Une fonction f : J −→ E est dite simple si elle admet la représentation

f (t ) =
N∑

k=1
1Ak (t )xk , N6+∞, (t ∈ J) (4.6)

où, les xk sont des vecteurs fixés de E , les Ak -des sous-ensembles dont la réunion est J, 1Ak

est la fonction indicatrice de Ak .

Définition 4.2 Une fonction f : J −→ E est dite fortement mesurable s’il existe une suite{
fn

}
de fonctions simples qui converge presque partout vers f .

On a la caractérisation suivante

Théorème 4.1 Une fonction f : J = [0,1] −→ E est fortement mesurable si et seulement si,
i) Elle prend ses valeurs dans un sous-espace fermé séparable E0 de E .
ii) Pour tout x∗ ∈ E ∗, la fonction x∗ ◦ f : J −→R est mesurable.

Remarque 4.1 Notons que si E est séparable alors, la condition (i) est automatiquement
satisfaite. Si E = R alors, les concepts de mesurabilité et mesurabilité forte coïncident. En
effet, R est séparable et les seules formes linéaires sur R sont les homothéties.

Définition 4.3 Une fonction simple f : J −→ E admettant la représentation (4.6) est dite
Bochner intégrable si la série

∑N
k=1 mes(Ak )‖xk‖E converge. Dans ce cas, le vecteur

∫
J

f (t )d t :=
N∑

k=1
mes(Ak )xk

est appelé intégrale de Bochner de f dans J.

Remarque 4.2 L’intégrale de Bochner d’une fonction simple est indépendante de la repré-
sentation (4.6).

Définition 4.4 Une fonction f : J −→ E est dite Bochner intégrable s’il existe une suite
{

fn
}

de fonction simples Bochner intégrables telle que
i) limn−→+∞ fn(t ) = f (t ) presque partout dans J.
ii) limn−→+∞

∫
J supt∈J ‖ fn(t )− f (t )‖E d t = 0.

Dans ce cas, on pose ∫
J

f (t )d t := lim
n−→+∞

∫
J

fn(t )d t .

On a la caractérisation suivante

Théorème 4.2 Une fonction f : J = [0,1] −→ E fortement mesurable est Bochner-intégrable
si et seulement si, ∫ 1

0
‖ f (t )‖E d t <+∞. (4.7)

Dans ce cas, ∥∥∥∥∫ 1

0
f (t )d t

∥∥∥∥
E

6
∫ 1

0
‖ f (t )‖E d t . (4.8)
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Par définition, deux fonctions presque partout égales possèdent la même intégrale de
Bochner. Si l’on considère de telles fonctions comme étant identiques alors, l’ensemble
L1(J,E ) des fonctions f : J −→ E Bochner integrables est un espace de Banach pour la
norme :

‖ f ‖
L1(J,E )

:=
∫ 1

0
‖ f (t )‖E d t . (4.9)

Notons au passage que toute fonction f : J = [0,1] −→ E continue est un élément de l’es-
pace L1(J,E ). En effet, pour tout x∗ ∈ E ∗, la fonction x∗ ◦ f : J −→ R est continue, donc
mesurable. L’ensemble J ∩Q étant dénombrable et dense dans J, on obtient par conti-
nuité de f que l’ensemble f (J∩Q) est aussi dénombrable et dense dans le sous-espace
fermé E0 qu’il engendre. Ainsi, f est fortement mesurable. D’autre part, J étant compact,
la fonction continue f est bornée. Par conséquent,∫ 1

0
‖ f (t )‖E d t 6 sup

t∈J

∥∥ f (t )
∥∥

E

∫
J
d t = sup

t∈J

∥∥ f (t )
∥∥

E <+∞.

D’après le théorème de caractérisation 4.2, la fonction f est un élément de L1(J,E ).

Remarque 4.3 Si f : J −→ E admet la représentation f (t ) = f̃ (t ).v où, f̃ : J −→R est absolu-
ment intégrable et v est un élément fixe de E alors,∫

J
f (t )d t =

(∫
J

f̃ (t )d t

)
.v.

L’intégrale figurant à droite de l’égalité est l’intégrale de Lebesgue d’une fonction réelle.

Théorème 4.3 (fondamental d’intégration)
Supposons que pour f : J −→ E , il existe une fonction F : J −→ E , continue, presque par-
tout dérivable avec F′(t ) = f (t ). Alors, f est fortement mesurable. Si de plus, f est Bochner
intégrable alors, ∫ 1

0
f (t )d t = F(1)−F(0).

Le résultat suivant est la version Bochner du théorème de convergence dominée pour les
fonctions de Lebesgues dans le cas scalaire.

Théorème 4.4 (de convergence dominée)
Soit

{
fn : J −→ E

}
n une suite de fonctions fortement mesurables convergeant presque par-

tout vers une fonction f . On suppose qu’il existe une fonction g : J −→R telle que pour tout
n,

‖ fn(t )‖E 6 |g (t )| presque partout dans J = [0,1] .

Alors, f est Bochner intégrable et on a

lim
n−→+∞

∫ 1

0
‖ fn(t )− f (t )‖E d t = 0. (4.10)

En particulier,

lim
n−→+∞

∫ 1

0
fn(t )d t =

∫ 1

0
f (t )d t . (4.11)

Théorème 4.5 (de permutation avec un opérateur linéaire borné)
Soient f : J −→ E une fonction Bochner intégrable et A un opérateur linéaire borné défini
dans E et à valeurs dans un espace de Banach F .
Alors, la fonction A( f ) : J −→F est aussi Bochner intégrable et

A

(∫ 1

0
f (t )d t

)
=

∫ 1

0
(A f )(t )d t .
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2.2 Calcul fractionnaire pour les fonctions à valeurs dans un espace de
Banach

Nous allons maintenant introduire les concepts d’intégrale et dérivée fractionnaires
pour les fonctions à valeurs dans un espace de Banach. Pour plus de détails, consulter
[13, 14].

Définition 4.5 Soient α> 0, f ∈ L1(J = [0,1],E ). L’intégrale de Bochner

(
Iα0+ f

)
(t ) :=

1

Γ(α)

∫ t

0
(t − s)α−1 f (s)d s (4.12)

est si elle existe, appelée Bochner intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α. Si
α = 0, on pose I0

0+ f (t ) = f (t ), c’est à dire que I0
0+ est l’opérateur identité.

Théorème 4.6 [13] (Propriété de semi-groupe)
Soient α> 0, β> 0 et f ∈ L1(J,E ). Alors, l’égalité

Iα0+Iβ0+ f (t ) = Iα+β0+ f (t ) = Iβ0+Iα0+ f (t )

est valide presque partout dans J. Si de plus f est continue où α+β> 1 alors, elle est valide
partout dans J.

Définition 4.6 Soient α> 0 et n−1 sa partie entière. Si f : J −→ E est telle que f (n) ∈ L1(J,E )
alors, l’intégrale de Bochner

(
Dα

0+ f
)

(t ) :=
1

Γ(n −α)

∫ t

0
(t − s)n−α−1 f (n)(s)d s (4.13)

est si elle existe, appelée Caputo-Bochner dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre
α. Si, α est un entier naturel alors, on pose Dα

0+ f = f (α). En particulier, D0
0+ f = f .

D’après [13, théorème 2.3],
(
Dα

0+ f
)

(t ) existe pour tous les t ∈ J et Dα
0+ f ∈ L1(J,E ). Si de plus,

f (n) est essentiellement bornée alors, d’après [13, théorème 2.5], Dα
0+ f ∈ C(J,E ).

Lemme 4.1 [13, théorème 2.16] Soient 06 n −16 α < n, f ∈ Cn−1(J,E )) et f (n) ∈ L1(J,E ).
Alors, pour tout t ∈ J,

f (t ) =
(
Iα0+Dα

0+ f
)

(t )+
n−1∑
k=0

t k

k !
f (k)(0). (4.14)

En particulier, la fonction Iα0+Dα
0+ f est continue de J dans E .

Comme dans le cas scalaire, on a les identités suivantes

Lemme 4.2 [12, 35, 48]
(i) Si g ∈ C(J,E ), α> 0 alors,

CDα
0+Iα0+(g ) = g ;

(ii) Si α> 0, ξ>−1 alors,

Iα0

(
tξv

)
=

Γ(ξ+1)

Γ(α+ξ+1)
tα+ξv, ∀v ∈ E ;

(iii) Si 0 < α6 β alors,
CDα

0+ tβ =
Γ(β+1)

Γ(β−α+1)
tβ−α.
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2.3 Résultats auxiliaires

Les fonctions auxiliaires introduites au début du chapitre 2 deviennent à présent des
opérateurs linéaires bornés dans E , définis comme suit. Soient B0 un sous-ensemble de
B(E ) constitué d’éléments deux à deux commutants et j , p, q des entiers naturels tels que
q 6 j 6 α−q −1. Pour chaque A ∈B(E ), on pose

w(A, j , p, q) :=
Γ( j +1)

Γ( j −q +1)
A− Γ( j +1)

Γ( j +p +1)
IE , (4.15)

z(θ, A, p, q) =
(1−θ)α−q−1

Γ(α−q)
A− (1−θ)α+p−1

Γ(α+p)
IE , θ ∈ J (4.16)

où, IE est l’opérateur identité dans E . On pose aussi

W =
{

w(A, j , p, q) : A ∈B0, j , p, q ∈Z+}
; Z =

{
z(θ, A, p, q) : θ ∈ J, A ∈B0, p, q ∈Z+}

.

Remarque 4.4 On a les propriétés suivantes

1. Chacun des sous-ensembles W et Z est constitué d’éléments deux à deux commutants
de B(E ). De plus, on a les estimations de normes suivantes :

∥∥w(A, j , p, q)
∥∥

B(E )6
Γ( j +1)

Γ( j −q +1)
‖A‖B(E ) +

Γ( j +1)

Γ( j +p +1)
, (4.17)

∥∥z(θ, A, p, q)
∥∥

B(E )6
‖A‖B(E )

Γ(α−q)
+ 1

Γ(α+p)
, ∀ θ ∈ J. (4.18)

2. Chaque élément de W commute avec chaque élément de Z .

Supposons maintenant que les entiers naturels j1, j2, p1, p2, q1, q2 vérifient (4.4)
et B0 = {A1, A2} où, A1, A2 sont les opérateurs commutants apparaissant dans (4.3) et soit

U = w(A1, j1, p1, q1)w(A2, j2, p2, q2)−w(A1, j2, p1, q1)w(A2, j1, p2, q2),

(4.19)

Φ1(θ) = w(A2, j2, p2, q2)z(θ, A1, p1, q1)−w(A1, j2, p1, q1)z(θ, A2, p2, q2), θ ∈ J,

(4.20)

Φ2(θ) = w(A1, j1, p1, q1)z(θ, A2, p2, q2)−w(A2, j1, p2, q2)z(θ, A1, p1, q1), θ ∈ J.

(4.21)

En utilisant la commutativité de A1 avec A2, on vérifie de manière directe que

w(A1, j1, p1, q1)Φ1(θ)+w(A1, j2, p1, q1)Φ2(θ) = Uz(θ, A1, p1, q1), (θ ∈ J) (4.22)

et
w(A2, j1, p2, q2)Φ1(θ)+w(A2, j2, p2, q2)Φ2(θ) = Uz(θ, A2, p2, q2), (θ ∈ J). (4.23)
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Lemme 4.3 Soit φ ∈ L1(J,E ). Si l’opérateur U est inversible alors, l’unique solution du PDF

(CDαy)(τ)+φ(τ) = 0, 0 < τ6 1, α> 3 (4.24)

assujetti aux conditions (4.2, 4.3, 4.4) est donnée par la relation

y(τ) =
∫ 1

0
G(τ,θ)

(
φ(θ)

)
dθ, (4.25)

où,

G(τ,θ) =


−(τ−θ)α−1

Γ(α)
IE +τ j1 U−1Φ1(θ)+τ j2 U−1Φ2(θ), 06 θ< τ6 1

τ j1 U−1Φ1(θ)+τ j2 U−1Φ2(θ), 06 τ6 θ6 1

. (4.26)

Preuve. Notons en premier lieu que

Φ1(θ) ∈B(E ), Φ2(θ) ∈B(E ), G(τ,θ) ∈B(E ), ∀ (θ,τ) ∈ J2.

D’après le lemme 1.2, la solution de l’équation (4.24) est de la forme

y(τ) =
−1

Γ(α)

∫ τ

0
(τ−θ)α−1φ(θ)dθ+ c0 +τc1 +·· ·+τn−1cn−1,

où, c0,c1, . . . ,cn−1 sont des vecteurs constants de E . En utilisant les conditions initiales au
point τ = 0, on obtient que ck = 0 pour k ∉ {

j1, j2
}

et donc,

y(τ) =
−1

Γ(α)

∫ τ

0
(τ−θ)α−1φ(θ)dθ+τ j1 c j1 +τ j2 c j2 , (τ ∈ J).

Les conditions intégrales

Ak
(
y (qk )(1)

)
=

1

Γ(pk )

∫ 1

0
(1−θ)pk−1 y(θ)dθ, k = 1,2

nous donnent

Ak

( −1

Γ(α−qk )

∫ 1

0
(1−θ)α−qk−1φ(θ)dθ+ Γ( j1 +1)

Γ( j1 −qk +1)
c j1 +

Γ( j2 +1)

Γ( j2 −qk +1)
c j2

)

=
−1

Γ(α+pk )

∫ 1

0
(1−θ)α+pk−1φ(θ)dθ+ Γ( j1 +1)

Γ( j1 +pk +1)
c j1 +

Γ( j2 +1)

Γ( j2 +pk +1)
c j2

ou de manière équivalente,(
Γ( j1 +1)

Γ( j1 −qk +1)
Ak −

Γ( j1 +1)

Γ( j1 +pk +1)
IE

)
(c j1 ) +

(
Γ( j2 +1)

Γ( j2 −qk +1)
Ak −

Γ( j2 +1)

Γ( j2 +pk +1)
IE

)
(c j2 )

=
∫ 1

0

(
(1−θ)α−qk−1

Γ(α−qk )
Ak −

(1−θ)α+pk−1

Γ(α+pk )
IE

)
(φ(θ))dθ.

En tenant compte des formules (4.15), (4.16), on obtient que les vecteurs c j1 et c j2 sont
solution du système linéaire :

w(A1, j1, p1, q1)(c j1 )+w(A1, j2, p1, q1)(c j2 ) =
∫ 1

0 z(θ, A1, p1, q1)
(
φ(θ)

)
dθ

w(A2, j1, p2, q2)(c j1 )+w(A2, j2, p2, q2)(c j2 ) =
∫ 1

0 z(θ, A2, p2, q2)
(
φ(θ)

)
dθ

.
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En appliquant w(A2, j2, p2, q2) à la première équation et w(A1, j2, p1, q1) à la seconde équa-
tion, on obtient après soustraction

U
(
c j1

)
=

∫ 1

0

 w(A2, j2, p2, q2)z(θ, A1, p1, q1)

− w(A1, j2, p1, q1)z(θ, A2, p2, q2)

(
φ(θ)

)
dθ =

∫ 1

0
Φ1(θ)

(
φ(θ)

)
dθ.

De manière similaire, en appliquant w(A2, j1, p2, q2) à la première équation et w(A1, j1, p1, q1)
à la seconde équation on obtient après soustraction

U
(
c j2

)
=

∫ 1

0

 w(A1, j1, p1, q1)z(θ, A2, p2, q2)

− w(A2, j1, p2, q2)z(θ, A1, p1, q1)

(
φ(θ)

)
dθ =

∫ 1

0
Φ2(θ)

(
φ(θ)

)
dθ.

Puisque l’opérateur U est autonome par rapport à τ ∈ J et est inversible par hypothèse, on
a

(c j1 , c j2 ) =

(∫ 1

0
U−1Φ1(θ)

(
φ(θ)

)
dθ,

∫ 1

0
U−1Φ2(θ)

(
φ(θ)

)
dθ

)
.

En remplaçant dans l’expression de y(τ), on obtient finallement

y(τ) =
−1

Γ(α)

∫ τ

0
(τ−θ)α−1φ(θ)dθ+τ j1 c j1 +τ j2 c j2

=
−1

Γ(α)

∫ τ

0
(τ−θ)α−1φ(θ)dθ+τ j1

∫ 1

0
U−1Φ1(θ)

(
φ(θ)

)
dθ

+τ j2

∫ 1

0
U−1Φ2(θ)

(
φ(θ)

)
dθ

=
∫ 1

0
G(τ,θ)

(
φ(θ)

)
dθ.

Inversement, supposons que la fonction y(τ), τ ∈ J admet la representation (4.25), (4.26).
En observant que

y(τ) = −Iα0+φ(τ)+τ j1

∫ 1

0
U−1Φ1(θ)

(
φ(θ)

)
dθ+τ j2

∫ 1

0
U−1Φ2(θ)

(
φ(θ)

)
dθ,

il n’est pas difficile de vérifier que (CDαy)(τ)+φ(τ) = 0, 0 < τ 6 1 et que les conditions
initiales (4.2) sont toutes satisfaites. Montrons la condition (4.3) pour k = 1 (le cas k = 2 se
traite de manière similaire). Un calcul direct nous donne,

A1
(
y (q1)(1)

)
=

∫ 1

0

−(1−θ)α−q1−1

Γ(α−q1)
A1

(
φ(θ)

)
dθ+

∫ 1

0

Γ( j1 +1)

Γ( j1 −q1 +1)
A1U−1Φ1(θ)

(
φ(θ)

)
dθ

+
∫ 1

0

Γ( j2 +1)

Γ( j2 −q1 +1)
A1U−1Φ2(θ)

(
φ(θ)

)
dθ,

Ip1

0+ y(1) =
∫ 1

0

−(1−θ)α+p1−1

Γ(α+p1)
φ(θ)dθ+

∫ 1

0

Γ( j1 +1)

Γ(p1 + j1 +1)
U−1Φ1(θ)

(
φ(θ)

)
dθ

+
∫ 1

0

Γ( j2 +1)

Γ(p1 + j2 +1)
U−1Φ2(θ)

(
φ(θ)

)
dθ.
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On en déduit que

Ip1

0+ y(1)−A1
(
y (q1)(1)

)
=

∫ 1

0
z(θ, A1, p1, q1)

(
φ(θ)

)
dθ

−
∫ 1

0
w(A1, j1, p1, q1)U−1Φ1(θ)

(
φ(θ)

)
dθ

−
∫ 1

0
w(A1, j2, p1, q1)U−1Φ2(θ)

(
φ(θ)

)
dθ.

D’après (4.22), Ip1

0+ y(1)−A1
(
y (q1)(1)

)
= 0.

Le noyau G(τ,θ) du lemme précédent est obtenu pour la première fois. C’est un opérateur
linéaire uniformément borné d’après l’estimation (4.30) ci-dessous. De plus,

G(0,θ) = 0 = G(τ,1), ∀ τ, θ ∈ [0,1].

La fonction G̃(τ,θ) = − (τ−θ)α−1

Γ(α)
IE vérifie l’équation CDα

(∫ 1
0 G̃(τ,θ)h(θ)dθ

)
= h(τ). Elle peut

être donc regardée comme l’opérateur de Green de l’équation differentielle fractionnaire
CDαx(τ)+h(τ) = 0.
En posant E = R, q1 = q2 := q, j1 = j2 := j , p1 = p2 := p et A1 = A2 := a, a > 1, le problème
(4.1)-(4.3) devient

CDαy(τ)+ψ(τ, y(τ)) = 0, τ ∈ [0,1] , α> 3 (4.27)

y ( j )(0) = 0, j ∈ {0,1, · · · ,n −1} \
{

j
}

, n = [α]+1 (4.28)

ay (q)(1) =
1

Γ(p)

∫ 1

0
(1−θ)p−1 y(θ)dθ, p ∈N∗. (4.29)

En posant dans ce nouveau problème q = 0, j = 2, on retrouve le problème investigué
dans [63].

Remarque 4.5 a) Puisque tous les réelsα−1, α−q1−1, α−q2−1 sont positifs (voir condition
(4.4)) alors, toutes les fonctions

θ 7−→ (1−θ)α−q1−1, θ 7−→ (1−θ)α−q2−1, (τ,θ) 7−→ (τ−θ)α−1

sont continues. Ceci implique la continuité des fonctions à valeurs opérateurs Φ1(θ), Φ2(θ)
de J dans B(E ) ainsi que la continuité de la fonction à valeurs opérateurs G(τ,θ) de J × J
dans B(E )
b) On a trivialemment,

sup
θ∈J

(∥∥U−1Φk (θ)
∥∥

B(E )

)
6

∥∥U−1
∥∥

B(E )

(
sup
θ∈J

‖Φk (θ))‖B(E )

)
<+∞, k = 1,2.

et d’après (4.26),

δ = sup
θ,τ∈J

(‖G(τ,θ)‖B(E )
)
6∆ :=

1

Γ(α)
+∥∥U−1

∥∥
B(E )

2∑
k=1

sup
θ∈J

(‖Φk (θ))‖B(E )
)<+∞.

(4.30)
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2.4 Existence de solutions

Dans le reste de ce chapitre, ψ est la fonction figurant dans la formulation (4.1). Nous
supposerons aussi qu’il existe trois constantes réelles k > 0, m > 0 et 0 < σ < 1 telles que
pour tout τ ∈ [0,1],

‖τσψ(τ, y1(τ))−τσψ(τ, y2(τ))‖E 6 k‖y1 − y2‖C(J,E ), ∀ (y1, y2) ∈ (C(J,E ))2 , (4.31)

et
sup
τ∈J

‖τσψ(τ,0)‖E 6m. (4.32)

Lemme 4.4 La fonction ψ vérifie ce qui suit :∫ τ

τ0

‖ψ(θ, y(θ))‖E dθ6
(
k‖y‖C(J,E ) +m

) τ1−σ−τ1−σ
0

1−σ
pour tout couple (τ, y) ∈ [0,1]×C(J,E ). En particulier,∫ τ

0
‖ψ(θ, y(θ))‖E dθ = lim

τ0−→0+

∫ τ

τ0

‖ψ(θ, y(θ))‖E dθ6
(
k‖y‖C(J,E ) +m

) τ1−σ

1−σ .

Preuve. Si, 06 θ6 1 et y ∈ C(J,E ), on obtient par utilisation des conditions (4.31) et (4.32),

‖ψ(θ, y(θ))‖E 6 ‖ψ(θ, y(θ))−ψ(θ,0)‖E +‖ψ(θ,0)‖E

= θ−σ‖θσψ(θ, y(θ))−θσψ(θ,0)‖E +θ−σ‖θσψ(θ,0)‖E

6 (k‖y‖C(J,E ) +m)θ−σ.

Par conséquent, pour 0 < τ0 < τ6 1 et y ∈ C(J,E )∫ τ

τ0

‖ψ(θ, y(θ))‖E dθ6 (k‖y‖C(J,E ) +m)
∫ τ

τ0

θ−σdθ = (k‖y‖C(J,E ) +m)
τ1−σ−τ1−σ

0

1−σ .

Il découle de ce lemme que la fonction [0,1] 3 θ 7−→ψ(θ, y(θ)) est un élément de l’espace
L1([0,1] ,E ) pour y dans C(J,E ). Ainsi, l’intégrale fractionnaire Iα0ψ(θ, y(θ)), 06 τ6 1 est
bien définie.

Théorème 4.7 Supposons que U est inversible, les constantes σ et k vérifient les formules
(4.31) et (4.32). Si 0 < k < 1−σ

δ alors, le problème (4.1)-(4.3) admet une solution unique
y ∈ C(J,E ). De plus,

‖y‖C(J,E )6
mδ

1−σ−kδ
.

Preuve. Rappelons tout d’abord que d’après (4.30),

δ = sup
θ,τ∈J

(‖G(τ,θ)‖B(E )
)<∞.

Considérons dans l’espace C(J,E ) l’opérateur Ψ :

y 7−→Ψy(τ) =
∫ 1

0
G(τ,θ)ψ(θ, y(θ))dθ. (4.33)

Ψ est bien défini et d’après le lemme 4.3, les points fixes de Ψ sont les solutions du pro-
blème (4.1)-(4.3). Ainsi donc, tout revient à prouver que sous les conditions du théorème,
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l’opérateur Ψ possède un point fixe unique. Soient donc y1, y2 deux éléments de C(J,E )
et 06 τ6 1,

‖Ψy1(τ)−Ψy2(τ)‖E =

∥∥∥∥∫ 1

0
G(τ,θ)ψ(θ, y1(θ))dθ−

∫ 1

0
G(τ,θ)ψ(θ, y2(θ))dθ

∥∥∥∥
E

6
∫ 1

0
‖G(τ,θ)‖B(E )‖ψ(θ, y1(θ))−ψ(θ, y2(θ))‖E dθ

6 δ

∫ 1

0
θ−σ‖θσψ(θ, y1(θ))−θσψ(θ, y2(θ))‖E dθ

6 kδ‖y1 − y2‖C(J,E )

∫ 1

0
θ−σdθ =

kδ

1−σ‖y1 − y2‖C(J,E ).

Par conséquent,

‖Ψy1 −Ψy2‖C(J,E )6
kδ

1−σ‖y1 − y2‖C(J,E ).

Puisque 0 < kδ
1−σ < 1 alors, d’après le principe de contraction de Banach (théorème 1.2),

l’opérateur Ψ possède un unique point fixe y dans C(J,E ), qui est l’unique solution du
problème (4.1)-(4.3). D’autre part et en tenant compte du lemme 4.4,

‖y‖C(J,E ) = ‖Ψy‖C(J,E )6
k‖y‖C(J,E ) +m

1−σ δ =
kδ

1−σ‖y‖C(J,E ) + mδ

1−σ .

Ainsi, (
1− kδ

1−σ
)
‖y‖C(J,E )6

mδ

1−σ ,

ou de manière équivalente,

‖y‖C(J,E )6
mδ

1−σ−kδ
.

Le résultat suivant est un résultat d’existence.

Théorème 4.8 Supposons que l’opérateur U est inversible et que la condition (4.31) est vé-
rifiée avec les constantes k, σ telles que

0 < k < 1−σ
‖U−1‖B(E )

∑2
i =1 supξ∈J

(‖Φi (ξ)‖B(E )
) .

Supposons aussi qu’il existe une fonction µ ∈ C(J,R+) telle que

τσ‖ψ(τ,u)‖E 6µ(τ), ∀ τ ∈ J, ∀ u ∈ E . (4.34)

Alors, le problème (4.1)-(4.3) admet au moins une solution.

Preuve. Pour la preuve, nous allons utiliser le théorème 1.4 de Krasnosel’skii. A cet effet,
considérons dans l’espace C(J,E ) les opérateurs M,N :

My(τ) =
−1

Γ(α)

∫ τ

0
(τ−θ)α−1ψ(θ, y(θ))dθ, Ny(τ) =

2∑
i =1
τ ji

∫ 1

0
U−1Φi (θ)ψ(θ, y(θ))dθ.

Notons que Ψ = M+N et soit

R> ‖µ‖C(J,R+)

1+Γ(α)‖U−1‖B(E )
∑2

i =1 supξ∈J

(‖Φi (ξ)‖B(E )
)

Γ(α)(1−σ)
,
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QR =
{

y ∈ C(J,E ) : ‖y‖C(J,E )6R
}

.

QR est un sous-ensemble non vide, fermé, borné et convexe de C(J,E ).
Étape 1 : My1 +Ny2 ∈QR, pour y1, y2 ∈QR.
Pour tout τ ∈ J et tous y1, y2 ∈QR, on a

‖My1(τ)+Ny2(τ)‖E 6 ‖My1(τ)‖E +‖Ny2(τ)‖E

6
1

Γ(α)

∫ τ

0
‖(τ−θ)α−1ψ(θ, y1(θ))‖E dθ+

2∑
i =1
τ ji

∫ 1

0
‖U−1Φi (θ)ψ(θ, y2(θ))‖E dθ

6
1

Γ(α)

∫ τ

0
‖ψ(θ, y1(θ))‖E dθ

+
2∑

i =1

∫ 1

0
‖U−1‖B(E ) sup

ξ∈J

(‖Φi (ξ)‖B(E )
)‖ψ(θ, y2(θ))‖E dθ

6
1

Γ(α)

∫ τ

0
µ(θ)θ−σdθ+

2∑
i =1

‖U−1‖B(E ) sup
ξ∈J

(‖Φi (ξ)‖B(E )
)∫ 1

0
µ(θ)θ−σdθ

6 ‖µ‖C(J,R+)

(
1

Γ(α)
+

2∑
i =1

‖U−1‖B(E ) sup
ξ∈J

(‖Φi (ξ)‖B(E )
))∫ 1

0
θ−σdθ

= ‖µ‖C(J,R+)

1+Γ(α)‖U−1‖B(E )
∑2

i =1 supξ∈J

(‖Φi (ξ)‖B(E )
)

Γ(α)(1−σ)
6 R.

Ainsi donc, y1, y2 ∈QR ⇒ My1 +Ny2 ∈QR.
Étape 2 : N est une contraction.
Pour tous y1, y2 ∈ C(J,E ) et tous τ ∈ J = [0,1],

‖Ny1(τ)−Ny2(τ)‖E 6
2∑

i =1
τ ji

∫ 1

0
‖U−1Φi (θ)

(
ψ(θ, y1(θ))−ψ(θ, y2(θ))

)‖E dθ

6 ‖U−1‖B(E )

(
2∑

i =1
sup
ξ∈J

(‖Φi (ξ)‖B(E )
))∫ 1

0
θ−σθσ‖ψ(θ, y1(θ))−ψ(θ, y2(θ))‖E dθ

6 k‖y1 − y2‖C(J,E )‖U−1‖B(E )

(
2∑

i =1
sup
ξ∈J

(‖Φi (ξ)‖B(E )
))∫ 1

0
θ−σdθ

= k
‖U−1‖B(E )

∑2
i =1 ‖Φi‖C(J,E )

1−σ ‖y1 − y2‖C(J,E ).

Par hypothèse, 0 < k
‖U−1‖B(E )

∑2
i =1 ‖Φi ‖C(J,E )

1−σ < 1. L’opérateur N est donc une contraction.
Étape 3 : M est compact et continu.
La preuve sera donnée en trois phases
Phase 1 : M est continu. Soient y1 et y2 deux éléments arbitraires de C(J,E ) et τ ∈ J. Alors,

‖My1(τ)−My2(τ)‖E 6
∥∥∥∥ 1

Γ(α)

∫ τ

0
(τ−θ)α−1(ψ(θ, y1(θ))−ψ(θ, y2(θ)))dθ

∥∥∥∥
E

6
1

Γ(α)

∫ 1

0
θ−σθσ‖ψ(θ, y1(θ))−ψ(θ, y2(θ))‖E dθ

6
k

Γ(α)
‖y1 − y2‖C(J,E )

∫ 1

0
θ−σdθ

6
k

(1−σ)Γ(α)
‖y1 − y2‖C(J,E ).
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D’où,

y1, y2 ∈ C(J,E ) ⇒‖My1 −My2‖C(J,E )6
k

(1−σ)Γ(α)
‖y1 − y2‖C(J,E ).

Cette dernière relation signifie que M est
k

(1−σ)Γ(α)
-Lypschitzien et donc, est continu.

Phase 2 : M transforme tout sous-ensemble borné de QR en un sous-ensemble borné.
Il suffit de montrer qu’il existe une constante r > 0 telle que pour tout y ∈ QR, on a
‖M(y)‖C(J,E )6 r . En effet, on a

‖(My)(τ)‖E 6
1

Γ(α)

∫ 1

0
(τ−θ)α−1‖ψ(θ, y(θ))‖E dθ

6
1

Γ(α)

∫ 1

0
θ−σθσ‖ψ(θ, y(θ))‖E dθ

6
1

Γ(α)

∫ 1

0
θ−σµ(θ)dθ

6
‖µ‖C(J,R+)

Γ(α)

∫ 1

0
θ−σdθ.

On en déduit que M est même uniformément borné dans QR puisque

‖My‖C(J,E ) = sup
τ∈J

(‖My(τ)‖E

)
6 r :=

‖µ‖C(J,R+)

(1−σ)Γ(α)
, ∀ y ∈QR.

Phase 3 : M transforme chaque QR en un sous-ensemble equicontinu de C(J,E ).
Soient τ1,τ2 ∈ J tels que τ1 < τ2 et soit y ∈QR. Alors,

‖My(τ1)−My(τ2)‖E =
1

Γ(α)

∥∥∥∥∫ τ2

0
(τ2 −θ)α−1ψ(θ, y(θ))dθ−

∫ τ1

0
(τ1 −θ)α−1ψ(θ, y(θ))dθ

∥∥∥∥
E

6
1

Γ(α)

∥∥∥∥∫ τ1

0

(
(τ2 −θ)α−1 − (τ1 −θ)α−1)ψ(θ, y(θ))dθ

∥∥∥∥
E

+ 1

Γ(α)

∥∥∥∥∫ τ2

τ1

(τ2 −θ)α−1ψ(θ, y(θ))dθ

∥∥∥∥
E

6
‖µ‖C(J,R+)

Γ(α)

∫ τ1

0

(
(τ2 −θ)α−1 − (τ1 −θ)α−1)θ−σdθ

+‖µ‖C(J,R+)

Γ(α)

∫ τ2

τ1

(τ2 −θ)α−1θ−σdθ

6
‖µ‖C(J,R+)

Γ(α)

∫ τ1

0

(
(τ2 −θ)α−1 − (τ1 −θ)α−1)θ−σdθ+ ‖µ‖C(J,R+)

Γ(α)

∫ τ2

τ1

θ−σdθ

=
‖µ‖C(J,R+)

Γ(α)

∫ τ1

0

(
(τ2 −θ)α−1 − (τ1 −θ)α−1)θ−σdθ+‖µ‖C(J,R+)

τ1−σ
2 −τ1−σ

1

(1−σ)Γ(α)

=
‖µ‖C(J,R+)

Γ(α)

(∫ τ1

0

(
(τ2 −θ)α−1 − (τ1 −θ)α−1)θ−σdθ+ τ1−σ

2 −τ1−σ
1

(1−σ)

)
.

Clairement, limτ1−→τ2 ‖My(τ1)−My(τ2)‖E tend vers zéro indépendamment du choix de
y ∈ C(J,E ). Alors, M est équicontinue et donc, il est un opérateur relativement compact
dans QR. On déduit des trois phases ci-dessus et du théorème d’Arzelá -Ascoli que M est
compact. D’après le théorème de Krasnosel’skii, l’opérateur Ψ = M+N possède un point
fixe x ∈QR qui est aussi solution du problème (4.1)-(4.3).
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2.5 Stabilités d’Ulam

Dans cette section, nous étudions les différents types de la Ulam stabilité du problème
fractionnaire (4.1). Pour cela, nous adoptons les définitions suivantes.

Définition 4.7 [29] Le problème fractionnaire (4.1) est dit Ulam-Hyers stable s’il existe un
nombre réel Cψ > 0 dépendant uniquement de ψ tel que pour tout ε > 0 et toute solution
y ∈ C(J,E ) de l’inégalité

‖CDα
0 y(τ)+ψ(τ, y(τ))‖E 6 ε, τ ∈ [0,1] , (4.35)

avec les conditions y ( j )(0) = 0, j ∈ {0,1, · · · ,n −1} \
{

j1, j2
}

, n = [α]+1

Ak
(
y (qk )(1)

)
=

1

Γ(pk )

∫ 1
0 (1−θ)pk−1 y(θ)dθ, pk ∈N∗, k = 1,2

, (4.36)

il existe une solution y0 ∈ C(J,E ) du problème (4.1), vérifiant

‖y(τ)− y0(τ)‖E 6Cψε, τ ∈ [0,1] .

Définition 4.8 [29] Le problème fractionnaire (4.1) est dit Ulam-Hyers stable au sens géné-
ralisé s’il existe une fonctionω ∈ C(J,R+), ω(0) = 0 telle que pour tout ε> 0 et toute solution
y ∈ C(J,E ) de l’inégalité (4.35) avec les conditions (4.36), il existe une solution y0 ∈ C(J,E )
du problème (4.1), vérifiant

‖y(τ)− y0(τ)‖E 6ω(ε), τ ∈ [0,1] .

Définition 4.9 [29] Le problème fractionnaire (4.1) est dit Ulam-Hyers-Rassias stable par
rapport à la fonction ϕ : [0,1] −→R+ s’il existe un nombre réel Cψ,ϕ > 0 dépendant unique-
ment de ψ,ϕ et tel que pour tout ε> 0 et toute solution y ∈ C(J,E ) de l’inégalité

‖CDα
0 y(τ)+ψ(τ, y(τ))‖E 6 εϕ(τ), τ ∈ [0,1] , (4.37)

avec les conditions (4.36), il existe une solution y0 ∈ C(J,E ) du problème (4.1), vérifiant

‖y(τ)− y0(τ)‖E 6Cψ,ϕεϕ(τ), τ ∈ [0,1] .

Remarque 4.6 1) Une fonction y ∈ C(J,E ) est solution de l’inégalité (4.35) si et seulement
si, il existe une fonction hy : [0,1] −→ E telle que

CDα
0 y(τ)+ψ(τ, y(τ)) = hy (τ) et ‖hy (τ)‖E 6 ε, (06 τ6 1). (4.38)

2) Ulam-Hyers stabilité ⇒ Ulam-Hyers stabilité au sens généralisé.

Théorème 4.9 Soitψ : [0,1]×E −→ E une fonction vérifiant (4.5), (4.31) et (4.32) et suppo-
sons que l’opérateur U est inversible. Si 0 < k < 1−σ

δ alors, le problème (4.1) est Ulam-Hyers
stable.

Preuve. Rappelons encore une fois que d’après (4.30),

δ = sup
θ,τ∈J

(‖G(τ,θ)‖B(E )
)<∞.
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On déduit du théorème 4.7 que sous les hypothèses énoncées, le problème (4.1) a une
solution unique y0. Soient maintenant ε > 0 et y ∈ C(J,E ) une solution quelconque de
l’inégalité (4.35) avec les conditions (4.36). La fonction

[0,1]2 3 (τ,θ) 7−→ ψ̃y (τ,θ) =ψ(τ,θ)−hy (τ)

vérifie toutes les conditions (4.5), (4.31) et (4.32) avec la constante de majoration m+ε au
lieu de m. De plus, y est solution du problème

CDαz(τ)+ ψ̃y (τ, z(τ)) = 0, (06 τ6 1)

avec les conditions (4.36). D’après le lemme 4.3

y(τ) =
∫ 1

0
G(τ,θ)

(
ψ(θ, y(θ))−hy (θ)

)
dθ =

∫ 1

0
G(τ,θ)ψ(θ, y(θ))dθ−

∫ 1

0
G(τ,θ)hy (θ)dθ, (06 τ6 1).

Par conséquent, pour tout τ ∈ [0,1],

‖y(τ)− y0(τ)‖E 6
∥∥∥∥∫ 1

0
G(τ,θ)ψ(θ, y(θ))dθ−

∫ 1

0
G(τ,θ)ψ(θ, y0(θ))dθ

∥∥∥∥
E

+
∥∥∥∥∫ 1

0
G(τ,θ)hy (θ)dθ

∥∥∥∥
E

6
∫ 1

0
‖G(τ,θ)‖B(E )‖ψ(θ, y(θ))−ψ(θ, y0(θ))‖E dθ+

∫ 1

0
‖G(τ,θ)‖B(E )‖hy (θ)‖E dθ

6 δ

∫ 1

0
θ−σ‖θσψ(θ, y(θ))−θσψ(θ, y0(θ))‖E dθ+δε

6
δ

1−σk‖y − y0‖C(J,E ) +δε.

Finalement,

τ ∈ J ⇒‖y(τ)− y0(τ)‖E 6 ‖y − y0‖C(J,E )6Cψε, avec Cψ>
(1−σ)δ

1−σ−kδ
.

Remarque 4.7 En posantω(ε) = Cψε, on obtientω(0) = 0 et que le problème (4.1) est Ulam-
Hyers stable au sens généralisé.

Nous allons maintenant donner un résultat d’ Ulam-Hyers-Rassias stabilité.

Théorème 4.10 Soit ψ : [0,1]×E −→ E une fonction vérifiant (4.5), (4.31), (4.32). Suppo-
sons que l’opérateur U est inversible et que 0 < k < 1−σ

δ . Alors, le problème (4.1) est Ulam-
Hyers-Rassias stable par rapport à toute fonction Riemann integrable ϕ : [0,1] −→R+ pour
laquelle, il existe une constante δϕ > 0 telle que

∀ τ ∈ [0,1] :
∫ 1

0
ϕ(θ)dθ6 δϕϕ(τ). (4.39)

Preuve. Soit ε> 0 et ϕ : [0,1] −→R+ une fonction Riemann integrable vérifiant (4.39). Soit
aussi y ∈ C(J,E ) et vérifiant l’inégalité (4.37) avec les conditions (4.36). Comme dans la
remarque 4.6, ceci implique l’existence d’une fonction hy (τ) telle que hy (τ)6 εϕ(τ) pour
tout τ ∈ [0,1] et y est solution du problème

CDα
0 z(τ)+ ψ̃y (τ, z(τ)) = 0, 06 τ6 1
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avec les conditions (4.36). La fonction ψ̃y (τ, z(τ)) satisfait de manière triviale aux condi-
tions (4.5) et (4.31). De plus, pour tout 06 τ6 1,

‖τσψ̃y (τ,0)‖E = ‖τσ(ψ(τ,0)−hy (τ))‖E 6 ‖τσψ(τ,0)‖E +‖τσhy (τ)‖E

6 m +τσεϕ(τ)6m +ε sup
06τ61

ϕ(τ).

Ainsi, la condition (4.32) est aussi vérifiée par ψ̃y . D’après le lemme 4.3, on a la représen-
tation

y(τ) =
∫ 1

0
G(τ,θ)(ψ(θ, y(θ))−hy (θ))dθ.

Donc, si y0 est l’unique solution du problème (4.1)-(4.3) alors, pour tout τ ∈ [0,1],

‖y(τ)− y0(τ)‖E 6
∫ 1

0
‖G(τ,θ)‖B(E )‖ψ(θ, y(θ))−ψ(θ, y0(θ))‖E dθ+

∫ 1

0
‖G(τ,θ)‖B(E )‖hy (θ)‖E dθ

6 δ

∫ 1

0
θ−σ‖θσψ(θ, y(θ))−θσψ(θ, y0(θ))‖E dθ+δε

∫ 1

0
ϕ(θ)dθ

6
δ

1−σk‖y − y0‖C(J,E ) +δε
∫ 1

0
ϕ(θ)dθ

6
δ

1−σk‖y − y0‖C(J,E ) +δεδϕϕ(τ).

Finalement,

∀ τ ∈ [0,1] : ‖y(τ)− y0(τ)‖E 6Cψ,ϕεϕ(τ), avec Cψ,ϕ>
(1−σ)δϕδ

1−σ−kδ
.

3 Exemples

Dans cette section, nous présentons deux exemples illustratifs qui différent unique-
ment par la nature des opérateurs utilisés. Dans le premier exemple, nous supposons que
A1 et A2 sont des opérateurs scalaires. Dans le second exemple, A1 et A2 sont des opéra-
teurs de multiplication par θ et θ2 respectivement. Notons avant tout que pour les opéra-
teurs Φ1 et Φ2 définis par (4.20) et (4.21), on a les estimations

‖Φ1‖B(E ) 6 ‖w(A2, j2, p2, q2‖B(E )‖z(θ, A1, p1, q1‖B(E ) +‖w(A1, j2, p1, q1‖B(E )‖z(θ, A2, p2, q2‖B(E )

6
(

Γ( j2 +1)

Γ( j2 −q2 +1)
‖A2‖B(E ) + Γ( j2 +1)

Γ( j2 +p2 +1)

)(
1

Γ(α−q1)
‖A1‖B(E ) + 1

Γ(α+p1)

)
+

(
Γ( j2 +1)

Γ( j2 −q1 +1)
‖A1‖B(E ) + Γ( j2 +1)

Γ( j2 +p1 +1)

)(
1

Γ(α−q2)
‖A2‖B(E ) + 1

Γ(α+p2)

)
et de manière similaire,

‖Φ2‖B(E ) 6 ‖w(A1, j1, p1, q1‖B(E )‖z(θ, A2, p2, q2‖B(E ) +‖w(A2, j1, p2, q2‖B(E )‖z(θ, A1, p1, q1‖B(E )

6
(

Γ( j1 +1)

Γ( j1 −q1 +1)
‖A1‖B(E ) + Γ( j1 +1)

Γ( j1 +p1 +1)

)(
1

Γ(α−q2)
‖A2‖B(E ) + 1

Γ(α+p2)

)
+

(
Γ( j1 +1)

Γ( j1 −q2 +1)
‖A2‖B(E ) + Γ( j1 +1)

Γ( j1 +p2 +1)

)(
1

Γ(α−q1)
‖A1‖B(E ) + 1

Γ(α+p1)

)
.
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Soit la fonction ψ : J×E −→ E définie comme suit :

ψ(τ,u) =


β ln(e +τ)

7+cos(πτ)p
τ(1+‖u‖E )

u0, τ ∈]0,1], u ∈ E

0, τ = 0, u ∈ E

,

où, β> 0 et u0 est un élément fixe de E .
La fonction ψ satisfait aux conditions

lim
τ−→0+

‖ψ(τ,u)‖E = +∞, ∀ u ∈ E ,

‖pτψ(τ,u)−p
τψ(τ, v)‖E 6 8βe‖u0‖E ‖u − v‖E , ∀ τ ∈ J, ∀ (u, v) ∈ E 2,

et
‖pτψ(τ,u)‖E 6µ(τ) := 8βe‖u0‖E , ∀ τ ∈ J, ∀ u ∈ E .

Exemple 4.1 Considérons maintenant dans l’espace de Banach C(J,E ) le problème Caputo-
fractionnaire suivant

(S1) :



C
1 ∂

α
0 y(τ)+ψ(τ, y(τ)) = 0, 0 < τ< 1,

y ( j )(0) = 0, j ∉ {3,4}

a1 y(1) =
∫ 1

0 (1− s)y(s)d s, a1 ∈R∗+

a2 y
′
(1) =

∫ 1
0 y(s)d s, a2 ∈R∗+.

,

Dans cet exemple, A1 et A2 sont les opérateurs scalaires a1IE , a2IE respectivement et

σ =
1

2
, m = 8βe‖u0‖E , ( j1, j2) = (3,4), (q1, q2) = (0,1), (p1, p2) = (2,1).

L’opérateur U (formule (4.19)) est défini dans E par la relation

Ux =

(
600a1a2 +30a1 −60a2 +1

600

)
x, x ∈ E .

U est borné et

‖U‖B(E ) =
|600a1a2 +30a1 −60a2 +1|

600
.

U est inversible si 600a1a2 +30a1 −60a2 +1 6= 0, son inverse est alors l’opérateur

U−1x =

(
600

600a1a2 +30a1 −60a2 +1

)
x, x ∈ E .

De plus,
∥∥U−1

∥∥
B(E ) = 1

‖U‖B(E )
.

En utilisant les normes-estimations données au début de la section et la relation
αΓ(α) =Γ(α+1), α> 0, on obtient

‖Φ1‖B(E ) 6 Λ1 :=
1

30Γ(α+2)

(
(30α3 +120α2 +90α)|a1a2|+ (6α2 +36α+30)|a1|

+(α3 −α+120)|a2|+ (α+7)

)
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et

‖Φ2‖B(E ) 6 Λ2 :=
1

20Γ(α+2)

(
(20α3 +60α2 +40α)|a1a2|+ (5α2 +25α+20)|a1|

+(α3 −α+60)|a2|+ (α+6)

)
D’après (4.30), on peut écrire

δ6∆6 ∆̃ :=
1

Γ(α)
+ 1

‖U‖B(E )
(Λ1 +Λ2). (4.40)

Donc, le problème (S1) possède au moins une solution si

k := 8βe‖u0‖E < 1−σ
∆̃− 1

Γ(α)

=
Γ(α)

2
(
Γ(α)∆̃−1

) .

Si,

k := 8βe‖u0‖E < 1−σ
∆̃

=
1

2∆̃
< 1

2δ
, (4.41)

le problème (S1) a une solution unique y0 qui est Ulam-Hyers stable.
Puisque la fonction ϕ(τ) = 1+τ2, ∀ τ ∈ [0,1] est Riemann integrable et∫ 1

0
ϕ(θ)dθ =

4

3
= δϕ6

4

3
ϕ(τ), (06 τ6 1)

alors, pour k vérifiant (4.41), le problème (S1) est Ulam-Hyers-Rassias stable par rapport à
la fonction ϕ.

Exemple 4.2 Soit maintenant E = C(J,R) et considérons dans l’espace de Banach C(J,E )
muni de la norme

‖y‖C(J,E ) = max
τ∈J

‖y(τ, .)‖E = max
(θ,τ)∈J2

∣∣y(τ,θ)
∣∣

le problème Caputo-fractionnaire

(S2) :



C
1 ∂

α
0 y(τ,θ)+ψ(τ, y(τ,θ)) = 0, 0 < τ< 1, 06 θ6 1

y ( j )
τ (r,θ) = 0, j ∉ {3,4} , 06 θ6 1

θy(1,θ) =
∫ 1

0 (1− s)y(s,θ)d s, 06 θ6 1

θ2 y (1)
τ (1,θ) =

∫ 1
0 y(s,θ)d s, 06 θ6 1

,

où, C
1 ∂

α
0 est la dérivée de Caputo d’ordre α par rapport au premier argument τ,

y ( j )
τ (r,θ) = d j

dτ j y(τ,θ) |τ=r et la fonction ψ est la même que celle utilisée dans le premier
exemple.
Nous allons en premier lieu montrer que (S2) peut être exprimé sous la forme (4.1), (4.2),
(4.3). En effet, soient A1 et A2 les opérateurs définis dans E = C(J,R) par

(A1z)(θ) = θz(θ), (A2z)(θ) = θ2z(θ), ∀ θ ∈ J.
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A1 et A2 commutent entre eux, sont bornés avec ‖A1‖B(E ) = ‖A2‖B(E ) = 1. En utilisant ces
opérateurs, on peut reécrire (S2) sous la forme désirée :

(S2) :



C
1 ∂

α
0 y(τ,θ)+ψ(τ, y(τ,θ)) = 0, 0 < τ< 1, 06 θ6 1

y ( j )
τ (r,θ) = 0, j ∉ {3,4} , 06 θ6 1

A1 y(1, .)(θ) =
∫ 1

0 (1− s)y(s,θ)d s, 06 θ6 1

A2 y (1)
τ (1, .)(θ) =

∫ 1
0 y(s,θ)d s, 06 θ6 1

,

Dans le cas présent, l’opérateur U (formule (4.19)) est donné dans E par la relation,

Ux(θ) =

(
600θ3 −60θ2 +30θ+1

600

)
x(θ), x ∈ E ,θ ∈ [0,1] .

La fonction h(θ) =
600θ3 −60θ2 +30θ+1

600
, θ ∈ J est continue, croissante et

h(0) =
1

600
< h(θ) < h(1) =

571

600
, 0 < θ< 1.

L’opérateur U est donc borné avec ‖U‖B(E ) = h(1) = 571
600 . U est aussi inversible et

U−1x(θ) =
1

h(θ)
x(θ) =

600

600θ3 −60θ2 +30θ+1
x(θ), x ∈ E ,θ ∈ [0,1] ,

∥∥U−1
∥∥

B(E ) =
1

h(0)
= 600.

Puisque ‖A1‖B(E ) = ‖A2‖B(E ) = 1 alors, pour estimer les normes ‖Φ1‖B(E ) et ‖Φ2‖B(E ), il
suffit de poser |a1| = |a2| = 1 dans les quantités Λ1, Λ2 (voir premier exemple). Ceci nous
donne,

‖Φ1‖B(E )6
31α3 +126α2 +126α+157

30Γ(α+2)
, ‖Φ2‖B(E )6

21α3 +65α2 +65α+86

20Γ(α+2)
.

D’après (4.30),

δ6∆6 ∆̃ =
1

Γ(α)
+ 1250α3 +4470α2 +4470α+5720

Γ(α+2)
. (4.42)

Ainsi, le problème (S2) a au moins une solution si

k := 8βe‖u0‖E < 1−σ
∆̃− 1

Γ(α)

=
Γ(α)

2
(
Γ(α)∆̃−1

) .

Si,

k := 8βe‖u0‖E < 1−σ
∆̃

=
1

2∆̃
< 1

2δ
. (4.43)

Le problème (S2) a une solution unique y0 qui est Ulam-Hyers stable.
Puisque la fonction ϕ(τ) = 1+τ2, ∀ τ ∈ [0,1] est Riemann integrable est∫ 1

0
ϕ(θ)dθ =

4

3
= δϕ6

4

3
ϕ(τ), (06 τ6 1)

alors, pour k vérifiant (4.43), le problème (S2) est Ulam-Hyers-Rassias stable par rapport à
la fonction ϕ.
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Conclusion

Dans la présente thèse nous avons étudié une classe de problèmes différentiels frac-
tionnaires de Caputo avec des conditions limites intégrales. Dans un premier lieu, nous
avons considéré le cas des fonctions réelles. Après écriture du problème sous forme d’équa-
tion intégrale, nous avons grâce au principe de contraction de Banach obtenu un résul-
tat d’existence et d’unicité ainsi qu’une estimation de la norme de la solution. En fai-
sant varier les conditions sur le second membre, nous avons grâce au théorème du point
fixe de Schaüder obtenu plusieurs critères suffisants d’existence de solution. Des résul-
tats d’Ulam-Hyers et Ulam-Hyers-Rassias stabilités ont aussi été obtenus. Dans un but
d’extension première, nous avons aussi considéré un problème d’inclusion différentielle
fractionnaire toujours pour les fonctions réelles. Deux situations ont été alors étudiées :
le cas où le second membre est à valeurs convexes, en plus du cas où il est à valeurs
non convexes mais compactes. Dans chacun de ces cas, un résultat d’existence a été éta-
bli grâce successivement au théorème de Bohnnenblust-Karlin et au lemme de Covitz-
Nadler. Comme seconde extension, nous avons considéré le cas des fonctions à valeurs
dans un espace de Banach. Dans ce cas précis, nous avons fait apparaitre des opéra-
teurs linéaires bornés dans les conditions intégrales. Comme dans des fonctions à va-
leurs réelles, un résultat d’existence et d’unicité a été établi grâce au principe de contrac-
tion de Banach et un résultat d’existence a été obtenu par application du théorème du
point fixe de Krasnosel’skii. Des résultats d’Ulam-Hyers et Ulam-Hyers-Rassias stabilités
ont aussi été démontrés. Les résultats de cette thèse ouvrent les perspectives de recherche
suivantes :
1) Reprendre les mêmes problèmes sur des intervalles infinis de temps. Dans ce cas, il
faudra remplacer l’espace L1(J) par l’espace L1

c (J).
2) Reprendre les mêmes problèmes en remplaçant la dérivée de Caputo par une dérivée
tempérée par rapport à une fonction donnée.
3) Reprendre les mêmes problèmes et faire augmenter le nombre des conditions limites.
4) Etendre les résultats aux cas des systèmes Caputo-fractionnaires couplés.
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