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RESUME

L’objectif de ce travail est de montrer que la méthode du simplexe n’est pas polynomial.
Pour se faire nous étudions le papier classique de klee et Miny. Ils présentent une exemple sur
le quel la méthode du simplexe est exponentielle. Nous faisons une comparaison numérique
entre le Simplexe et une méthode de point intérieur.

Mots clés : Programme linéaire, Exemple de Klee et Minty, méthode de points intérieurs,

Complexité algorithmique.
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INTRODUCTION

Aprés la deuxiéme guére mondiale, la méthode du simplexe s’est imposée comme la seule
méthode efficace pour la résolution des programmes linéaires. Il a été prouvé que cette
méthode est vraiment efficiente et a un bon rendement en pratique, mais ce n’est pas le cas
en théorie de sorte qu’elle présente une complexité exponentielle. En effet, Klee et Minty ont
construit un exemple en 1972 ; qui montre que l'algorithme du simplexe est de complexité
exponentielle. Ce mémoire est composé de trois chapitres. Le premier chapitre est consacré
a des rappels préliminaires contenant des notions sur la complexité. Le deuxiéme chapitre
est consacré a 1’étude de complexité pour l'algorithme du Simplexe. Au dernier chapitre,
nous présentons une application qui résoud ’exemple de Klee et Minty par une méthode de

point interieur et la méthode du Simplexe, une comparaison numérique et réalisée.







Chapitre 1

Introduction En Complexité
Algorithmique

1.1 Reésoudre Efficacement Un Systéme Linéaire

Avant d’introduire la complexité en programmation linéaire, nous tournons notre attention

au colt de calcul nécessaire pour la résolution des systémes d’équations de la forme

Az = b, avec b € R™Y et A € R™™ et non singuliére.

Nous mesurons le cotit en comptant le nombre d’opérations effectué en virgule flottante (flops
1), +, -, *, et / (addition, soustraction, multiplication et division), nécessaires pour obtenir
la solution x. Pour se faire, nous considérons deux méthodes ; La méthode d’échange de Jordan
et la méthode de Cramer basée sur le calcul du déterminant a partir de son expression comme

somme de monomes (cette méthode était appelée “Régle de Sarrus”).

1.1.1 La Méthode D’échange De Jordan

Cette méthode est basée sur la régle d’échange de Jordans réalisée & chaque itération apreés
avoir déterminer le pivot A(r, s) qui devrait étre non nul. La nouvelle matrice ( ou tableau )
B est déterminée par les régles suivantes :

— L’élément situé sur la ligne et la colonne du pivot est




1.1 Résoudre Efficacement Un Systéme Linéaire 5

— Les élément de la ligne du pivot sont obtenus par

A
B(r,J) = _A((:,i))’ ot J={j=1,..netj#s}.
— Les élément de la colonne du pivot sont obtenus par
Al
Bs)= A8 T fio1, netisr).

Al(r,s)

— Les autres éléments sont obtenus par
B(I,J)=A(l,J) — B({,s)x A(r, J).

Les flops nécessaires pour effectuer un échange de Jordan sont présentés dans le tableau

suivant :
Elément flops
Pivot 1
Ligne du pivot n-1

La colonne du pivot | n-1
Les autres éléments | 2(n-1)(n-1)

Il existe donc 2n? — 2n + 1 flops pour chaque échange de Jordan, il est nécessaire d’effectuer
n échanges de Jordan afin d’inverser la matrice non singuliére A. Le nombre total devient
2n® — 2n? 4+ n flops, pour n assez grand nous pouvons approximer ce chiffre par 2n®. Ayant
obtenu A~!, nous le multipliant par b afin d’obtenir z. cette multiplication matrice-vecteur

nécessite en plus 2n? flops, mais pour n assez grand, ce cotit est faible par rapport au cofit

de calcul de AL,

1.1.2 Méthode De Cramer Basée Sur Le Calcul Du Déterminant

On va ce limiter & I’évaluation du nombre d’opérations qu’il faut pour calculer le déterminant
de A & partir de son expression comme somme de mondmes

Det(A) = Z € (O‘) H A(J(i)ﬂ').
i=1

oESH

Il y a n! monémes & ajouter, ce qui demande n! — 1 additions; la moitié des monoémes
demandent un changement de signe, ce qui fait n!/2 multiplications par la constante —1;
enfin, le calcul de chaque monéme demande n — 1 multiplications d’inconnues. En tout, cela
fait n! — 1+ n!/2+ (n — 1).n! = (n 4+ 1/2).n! — 1 opérations, ce qui est un nombre énorme,
rendant le calcul totalement impraticable, sans rajoutons a ceci les déterminants d’ordre n

qu’on doit calculer a fin de trouvez les n composantes x;.
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1.2 Taux de croissance de la complexité

Dans I’étude de la complexité d’un algorithme, nous sommes souvent intéressés uniquement
dans le comportement de I'algorithme lorsque les tailles des entrées sont grandes, car se sont
ces entrées qui vont déterminer les limites de 'applicabilité de ’algorithme. Le taux de crois-
sance en nombre d’opérations et flagrant entre les deux algorithmes précédent de résolution
des systémes linéaire quand la taille n augmente. Nous nous intéressons, par conséquent, au
taux de croissance de la complexité d’un algorithme. Pour faire face a des taux de croissance

des fonctions la définition qui suit est utile.

Définition 1.2.1 Soient f (n) et g (n) deux fonctions définies de N — R*.

(i) On écrit f(n) = O(g(n)), s’ils existent une constante v > 0 et un entier ngy tel que pour
<

1(9(n)).

(ii) On écrit f(n) = O(g(n)), s’ils existent une constante v > 0, une constante 3 > 0 et un

tout n > ng, f(n)

entier ng tel que pour tout n > ng, Bg(n) < f(n) < yg(n).

En utilisant cette notation, le taux de croissance de la complexité d’un algorithme peut étre

majorée par des phrases comme "prend du temps O (n3)".

1.3 La Taille Des Instances

On mesure la complexité d’un algorithme en fonction de la taille des entrées d’un algorithme.
Mais, quelle est la taille d’une entrée 7 Par exemple, dans le probléme de tester si un nombre
entier est premier, une instance est simplement un entier. Il y a plusieurs fagons de représenter
des nombres entiers; les plus courantes sont des systémes arithmétiques dans une certaine
base fixe, décimal ou binaire. Dans ces systémes, le nombre de symboles nécessaires pour

représenter un nombre entier n est [logzn| avec B > 2 la base utilisée. Rappelons que

logn

Tos B’ la taille de la représentation de n est O(logn). Quelle est la taille d'un

loggn =
programme linéaire 7 Comme précédemment, nous supposons que les entrées A, b et ¢ sont
des nombres entiers. Ainsi, la taille d’'un programme linéaire serait le nombre de symboles
nécessaires pour écrire A,b, et c. Puisque cela peut étre fait en énumérant les éléments des

matrices en binaire (ou décimal), en utilisant des délimiteurs appropriées sur les coefficients
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des lignes et colonnes du tableau, la taille d’'un PL & n variables et m contraintes est ©(mn +

[log P]), ou P est le produit de tous les coefficients non nuls.

1.3.1 Classe des Algorithmes Polynomiaux

Aujourd’hui, il y a un accord général entre informaticiens et numeériciens qu’'un algorithme
admet une solution utile uniquement, si son taux de croissance est polynomiale. Par exemple
les algorithme de complexité O (n) ou O (n?) sont acceptables en pratique. Bien entendu, les
algorithmes pour lesquels la complexité asymptotique n’est pas un polynéme, mais majorée
par un polynome, sont également admissibles. comme exemples O (n*®) ou O (nlogn). Pour
comprendre la signification des algorithmes polynomialement bornées en tant que classe,
Considérons les algorithmes restants ; ceux dont la complexité violent toutes les bornes poly-
nomiales, On dit habituellement que ces algorithmes admettent une complexité exponentielle,
parce que 2" est le paradigme des taux de croissance non polynomiales . D’autres exemples
de taux de croissance exponentielle sont " ( pour k > 1), n!, n” et n'°8™_ 1l est évident que,
lorsque la taille de I'instance croit, tout algorithme polynomial finira par étre plus efficace

que tout exponentielle (voir le tableau ci-dessous).

La croissance des fonctions polynomiales et exponentielles

Fonction valeurs approximatives
n 10 100 1000
nlog(n) 33 664 9966
n? 1000 1000000 10°
10508 1014 10% 10%°
on 1024 1.27 x 10%° 1.05 x 10°*
plos() 2099 1.93 x 10" 7.89 x 10%°
n! 3628800 10%58 4 x 102°7

Une autre caractéristique positive des algorithmes polynomiaux et d’avoir I’avantage de mieux
tirer profit des progres technologiques. Par exemple, chaque fois qu’une percée technologique
augmente de dix fois la vitesse des ordinateurs, la taille de la plus grande instance résolu par
un algorithme polynomial dans une heure, sera multipliée par une constante comprise entre
let 10. En revanche, un algorithme exponentiel éprouvera seulement une légeére augmentation
comme le montre le tableau ci-dessous. Enfin, nous pouvons remarquer que les algorithmes
polynomiaux ont de belles propriétés de "fermeture" ; un algorithme polynomial peut invo-

quer un autre algorithme polynémial comme "Sous-programme", et 1’algorithme résultant
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sera toujours polynomial.

Mieux tirer Parti de la thecnologie des Algorithmes Plynomiaux

. ) Taille des données
) Taille des données B ) 3
Fonction ) . ) résolu en une journée
résolu en une journée X R .
Sur une machine dix fois plus rapide

n 1012 103

nlogn 0.948 x 101 0.87 x 10'2

n? 108 3.16 x 10°

n? 104 2.15 x 10*

108n* 10 18

2" 40 43

10" 12 13

nlosn 79 95

n! 14 15




Chapitre 2

Le Simplexe n’est Pas Un Algorithme
Polynomial

2.1 La méthode du Simplexe

Nous considérons le probléme de programmation linéaire suivant :

min ¢’z

Az <b

x>0
Avec A € R™" b € R™ et ¢ € R™! avec rg(A)=m. Une des méthodes la plus utilisées
pour résoudre ce probléme est la méthode du simplexe. Cette méthode a été développée
a la fin des années 40 par G. Dantzig. Elle évolue sur la frontiére du domaine réalisable
de sommet en sommet adjacent, en réduisant la valeur de I'objectif jusqu’a 'optimum. Un
critére simple permet de reconnaitre le sommet optimal. Le nombre de sommet étant fini,
I’algorithme ainsi défini converge en un nombre fini d’itération n’excédant pas le nombre
C", sous 'hypothese que tous les sommets visités sont non dégénérésﬂ Dans le cas dégénéré
I’algorithme risque de cycler, cependant il existe des techniques convenables pour éviter ce
phénomeéne. En général, la méthode du simplexe posséde un comportement numérique tres
satisfaisant confirmé par ses applications multiples dans la résolution d’une large classe de
problémes pratiques. Les compréhensions de la méthode du simplexe est nécessaire pour la

suite, nous renvoyons le lecteur aux référence [4], [5] pour un bon exposé de cette méthode. En

1'Un sommet correspond & une solution de base x = (21,2, ..., T, 0, ...,0) € R™. Une solution de base est
dite non-dégénéré si les x; > 0 pout ¢ = 1,...,m.
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théorie, la méthode n’a pas autant de succes, elle est plutdt jugée inefficace par sa complexité
arithmétique exponentielle de 'ordre ()(2") opérations. Le but de ce chapitre est de montrer

ceci.

2.2 Le d-cube

Définition 2.2.1 Le d-cube est définie comme suite :
{reR?) 0<z; <1, j=1,2,...d}.

Exemple 2.2.1 La|Figure 1|, représente un 3-cube.

Xy
A
0,0,1
( ) 0,1, 1)
(1,0, ) (1,1, 1)
> X
©,1,0 °
(],0’0) (l’],o)
X
(Figure 1)

3-cube contient 6 faces et 8 sommets.



2.2 Le d-cube 11

________ A
(6,1 ~€%, 1—-¢+ed
}
!
7 !
< V. :
(1,e,1 —€%) '
, A (1,1 —¢,1 —€ +€?)
! 6,62,6 ; 7 3
' e (e,1 —€“,e—€’)
! -
| ; e > Xy
: | g
! ! P
(],6,62) / //
7
_________ .V

X
(Figure 2)
Le polytope qu’on va considérer est similaire au d-cube. Il est définie par :
T > €
<1
= . (al)
X Z EX -1

X < 1—55Ej_1 ] :2,3,d
Avec € € }0, %[ La , représente ce cube pour d = 3. Si € — 0 on a le d-cube.

Pour ecrire sous forme standard on ajoute des variables d’ écart, alors m = 2d, n = 3d
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et nous essayons de maximiser x4 (max ry = — min —x).

/ .
min —x4

Ty —Ty =¢

r1+s1=1

JJj_ng—l_Tj =0
Ij+€ZL‘j_1+Sj =1 j:2,3,...,d
X, Ti,S85 Z 0 j: 1,...,d

DN =
— — — —
—
<
[\
~

Lemme 2.2.1 [3/L’ensemble des solutions de base admissibles de (ag) sont de la forme {1,
..... s Ty T1y oeeeey Tdy S1,---..S4} qui contiennent tous les x; pour j = 1,...d et exactement un

des s; ou r; pour chaque j = 1,...,d. En plus, toutes ces bases sont non dégénérées.

Preuve. On a x; > € et x;41 > ex; pour j = 1,...,d — 1, nous avons donc dans toute
solution réalisable, z; > ¢/ > 0. Donc les bases réalisables de doivent contenir toutes
les colonnes d correspondant & x. Supposons que r; = s; = 0 pour certains j. Si j = 1,
alors ¢ = x1 = 1, ce qui est absurde. Si 7 > 1, alors la troisiéme contrainte de donne

_ 5 _ _ _ 1
r; = exrj1 et la quatritme donne x; +ex; y = 1, ou 2ex; 1 = 1 = x;1 = 52 > 1, ce

qui contredit le fait que 0 < z; < 1 pour toute j. Comme m = 2d est une bases admisible
contient I'une des colonnes correspondantes a s; et r; pour chaque j, nous déduisons que les
bases sont non dégénéres. O

Nous écrirons une solution de base réalisable de (a2) est 2%, ou S est le sous-ensemble de

S

{1, 2, ..., d} qui correspond au r non nul dans z°. La valeur de x; dans z° sera notée par

a:JS . Nous aurons besoin des lemmes suivants.

Lemme 2.2.2 [3/Supposons que d € S maisd ¢ S’ ; alors x5 > x5 . En plus, si S' = S—{d},
alors x5 =1 — 5.

Preuve. Puisque d € S, sq = 0 et la quatriéme contrainte de donne z§ = 1 —ex5 .

Onazy  <lete< %; donc x5 > % D’autre part, 7y = 0 car d ¢ S’, la troisiéme contrainte

’ ’ , / . .
donne x5 = ez | < % Par coséquent 25 < z3. Pour la seconde partie, on remarque que si

S =8 U{d},alors z5 =15 | (carsid—1e€ S=d—1€S ). Donc
3 =exd | de la troisieme contrainte
=1—(1—exj ) delaquatriéme contrainte

— S
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Lemme 2.2.3 [3/Supposons que les sous-ensembles de {1,2, ...,d} sont énumérés de maniére

S. . . . . .
que xdl < x? < ... <. Alors les inégalités sont strict et les solutions de base réalisable

S Sj+1

x, et x;”" sont adjacentes pour j=1,2,.., 24 1.

Preuve. Par récurrence sur d, pour d = 1 : nous avons deux solutions de base réalisable a
savoir de (z1, 1, s1) = (g, 0, 1 —¢) et (1, 1 —&, 0). Les deux solutions de base réalisables
admet des z; défférents, ils sont certainement adjacents. On suppose que le lemme est vrai
pour d-cube, et soient Sy, ...S5 énumération. Approprée les lemmes S, ...S54 sont également

sous-ensembles de {1,2,...,d + 1}, et en fait xdsil = Exd . Par T'hypothése de récurrence,

Sy
a3, < a3, < .. < x2. On considére sous-ensemble de {1,2,...,d + 1}, de méme S =

S;u{d+1}, j=1,...,2% Nous avons d’aprés le lemme (2.2.2) de+1 > xd ! et :vir1 =1- mg 1

S’

Par I’hypothéses de récurrence % et 2+ sont adjacents, et de méme pour x° et x Si+1. en

S.

S’ . . . ‘s , .
plus, x”2¢ et x”2¢ sont adjacents aussi, puisque cette derniére base résulte en ajoutant rq,q

et en omettant s;1. Dou le résultat. O

Théoréme 2.2.1 [3/Pour chaque d > 1 il ya un programme linéaire avec 2d équations, 3d
variables et coefficients entiers avec valeur absolue délimités par 4, telle que le simplexe peut

prendre 2% — 1 itérations pour trouver l'optimum.

Preuve. On prend ¢ = i et multiplie toutes les équations de par 4, donc tous les

coefficients sont des nombres entiers. Puisque la fonction objectif de est de maximiser

x4, I'exponentielle longue chaine de solution de base realisable d’adjacentes dont 1’existence
(

min —xy4
Ty — T = 411
. . =1 x
est établie par le lemme 3 a la baisse des cotits. Tt fl (:ﬁ)
Tj— 31— 7;=0
Tt griats;=1 j=23 ..d
\ .Tj,Tj,szo j:177d
( min —xy
41’1 — 4’]“1 =1
4 4s; =4
T1 + 48 -

41']' —Tj-1 — 47"3' =0
41']'4-1'3’,1—'—48]':4 j22,3,...,d
I‘j,?”j,SjZO j:].,,d




Chapitre 3

Expériences Numérique

Ci-dessous un programme sous Matlab qui permet de résoudre le probléme de Klee et Minty
avec la méthode du simplexe. Nous avons écrit un code qui génere l'exemple de Kle et
Minty, pour n’importe quel valeur de d et €. Pour l'algorithme du simplexe nous avons
utilisé la fonction Matlab Linprog avec l'option ("LargeScale’,’off’). Afin de faire une étude
comparative avec d’autre approches de résolution des probléme de programation linéaire,
nous avons opté pour une méthode de point interieur, vue son caractére polyndémiale. Le
code utilisé ici pour une méthode de point intérieur est toujours la fonction Linprog avec

I'option (’LargeScale’,’on’).

3.1 Le programme

tic

clear all

cle

Syms x

d=input(’donner d :’)

epsilon=input(’donner epsilon ")  %doit étre entre 0 et 3
c=[zeros(d — 1,1); —1];

A=zeros(2x d,d);

b=zeros(2 *x d, 1) ;

fori=2:d
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x0=1]; % on ne fournit pas de solution réalisable au départ

end

b(1) = —epsilon;

b(2) = 1;

for j=3:2x%d
if mod(j,2) ==0

b(j) = 1;

else b(j) =0;
end

end

c

b

A

Aeq=]; beq = [|; % pas de contraintes d’égalités

Ib= zeros(d,1); % bornes inférieures = 0
ub=[]; % pas de borne supérieure
options = optimset('LargeScale’,’off”)

[X,fval]=linprog(c,A,b,Aeq,beq,lb,ub,x0,0ptions)

toc
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3.2 Une Comparaison Entre La Méthode Du Point In-
terieur Et La Méthode Du Simplexe

d Temps d’éxucution par Temps d’éxucution par
la méthode du point interieur(seconde) la méthode du Simplexe(seconde)

2 1.406712 2.719137

6 1.494153 2.978788

10 1.662239 3.124518

50 2.181572 3.371740

100 | 3.067146 3.882018

500 | 3.093063 6.545448

1000 | 8.844201 13.697504

3000 | 51.426874 Out of memory.

4000 | 88.264232 Out of memory.

5000 | 131.855052 Out of memory.

6000 | 136.734053 Out of memory.

7000 | 261.254648 Out of memory.

8000 | Out of memory. Out of memory.

Remarque 3.2.1 La méthode du point interieur est rapide que Simplexe pour résoudre le

probléme de Klee et Minty.

3.3 Un Autre Exemple

Bien que I'exemple pathologique de Klee et Minty & montrer le caractére exponentiel de
la méthode du simplexe, cette derniére est toujours utiliser dans les logiciels commerciaux.

L’exemple suivant montre ce paradoxe.

([ max 1700z; + 3200z
329 < 39
1.5x +  4xs < 60
211 4+  3xy < 57
31’1 S 57
T, X9 > 0

Le programme :

tic
A =10,3;1.5,4;2,3;3,0];
b= [39;60; 57; 57| ;
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c= —[1700; 3200} ; % Attention, linprog cherche un min!
options = optimset('LargeScale’,’off’) ;

Aeq=[]; beq=[]; % pas de contraintes d’égalités
Ib=zeros(2, 1) ; % bornes inférieures = 0

ub= []; % pas de borne supérieure

x0=[]; % on ne fournit pas de solution réalisable au départ
[X,fval] =linprog(c,A,b,Aeq,beq,lb,ub,x0,0options)

toc

L’éxucution

Par La Méthode Du Simplexe

X =

13.7143

9.8571

fval =

-5.4857e+4-004

Elapsed time is 0.043480 seconds.
Par La Méthode Du Point Interieur
X —

13.7143

9.8571

fval =
-5.4857e+4-004
Elapsed time is 3.317691 seconds.



CONCLUSION

Les deux exemples présentés dans ce travail, montre & la fois le caractére exponentielle de
I’algorithme du Simplexe, via ’exemple pathologique de Klee et Minty. Par contre le second
exemple montrer aussi 'efficacité de cet algorithme. Malgré 'exemple de Klee et Minty, le
Simplexe et toujours utilisé comme solveur dans la majorité des logiciels numérique. A titre
d’exemple la derniére version de la fonction "linprog" de Matlab-R2016 contient toujours cet

algorithme.
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