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Introduction

La théorie de Nevanlinna est un outil incontournable dans la théorie des fonctions, en
particulier dans I’étude des propriétés des solutions des équations différentielles complexes
notamment la croissance et 'oscillation des solutions. En effet depuis 1925, ’année ou R.
Navanlinna a publié les résultats de ses travaux sur la théorie de la distribution des valeurs
des fonctions méromorphes, les chercheurs ne cessent de publier dans la méme thématique
et plusieurs problémes ont été étudiés et résolus. Des liens étroits avec d’autres domaines
sont mis en évidence, en particulier avec la théorie analytique des équations différentielles.
Pour une introduction a la théorie des équations différentielles dans le plan complexe avec
la, théorie de Nevanlinna voir [47,68] .

Une recherche active dans ce domaine a été lancée par H. Wittich et ses étudiants dans les
années 1950 et 1960. Un des résultats importants di & Wittich concernant la croissance des
solutions des équations différentielles linéaires

O+ A fE Y+ L+ Af + Aof =0

est le suivant : Les coefficients Ay, ..., Ap_1 sont des polyndomes, si et seulement, si toutes les
solutions de l’équation précédente sont des fonctions entiéres d’ordre fini de la croissance.
M. Frei a généralisé le résultat ci-dessus, en supposant que A; est le dernier coefficient trans-
cendant tandis que tous les coefficients A; 1, ..., Ay sont des polynomes, et il a démontré
que I’équation posséde au plus j solutions linéairement indépendantes d’ordre fini.

Cette these se compose d’une introduction et de dix chapitres.

Dans le premier chapitre, on va citer quelques notations, définitions et résultats dont on aura
besoin dans les autres chapitres, on peut considérer ce chapitre comme une introduction a
la théorie de Nevanlinna, on va aussi citer quelques théorémes et définitions concernant la
distribution des valeurs des fonctions analytiques dans le disque unité.

Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéresse a 1’étude des propriétés de l'ordre et du type
de croissance des fonctions méromorphes dans le plan complexe et on donne de nouveaux
critéres pour faciliter la détermination de ’ordre et le type de ces fonctions. On va aussi faire
la comparaison entre les résultats obtenus pour les fonctions méromorphes et les fonctions



entieres dans le plan complexe. Les résultats obtenus dans ce chapitre, seront appliqués dans
la plupart des chapitres qui suivent de cette these.

Dans le troisiéme chapitre, on va prouver quelques estimations sur la croissance des dérivées
logarithmiques des fonctions méromorphes et entiéres et leurs applications dans la théo-
rie des équations différentielles, on va donner également quelques exemples pour expliquer
I’éxactitude de nos résultats.

Le quatriéme chapitre est consacré a I’étude de la controélabilité des solutions de I’équation
différentielle linéaire
fPHAR) =0 (k>2).

On va étudier la croissance et I'oscillation du polynoéme différentiel d’ordre supérieur a coef-
ficients fonctions méromorphes. Les théorémes obtenus dans ce chapitre améliorent certains
résultats de Laine et Rieppo ([49]), Liu Ming-Sheng et Zhang Xiao-Mei ([63]) et Wang et
Yi ([77]).

Le but du cinquiéme chapitre est d’étudier les propriétés des solutions des équations diffé-
rentielles linéaires de type

f"+A() f=0.

En fait, on va étudier la croissance et l'oscillation de gy = d; f1 + daf2 ou fi, fo sont deux
solutions linéairement indépendantes de 1’équation ci-dessus, et di,ds sont des fonctions
entiéres d’ordre fini non toutes identiquement nulles.

Dans le sixiéme chapitre, on considére I’équation différentielle
"+ AL () f + A (2) f = F,

ou Ag #Z 0, Ay et F sont des fonctions analytiques dans le disque unité A = {z : |z| < 1}.
Nous obtenons des résultats sur 'ordre et ’exposant de convergence des zéros dans A des
polynomes différentiels gy = dof” + di f' + dof & coefficients fonctions analytiques ds, dy, do
non toutes identiquement nulles. On va aussi répondre & la question posée par J. Tu et C.
F. Yi en 2008 ([71]) dans le cas des équations différentielles linéaires du second ordre dans
le disque unité.

Dans le septiéme chapitre, on s’intéresse a I’étude des équations différentielles linéaires com-
plexes d’ordre supérieur dans lesquelles les coefficients sont des fonctions analytiques dans le
disque unité d’ordre [p, q]. Le but de ce chapitre est d’utiliser les concepts des fonctions ana-
lytiques dans le disque unité d’ordre [p, ¢] et de type [p, ] pour obtenir plusieurs théorémes
sur la croissance et I'oscillation des solutions des équations différentielles.

Le but principal du chapitre huit est d’étudier la controélabilité des solutions d’une paire
d’équations différentielles linéaires

f"+A()f=0

et
9"+ B(z)g=0.



On va étudier la croissance et 'oscillation de w = d; f + dag, ou f, g sont les solutions des
équations ci-dessus et di, dy sont des fonctions entiéres d’ordre fini. Les théorémes obtenus
dans ce chapitre généralisent les résultats obtenus dans le cinquiéme chapitre.

Le neuvieme chapitre est consacré a ’étude de la croissance et 1’oscillation des solutions et
de leurs dérivées des équations de type

"+ AR+ B(2) f=F(2),
ou A(z),B(z)(#0) et F'(z) (£ 0) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini.

Dans le dernier chapitre, on va étudier 'oscillation des solutions et leurs dérivées des équa-
tions différentielles

"+ AR+ B(2) f=F(2),

ou A(z),B(2)(£0) et F(z)(# 0) sont des fonctions méromorphes d’ordre p—itératif fini
dans le disque unité A = {z : |z] < 1}.



Chapitre 1

La théorie de R. Nevanlinna

On commence par donner quelques définitions, notations et résultats dont on aura besoin
par la suite. Pour plus de détails voir ([35], [47], [81]).

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Théoréme 1.1 (Formule de Jensen) Soit f une fonction méromorphe telle que f(0) #
0,00 et ay,as, ..., a, (respectivement by, ba, ..., by, ) ses zéros (respectivement ses poles), chacun
étant compté avec son ordre de multiplicité. Alors

1 2m )
1n|f(0)|:%/0 ln‘f(rew)‘dgo—i-zmﬁ—z}n%.
j

[bj|<r laj|<r | J|
Définition 1.1 Pour tout réel x > 0, on définit

Inz, z > 1,

In* 2 = max (Inz,0) = {0’ 0<a<l.

1l est clair que
1

Inz =InTz—-In" =, 2 >0.
x
Définition 1.2 (Fonction caractéristique de R.Nevanlinna) ([35],[47]) Soit f une
fonction méromorphe. Pour tout nombre complexe a, on désigne par n (t,a, f) le nombre de
racines de l'équation f (z) = a situées dans le disque |z| < t. Chaque racine étant comptée
avec son ordre de multiplicité et par n (t,00, f) le nombre de poles de la fonction f dans le
disque |z| < t. On définit

N(r,a,f):/OTn(t’a’f);n(o’a’f)dt—i—n(o,a,f)logr, a # oo

R e

N (r, f) est appelée la fonction de comptage de la fonction [ dans le disque |z| < r. On définit

1 T 1
= — loct ———q#
%/0 B Flren) —a W 17

8

dt +n (0,00, f)logr,

m(?",a’f)



et
m (r,00, f) =m(r, f) = %/0 log™ | f (re”) | df.

m (r, f) est appelée fonction de proximité de la fonction f au point a.

Définition 1.3 ([35]) On définit la fonction caractéristique de R. Nevanlinna de la fonction

[ par
T(r,f)=m(r, f)+N(r,[f).

Exemple 1.1 Pour la fonction f (z) = e*, on a

n(t,f)=0et N(r,f)=0.

De plus
L 0 L - 0-+irsin0
m(r,f):%/o log |f(re )‘dQZ%/O log ‘e |d9
1 2 s
— = [ rcoshdd = 2 [sinf]¢ = .
27 —z 27 T
D’ou

T(rf)=—.

Théoréme 1.2 (Premier Théoréme fondamental de R. Nevanlinna dans le plan
complexe) ([35],[47]) Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors pour tout
nombre complexe a # oo, on a

m(r,a,f)—l—N(r,a,f):T(r,f)—l—&?(r,a),

ot € (r,a) =0 (1) quand r — 0.

1.2 La croissance et la distribution des valeurs d’une
fonction entiére ou méromorphe

1.2.1 L’ordre et le type de croissance d’une fonction

Définition 1.4 ([35],[47], [48],[62]) Soit f une fonction entiére. Alors l'ordre et I’hyper-
ordre de f sont définis respectivement par

— loglog M (r, f)

=1
p(f) T—1>I—‘:I-loo log r
~ —— logloglog M (r, f)
p2 (f) - TEI-E].OO IOgT )

ot M (r, f) = max{|f (z)[, 2| = r}.
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Si f est une fonction méromorphe, alors l'ordre et l’hyper-ordre de f sont définis par

— logT'(r, f)
= 1] = e 7
p(f) = lim log 7

oy (f) = Tm loglog T (r, f)

r—-o00 log r

Exemple 1.2 La fonction f(z) = exp{expz"} est d’ordre p(f) = oo et d’hyper ordre

ps (f) = n. La fonction f(z) = exp s1r\1/\_/5 est d’ordre p(f) = oo et de hyper ordre
2

U

Remarque 1.1 Si f est d’ordre fini, alors ’hyper ordre de cette fonction est nulle.

Définition 1.5 ([48]) Soit f une fonction méromorphe d’ordre p (0 < p < 00), on définit
le type de [ par

Définition 1.6 ([48]) Soit f une fonction entiére d’ordre p (0 < p < c0), on définit le type

de f par .
rr (F) = Tm log M(r,f).

r—-+400 rP

Exemple 1.3 Pour la fonction f (z) = €*, on a

= T(rf) —r 1
’ (f> T or—too 7P N TE-i-OOE N %
et N N
TM(f):EIOg M(r,f)_ﬁlogezl.
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1.2.2 L’exposant de convergence des zéros

Définition 1.7 ([35],[47], [48]) Soit f une fonction méromorphe. On définit l’exposant et
Uhyper exposant de convergence des zéros de la fonction f respectivement par

NI log N (r,%)

r—-400 log T

_ loglog N (r, %)

)\2 (f> - TEI—POO logr

Y

ol

N(r,l) :/Ml(t?%) ;n<07%>dt+n<r,l> log r,
0

f f

tel que n (t, %) désigne le nombre des zéros de la fonction f situés dans le disque |z| <.

Définition 1.8 ([19], [47]) On définit I’exposant et I’hyper exposant de convergence des zéros
distincts de la fonction [ respectivement par

X = Tm logN<r,%>

r—+00 log r

_ ___log logN (7’, %)

p— 1‘
Mf) = tm ——
(1) -n(03)
—(; 1 — 1
. 1 ) t,? -n O,? ( 1>
N|(r = :/ dt+n|r,— |logr,
(3)- L= f

tel que n (t, %) désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situés dans le disque
|z] < 7.

Définition 1.9 ([20],[47]) Soit f une fonction méromorphe. On définit ’exposant et [’hyper
exposant de convergence des points fixes de la fonction f respectivement par

A —2) = Tm logN(r,#>

r—+00 log r

Y

___loglog N (r,ﬁ)
A —z)= 1
2 (f Z) rirllw logr

Y

Définition 1.10 ([20], [47]) Soit f une fonction méromorphe. On définit 'exposant et ’hy-
per exposant de convergence des points fixes distincts de la fonction f respectivement par

_ L logw<r, fiz>
AMf—2)= 1l
(f Z) rilfw logr
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B __log 1ogN (r, ﬁ)
Ao (f —2)= lim

r—+400 log r

Y

Exemple 1.4 L’exposant et I’hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonc-
tion f(z) = e + 2 sont égaux respectivement a oo et 1.

Exemple 1.5 L’exposant et I’hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonc-
tion f(z) = e + e* sont égauz respectivement & oo et 1.

Exemple 1.6 L’exposant et I’hyper exposant de convergence des points fixes de la fonction
f (2) = cos (€*) sont égaux respectivement & oo et 1.

1.2.3 La notion d’ordre p-itératif d’une fonction

Si 'ordre d’une fonction entiére ou méromorphe est infini, on définit I’hyper ordre de
cette fonction.

Pour la définition de l'ordre p-itératif d’une fonction méromorphe, on a besoin de définir
les expressions suivantes : pour tout r € R, on pose exp; r := €" et exp,,; 7 := exp (expp 7") ,
p € N. De la méme fagon on définit log, r := logr et log, 7 := log (logp 7”) , p € N et ceci
pour r suffisamment grand.

Définition 1.11 ([45],[48]) Soit f une fonction méromorphe. On définit l’ordre p-itératif
de croissance de la fonction f par
= log, T(r, f)

pp (f) = TEIJPOOW (p =1, p entier),

ot T(r, f) est la fonction caractéristique de Nevanlinna. Si f est entiére, alors l'ordre p-
wtératif de la fonction f est défini par

—lo M (r,
Pp (f) = TEI_POng—TOTT(f) (p 21, p entier)?

ot, M(r, f) = max|f (z)].

|z|=r

Exemple 1.7 Pour la fonction f (z) = exp,(z), ¢ € N* on a

400 st p < g,
pp(f)=4¢ 1 sip=gq,
0 sip>q.

Définition 1.12 ([45], [48]) L’indice de croissance d’ordre p-itératif d’une fonction méro-
morphe [ est définit par

0, si [ est rationnelle
i(f) = miél {pj (f) < +oo} , si [ est transcendante
VIS

+00, si p; (f) = +oo pour tout j € N.
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Exemple 1.8 L’indice de croissance d’ordre p-itératif de la fonction

f(z) = exp,_; (sin (2))
est égal a p.

Définition 1.13 ([48]) Soit f une fonction méromorphe. On définit l’exposant p-itératif de
convergence des zéros de la fonction f par

R el )

r—-+00 log T

On définit l’exposant p-itératif de convergence des zéros distincts de la fonction f par

Xp(f): lim M.

r—-+oo logr

Définition 1.14 [48] On définit l’exposant p-itératif de convergence des points fizes d’une
fonction méromorphe f par

_ log, N (r, #)
_ = T
)\p (f Z> r—lgloo logr

et l'exposant p-itératif de convergence des points fixes distincts de f par

_ L logpw <r, —fiz)
—2)= 1 .
)\p (f Z> r—1>I-‘11-/loo log T

Exemple 1.9 Pour la fonction f(z) = exp;(z) — expy(2) on a A5 (f) = 1, s (f) = 1,
M (f—2)=1X(f-2)=1

Pour les ensembles, on définit les mesures linéaire et logarithmique, les densités logarith-
mique inférieure et supérieure :

Définition 1.15 ([36]). On définit la mesure linéaire d’un ensemble E C [0,00) par

“+o0o
mE) =[x
0
ot X (t) est la fonction indicatrice de [’ensemble E. La mesure logarithmique d’un ensemble

F C[1,00) est
Im (F) :/ XFT(t)dt.
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La densité logarithmique inférieure de l’ensemble F est

Im(Fnil
log dens (F') = lim infw.
— r—+00 log r

La densité logarithmique supérieure de l’ensemble F' est

— Im(FnNJl
log dens (F) = lim supu.
P00 log r

Exemple 1.10 La mesure linéaire de ’ensemble E = [2,6] U [7,8] C [0,00) est

m(E):7XE (t)dt:7dt+7dt:5.

La mesure linéaire de [l’ensemble E© = N est nulle, de plus la mesure linéaire de chaque
ensemble dénombrable est nulle.

La mesure logarithmique de l'ensemble F = [1,5] C [1,00) est

y at Tt
lm(F):/XF(t) il iy =Inb.
1 1

La densité logarithmique inférieure de 'ensemble F' = [5,00) est

! 1
logdens (F) = liminf m ([5,00) N1, 7])
r—-+00 logr

= lim inf—lm ((5.7))

=1.
r—+o0  logr

Définition 1.16 ([75]) Soit f (z) = > a,2z" une fonction entiére. On définit le terme mawi-
n=0
mal de f(z) par p(r) = max {|a,|r";n =0,1,2,...} et on définit l'indice central de la fonc-

tion f(2) parve(r) =max{m;u(r) = |an,|r™}.

Exemple 1.11 Pour la fonction f (z) = €*, on a u(r) = ﬁrw et vy (r) =[r].

1.3 La croissance et la distribution des valeurs d’une
fonction analytique ou méromorphe dans le disque
unité

Dans la suite, on donne les définitions de 'ordre et du type d’une fonction analytique et
méromorphe dans le disque unité.
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Théoréme 1.3 (Premier Théoréme fondamental de R. Nevanlinna dans le disque
unité) ([37]) Soit f une fonction méromorphe non constante sur A = {z : |z| < 1}. Alors
pour tout nombre complexe a # oo, on a

1
T <T,m) = T(T,f) ‘I‘O(].)
quand r — 17 ou T (r, f) est la fonction caractéristique de Nevanlinna.

Définition 1.17 ([37]) Soit f une fonction analytique dans le disque A = {z:|z| < 1}.
Alors lordre et I’hyper-ordre de f sont définis respectivement par

— log™ log* M (r, f)
=1
pa ()= i = )
— log™ log™ log™ M (r, f)
r—1- log () ’

ou M (r, f) = max {|f (2)|,|z| =r}. Si f est une fonction méromorphe sur A, alors l’ordre
et Uhyper-ordre de f sont définis par

Y

I ey 10g+T(7°,f)
P =y

Il existe des fonctions analytiques dans A, vérifiant p (f) # pa, (f) . Tsuji ([69]) a démontré
le théoreéme suivant :

Théoréme 1.4 Soit f une fonction analytique dans A. Alors

p(f) <pu(f)<p(f)+1

Exemple 1.12 Pour la fonction f (z) = exp {ﬁ} , On a

p(f)=1, pp (f) =2

z+1
z—1

Par contre, pour la fonction f(z) = exp{ } , 0n a

p(f)=pu(f) =0

Pour I'hyper-ordre des fonctions méromorphes et analytiques T. B. Cao et H. X. Yi ([14],
[16]) ont obtenu le résultat suivant :

Théoréme 1.5 Soit f une fonction analytique dans A. Alors
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P2(f):P2,M<f)‘

Exemple 1.13 Soit la fonction f(z) = expexp {ﬁ} , p>1. Alors

P2(f):P2,M(f>:p-

Définition 1.18 ([37],[48]) Soit f une fonction méromorphe dans le disque A d’ordre p
(0 < p < 00), on définit le type de f par

Définition 1.19 ([48]) Soit f une fonction analytique dans le disque A d’ordre p,; (0 <
Py < 00), on définit le type de f par

() = T M)
(L)PM

1-
T_) 1—r

Définition 1.20 ([38]) Soit f une fonction méromorphe sur A. On définit l'ordre p-itératif
de croissance de la fonction f par

p, (f) = T 28 /)

3 i (p > 1 est un entier) ,
r—1 log e

ot T(r, f) est la fonction caractéristique de Nevanlinna. Si f est analytique sur A, alors
lordre p-itératif de la fonction f est défini par

parp (f) = i 108y M(r, f)

1 ) (p > 1 est un entier),
ro1 log

ot M(r, f) = max|f (2)]
Remarque 1.2 Pour la relation entre l'ordre des fonctions méromorphes et les fonctions
analytiques, Tsuji ([66],p. 205) a montré que si f est une fonction analytique sur A, alors
on a linégalité

P1 (f) §PM,1 (f) < (f)+17

et p, (f) = parp (f) pour p > 2 d’aprés la Proposition 2.2.2 dans [47].
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Définition 1.21 ([37]) Soit f une fonction méromorphe sur A, et soit

D(f)= T - f)

r—1- IOg 1ir
o T'(r, f) est la fonction caractéristique de Nevanlinna. Si D (f) < oo, on dit que f est de
degré fini D (f) (ou mon-admissible); si D (f) = oo, on dit que f est de degré infini (ou
admissible). Si f est analytique sur A, et

— log M

r—l1— log ﬁ

?

ot M(r,f) = max|f(z)|, alors on dit que f est une fonction de degré fini Dy (f) si

|z|=r

Dy (f) < o0, sinon, f est de degré infini.

Définition 1.22 ([37]) L’indice de croissance d’ordre p-itératif d’une fonction méromorphe
f sur A est défini par

0, si [ est non-admissible,
i(f) = min {j eN:p,;(f) < —l—oo}, si f est admissible,
+o0, si p; (f) = +oo pour tout j € N.
Pour toute fonction f analytique sur A, on définit aussi
0, si f est non-admissible,
in (f) = min {j € N: parj (f) < +oo}, si f est admissible,
+00, si pyrj (f) = +oo pour tout j € N.

Définition 1.23 [48] Soit f une fonction méromorphe sur A, d’ordre p-itératif p, (f) (0 <
pp (f) < +o0). Alors le type p-itératif de croissance de f est défini par

— log, _,T(r,
Tp (f) = Tligl, Og(i)p,(,?f)f)

1—r

(p > 1 est un entier).

Si f est une fonction analytique sur A, d’ordre itératif py;, (f) (0 <pu,p (f) < +oo) , alors
le type p-itératif de la fonction f est défini par

— lng M(T, f)
Ty (f) = TEI?_W

1—r

(p > 1 est un entier) .

Définition 1.24 ([38]) Soit f une fonction méromorphe sur A. On définit ’exposant p-
itératif de convergence des zéros de la fonction f par

T )]

r—1-  log —lir

(o) [ e (e

etn (t, %) désigne le nombre de zéros de la fonction f situés dans le disque |z| < r.

Y

ol
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On définit lexposant p-itératif de convergence des zéros distincts de la fonction f par

Xp(f): EM'

r—1-  log ﬁ

Exemple 1.14 L’exposant p-itératif de convergence des zéros distincts de la fonction f (z) =
exp {i} est égal a 0.



Chapitre 2

Quelques estimations sur ’ordre et le
type de croissance des fonctions
méromorphes dans le plan complexe

2.1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre, on va montrer de nouveaux estimations sur ’ordre et le type de croissance
des fonctions méromorphes dans le plan complexe, on va aussi donner quelques exemples pour
bien expliquer 'exactitude de ces estimations. Tout d’abord, on va citer quelques résultats
classiques dont on aura besoin pour la suite.

Dans I’Exemple 1.3 (Voir Chapitre 1), on a vu qu’on a pas forcément 7 (f) = 757 (f) . D’aprés
T(r, f) <log M (r, f), on obtient que 7 (f) < a7 (/).

Dans [31], Goldberg et Ostrovskii ont obtenus les inégalités suivantes :

{TM (f) < Zr(f), si0<p<t

v (f )<7T,07' f), si3 <p<oo

La détermination de 'ordre de croissance est treés importante car il y a des interprétations
géométriques et physiques, mais parfois ’estimation de ce dernier n’est pas facile. Dans ce
contexte plusieurs mathématiciens (voir [31],[62]) continuent a chercher des critéres pour
faciliter et élargir son application. Parmi les théorémes obtenus les trois suivants :

Théoréme A [62] Soient f et g deux fonctions entiéres. Alors

p(f+9) <max{p(f).p(9)}, (2.1.1)
p(fg) <max{p(f),p(9)} (2.1.2)
et
i (f +9) <max{ruy (f),7m (9)}, (2.1.3)
v (f9) < mm (f) +7m (9)- (2.1.4)

19



20

Théoréme B [62] Soient f et g deux fonctions méromorphes. Si p(f) > p(g), alors

p(f+g)=np(fg)=pr(f). (2.1.5)

Le théoréeme suivant da a Valiron [75] et Mohon’ko [67], est d’une importance essentielle
dans la théorie des équations différentielles complexes.

Théoréme C [67,75] Soit f une fonction méromorphe. Alors, pour toutes les fonctions
wrréductibles rationnelles en f,

Zp:ai(z)fi
R(Zaf) = sz—"

ot a; (z), b; (2) sont des fonctions méromorphes telles que

{T(r,ai) =S(r,f), i=0,..p,
T(r,bj))=S(r,f), 7=0,....q,

la fonction caractéristique de R (z, f (2)) satisfait
T(r,R(z f)) =dT'(r, ) +5(rf),

ot d = max {p,q} .

I1 est naturel de se poser la question : Que peut-on-dire sur p (f + g) et p(fg)sip(f) = p(g)?
Dans ce chapitre nous tenterons de trouver des réponses a cette question, et on va donner
également des conditions suffisantes pour obtenir des résultats similaires a ceux du Théoréme
A et Théoréeme B pour le type des fonctions méromorphes.

Théoréme 2.1 [50]| Soient f et g deux fonctions méromorphes.

(@) Sip(f)>p(g9) (0<p(f),p(g) <o0), alors on a

T(f+g9)=7(f9)=7(f). (2.1.6)
(1) Si 0 < p(f)=p(9) =p(f+9)=p(fg) < o0, alors on a
T (f) =T <7(f+9) <7(f)+7(9) (2.1.7)
et
T (f) =TI <7(f9) <7(f)+7(9). (2.1.8)

Remarque 2.1 Pour expliquer l’ezactitude des inégalités (2.1.7) et (2.1.8), on prend
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f(z)= 1+1ez et g(z) = ==, et on trouve que

p(f)=p@=p(f+9) =p(fg)=1 7(f)=7(g) _%

T(f+9) 27(1_2622) —

rif0 =7 (1) -

Théoréme 2.2 [50]| Soient f et g deux fonctions méromorphes telles que p (f) = p(g) = p
(0<p<oo)etT(f)#7(g9). Alors

=7(f)+7(9),

2o

3o

=7(f)+7(9).

p(f+9)=p(fg9)=pr()=p9)=r (2.1.9)
Remarque 2.2 Si p(f) = p(g) et 7(f) = 7(g), alors on peut rien dire sur p(f + g) et
p(fg). Si on prend par exemple f (z2) = e, g(2) = —€* et h(z) = e *, alors p(f +¢g) =0 #
p(f) =p(g) =1 et p(fg) = p(f) = p(g) = 1. D’autre part, p(f +h) = p(f) = p(h) =1
et p(fh) =0#p(f)=p(h) =1
Théoréme 2.3 [50| Soient f et g deux fonctions entiéres.
(1) Si p(f)>p(g) (0<p(f),p(g) <o0), alors on a
v (f+9)=7u(f) (2.1.10)
et
v (fg) <tm (f). (2.1.11)
(1) Si 0 < p(f)=p(g )—p(f+g) p(fg) < oo, alors
Ty (f +g) < max{7a (f) . 7 (9)} (2.1.12)
et
T (f9) < 7ar (f) +7ar (9) - (2.1.13)
De plus, si on a Ty (f) # 7a (g), alors on obtient
v (f+9) =max{ry (f),7am(9)}- (2.1.14)

Théoréme 2.4 [50] Soient f et g deux fonctions entiéres telles que p(f) = p(g) = p
(0<p<oo)et Tay(f)#7m(g). Alors
p(f+g)=p(f)=r(9) =p (2.1.15)

Théoréme 2.5 [50] Soit f une fonction entiére d’ordre non-entier p (0 < p < 00), et soit g
une fonction entiére telle que p (f) > p(g) (0 < p(g) <o0) out(f)#7(9) sip(f)=p(g).

Alors
A f+g)=X(fg)=1(f) =p (2.1.16)
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2.2 Lemmes préliminaires

Lemme 2.1 [31] Si l'ordre p d’une fonction méromorphe f(z) est non-entier, alors l’ordre
de N (r,0,00) = N (r, f) + N (r, %) est égale a p.

2.3 Preuve du Théoréme 2.1.
(i) D’apres la définition du type, on a

T(f+9) T(r.f)+T(r,9)+0(1)

T(f+g) = hgiip ST S lgﬂiip 70 (2.3.1)
Comme p (g) < p(f), alors p(f + g) = p(f). Ainsi, de (2.3.1) , on obtient
: T(r,f) . T(rg+0Q1Q) _
T(f+g) < ligiip o) + ligigop o) =71(f). (2.3.2)
D’autre part, comme
p(f+g)=p(f)>pr(g), (2.3.3)
alors d’apres (2.3.2), on a
TN)=7(f+g—9)<7(f+9). (2.3.4)

Ainsi de (2.3.2) et (2.3.4) , on obtient 7 (f 4+ ¢g) = 7 (f) . Maintenant, on montre que 7 (fg) =
7(f). Comme p(g) < p(f), alors p(fg) = p(f). Selon la définition du type, on a

b T(r,fg) _ . T f)+T(ryg)
7 (fg) = lim sup—"r= < lim sup D
T T
< lim Sup# + lim sup (:(“;)g) =7(f). (2.3.5)
r—+oo T r—+oo T
Comme .
P =0t > 0@ =r(5). (2:3.6)
alors d’aprés (2.3.5), on obtient
1
T(f)=7 Ie, <7(f9). (2.3.7)

Ainsi, de (2.3.5) et (2.3.7),ona 7 (fg) =7(f).

(ii) Supposons que p(f) = p(g9) = p(fg) = p(f+9) = p (0< p < 0). Pour tout € > 0
donné, on a

T(rf+g9) <T(r,f)+T(r,g)+0(1)
S(r(f)+e)r’+(r(g) +e)r"+0(1)
< (t(f)+7(9)+2)r"+ O (1) (2.3.8)
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et
T(r,fg) <T(r,f)+T(r,9) < (7(f)+e)r’ +(r(g9) +e)r”
< (7 (f)+7(g) +2e)r”. (2.3.9)
Comme ¢ > 0 est arbitraire, de (2.3.8), (2.3.9) et la définition du type, on obtient
T(f+9) <7(f)+71(9) (2.3.10)
et
T(fg) <T(f)+7(9). (2.3.11)

D’autre part, comme p (g) = p (f + g), alors d’aprés (2.3.10)

TN=7(f+g—g)<7(f+9)+T7(9) (2.3.12)
et de p(f) = p(f+g), on obtient
T =7(f+g9-f)<T(f+9) +7(f). (2.3.13)

De (2.3.12) et (2.3.13), on a
[T () =7l <7 (f+9). (2.3.14)

Aussi, comme p(g) = p (é) = p(fg), alors d’apres (2.3.11)
r(f)=r(fa) <700+ (o), (23.15)
En utilisant p (f) = p G) = p(fg), on obtient

r@=r(fo7) <t ), (23.16)
D’apres (2.3.15) et (2.3.16) , on trouve

7 (f) =79l <7(f9). (2.3.17)

De (2.3.10) et (2.3.14) on obtient (2.1.7) et d’aprés (2.3.11), (2.3.17) on a (2.1.8).

2.4 Preuve du Théoréme 2.2.

Sans perte de généralité, on suppose que p(f) = p(g) et 7(g9) < 7(f). Alors, d’apres le
Théoréeme A, on a

p(f+9) Smax{p(f),p(9)} =p(f) =r(9). (2.3.18)
Si on suppose que p (f +g) < p(f) = p(g), alors d’apres (2.1.6) , on obtient

(@) =7(f+g—f)=7()
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c’est une contradiction. Par conséquent p (f + g) = p(f) = p(g). Maintenant, on montre
que p(fg) = p(f) = p(g). Aussi, nous avons par le Théoréme A

p(fg) <max{p(f),p(9)} =p(f)=pr(9). (2.3.19)

Si on suppose que p(fg) < p(f)=p(g) =p (%), alors d’apres (2.1.6) , on peut écrire

r) =7 (f0) =7 (3) =70

c’est une contradiction. Par conséquent p (fg) = p(f) = p(9g).

2.5 Preuve du Théoréme 2.3.
(i) Supposons que p (f) > p(g) (0<p(f),p(g) < o). D’aprés la définition du type, on a

log M (r, f +g)
rr(f+9)

Ty (f + g) = limsup

r—-+00

log M (r, f) +log M (r,9) + O (1)

< ligigop 0 (2.3.20)
Comme p (g) < p(f), alors p(f + g) = p(f). Ainsi, de (2.3.20), on obtient
: log M (r, f) | .. log M (r,g) _
v (f+9) < ligigopw + IHEJSFL?W =7um(f). (2.3.21)
D’autre part, comme
p(f+9)=p(f)>p(9), (2.3.22)
alors avec (2.3.21), on trouve
M (f)=Tu(f+9—9) <Tm(f+9). (2.3.23)

Ainsi de (2.3.21) et (2.3.23), on obtient 7y (f +¢) = 7a (f) . Maintenant, on montre que
T (fg) < 7ar (f). Comme p(g) < p(f), alors p(fg) = p(f). D’apres la définition du type,

on a
log M (r, fg) plogM(ﬁ f) +1log M (r,g)

rr(f9) < limsu rp(f)

r—+00

log M
+ lim supOng()T’g) =7 (f). (2.3.24)
T

r—-+00

Ta (fg) = limsup

r——400

log M (r, f)

< lim sup preR

r—-400

(ii) Supposons que p(f) = p(g9) = p(fg) = p(f +9) = p (0 <p < +0o0). Alors pour tout
e > 0 donné, on a

M (r, f+9) < M(r, f) + M (r,g) < exp ((Tar () +€)77)

+exp (T (9) +€)r?) < 2exp ((max {7y (f), 7ar (9)} +)7°) (2.3.25)
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et

M (r,fg) < M (r,f) M (r,g) <exp((ta (f) +&)r" + (Tam (9) +€)17)
=exp((T(f)+7(g9)+2e)r"). (2.3.26)
Comme € > 0 est arbitraire, de (2.3.25), (2.3.26) et la définition du type, on a
T (f +9) <max{7a (f)  7ar (9)} (2.3.27)

et
v (fg) <Tm (f) + 7 (9)- (2.3.28)

D’autre part et sans perte de généralité on suppose que 7y (f) > 7 (g). Comme p(g) =
p(f+g), alors en utilisant (2.3.27) on a

T (f)=Tu(f+g9—g) <max{ry (f+9),7m(9)}=Tu(f+9). (2.3.29)

A partir de (2.3.27) et (2.3.29) on obtient 7y (f + ¢) = 7ar (f) = max {7y (f), 70 (9)}.

2.6 Preuve du Théoréme 2.4.

Supposons que p (f) = p(g) (0 <p(f),p(g) <o) et Tar (f) # Tar (9) - 1l est clair que
p(f+9)<p(f)=p(9).

Si on suppose que p (f + g) < p(f) = p(g), alors avec (2.3.29)

(@) =Tu(f+9—f)=7u(f)

c’est une contradiction. Par conséquent p (f +¢g) = p(f) = p(9) .

2.7 Preuve du Théoréme 2.5.

On sait que si f est d’ordre non-entier, alors d’apres le Lemme 2.1, on a p(f) = A(f).
Comme p(f) > p(g) et 7(f) # 7(9) si p(f) = p(g), alors des Théoréeme B et Théoréme
2.2, 0n a

p(f+9)=p(fg)=p(f) =X (f).
D’autre part, f 4+ g et fg sont d’ordre non-entier. Alors

p(f+9)=X(f+9)=p(fg)=A(fg)=p(f)=X(f).



Chapitre 3

La croissance des dérivées
logarithmiques des fonctions
méromorphes

3.1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre, on s’intéresse a l’étude de la croissance des dérivées logarithmiques des
fonctions méromorphes et entiéres et leurs applications dans la théorie des équations diffé-
rentielles, on va donner aussi quelques exemples pour expliquer I’exactitude de nos résultats.

La croissance des dérivées logarithmiques est un ancien probléme dans la théorie de Nevan-
linna, 'importance de ce probléme réside dans ses applications dans la théorie des équations
différentielles. Plusieurs auteurs se sont intéressés a ce probléme (voir [31,35,67,75]).
Dans [35], Hayman a prouvé 'identité suivante :

Théoréme A ([35]) Soit f une fonction méromorphe, et soit g = fTI Alors pour tout entier
n =1,
f(n)i n n(n_l) n—2 1 n<n_1)(n_2) n—3 1
7 =g + 5 g g+ 6 g 9
nn—1)(n—-2)(n—3) ,_
2 9 G) + Pass (9).,

ot P,_3(g) est un polynéme en g et ses dérivées a coefficients constants et de degré total
<n-3.

Les résultats suivants sont trés importants dans la théorie des équations différentielles.

Théoréme B ([35]) Soit f une fonction méromorphe, et soit k > 1 un entier. Alors

m(n#)—S(nf),

ot S(r, f) =0 (logT (r, f) +logr), pour |z| =7 ¢ E ou E C [0,4+00) avec m (E) < co. Si

26
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f est d’ordre fini, alors

m <7“, ?) = 0O (logr).

Théoréme C ([32]) Soit f une fonction méromorphe d’ordre fini p, soit I' = {(ki,j1),
(k2,72) 5 -y (KmyJm)} un ensemble fini de nombres entiers vérifiant k; > j; > 0,1 =1,...,m,
et soit € > 0 wune constante. Alors, on a

(1) 1l eziste un ensemble E; C [0,27) de mesure linéaire nulle, tel que si ¢ € [0,2m)\E},
alors il existe une constante Ry = Ry (1) > 1 telle que pour tout z satisfaisant argz = 1),
|z| > Ry et pour tout (k,j) €T, on a

¥ ()

7 (2)
(ii) 11 eziste un ensemble Ey C (1,400) de mesure logarithmique finie tel que pour tout z
satisfaisant |z| ¢ Eo U [0,1] et pour tout (k,j) € I', on a

¥ (2)
700 (2)

< ‘Z|(k—j)(p—1+€) .

< ‘Z|(k—j)(p—1+8) .

Le Théoréme suivant da a Valiron [72] et Mohon’ko [64], est d’une importance essentielle
dans la théorie des équations différentielles complexes.

Theorem D ([67],[75]) Soit f une fonction méromorphe. Alors pour toutes les fonctions
rationnelles irréductibles en f,

ey ben 507
B e

avec des coefficients méromorphes a; (z), bj (2) telles que

{ T(r,a;) =S (r,f), i=0,...,p,
T<r7b]):S(r7f)’ j:O""7q7

la fonction caractéristique de R (z, f (2)) satisfait

T(r,R(z f))=dT(r,f)+5(r.f),
ot d = max{p,q}.
Le but principal de ce chapitre est de donner de nouvelles estimations concernant la crois-

sance des dérivées logarithmiques, on va aussi étudier la relation entre eux, I’hyper-ordre et
I’exposant de convergence des zéros.
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Théoréme 3.1 [55] Soient k > 2 un entier et f une fonction méromorphe. Alors

)l ) rof el () (57 ) o

Corollaire 3.1 [55] Soit f une fonction méromorphe. Sz'f% est d’ordre fini, alors pour tout

entier k > 2
f(k)

Corollaire 3.2 [55] Soit f une fonction méromorphe. S’il existe un entier k > 1 satisfaisant

p(57) = (1) et p(f) > p2 (1), alors

max{X(f),X(%)}:max{)\(f),)\<%>}:p(f). (3.1.3)

De plus, si [ est une fonction entiére, alors

AP =x(H)=r(f).

Exzemple 3.1 Il est clair que la fonction f (z) = e* — 1 satisfait

(5)-o(e5) e

Alors d’aprés le Corollaire 3.2, on a

D’autre part, la fonction méromorphe f(z) = 62—171

p(‘?) =p(—6z€i1) =p(f) =1,
X(%) :AG) — L N () = A(f) = 0.

max{X(f),XG)} —max{A(f),AG)} —p(f)=1.

Remarque 3.1 La condition p(f) > py (f) dans Corollaire 3.2 est nécessaire, si on prend
par exemple f (z) = exp (eez) , alors [ satisfait

satisfait

On voit que

p(§)=p<f>=p2<f>=oo,

et
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Corollaire 3.3 [55] Soit f une fonction méromorphe telle que pour tout entier k > 1, on a

() <o (%) o

Alors

(f(2k+1)) (f/>

p =pl=), (k=1). (3.1.5
7 7 ) )
Exemple 3.2 Soit f(z) = sinz, il est clair que %%) = Const., pour tout entier k > 1.

Alors d’aprés le Corollaire 3.3

(2k+1) /
() -e(3) o

) =p(f) =1, on obtient

(B =o=1 2.

Théoréme 3.2 [55] Soit f une fonction entiére avec un nombre fini de zéros. Alors pour
tout entier k > 1

—[=

et comme p <

f)
y <—) 0 (). (3.1.6)
f
Corollaire 3.4 [55] Soit f une fonction entiére et ¢ une constante non nulle. Alors
p(f +ef?) =n(f). (3.1.7)

Remarque 3.2 Le Corollaire 3.4 a été prouvé par S. Bank et I. Laine dans [5].

3.2 Applications aux équations différentielles
Théoréme 3.3 [55] Soit k > 1 un entier et soit f une solution de l’équation différentielle
fO 4 A fE D 44 Agf =F, (3.2.1)
o A; (j=0,...,k—1),F #0 sont des fonctions entiéres telles que
max {p(F),p(4;) (j=0,...k = 1)} < p(f). (3:22)
Alors P

() =p (7) “X() =), (3.2.3)

De plus, si # Z Const. (j > 2 est un entier) , alors

p(f)=pr (—) , (122). (3.2.4)
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Remarque 3.3 Dans le Théoréme 3.3, nous obtenons le résultat de S. A. Gao, Z. X. Chen
et T. W. Chen [24], mais la preuve est simple et tout & fait différente.

Théoréme 3.4 [55] (Equation de Verhulst-Pearl) Soit k > 1 un entier, et soit f une solu-
tion méromorphe d’ordre fini de ’équation différentielle

fO = Ay f 4+ Aof* + o+ Anf™, (3.2.5)
ouA; (j=1,....n) (n > 2 est un entier) sont des fonctions méromorphes telles que

max {p(4;):7=1,..,n} <p(f). (3.2.6)

p(f):maX{X(f),X(%)}:max{)\(f),)\(%)}. (3.2.7)

satisfait ’équation différentielle

Alors

Exemple 3.3 Il est clair que la fonction f(z) = ==

fle—f-r

1

et
max {p(A;):j=1,2} =0<p(f) =1L

Alors, d’aprés le Théoréme 3.4, on a

;wf)znwx{ipn,x(§)}:=nwx{xaﬂ,A(§)}:=L

3.3 Lemmes préliminaires

Lemme 3.1 [4] Soient g : (0,1) = R et h: (0,1) — R des fonctions croissantes telles que
g (r) < h(r) en dehors d’un ensemble exceptionnel Es C [0,1) de mesure logarithmique finie.
Alors il existe d € (0,1) telle que si s(r) =1—d(1—r), alors g(r) < h(s(r)) pour tout
re0,1).

Lemme 3.2 [33] Soient ¢ : [0,4+00) — R et ¢ : [0,+00) — R des fonctions croissantes
telles que ¢ (1) < ¥ (1) pour tout r ¢ EgU[0,1], ot Eg C (1,+00) est un ensemble de mesure
logarithmique finie. Soit -y > 1 une constante donnée. Alors il existe r1 = ry () > 0 telle que
@ (r) < Y (yr) pour tout r > ry.

Lemme 3.3 [42,47] Soit f (z) = > a,z" une fonction entiére d’ordre p, u(r) est le terme
n=0
mazimal, i.e., p(r) = max{|a,|r"; n = 0,1,...}, et soit v¢(r) Uindice central de f, i.e.,

ve(r) = max{m; pu(r) = |a,|r™}. Alors

logvy(r) _ (3.3.1)

limsup ————= =
rotoo  logT
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Lemme 3.4 [21] Soit f(z) une fonction entiére d’ordre infini avec hyper-ordre py(f) = o <
+oo. Alors ool
lim sup 0808 VAT (r) =
— 00 log r

(3.3.2)

Lemme 3.5 (Wiman-Valiron, [36], [74]) Soit f (z) = > a, 2" une fonction entiére trans-
0

cendante, et soit vy (r) l'indice central de f. Soit z un point avec |z| =7 oul|f (2)] = M(r, f).
Alors on a l’estimation

TlE
7G)

pour tout |z| en dehors d’un ensemble Er de r de mesure logarithmique finie.

) _ (sz(r))k (1+0(1)), (k=1 un entier) (3.3.3)

Lemme 3.6 ([7]) Soient k > 2 et Ao, A1, ..., Ax—1, F' # 0 des fonctions entiéres d’ordre
fini. Si f est une solution de l’équation (3.2.1), alors

po () Smax{p(4;):j=0,..k—1p(F)}=o0.

3.4 Preuve du Théoréme 3.1.

Tout d’abord, montrons 'inégalité

ARG
(52) o) ol

Par le méme procédé, nous pouvons déduire que

(7)o (7) 0 (57)
<max{ (7 M )

"”’)}
<o e(7 > ( )=

) (3.4.3)

Maintenant, prouvons 1’égalité. Nous divisons la preuve en trois cas.

) > 2). (3.4.1)

Alors

) } k> 2). (3.4.2)




32

f(k+1)

(i) Supposons que p (%) < p( ) .De (3.4.1), on a

(k+1) k)N’ ’ (k)
N NI R —
Comme p (%) <p (@) <p (%) , alors d’aprés (3.4.4) on obtient

(5753
P\ 77 P\F)

(ii) Sip <$) > p (f(kH)) , alors d’aprés (3.4.4) on a

f
)52
p ( )= p ) (3.4.5)
De (3.4.3) on a p <f7> <f7,> Si on suppose que p <$> <p (’%) , alors
2)-o(55) )
p(f AV P\ ) (3.4.6)
c’est une contradiction. Alors
(57)=o(%)
o\ )= T )

iii) Supposons que p il (kH . D’apres (3.4.3), on a p i <p L) . Sion
f f f
i

suppose que p <f (f)> p <7> alors d’aprés (3.4.4) on obtient

()0 (2) oin

c’est une contradiction. Alors, d’apres (i), (ii) et (iii) on en déduit que

()N o(5) e

D’aprés (3.4.8) nous pouvons conclure qu'il existe toujours un certain entier j > 1 tel que

()= (5)
() (o (22) 52, oo

Ainsi
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3.5 Preuve du Corollaire 3.2.

Comme il existe un entier k£ > 1 tel que

p (#) =p(f)

p (£> =p(f). (3.4.10)

Alors, d’apres le Théoréme 3.1, on a

D’autre part, pour tout € > 0 donné

o) () e ()
=m <r, fT/) + N(r, %) + N(r, f)
<m (r, fTI) + pMtE pophete oy (7’, f?/) 4 opmaxiArdstte (3.4.11)

oA =A(f), =X (%) . Alors d’apres le Théoréeme B et (3.4.11), on a
f/
T <r, 7) <O (logT (r, f) + logr) + 2rmextrAztte (3.4.12)

pour tout r a 'extérieur d’un ensemble F; C (0,+00) de mesure linéaire finie. D’apres le
Lemme 3.1 et (3.4.12) on obtient

o =0 (%) <max{nn) 300.5(5)]

< max {p2 (1) A () A (—) <o), (3.4.13)

}
o(f) :maX{X(f),X(%)} :max{)\(f),)\ (%)} (3.4.14)

) =A <%> = 0, donc d’apres (3.4.14) , on obtient

ce qui implique

Si f est entiére, alors A (%
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3.6 Preuve du Théoréme 3.2.

Comme f est une fonction entiére ayant un nombre fini de zéros. Alors f peut étre représentée
par

f(z)=p(z)e’, (3.4.15)
ol p est un polynoéme et g une fonction entiére, et
f®) = Tle, (3.4.16)

ou IT est une fonction entiere. Il est clair que f satisfait I’équation différentielle
pf® —IIf =0. (3.4.17)

(i) Si f est une solution entiére d’ordre fini, alors g et II doivent étre des polyndmes et par

(3.4.17)
) (#) _, (%) — 0=, (/). (3.4.18)

(ii) Si f est une solution entiére d’ordre infini, alors ¢ et II doivent étre des fonctions entiéres

transcendantes et
f(k) I

On a aussi de (3.4.17)

)
alors d’apres (3.4.20) et le Théoreme B, on a
)
71 = m ) < mp) +m (r )
=O(nr)+ O (nrT (r, f)) (3.4.21)

pour tout r en dehors d’un ensemble E; C (0,+00) de mesure linéaire finie. D’apres le
Lemme 3.1 et (3.4.21) on obtient

p (1) < py (£). (3.4.22)

D’autre part, d’aprés le Lemme 3.5, il existe un ensemble FE; C (1,400) de mesure lo-
garithmique finie Im (F7) < +o0o et on peut choisir z satisfaisant |z| = r ¢ [0,1] U E; et
|f (2)] =M (r, f), tel qu’on a (3.3.1). En substituant (3.3.1) dans (3.4.20) on obtient

P (“) 1+ o ] =11 )] < M (1D (34.23)

pour tout z satisfaisant |z| = ¢ [0,1] U E; et |f(2)| = M (r, f). En utilisant les Lemme
3.2, Lemme 3.4, de (3.4.23) on trouve

02 () < p (10). (3.4.24)
De (3.4.19),(3.4.22) et (3.4.24) on en déduit que

(k)
0o (f) = p(II) = p (f—) . (3.4.25)

Ceci prouve le Théoréme 3.2.
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3.7 Preuve du Corollaire 3.4.

On définit la fonction entiére G
1
G(z)= _ eXp {cF (2)}, (3.4.26)

ou F' est la primitive de la fonction entiere f. On a

G" (2) = (f' +cf*) exp{cF (2)}. (3.4.27)
Alors o
o () =ris e (3429
comme p, (G) = p(F) = p(f), alors d’apres le Théoréme 3.2 on obtient
p(f) = p(f +cf?). (3.4.29)

3.8 Preuve du Théoréme 3.3.

D’apres (3.2.1), on peut écrire

L L, I ad a4 4
Alors
. f@ .
o (f) < max {p<F> DAY G=0,k—1).p ( ; ) =1, k)} NP
En utilisant (3.2.2) et le Théoréme 3.1, on obtient de (3.4.31)
f(i) f/
p(n <max{p (L2) si=tnf =0 (L) <ot (3.4.32)
d’apres le Corollaire 3.2 et Lemme 3.6, on en déduit que
'\ 5
p(=r (%) =T =200 (3.4.33)
Maintenant, notons par n (r, 0, f) le nombre de zéros de f dans le disque {2 : |z| <} et par

7 (r,0, f) le nombre de zéros distincts de f dans le disque {z : |z| < 7} . Il est clair que si %

(7 > 2) n’est pas une constante, alors

7 (r,0, f) < n (r, 0, %) . (3.4.34)

N (7", %) <N (r, g) <T (7", %) : (3.4.35)

Ainsi
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ce qui implique

D’apres (3.4.31) et (3.4.36) , on en déduit

_ ()
p(f) = X(f) = A(f) <p(f7) <p(f),

donc

_ ()
p(f)=Mf)=Mf)=p(f7) (2.

3.9 Preuve du Théoréme 3.4.

De (3.2.5), on peut écrire

I 1
L = A+ Aof o A

f

ce qui implique en utilisant le Théoréeme D

) B
T (r—) =T (r, A+ Asf+ ..+ A1)

f

En utilisant le Lemme 3.1 et le Corollaire 3.2, d’aprés (3.4.39) on a

p<¥) (/) =max{X<f>,X(%)} zmaX{A(f%A(

(3.4.36)

(3.4.37)

(3.4.38)

(3.4.39)



Chapitre 4

Croissance et oscillation des
polyndémes différentiels d’ordre
supérieur a coefficients fonctions
méromorphes

4.1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre on s’intéresse a I’étude de la croissance et ['oscillation des polynomes diffé-
rentiels d’ordre supérieur des solutions des équations différentielles linéaires homogeénes.

En ces derniéres années, il y a un grand intérét pour étudier la croissance et 1’oscillation des
polynomes différentiels généré par les solutions d’équations différentielles dans le plan com-
plexe ([10], [27], [49], [52]) . Tout d’abord, on considére pour k > 2 I’équation différentielle :

F® 4+ AG) f=0 (4.1.1)
et le polynéme de différentiel
gr = dif P + di_y fEV 4o dy f 4 dof, (4.1.2)
ouAetd; (j=0,1,--- k) sont des fonctions méromorphes dans le plan complexe.

Dans [20], Chen a étudié les points fixes et ’hyper-ordre des solutions des équations diffé-
rentielles & coefficients fonctions entiéres et a obtenu les résultats suivants.

Theorem A [20] Pour toute solution non triviale f de
"+ A(z)f=0, (4.1.3)

on a
(i) Si A est un polynome avec deg A =n > 1, alors

A7) =n(h="22

37
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(ii) Si A est transcendante et p (A) < oo, alors

AMf—2)=p(f)=00
et
M (f=2)=p(f) =p(A).

Plus tard, dans [76] Wang, Yi et Cai ont généralisé le théoréme précédent pour le polynome
différentiel g; a coefficients constants, comme suit :

Theorem B [76] Pour toute solution non triviale f de (4.1.3), on a :
(i) Si A est un polynome avec deg A =n > 1, alors

n+ 2

Agr—2)=p(f) = 5

(ii) Si A est transcendante et p (A) < oo, alors
Mgr—2)=p(f) =00
et

Ao (g —2) = pa (f) = p(A).

Théoréme A a été généralisé pour les solutions méromorphes des équations différentielles
d’ordre supérieur par Liu Ming-Sheng et Zhang Xiao-Mei comme suit (voir [63]) :

Theorem C [63] Soient k > 2 et A(z) une fonction méromorphe transcendante satisfaisant
m(r,A)

d (00, A) = lylglﬁ&f Tod) = d >0, p(A) =p < 4o0. Alors toute solution méromorphe f % 0
de (4.1.1), et f', f" -, f%) ont une infinité de points fives et

X (fP=2)=p(f)=p (G=0,--- k).

Soit £ (G) un sous-corps du corps M (G) des fonctions méromorphes dans un domaine
G C C. Si G = C, notons simplement £ au lieu de £ (C), et on a

L,:1,, = {g méromorphe : Ppi1(g) < p},

ol p est une constante positive. Dans [49] , Laine et Rieppo ont étudié les points fixes d’ordre
itératif des équations différentielles du second ordre, et ont obtenu :

Theorem D [49] Soit A (z) une fonction méromorphe transcendante d’ordre p-itératif

Py (A) = p >0 telle que § (00, A) = 6 > 0, et soit f une solution méromorphe transcendante
de léquation (4.1.3) . Supposons que l'une des conditions suivantes soit satisfaite

(i) tous les poles de f sont de multiplicité uniformément borné ou que

(ii) 6 (o0, f) > 0.
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Alors p,1 (f) = p, (A) = p. De plus, soit
=0

un polynome différentiel linéaire a coefficients p; € L,11,, en supposant qu’au moins l'un
des coefficients p; n'est pas identiquement nul. Alors pour les points fizes de P [f], on a

A1 (Pf] = 2) = p,

pourvu que ni P [f] ni P[f] — z est identiquement nul.

Le but principal de ce chapitre est d’étudier la croissance et I'oscillation du polynéme diffé-
rentiel (4.1.2) généré par les solutions méromorphes de I’équation (4.1.1). La méthode utilisée
dans les preuves de nos théorémes est simple et tout a fait différente de la méthode utilisée
dans le papier de Laine et Rieppo [49]. Avant de citer nos résultats, on définit la suite des
fonctions o, ; (j =0,--- ,k — 1) par

Qi = gt it PO bout ¢ =1, k=1, (4.1.5)
’ Qg -1~ Aag_yj-1, pour 1 =0
et
d;, pour tout e =1,--- |k —1,
440 { do — di A, pour i = 0. (4.1.6)
On définit aussi h par
@00 &0 - - Qf1p0
Qo1 a1 - . Q11
h = ) ) . ) (4.1.7)
Qo k-1 k-1 - - Op—1k—1
et 1 (z) par
¥ (2) = Cop + Crp' + -+ + Gy oY, (4.1.8)
ouCj (j=0,---,k—1) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini en fonction de «; ; et

¢ # 0 une fonction méromorphe avec p (¢) < oco.

Théoréme 4.1 [57] Soit A une fonction méromorphe d’ordre fini. Soient d; (z) (0 < j < k)
des fonctions méromorphes d’ordre fini non toutes identiquement nulles telles que h % 0. Si
f (2) est une solution méromorphe d’ordre infini de (4.1.1) avec py (f) = p, alors le polynéme
différentiel (4.1.2) satisfait

plgr) =p(f) =00
et

pa(gr) = pa (f) = p.

De plus, si f est une solution méromorphe d’ordre fini de (4.1.1) telle que

p(f) > max{p (A) 7p<dj> (] =0,1,--- 7k>}’ (419)

alors

p(gr)=p(f).
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Remarque 4.1 Dans le Théoréme 4.1, si on a pas la condition h # 0, alors les conclusions
du Théoréme 4.1 ne sont pas réalisées. Par exemple, si on prend di, = 1,dy = A etd; =0
(j=1,...,k—1), alors h = 0. Il s’ensuit que g = 0 et p(gr) = 0. Donc, si f(z) est
une solution méromorphe d’ordre infini de (4.1.1), alors p(gs) = 0 < p(f) = oo, et si
f est une solution méromorphe d’ordre fini de (4.1.1) telle que (4.1.9) est vérifée, alors

p(gr) =0<p(f).

Théoréme 4.2 [57] Sous les hypothéses du Théoréme 4.1, soit ¢ (z) Z 0 une fonction méro-
morphe d’ordre fini telle que 1 (z) n’est pas une solution de (4.1.1). Si f (z) est une solution
méromorphe d’ordre infini de (4.1.1) avec py (f) = p, alors le polynome différentiel (4.1.2)
satisfait B
AMgr =) =Agr—w) =p(f) =
et B
Mo (gr =) =X (g7 =) = p2 (f) = p.

De plus, si f est une solution méromorphe d’ordre fini de (4.1.1) telle que

p(f) > max{p (A) >p(90) 7p(dj) (] =0, L T 7k)}7 (4'1'10)

alors

AMgr—@)=Xgr—»)=p(f).

Corollaire 4.1 [57] Soit A (z) une fonction entiére transcendante d’ordre fini et soient d; (z)
(j=0,1,--- k) des fonctions entiéres d’ordre fini non toutes identiquement nulles telles que
h#0.8i f#£0 est une solution de (4.1.1), alors le polynéme différentiel (4.1.2) satisfait

p(gs) =p(f) =00

et
P2 (97) = p2 () = p(A) = p.

Corollaire 4.2 [57] Sous les hypothéses du Corollaire 4.1, soit p (z) # 0 une fonction entiére
d’ordre fini telle que 1) (z) #Z 0. Alors le polynome différentiel (4.1.2) satisfait

Mgr =) =Xgr—9)=p(f) =00

et

A (gr—») =Xa(gr — ) =pa(f) =p(A).

Corollaire 4.3 [57] Soit A(z) un polynéme non constant et soient d; (z) (j =0,1,--- . k)
des polynomes non constants non tous identiquement nuls tels que h Z 0. Si f % 0 est une
solution de (4.1.1), alors le polynome différentiel (4.1.2) satisfait

p(gf):p(f)zwk,)j%-

Corollaire 4.4 [57] Soit A(z) une fonction entiére transcendante d’ordre fini p(A) > 0
telle que § (00, A) =0 > 0, et soit f Z 0 une solution méromorphe de (4.1.1). Supposons que
l'une des conditions suivante soit satisfaite :
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(i) tous les poles de f sont de multiplicité uniformément borné ou que

(ii) & (oo, f) > 0.

Soient d; (z) (j=0,1,--- k) des fonctions entiéres d’ordre fini non toutes identiquement
nulles telles que h # 0. Alors le polynome différentiel (4.1.2) satisfait p(gs) = p(f) = oo et

P2(9f):P2<f):P(A)-

Corollaire 4.5 [57] Sous les hypothéses du Corollaire 4.4, soit ¢ (z) Z 0 une fonction mé-
romorphe d’ordre fini telle que ¢ (z) £ 0. Alors le polynome différentiel (4.1.2) satisfait

Magr—9)=Xgr—9)=p(f) =00

et

A (gr—») =X (gr — ) =pa(f) =p(A).

4.2 Lemmes préliminaires

Les deux lemmes suivants sont des cas particuliers du résultat de T. B. Cao, Z. X. Chen,
X. M. Zheng et J. Tu dans [17] :

Lemme 4.1 [8,19] Soient Ao, Ay, -+, Ag—_1, F' # 0 des fonctions méromorphes d’ordre fini.
Si f est une solution méromorphe de l’équation

O Ay fED o A+ Af = F (4.2.1)
avec p (f) = +00 et p, (f) = p, alors [ satisfait
A =x(f)=p(f) = +o0,
A2 (f) = X2 (f) = palf) = p-

Lemme 4.2 Soient Ag, Ay, -+, Ar_1, ' # 0 des fonctions méromorphes d’ordre fini. Si f
est une solution méromorphe de l’équation (4.2.1) avec

max{p(Aj) (]:()717 ,k-l),p(F)}<p<f)<—|—OO,

alors

MO =2 =rf).
Lemme 4.3 [47] Pour toute solution non triviale f de (4.1.1) on a
(i) Si A est un polynome avec deg A =n > 1, alors

n+k

p(f) = ?

. (4.2.2)

(i) Si A est transcendante et p(A) < oo, alors

p(f) =00 and p, (f) = p(A). (4.2.3)
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Lemme 4.4 [8] Soit A(z) une fonction entiére transcendante d’ordre fini p (A) > 0 telle
que 0 (00, A) = 0 > 0, et soit f £ 0 une solution méromorphe de (4.1.1). Supposons que
l'une des conditions suivante soit satisfaite

(i) tous les poles de [ sont de multiplicité uniformément borné ou que
(ii) d (oo, f) > 0.
Alors p(f) = o0 et py (f) =p(A).

Lemme 4.5 [50] Soient f et g deux fonctions méromorphes telles que 0 < p(f),p(g) < 0o
et 0<7(f),7(9) <oo. Alors on a

(i) si p(f) > p(g), on obtient

T(f+g9)=7(f9)=7(f). (4.2.4)
(i) St p(f) = p(g) et T(f) # 7 (g), alors on trouve
p(f+9)=p(fg)=p()=r(9). (4.2.5)

Lemme 4.6 [35] Soit f une fonction méromorphe et soit k > 1 un entier. Alors

(k)
m(r,fT) =S(r,f),

ot S (r,f) =0 (logT (r, f) +1logr), pour |z| =r ¢ E ou E C [0,400) avec m (E) < oo. Si

f est d’ordre fini, alors
)
m <r, T) = 0O (logr).

4.3 Preuve du Théoréme 4.1.

Supposons que f est une solution méromorphe d’ordre infini de (4.1.1) avec p, (f) = p.
D’apres (4.1.1), on a
f& = _—Af (4.3.1)

ce qui implique
gf = dkf(k) + dk_lf(k—l) 4o 4dof

= dpr fED 4o (do — dpA) f. (4.3.2)

On peut réécrire (4.3.2) de la forme

k—1
gr = aiof, (4.3.3)
=0

ol ;o sont définis dans (4.1.6). En dérivant les deux cotés de I'équation (4.3.3) et en
remplacant f*) par f*) = —Af, on obtient

k—1 k—1 k—1 k
gr = 0tof D+ oV =3 alofO + Y ap 10O
i—0 i=0 i=0 =1



43
k-1 k-1
= agof + Za;,of@ + Zai—l,of(l) + a0 f®)
=1 =1

k-1
= agof + Z (a;,o + ai—lp) O — ap_10Af
i1

k-1
= (06270 -+ Oéifl’g) f(l) -+ (O/O,O — Oék,LoA) f (434)
i=1
On peut réécrire (4.3.4) de la forme.
k-1
g} = Zai71f(z), (435)
i=0
ou )
: . touti=1.--- . k—1
ai,l — { az,O + azl 1,05 iour out ? .7_ y ) (436)
Qo — Aag_10, pour i = 0.
En dérivant les deux cotés de 1’équation (4.3.5) et en remplacant f*) par f*) = —Af, on
obtient
k-1 k—1 k-1 k
= YO+ T af = S, 10+ o 10
i=0 i=0 i=0 i=1
k-1 k—1
= ap,f + Zaégf(z) + Z%q,lf(l) + a1 f P
i=1 i=1
k-1
= ag.f + Z (af; +ai—11) fO — 11 Af
i=1
k-1
= (Oéé}l + ai—l,l) f(z) + (04671 - Oék_l’lA) f (437)
i=1
ce qui implique
k-1
g5 = Zamf(i), (4.3.8)
i=0

ou

o+ o our tout 1 =1,--- bk —1
iy = { i1t =L i’ R ’ (4.3.9)
Qg1 — Aag_11, pour i = 0.
En utilisant la méme méthode ci-dessus, on peut facilement déduire que

k—1
gj(c]) _ Zaz}jf(i)v j=0,1,---,k—1, (4.3.10)
=0
ou
!/

Qi = Q1T Qi-15-1, pour tout i = 1.7 k=1, )
7 Qo -1~ Aak—l,j—l, pour i =0
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et
d;, pour tout i =1,--- ,k—1,
@0 = { do — di A, pour i = 0. (4.3.12)
De (4.3.3) — (4.3.12) nous obtenons le systéme d’équations
g5 = agof +onof + -+ ap_r0fFY,
gy =aorf +aiaf +- + a1 fED,
gf = aoaf +araf +-+ akfl,Qf(k_l)u (4.3.13)
gy(‘kil) =oagpf+arpf ++ akfl,kflf(k_l)-
Par la regle de Cramer, et comme h # 0 on a
gf 1o - - Ok_1p0
9} 11 - . Og11
g(k;l) a1k Qk—1,k
Lk—1 - - —1k—1
f== : AL (4.3.14)
h
Alors
f=Cogs +Cigy+ -+ Cragh ™, (4.3.15)

ou C; sont des fonctions méromorphes d’ordre fini en fonction de «; ;, ou «; ; sont définis
dans (4.3.11) .
Si p(gy) < 400, alors d’aprés (4.3.15) on obtient p (f) < 400, c’est une contradiction.

Donc p(g7) = p(f) = +o0.
Maintenant, montrons que p, (gf) = p, (f) = p. D’apres (4.3.2), on trouve p, (gf) <

py (f) et de (4.3.15) on a p, (f) < py (g). Ce qui implique p, (95) = p, (f) = p.
De plus, si f est une solution méromorphe d’ordre fini de I’équation (4.1.1) telle que

p(f) >max{p(A),p(d;) (j=0,1,---,k)}, (4.3.16)

alors
p(f) >max{p(e;;):i=0,---,k—=1,j=0,--- ,k—1}. (4.3.17)

D’aprés (4.3.2) et (4.3.16) on a p(gr) < p(f). Maintenant, montrons que p (g5) = p(f). Si
p(gr) < p(f), alors d’aprés (4.3.15) et (4.3.17) on trouve

p(f) <max{p(C;) (j=0,---,k—=1),p(g5)} <p(f)

c’est une contradiction. Donc p (g¢) = p (f).

4.4 Preuve du Théoréme 4.2.

Supposons que f est une solution méromorphe d’ordre infini de 1’équation (4.1.1) avec
ps (f) = p. Posons w(z) = g — ¢. Comme p(p) < oo, alors d’aprés le Théoréme 4.1

on a p(w) = p(gs) = 00 et py (W) = p, (g5) = p.
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Pour prouver que Mgy —¢) = Mgy —p) =00 et X2 (g7 — ) = Xa(gr — ) = p il suffit de
montrer que A (w) = ( ) = 00 et Ay (w) = A2 (w) = p. Comme g = w + ¢ et d’aprés
(4.3.15) , on trouve
f=Cow+Ciw' + -+ Cr_qw*V £ 9 (2), (4.3.18)
ou
w (Z) = Co(p + 01901 + -+ Ckflw(kil). (4319)
En substituant (4.3.18) dans (4.1.1), on obtient
2%k—2
Craw® ) 4360 = — (p® + A(2)p) = H, (4.3.20)
i=0
o ¢; (i =0,--+,2k — 2) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini. Comme ¢ (2) n’est pas

une solution de (4.1.1) , il s’ensuit que H # 0. Alors d’aprés le Lemme 4.1, on obtient A (w) =
AMw) = oo et Ay (w) = A (w) = p, ie, Agr—¢) = Agr—¢) = 00 et A (gr —¢) =
A2 (g5 — ) = p.

Supposons que f est une solution méromorphe d’ordre fini de I’équation (4.1.1) telle que
(4.1.10) soit vérifiée. Posons w (z) = gy — . Comme p (¢) < p(f), alors d’apres le Théoréme

41 onap(w)=p(gr)=p(f). _
Pour prouver que A (g; — ) = A(gr — ) = p(f) il suffit de montrer que X (w) = A (w) =
p (f). En utilisant le méme raisonnement ci-dessus, on obtient

2k—2

Craw® ) 4 3 g0 = — (p® 4 A(2)p) = F,
1=0

ouCy_1, ¢, (1 =
p(d;) <p(w) (i

0,---,2k — 2) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini p (Cy—1) < p (w),
= 2k — 2) et

P (2) = Cop + C1p/ + -+ + Cr_y 7.

Comme ¢ (2) n’est pas une solution de (4.1.1) , il s’ensuit que I # 0. Alors d’aprés le Lemme
4.2, on obtient A (w) = A(w) = p(f), 1 e, Agr —¢) =A(gr — @) = p(f).

4.5 Preuve du Corollaire 4.3.

Supposons que f # 0 est une solution de (4.1.1) . Comme A est un polynéme non constant,

alors d’aprés le Lemme 4.3, on a p (f) = &?Hk, ce qui implique

p(f) > max{p(A),p(d;) (j =01 k)} =0.

Ainsi, d’aprés le Théoréeme 4.1 on obtient p (g7) = p (f) = %’;)%.

4.6 Preuve du Corollaire 4.4.

Supposons que f Z 0 est une solution méromorphe de (4.1.1) telle que

(i) tous les poles de f sont de multiplicité uniformément borné ou que

(ii) d (o0, f) > 0.

Alors d’apres le Lemme 2.4, on a p(f) = oo et py (f) = p(A). Maintenant, en utilisant le
Théoréme 4.1, on obtient p(gr) = p(f) =00 et py (g7) = po (f) = p(A).
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4.7 Discussions et applications
Dans cette section, on considére I’équation différentielle
"+ A(z) f=0, (4.4.1)

ol A (z) est une fonction méromorphe d’ordre fini. Il est clair que la difficulté dans I’étude
du polynome différentiel généré par des solutions réside dans le calcul des coefficients «; ;.
On va expliquer ici que I'utilisation de notre méthode, le calcul des coefficients «; ; peut se
déduire facilement. Etudions par exemple la croissance du polynéme différentiel

gr=f"+f"+f+f (4.4.2)

g5 = aoof +arof +agof”,
g;c = Cko@f + OéLlf, + 062,1][”, (443)
9}' =pof +orof + agaf”.
D’apres (4.1.5) on a
{ 1, pour tout ¢ =1, 2,
Qo0 =

1— A, pouri=0. (4.4.4)

Maintenant, de (4.3.6) on obtient

o O‘;;,o + a1, pour tout i = 1,2
i1 = , .7
gy — Aagp, pour i = 0.

Par conséquent
Qo1 = 066’0 — Aag’o =-A - A,
11 = Oéll’o -+ Qoo = 1— A, (445)
Qg1 = Qhg + a1 = 1.

Enfin, par (4.3.11), on a

e ;) + a1, pour tout i = 1,2,
i72 - / ;S
@y, — Aag1, pour i = 0.

Alors, on obtient
Qoo = 04671 — Aoy =—-A"—-A - A
g =aj;+agy = —2A"— A, (4.4.6)
Qg9 = 04/271 + Q11 = 1-— A,

ce qui implique

gr=0-A)f+f+f"
gr=(A-A) f+Q-A)f+ 1, (4.4.7)
gi=(—A"-A' = A) f+ (24 - A) "+ (1= A) f"

et
1—A 1 1

h=| -A"—A 1-A 1
—AT-A—-A 24 -A 1-A
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=3A —A—AA — AA" + A% — A® + 2(A)? + 1. (4.4.8)
Supposons que h # 0, par des calculs simples, on trouve

A+ (=1 =24 ¢+ (1 — A+ 24"+ A?) g;
f= ! - (4.4.9)

et par des conditions sur la solution f on peut assurer que

plgr) =p(f"+ "+ +)=p(f).

Passons maintenant au probléme de l'oscillation, pour cela on considére la fonction méro-
morphe ¢ (z) # 0 d’ordre fini. De (4.4.9) on trouve

Aw” + (=1 =2A)w' + (1 — A+ 2A" + A2
A S Q- A2 (), (4.4.10)

ouw = gy — et

LAY (1 -2AN Y+ (1 - A2+ A%

Y (z) . . (4.4.11)
Par conséquent y
f= Ew" + Chw' + Cow + 1, (4.4.12)
ou 1424 1— A4 24"+ A?
+ — A+ +
Cl = - h ) CO = h .

En substituant (4.4.12) dans (4.4.1), on obtient
A 4
o+ Lot == (49 + ) v),

ou ¢; (i=0,---,4) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini. Supposons que toutes les
solutions méromorphes f # 0 de (4.4.1) sont d’ordre infini et p, (f) = p. Si ¢ # 0, alors
d’apres le Lemme 4.1, on obtient

Mg =) =Agr—v) =p(f) =400 (4.4.13)

et
X2 (g7 — @) =95 — ) = po (f) = p. (4.4.14)

Supposons que f est une solution méromorphe d’ordre fini de (4.4.1) telle que
p(f) >max{p(A),p(e)}.

Siy® 4+ A (z) 9 £ 0, alors d’apres le Lemme 4.2, on obtient

Agr—w)=Agr—p)=p(f).

Enfin, on peut affirmer les deux résultats suivants.
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Théoréme 4.3 [57] Soit A(z) une fonction entiére transcendante d’ordre fini 0 < p(A) <
oo et 0 < 7(A) < o0, et sotent dj (z) (j =0,1,2,3) des fonctions entiéres d’ordre fini non
toutes identiquement nulles telles que

max {:0 (dj) ) (] =0,1,2, 3)} < p(A) :

Si f est une solution non triviale de (4.4.1), alors le polynome différentiel

g = dsf® + dof" + dof + dof (4.4.15)
satisfait
plgr) =p(f) =00 (4.4.16)
et
p2(gr) = pa (f) = p(A). (4.4.17)

Théoréme 4.4 [57] Sous les hypothéses du Théoréme 4.3, soit p (z) # 0 une fonction entiére
d’ordre fini. Si f est une solution non triviale de (4.4.1), alors le polynéme différentiel

gy = ds.f® +dof" +dif +dof (ds # 0) satisfait

AMgr—9)=Xgr—9)=p(f) =00

et

Ao (97 =) =X (g5 =) = p2 (f) = p(A).

4.8 Preuve du Théoréme 4.3.

Supposons que f est une solution non triviale de (4.4.1). Alors d’aprés le Lemme 4.3, on a

p(f) =00, po(f)=p(A).

Tout d’abord, supposons que ds Z 0. Par le méme raisonnement que précédemment, on
obtient

Hy H, H,
h=| Hs Hy Hs |,
H¢ H; Hg

ou HO = do—dgA, H, = dl, Hy = dg, H3 = d6— (dQ + dg) A—dgAl, H, = d3+d/1 —d3A, H5 =
di+dly, Hg = dij—(dy + 2dy + df) A—(dy — dfy) A'—d3 A", Hy = 2dy+d — (dy + 2d}) A—2d3A’,
Hg = do + 2d| + dj — d3A. Alors
h = (2dodydy + dydads + 3dodydy + dodady — 4dgdsdy + 3dydad),
+3dydsdy — dodsdy + didady + dydsd] + dadsdy + 2dadsdy + dadsds
+2dodydy + 2dyd)dy — Adadydy + 2daddy + 2dsdydy, — didydy + didydy
+dod|dy — dodl|dy — dsddy + dsdyd — d — 2dods — dids — 3dad),
—2dy(dy)? — 3didy — 2d3(dy)* — dydy — 2d5d; — didy — d3dy) A
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+(3dodyds + 2dodsdy — dydady + 2dydsd, — Adadsdly + dydsdly — dydsd) — dadsdy
+dydydly — dod)dy — didy + dads + dady + didy) A’
+(dodsdy — dids + dod? — dydsdy) A" + (5dydsdy — 3dyd2 4 2d3ds — 2d3d,) AA’
+3d3d) + 2dy(dy)* + 3d5dy + d3dy) A + (2dod; — 3dydads — 3dydsdy — 3dadsdy, — dodsdy
—2dsdydy 4 ds + di — d3A® + 2dyd3(A')? — dyd2 AA”
—3dodydy — dodrd! + 2dodsd, + dodsdy — dydsd)) — 2dodydl, — 2dydyd) + doddy — dodbd!
—dydydy + dydydy + dodyd — dodydy + +dids + 2do(dy)? + dady + 2dy(dpy)? + didy.
Comme ds # 0, Ay Z 0, alors d’aprés le Lemme 4.5, on trouve que p (h) = p(A), donc h
# 0. Pour les cas
(i) ds =0, dy Z 0,
(ii) d3 = 0,dy = 0 et dy # 0,
(iii) d3 = 0,de =0, d; =0 et dy #Z 0,

en utilisant un raisonnement similaire & celui ci-dessus, on trouve h # 0. Comme h # 0,

alors on obtient
1 gf dl d2
f:E g} d3+d/1 d1+d,2 ,
g}’ 2di + d] — do A do + 2dy + df

que nous pouvons écrire

1
f =7 (Dogs + Digy + Dagy) (4.4.18)

ou
Dy = (d1d2 — dods + 2d1dg + dodly, — 3dsdy — dzdy + 2d’2dg — dg) A

+ (2dyd3 + 2d3dy) A’ + A%d; + dods + dody — 2dydfy — dyd]
+2dsd) + dady — 2dydy + dydy — dyd] + 2(dy)?,
Dy = (didy — 2dodly — d3) A — 2dadz A’ + 2dody — didly + dod) — dody — 2dd),
Dy = dyds A + d} — dyds + dydy — dod).

Si p(gf) < 400, alors d’apres (4.4.18) on obtient p (f) < 400, c’est une contradiction. Par

conséquent p (gf) = p (f) = +o0.
Maintenant, montrons que p, (g¢) = py (f) = p(A). D’apres (4.4.15), on a p, (gf) < py (f)

et de (4.4.18) on obtient p, (f) < py (95). D'ow py (g7) = po (f) = p(A).

4.9 Preuve du Théoréme 4.4.

Posons w = g¢ — ¢, on a

(D(]U) + Dlw' + DQU)H) + ¢,

SRS

f=

ou
_ Dyp" + Dy’ + Doy

v h

(4.4.19)
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Comme h # 0, il s’ensuit d’apres le Théoréme 4.3 que gy est d’ordre infini et p, (g7) = p (A) .
En substituant (4.4.18) dans (4.4.1), on obtient

4
eyt 3o = - (674 4)¥).

Montrons tout d’abord que ¢ #Z 0. Supposons que 1) = 0, alors (4.4.19) peut s’écrire de la

forme
Dy + D1’ + Do =0 (4.4.20)

et d’aprés le Lemme 4.5, on a

p (Do) > max{p(D1),p(D2)}. (4.4.21)

De (4.4.20) on a

" /
Dy = — (D2£ n D1£> .
0 r

Comme p (¢) < 00, et d’aprés le Lemme 4.6 on obtient
T(r,Do) <T(r,Dy1)+T(r,D3)+ O (logr).

Alors
p (Do) < max{p(D1),p(D2)},

c’est une contradiction. Il est clair maintenant que 1 # 0 n’est pas une solution de (4.4.1)
parce que p (1)) < co. Alors, d’apres le Lemme 4.2 on obtient (4.4.16) et (4.4.17).



Chapitre 5

Croissance et oscillation de
combinaison des solutions de certaines
équations différentielles

5.1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre, nous allons poursuivre ’étude de certaines propriétés sur la croissance et
loscillation des solutions des équations différentielles linéaires.

Supposons que f; et fy; sont deux solutions linéairement indépendantes de I’équation diffé-
rentielle

"+ A(z)f=0 (5.1.1)
et la combinaison des solutions

gy = dif1 + da fs, (5.1.2)

ou A et d; (j =1,2) sont des fonctions entiéres d’ordre fini dans le plan complexe. Il est
clair que si d; (j = 1,2) sont des nombres complexes telles que d; = cds ot ¢ est un nombre
complexe, alors g; est une solution de (5.1.1) ou a les mémes propriétés des solutions.

Il est naturel de poser la question : Que peut-on dire sur les propriétés de gy dans le cas
dy # cdy ou c est un nombre complexe, et sous quelles conditions gy conserve les mémes

propriétés des solutions de (5.1.1)7

Dans [20], Chen a étudié les points fixes et ’hyper-ordre des solutions des équations diffé-
rentielles du second ordre a coefficients fonctions entiéres et a obtenu les résultats suivants.

Theorem A [20] Pour toute solution non triviale f de

"+ A(z)f=0,
on a
(i) Si A est un polynome avec deg A =n > 1, alors
n+ 2
AMf=2)=p(f)=—— (5.1.3)

o1
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(ii) Si A est transcendante et p (A) < oo, alors

A(f=2)=p(f) =0 (5.1.4)

et
N (f=2)=p(f)=p(A). (5.1.5)

Avant I’énoncé de nos résultats, on définit h et ¢ par

dy 0 dy 0
d, d d, d
h=1 g o 0 — dy A o, (5.1.6)
AV —3d\A — di A A — dyA+2d) dY — 3dLA — dy A dY — dy A+ 2
et
2 (dld?dé — d%dll) (3) " /
¥ (2) = h P + 0o + 016" + doep, (5.1.7)
ot ¢ # 0 une fonction entieére d’ordre fini et
b = 3d2d! — 3dydyd) (5.18)
- : 1.
b — 2d, dady A + 6d2d’1d'2’h— 6dydlyd!! — 2d§d’1A’ (5.1.9)
2dodidy — 2dydydy — 3dydadl A — 3doddl
¢ _ 1%2 272 2 172
. =
h
+2d1d2d’2A’ — ddyd) dy A — 6! dydl) + 3dy (d)?
h
| ddy (dy)* A + 3d3d! A ; 6 (dy)* d! — 2d§d’1A’. (5.1.10)

L’objet de ce chapitre est d’étudier la controlabilité des solutions de (5.1.1). En fait, on
va étudier la croissance et l'oscillation de gy = dif1 + da2f2 ou fi, fo sont deux solutions
linéairement indépendantes de (5.1.1), et dy, dy sont des fonctions entiéres d’ordre fini non
toutes identiquement nulles telles que d; # cdy ol ¢ est un nombre complexe, et on obtient
les résultats suivants :

Théoréme 5.1 [51] Soit A(z) une fonction entiére transcendante d’ordre fini. Soient d; (2)
(j = 1,2) des fonctions entiéres d’ordre fini non toutes identiquement nulles telles que

max {p (d1),p(d2)} < p(A).

Si f1, f2 sont deux solutions linéairement indépendantes de (5.1.1) , alors la combinaison des
solutions (5.1.2) satisfait

p(gr) =p(f;) =00, (j=1,2) (5.1.11)
et
P2 (97) = p(A). (5.1.12)
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Théoréme 5.2 [51] Sous les hypothéses du Théoréme 5.1, soit p (z) # 0 une fonction entiére
d’ordre fini telle que ¢ (z) £ 0. Si f1, fo sont deux solutions linéairement indépendantes de
(5.1.1), alors la combinaison des solutions (5.1.2) satisfait

Mgr—0)=Xgr—¢)=p(f;) =00, (j=1,2) (5.1.13)
et

A2 (97 = ®) =X (gr — ) = p(A). (5.1.14)
Théoréme 5.3 [51] Soit A(z) un polynome de deg A = n. Soient d; (2) (j = 1,2) des fonc-
tions entiéres d’ordre fini non toutes identiquement nulles telles que h # 0 et

n+2

max {p (d1), p(d2)} < —5—.

Si f1, fo sont deux solutions linéairement indépendantes de (5.1.1) , alors la combinaison des
solutions de (5.1.2) satisfait

n+2
2

plgr) =p(fj) = , 1=1,2) (5.1.15)

Théoréme 5.4 [51] Sous les hypothéses du Théoréme 5.3, soit ¢ (z) # 0 une fonction en-
tiere d’ordre p(p) < "$2 telle que ¢ (z) # 0. Si fi, fo sont deux solutions linéairement
indépendantes de (5.1.1), alors la combinaison des solutions (5.1.2) satisfait

_ n+ 2

AMgr—9)=XMgr—¢) = 5 (5.1.16)

5.2 Lemmes préliminaires

Lemme 5.1 [8,19] Soient Ag, Ay, -, Ax_1, F £ 0 des fonctions méromorphes d’ordre fini.
Si [ est une solution méromorphe de l’équation

O L A fE D 4 L A Agf = F (5.2.1)
avec p (f) = +oo et py (f) = p, alors [ satisfait

M) =2A(f) = p(f) = +oo, (5.2.2)

et
A2 (f) = X2 (f) = pa(f) = p. (5.2.3)

Ici, on donne un cas particulier du résultat obtenu par T. B. Cao, Z. X. Chen, X. M. Zheng
et J. Tu dans [17] :

Lemme 5.2 Soient Ag, Ay, , Ai_1, F Z 0 des fonctions méromorphes d’ordre fini. Si f
est une solution méromorphe de l’équation (4.2.1) avec

maX{p(Aj) (]:()717 ,k’-l),p(F)}<,0(f)<+OO,

alors
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5.3 Preuve du Théoréme 5.1.

Supposons que fi et f sont deux solutions linéairement indépendantes (5.1.1) . Alors d’apres
le Théoreme A

p(f1) =p(f2) =00 (5.3.1)
et
p2 (f1) = py (f2) = p(A). (5.3.2)

Si on suppose que d; = cds ou ¢ est un nombre complexe, alors d’aprés (5.1.2) on a
gr =difi +dafo =ds(cfr + f2).
Comme f = cf; + fo est une solution de (5.1.1) et p(dz) < p(A), alors on a
p(gr) = plcfi+ fa) = oo,

et
P2 (g7) = pa (cfr+ fo) = p(A).

Supposons maintenant que d; # cds oul ¢ est un nombre complexe. On a
gy = dif1 + dafo. (5.3.3)
En dérivant les deux cotés de 1’équation (5.3.3) , on obtient
gy = difr +dif) +dyfo +da f (5.3.4)
En dérivant les deux cotés de 1’équation (5.3.4) , on obtient
G = dfy + 2+ o]+ Ly 2+ daf), (5.35)
En substituant f/ = —Af; (j = 1,2) dans I'équation (5.3.5), on trouve
0y = (&l — duA) fi + 20 1]+ (&) — dy ) fo + 2 (5.3.6)

En dérivant les deux cotés de 'équation (5.3.6) et en substituant f}' = —Af; (j =1,2), on
obtient

gf = (d' = 3diA— diA) fi + (df — di A+ 2dY) f{
+(dy = 3dyA — dy A') fo + (dy — d2 A+ 2d3) [ (5.3.7)

De (5.3.3) — (5.3.6) on a

gf = dif1 +daf,
gy =difi+ difi + dyfo+ dafy,
gf = (df — drA) f1 + 2d f{ + (df — daA) fo + 2d3 f3, (5.3.8)
g7 = (d{ =31 A = d\ A') 1 + (df — di A +2dY) fi,
+ (dy — 3dyA — dy A') fo + (df — do A+ 2d3) f5,
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Pour résoudre ce systéme d’équations, nous devons d’abord prouver que h # 0. Par des
calculs simples, on trouve

dy 0 do 0
B d! d d, ds
h &' — dy A 2] & — dy A 2, (5.3.9)
d] = 3d|A — di A" d —diA+2d] dY —3dyA — dy A" df — de A+ 2d)
= (Ad3(dy)? + 4d2(d})? — Scydd}dy) A + 2dydod,ydy + 27y dydyd!! — 6dydod
—6dyd,dydl — 6dad,dyd” + 6dy (dy)2d! + 6dy(d))2dl — 2d2d,d"
—2d3dydy) 4 3d3(dy)? + 3d3(d]))?.
Pour montrer que 4d?(d})? + 4d3(d})? — 8didad)d)y # 0, on suppose que
d2(db)* 4 da(dy)? — 2d1dod,dly = 0, (5.3.10)
En divisant les deux cotés de Péquation (5.3.10) par (dydy)*, on obtient
ANNCANIR Y
—= — ] —2——==0 5.3.11
(d2> +'(dl didy (310
ce qui est équivalent a
i dy\”
L2 — 3.12
(G-2) -0 (5.3.12)

ce qui implique que d; = cds ol ¢ est un nombre complexe, c’est une contradiction. Comme

max {p (d1),p(d2)} < p(A) et 4d3(d})? + 4d%(d})? — 8dydadydy # 0, alors
p(h)=p(A)>0. (5.3.13)

Ainsi h # 0. Par la régle de Cramer, on a

gr 0 da 0
95 dy dy dy
J! 2 dy — dy A 21
" d// _ d A + 2d// d/// _ 3d/ A _ d Al d/l _ d A _|_ le/
£ = gy W 1 1 U2 ; 2 2 2 2 2 ’ (5.3.14)

d’ou

2 (dydadly — d3d,
o= 2B (0 1t 610+ onsy (53.15)
ot ¢; (j = 0,1,2) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini définies dans (5.1.8) —(5.1.10).
Supposons maintenant p(gr) < oo, alors d’aprés (5.3.15) on obtient p(f;) < oo, c’est
une contradiction et p(gf) = oo. De (5.3.3) on a p,(gf) < p(A), si on suppose que
ps (9r) < p(A), alors d’apres (5.3.15) on obtient p, (f1) < p(A), c’est une contradiction,

donc p, (g5) = p(A).




26

5.4 Preuve du Théoréme 5.2.

D’aprés le Théoréme 5.1 on a p (gf) = o0 et p, (g95) = p(A) . Posons w (2) = di f1 +dafa — .
Comme p () < oo on a p(w) = p(gs) = co. Pour prouver que A (g — ¢) = oo, il suffit de

montrer que A (w) = 0o. De gy = w + ¢ et d’apres (5.3.15)

2 (didady — d3dy)

. w® + g’ + ¢y’ + pow + 1, (5.3.16)

fi=

ou

2 (dydyd!, — d2d
_ ( 1062 2 2 l)gp(3)+¢2§0”+¢1§0/+¢0¢' (5317)

En substituant (5.3.16) dans I’équation (5.1.1), on obtient

2 (dydod, — d2dl,
h

4
Lu® 438 = — (' + Av) = B,
j=0

ot 3; (j =0, ...,4) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini. Comme 1 # 0 et p (¢) < oo,
il s’ensuit que 1) n’est pas une solution de (5.1.1), ce qui implique que B # 0. En appliquant
le Lemme 5.1 on obtient (5.1.13) et (5.1.14).

5.5 Preuve du Théoréme 5.3.

Supposons que f; et f; sont deux solutions linéairement indépendantes. Alors d’aprés le
Théoréme A

n+2
plf)=p(fa) = —— (5.3.18)
Par le méme raisonnement du Théoréme 5.1, on a
dy 0 dy 0
B d} dy d; dy
h &' — dy A 2] & — dy A 2, (5.3.19)
d" —3d|A — di A" df — diA+2d] dY —3dyA — dy AT dy — do A+ 2d)
Comme h # 0 et par la régle de Cramer, on a
9r 0 dy 0
g} dl d/2 d2
g5 2d} dy — do A 2d;,
" d// _ d A + Qd// d/// _ 3d/ A _ d Al d// _ d A + 2d//
O St e s 2 1 (5.3.20)
h
don 2 (dydod, — d2d!)
fi=""2 T 9+ daglf + 619% + bogs. (5.3.21)

ot ¢; (j =0,1,2) sont des fonctions méromorphes avec p (gzﬁj) < ™2 (j=0,1,2) définies
dans (5.1.8) — (5.1.10) . D’apres (5.3.3) on a p(gf) < "2, si on suppose que p(gy) < 52

2
alors d’aprés (5.3.15) on obtient p (f1) < “£2, c’est une contradiction, donc p (gy) = “2.
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5.6 Preuve du Théoréme 5.4.

D’aprés le Théoréme 5.3 on a p (gy) = “£2. Posons w (z) = d1 f1 + daf2 — . Comme p (p) <
p (), alors p(w) = p(gy) = ™52, _

Pour prouver que A (gf — ¢) = “£2, il suffit de montrer que A (w) = “:2. D’aprés g; = w+ ¢
et de (5.3.15) on a

2 (didady — didy)

fi= h w® + 0" + g’ + gow + 1), (5:3.22)
ou 2 (dydody — d2d.)
» = 102 2 20 80(3) + ¢>2<,0” + ¢1<,0/ + oo (5.3.23)
En substituant (5.3.16) dans 1’équation (5.1.1), on obtient
9 2 4 }
(d1d2d2 d2d1)w(5) + Z@jw(ﬁ - _ (¢” + Ad;) = B, (5.3.24)
=0

ou 3, (j=0,...,4) sont des fonctions méromorphes d’ordre p (ﬁj) < ”T“ Comme ) Z 0 et

p(Y) < ”T“, il s’ensuit que v n’est pas une solution de (5.1.1), ce qui implique que B # 0.

En appliquant le Lemme 5.2 on obtient (5.1.16).



Chapitre 6

Croissance et oscillation des
polyndémes différentiels a coefficients
fonctions analytiques dans le disque
unité

6.1 Introduction et résultats

La théorie de l'oscillation complexe des solutions d’équations différentielles linéaires dans le
plan complexe C a été lancée par Bank et Laine [5,6]. Plus tard, de nombreux résultats
importants ont été obtenus sur la théorie de 1'oscillation des polyndémes différentiels générés
par les solutions des équations différentielles dans C ( voir [10,22,27,49,77]).

Il est naturel de se poser la question : Que peut-on-dire sur le probléme de [’oscillation
complexe des polynomes différentiels générés par les solutions des équations différentielles
dans le disque unité A = {z :|z| < 1}? Récemment dans [15], Cao et Yi ont obtenus des
résultats sur des solutions analytiques de 1’équation différentielle

J'+Af =0,

dans A. Dans [9, 13,14, 15, 38, 71, 82] quelques résultats sur la croissance et 1'oscillation des
solutions analytiques des équations différentielles linéaires d’ordre supérieur ont été obtenus.
Dans ce chapitre, on s’intéresse a ce probléme. Tout d’abord, on donne quelques résultats de
base concernant le développement de la théorie des équations différentielles dans le disque
unitée A = {z: |z| < 1}.

Considérons I’équation différentielle linéaire

FO 4 A () f" Y A () + A (2) f =0, (6.1.1)

ou Ag, A1, ..., Ax_1 des fonctions analytiques dans A. Dans [15], Cao et Yi ont étudié la
croissance, I’hyper-ordre et les points fixes des solutions de 1’équation ci-dessus et ont obtenu
les résultats suivants.

58
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Théoréme A ([15]) Soient Ay(2),..., Ax—1(2) les coefficients analytiques dans A de (6.1.1).
Si max{p(A;) : j =1,.,k—1} < p(Ao), alors p(As) < po(f) < anm pour toutes les
solutions f # 0 de (6.1.1), ot apy = max{p,; (4,) : j=0,...,k — 1}

Théoréme B ([15]) Sous les hypothéses du Théoréme A, si py (A;) < oo (j =0,..,k —1),
alors chaque solution f # 0 de (6.1.1) satisfait o (f — 2) = py (f) -

Dans [28], A. El Farissi, B. Belaidi et Z. Latreuch ont généralisé le Théoreme A et le Théo-
réme B pour les équations différentielles du deuxiéme ordre et ont obtenu le résultat suivant.

Théoréme C ([28]) Soient Ay(z), A1(z), do, di, da des fonctions analytiques dans A telles
que max{p(A1),p(d;) (j=0,1,2)} <p(Ag)) =p (0<p<o0), 7(A) =7 (0<7T<00),
et soit ¢ # 0 une fonction analytique dans A avec p () < co. Si f # 0 est une solution de
I’équation

"+ A (2) f' + A (2) f =0,
alors le polynome différentiel gy = dof” + dif' + dof satisfait

Mg =) =Agr —») =plgr) = p(f) = o0,

an = X (95 — @) = Ao (g5 — ) = py (g5) = p2 (f) = p(Ao),
o oy = max {py; (4;):j=0,1}.

Dans [70], Tu et Yi ont obtenus le résultat suivant dans le plan complexe.

Theorem D ([70]) Soient A; (z) (j =0, ...,k —1) des fonctions entiéres telles que p (Ag) =
p (0<p<oo), 7(Ay) =7 (0<7<00), et soit p(A4;) < p, T(A;) < 7 si p(Aj) = p
(j=0,....k—1). Alors chaque solution f # 0 de (6.1.1) satisfait py (f) = p(Ao).

En outre, ils ont posé la question suivante " Peut-on obtenir le méme résultat que le théoréme
D lorsque tous les coefficients de (6.1, 1) sont analytiques dans le disque unité {z : |z| < 1} 2"

6.2 Sur le cas d’ordre infini

Le but principal de cette section est d’étudier la croissance, l'oscillation et la relation entre
les fonctions de petite croissance et les polynomes différentiels générés par les solutions
des équations différentielles du second ordre lorsque les solutions sont d’ordre infini et les
coefficients ayant le méme ordre. En outre, on va répondre a la question de Tu et Yi (voir le
Lemme 4.8).

Considérons I’équation différentielle
f” + Al (Z) f, + AO (Z) f = 0, (621)

ou Ay # 0, Ay sont des fonctions analytiques dans le disque unité¢ A = {z:|z| < 1}. 1
est clair que toutes les solutions de I’équation (6.2.1) sont des fonctions analytiques dans
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A et qu'il y a exactement deux solutions linéairement indépendantes de (6.1.2) (voir [37]).
Notons par

ag = dy — daAg, By = daAo Ay — (d2Ag) — d1Ag + dy, (6.2.2)
o] = dl - dgAl, ﬂl - d2A% - (dgAl)/ - dlAl - dQAo "— do + dll, (623)
h = 18y — aofy (6'24)

et

arp’ = By

p(s) = DEDZ

ou dy,dy, ds, p sont des fonctions analytiques dans A d’ordre fini. On obtient les résultats
suivants.

(6.2.5)

Théoréme 6.1 [53] Soient Ay # 0, Ay des fonctions analytiques dans A telles que p (Ag) =
p (0<p<o0), 7(Ay) =7 (0< T <00), et soit p(Ag) > p(A1) et 7(Ag) > 7(Ay) si
p(Ag) = p(Ay). Soient dy,dy, ds des fonctions analytiques dans A non toutes identiquement
nulles avec max {p (d;) (j=0,1,2)} < p(Ap). Si f # 0 est une solution de (6.2.1), alors
le polynome différentiel gf = dof” + dif' + dof satisfait

p(gr) =p(f) =00 (6.2.6)

et

an 2 py (9r) = p2 (f) 2 p(Ao), (6.2.7)
ol apr = max{py (4;):j=0,1}.

Théoréme 6.2 [53]| Soient Ay #Z 0, A; des fonctions analytiques dans A telles que p (Ag) =
p (0<p<o0), 7(Ay)) =7 (0<T,p<0), p(Ag) = p(A1) et T(Ay) > 7(A1). Soient
do, dq,dy des fonctions analytiques dans A qui ne sont pas toutes égales & zéro avec

max {p (d]) (] = 07 1a 2)} < p(AU) )

et soit ¢ Z 0 une fonction analytique dans A d’ordre fini telle que v Z 0. Si f #Z 0 est une
solution de (6.2.1), alors le polynome différentiel gy = dof” + dif' + dof satisfait

Mgy =) =Mgr —¢)=p(g9r) =p(f) =00 (6.2.8)
et
anr = Aa(gr — @) = Malgyr — @) = py (97) = po (f) = p(Ao) (6.2.9)
ol apy = max{py; (4;):j=0,1}.
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Remarque 6.1 La condition p(Ag) = p (A1) et 7 (Ao) > 7 (A1) ne garantit pas que 1 n’est
pas une solution triviale de l'équation (6.2.1). En effet, si on prend par exemple l’équation
différentielle

"+ A () f +A(2) f=0, (6.2.10)
Algy:wp{a—zyﬂ}(5>1) (6.2.11)

et
Ao (2) = exp {2 (1— z)‘ﬁ} B>1), (6.2.12)

alors il est évident de voir que T (Ag) = 27 (A1) > 7(Ay). Posons di = dy =0, dy = 1 et
¢ (2) = exp {(1 — z)fﬁ} , alors par des calculs simples, on trouve
ary’ — By
¥(z) = =

h
Dans ce que suit, nous obtenons un résultat sans la condition supplémentaire ) # 0.

= 0. (6.2.13)

Corollaire 6.1 [53] Soient Ay #Z 0, Ay des fonctions analytiques dans A telles que p (Ag) =
p (0<p<oo), T(Ag) =7 (0< 7<), et soit p(Ag) > p(A1) et 7(Ag) > 27 (A;) si
p(Ag) = p(Ay). Soient dy,dy, ds des fonctions analytiques dans A non identiquement nulles
avec max{p(d;) (j=0,1,2)} < p(Ap). Si f # 0 est une solution de (6.2.1), alors le
polynome différentiel gr = dof" + dv f' + dof satisfait

Mgy —2)=Mgy—2)=p(gr) =p(f) =00 (6.2.14)
et
an = Ma(gr —2) = Xalgr — 2) = p2 (95) = pa (f) = p(Ao), (6.2.15)
o apnr = max{py; (4;):j=0,1}.

6.3 Sur le cas d’ordre fini

Il est naturel de se poser la question "Que peut-on dire sur la croissance, l’oscillation et
la relation entre les fonctions de petite croissance et les polynomes différentiels générés par
les solutions des équations différentielles du second ordre lorsque les solutions sont d’ordre
fini 2"

Dans cette section nous tentons de trouver une réponse. Considérons I’équation différentielle

LA+ Aof = F, (6.3.1)

ou Ay Z 0, Ay et F sont des fonctions analytiques dans le disque unité A. Avant I’énoncé
de nos résultats, notons par
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()= (¢' — (doF) — a];F) — B (¢ — dgF)’ (63.2)

oud; (j=0,1,2) et ¢ sont des fonctions analytiques dans A d’ordre fini. On obtient les
résultats suivants.

Théoréme 6.3 [53]| Soient Ay, Ag Z 0, F des fonctions analytiques d’ordre fini dans A,
et soient dgy,dy,dy des fonctions analytiques d’ordre fini dans A non toutes identiquement
nulles avec h #Z 0, ot h est défini dans (6.2.4). Si f est une solution d’ordre fini de (6.3.1)
telle que

max {p (4;) (j=0,1),p(d;) (j=0,1,2),p(F)} <p(f), (6.3.3)
alors le polynome différentiel gf = dof” + dif' + dof satisfait
p(gr) = p(f)- (6.3.4)

Remarque 6.2 La condition (6.3.3) est nécessaire car si l’on considére l’équation différen-

tielle
posonl (() brean{ () Jr-em{ ()} s

alors il est facile de voir que f(z) = z+ 1 est une solution de (6.3.5) et en prenant d; =
exp{(liz)Z} (1 =0,1,2), on obtient que p(gs) =1 > p(f) =0.

Remarque 6.3 Dans le Théoréme 6.1, si nous n’avons pas la condition h % 0, alors la
conclusion du Théoréme 6.1 n’est pas réalisée. Par exemple, si dy (2) # 0 est une fonction
analytique d’ordre fini dans A et dy (2) = Ag (2)da (2), di (2) = A1 (2)ds (%), alors h =0 et
g5 = F(2)d2(2) avec p(gr) = p(F (2)d2 (2)) < p(f)-

Théoréme 6.4 [53] Sous les hypothéses du Théoréme 6.1, soit ¢ (z) une fonction analytique
dans A avec p () < p(f) telle que n(z) n'est pas une solution de (6.3.1). Si f est une
solution d’ordre fini de (6.3.1) vérifiant (6.3.3), alors le polynome différentiel g = dof” +
dif' + dof satisfait

Mgr—@)=Xgr—»)=p(f). (6.3.6)

Remarque 6.4 Dans le Théoréme 6.4, si nous n’avons pas la condition n(z) n'est pas une
solution de (6.3.1), alors la conclusion du Théoréme 6.4 n’est pas réalisée. Par exemple,
les fonctions f1(z) =2 —z et fo(z) = 14+ (1 — z)exp ﬁ, ot p > 1 sont des solutions
linéarrement indépendantes de [’équation
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—1
A f A e P 6.3.7
f 1(Z>f 0( )f (1_Z)p+2 (1_2)2 ( )
ol ) ]
p p— p b—

A = — — , A = — — )

R R T g
1l est clair que f = fngfQ est une solution de (6.3.7). Posons dy = dy =0 et dy = . Alors

gy =dof, h=—d3, n(z) = + et [ satisfait la condition (6.3.3). Si on prend ¢ = d fl“
alors p(p) =0<p(f)=p—1,1n(z) = % est une solution de (6.3.7) et on trouve

)\(gf—cp)z)\(dof—dg(ﬁ;—l)) :A(dg(f22_1>>
(b ) o

D’autre part,

p(g5) =p(dof) =p <d0

3—=z +1 1 ]
P 2(1—2) 2 p(l—z)p b

6.4 Lemmes préliminaires

Lemme 6.1 [15] Soit f(z) une solution méromorphe de I’équation

L) = f® + Aa () f*D + o4 Ao(2) f = F(2) (k= 1), (6.4.1)

o Ag, ..., Ar_1, F #Z 0 sont des fonctions méromorphes dans A telles que

max{p;(F), p;(A;)(j =0, ...k = 1)} < p;(f),

ou i =1,2. Alors on a

Xi(f) =N(f) =pi(f) (1=1,2). (6.4.2)
Lemme 6.2 [13] Soient f et g des fonctions méromorphes dans A. Alors on a

p(f+g) <max{p(f),p(9)} (6.4.3)
et
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p(fg) <max{p(f),p(9)}- (6.4.4)
De plus, si p(f) > p(g), alors on obtient

p(f+g)=np(fg)=r(f). (6.4.5)

Lemme 6.3 [56] Soient f et g des fonctions méromorphes dans A telles que
0<p(f),plg) <ocoet0O<T1(f),7(g9) <oo. Alors on a

(i) Si p(f) > p(g), alors on obtient

T(f+9)=7(f9)=7(f). (6.4.6)
(ii) Si p(f) =p(g) et 7(f) # 7(g), alors on trouve
p(f+a9)=p(fo)=p(f)=r(9). (6.4.7)
Lemme 6.4 [37] Soit f une fonction méromorphe dans A, et soit k > 1 un entier. Alors
(k)
m (r, fT) =S(rf), (6.4.8)

ou S(r, f) = O(log+T(7“,f)) + O(log (ﬁ)), pour |z| = r ¢ Ey ou Ey C [0,1) avec
on 1% < 00. S f est d’ordre fini, alors

(1) <o (e (1)) 645

Lemme 6.5 [4] Soient g: (0,1) = R eth:(0,1) — R des fonctions monotones croissantes
telles que g (r) < h(r) en dehors d'un ensemble exceptionnel Ey C [0,1) avec [, 2 < 0.

Alors il eziste une constante d € (0, 1) telle que si s (r) =1—d (1 —r), alors g(r) < h(s(r))
pour tout r € [0,1).

Lemme 6.6 [39] Soit f une solution de l’équation

FO 4 A (2)f& D 4+ Ag(2)f =0, (6.4.10)

ou les coefficients Aj (z) (j =0, ...,k — 1) sont des fonctions analytiques dans le disque Ap =
{z€C:|z|] <R},0<R< o0. Soit n. € {1,...,k} le nombre de coefficients non nuls A; (z)
(j=0,...k—1), et soient 6 € [0,27[ et € > 0. Si 29 = ve? € Ag telle que A; (z5) # 0 pour
un certain j =0, ...,k — 1, alors pour tout v < r < R,

|f (re”)| < Cexp | ne ;e |A; (te)[*7 at |, (6.4.11)

ot C' > 0 est une constante satisfaisant

C<(14¢e) max , — | . (6.4.12)
_max —5
J=050ess Y (ne)’ max | A, (z9)|F
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Lemme 6.7 [53] Soit f une fonction méromorphe dans A d’ordre p (0 < p < o0) et de type
7 (0 <7 < 00). Alors pour tout § < T donné, il existe un sous-ensemble Ey de [0,1) de
mesure logarithmique infini tel que T (r, f) > ( ) pour tout r € Es.

Lemme 6.8 [53] Soient Ay (£ 0), Ay des fonctions analytiques dans A telles que p (Ag) = p
(0<p<o0), 7(A) =7 (0< 7<), etsoit p(Ag) > p(Ar) et 7(Ag) > 7 (A1) sip(Ay) =
p(Ay). Si f#0 est une solution de (6.2.1), alors p(f) = oo et

an 2 py (f) = p(Ao), (6.4.13)

ot ars = max {py; (4;) : j = 0,1}
Preuve. Si p (Ag) > p (A1), alors on obtient le résultat par le Theorem A. Prouvons seulement
le cas lorsque p(AU) p(A1) =pet (A >7(Ar). Comme f # 0, alors de (6.2.1) ,on a

Ay = (";/ + Alj;) . (6.4.14)

Supposons que f est d’ordre fini. Alors d’apres le Lemme 6.4

T(r, A) < T (r, Ay) + O <log (1—:» (6.4.15)

ce qui implique la contradiction

7 (Ap) < 7(4). (6.4.16)
Donc p (f) = co. Par I'inégalité (6.4.11), d’apres le Lemme 6.7

Pz (f) < aum (6.4.17)
et comme py,, (f) = py (f), on obtient

py (f) < aum. (6.4.18)

D’autre part, comme p (f) = oo, alors d’aprés le Lemme 6.4

T (r,Ag) < T (r, A1) + O (log" T (r, f)) + O (log (1 i T)) (6.4.19)

pour tout r ¢ Ey C [0,1) avec on 2 < oo. Dapres 7 (Ag) > 7 (A1), choisissons ag, a;

.
satisfaisants 7 (Ag) > ap > oy > 7 (A;) teles que pour r — 17, on a

T(r,A1)<a1< ! )p. (6.4.20)

1—7r

D’apres le Lemme 6.7, il existe un sous-ensemble F; C [0, 1) de mesure logarithmique infini
tel que

T (r, Ay) > oo (1 ! )p. (6.4.21)

—r

De (6.4.19) — (6.4.21) on obtient pour tout r € £y — Ey
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(g — ay) <1L_r)p <O (log"™T(r,f))+0O (log (1 i T)) . (6.4.22)

En utilisant (6.4.22) et le Lemme 6.5, on obtient

p(Ao) < py(f)-
Donc p (Ao) < py (f) < anr

6.5 Preuve du Théoréme 6.1.

D’apres le Lemme 6.8, on a p (f) = oo et

an = py (f) 2 p(Ao). (6.5.1)

En substituant f” = —A;f" — Agf dans gy, on trouve
gf = (dl — dQAl) f/ —I— (d() — dQA()) f (652)
En dérivant les deux cotés de ’équation (6.5.2) et en remplacant f” par f” = —A;f' — Apf,

on obtient

gy = [daA] — (daAy)' — d1 Ay — daAg + do + dy] f'

+ [d2AgAy — (daAg)' — diAg + dy] f. (6.5.3)
En utilisant (6.2.2) et (6.2.3), nous obtenons de (6.5.2) et (6.5.3)

Oélf/ + Oé()f = gy, (654)

Bif" + Bof = g (6.5.5)

Posons

h = a1y — aofy = (dy — dyAy) (daAg Ay — (daAg) — dyAg + df)

— (dg — dQA()) (dQA% — (dQAl)/ — dlAl — d2A0 =+ dg + dll) . (656)
D’abord, supposons que ds (z) # 0. De (6.5.6) on peut écrire

h = —ds A} — doda A + (dyda + 2dody — diydy — d ) Ay

+ (dydy — dadgy + dody) Ay + didaAg Ay
—dydo A + doda A + d5AL AL — d3Ag A + dydy — dod'y — di.
D’aprés dy # 0, Ag #Z 0, le Lemme 6.2 et le Lemme 6.3 on a p (h) = p(Ag) > 0, donc h # 0.
Maintenant, supposons que ds = 0, d; Z 0 ou dy = 0, d; = 0 et dg Z 0. En utilisant un

raisonnement similaire & celui ci-dessus, on obtient A #Z 0. D’aprés h Z 0 et (6.5.4) — (6.5.6) ,
on trouve
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19 — B9y
f=—t

De (6.5.2) on a p;(gr) < p;(f) (i=1,2) et d’apres (6.5.7) on obtient p, (f) < p; (gr)
(Z = 172) AlOl"S, Pi (gf) = Pi (f) (7’ = 72)

(6.5.7)

6.6 Preuve du Théoréme 6.2.

D’apres le Lemme 6.8 on a p (f) = 0o et p(Ag) < py (f) < max{p,, (Ao), pas (A1)} et par le
Théoreme 6.1 on trouve p (g7) = p(f) = 0o et py (gf) = po (f) . Posons w (2) = dof" +dy f' +
dof — p. Alors, d'apres p () < 00, on a p(w) = plgs) = p(f) = o0 et py (1) = py (g7) =
p2 (f). Pour prouver que A (gr — ) = A(gy — ) = p(f) =cet Xa(gr —¢) = X2 (97 — ) =
py (f), il suffit de montrer que A (w) = A (w) = p(f) = 00 et A (w) = Ao (w) = py (f). En

utilisant g = w + ¢, on trouve de (6.5.7)

aw' — fiw

F= h

+ 1, (6.5.8)

ou

b (2) = M. (6.5.9)

En substituant (6.5.8) dans I’équation (6.2.1), on obtient

aq

h

= — (" + Ay (2) ' + Ao (2) ¥) = A, (6.5.10)

ot ¢; (j=0,1,2) sont des fonctions méromorphes avec p (¢j) < o0 (j=0,1,2). Comme

p(1) < coet yp # 0, il sensuit que A # 0. D’aprés le Lemme 6.1, on obtient \; (w) =
Xi(w) = pi (f) (1=1,2), e, Aigr — @) = Ailgr — @) = pi () (i =1,2).

w///+¢2w/l+¢1w,+¢ow

6.7 Preuve du Corollaire 6.1.

Posons ¢ (z) = z. Maintenant, montrons que 1 (z) # 0. Supposons que ¥ (z) = 0. Alors
d’apres (6.5.9) , on obtient

d1 — d2A1 — (dQA% — (dQAl), — dlAl — d2A0 + d() -+ dll) z=0.

En utilisant les Lemmes 6.2-6.3 et le méme raisonnement que dans la preuve du Théoréme 6.1,
nous obtenons une contradiction. Par conséquent 1 (z) # 0. Comme ¢ (2) # 0 et p (1) < o0,
il s’ensuit que 1 n’est pas une solution de (6.2.1). D’aprés le Théoréme C et le Théoréme
6.2, on obtient

Mgy —2)= Mgy —2)=p(gr) =p(f) =0
et

anr = Aa(gy — 2) = halgr — 2) = pa (97) = p2 (f) = p(Ao)
ol apy = max{p,, (4;):j=0,1}.
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6.8 Preuve du Théoréme 6.3.

Supposons que [ est une solution de ’équation (6.3.1) avec

HlaX{p(Aj) (j:()71)7p(dj) (j:0>1v2)ap(F)} <p(f) < 0.

En substituant f” = F — A, f' — Ao f dans gy, on trouve

gr — d2F = (dl — d2A1> f/ -+ (do — dng) f (6511)
En dérivant les deux cotés de ’équation (6.5.11) et en remplacant f~ par f” = F—A, f'— Ao f,

on obtient

gy — (doF)' = (dy — d2A)) F = [do AT — (do A1) — dy Ay — doAg + do + df] f

+ [daAoAr — (doAo) — di Ao + dy)] |- (6.5.12)
En utilisant (6.2.2) et (6.2.3), nous obtenons des (6.5.11) et (6.5.12)

arf' +aof = gy — doF, (6.5.13)

Bif" + Bof = gf — (doF) — (dy — dyAy) F. (6.5.14)

Soit
h = a1y — apf; = (di — daAy) (d2AoA1 — (daAg) — d1 Ao + dé))

— (do — d2Ag) (daA? — (daAr) — di Ay — dyAg + do + dY) . (6.5.15)
Comme h # 0 de (6.5.13) — (6.5.15) , on obtient

p_o (g) — (doF) — Oé;LF) —Bi gy — d2F) (6.5.16)

D’apres (6.3.3) et (6.5.11) on a p(gr) < p(f). Sip(gr) < p(f), alors d’aprés (6.5.16) on
trouve

p(f) gmax{p(Aj) (j:(),l),p(dj) (j:071’2)>p<F)7p(gf)} <p(f)

c’est une contradiction. Donc p (gf) = p (f).

6.9 Preuve du Théoréme 6.4.

D’apres le Théoréme 6.3, on a p (gf) = p(f). Posons w (2) = dof” + dif' + do f — . Alors,
d’apres p () < p(f) et le Lemme 6.2, on obtient p (w) = p(gs) = p(f). Pour prouver que
Agr —¢) = A(gr —¢) = p(f), il suffit de montrer que A (w) = A (w) = p(f). En utilisant
gr = w ~+ ¢, on trouve de (6.5.16)

ayw' — [fw

f= - +, (6.5.17)
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n(2) = ay (¢ — (doF) — a];F) — B, (p — dgF). (6.5.18)

En substituant (6.5.18) dans (6.3.1) , on obtient

M
h
=F 0"+ A (2)n + Ay (2)n) = B, (6.5.19)

w/// + éQw// + élw/ + gbow

ou g~bj ( =0,1,2) sont des fonctions méromorphes avec p (%) <p(f) (7=0,1,2). Comme

n(z) n’est pas une solution de (6.3.1), il s’ensuit que B # 0. D’apres p(@) < p(f)
(7=0,1,2), p(%) < p(f), p(B) < p(f) et le Lemme 6..1, on obtient A (w) = A (w) =
p(f),ie, Agr =) =Agr —¢) =p(f).



Chapitre 7

Equations différentielles complexes a
coefficients fonctions analytiques
d’ordre |p, q| dans le disque unité

7.1 Introduction et résultats

La théorie de Nevanlinna est considérée comme un outil trés puissant dans 1’étude des équa-
tions différentielles complexe. Pour une introduction a la théorie des équations différentielles
dans le plan complexe en utilisant la théorie Nevanlinna (voir [47]) . La recherche active dans
ce domaine a été lancée par H. Wittich [79] et ses étudiants dans les années 1950 et 1960.
Plus tard, plusieurs auteurs ont étudié 1’équation différentielle complexe

fO LA )"V A () + A () f=0 (7.1.1)

et ont obtenu de nombreux résultats intéressants lorsque les coefficients Ag(z2),- -, Ax_1(2)
sont des fonctions entiéres d’ordre fini [23, 34, 40,47]. L. G. Bernal, L. Kinnunen, J. Tu et T.
Long on étudié la croissance des solutions de (7.1.1) individuellement lorsque les coefficients
sont des fonctions entieres d’ordre itératif fini (voir [12, 45, 72]). Les propriétés de la croissance
des solutions de (7.1.1) ont également été étudiées par J. Heittokangas, T. B. Cao et B.
Belaidi lorsque les coefficients sont des fonctions analytiques dans le disque unité A =
{z :|z| < 1} ( voir [8,9,13 — 16,28,37,38,64]). Apres, A. El Farissi, B. Belaidi et Z.
Latreuch ont généralisé les résultats de T. B. Cao et ont étudié la croissance du polyndéme
différentiele généré par des solutions d’équations différentielles du second ordre dans le disque
unité (voir Théoreme C). Dans [43,44], O. P. Juneja et ses co-auteurs ont étudié certaines
propriétés des fonctions entieéres d’ordre [p, ¢|, et ont obtenu des résultats. J. Liu, J. Tu et L.
Z. Shi ont appliqué les concepts des fonctions entiéres d’ordre [p, ¢] pour étudier I’équation
différentielle complexe (7.1.1) (voir [65]).

Dans ce qui suit, nous allons donner des définitions similaires a celles [43, 44] pour les fonc-

tions analytiques et méromorphes d’ordre [p, ¢, type [p, q] et 'exposant [p, ] de convergence
des zéros dans le disque unité.

Définition 7.1 [11] Soient p > q > 1 des nombres entiers et f une fonction méromorphe
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dans A. On définit l’ordre |p, q] de f par

Si f est une fonction analytique sur A, alors l'ordre [p,q| de f est défini par

— logl , M (r,
pM[p,q] (f) = lim Bt ( f>

r—1- logq —lir

, (p>q>1).

Remarque 7.1 [11] I est clair que 0 < py, o (f) < 00 (O < Purppg () < oo) , pour tout p >
q > 1. D’apres la Définition 7.1 on a P, (f) = p1(f) (PM[1,1] (f) = P (f))> Pl2,1] (f) =

Py (f) et (PM[2,1] (f) = par2 (f)). Pour la relation entre P () €t parp,q (f) mous montrons
la double inégalité suivante :

Proposition 7.1 [11] Soient p > q > 1 des nombres entiers et f une fonction analytique
dans A d’ordre [p,q|. Alors

(i) Sip=gq
Plp.q] (f) < PMIp,q) (f) < Pip.q] (f)+1.
(ii) Sip>q
p[p,q] (f) = pM[p,q] (f) :

Définition 7.2 [11] Soient p > q > 1 des nombres entiers et f une fonction méromorphe
dans A d’ordre [p,q] égal a p (0 < p < 00). Alors le type [p,q] de f est défini par

—logl T (r,f)
Tp,q) (f) = lim pl—l

r—1T (logqfl E)p ‘

Définition 7.3 On définit l’exposant [p, q] de convergence des zéros de la fonction f par

ol

N(r,l) :/Tn<t’%) ;TL(O,%)dt—{—n(r,l) log r,
0

f f

etn (t, %) désigne le nombre de zéros de la fonction f situés dans le disque |z| < r.

On définit l’exposant [p, q] de convergence des zéros distincts de la fonction f par

_ __logf N (7’, %)
)\[pﬂ] (f) = lim —————+

Y
re1m log, 1
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ou
1

N(r,%) :/Orﬁ<t,%> ;ﬁ<077>dt+ﬁ<ﬂ%> log 7,

etn ( %) désigne le nombre de zéros distincts de la fonction f situés dans le disque |z| <

Dans [15], Cao et Yi ont étudié la croissance, 'hyper-ordre et les points fixes des solutions
de I’équation ci-dessus et ont obtenu les résultats suivants.

Théoréme A ([15]) Soient AO( ) vy Ak_1(2) sont les coefficients analytiques dans A de
(7.1.1). Si max{p(4;): j=1,....k =1} < p(Ao), alors p(Ag) < py (f) < anr pour toutes
les solutions f # 0 de (1.1), ou aM =max{py (4;):j=0,...,k—1}.

Théoréme B ([15]) Sous les hypothéses du Théoréme A, si py (A;) < oo (j =0,..,k—1),
alors chaque solution f # 0 de (7.1.1) satisfait Xy (f — 2) = py (f).

Dans [28], A. El Farissi, B. Belaidi et Z. Latreuch ont généralisé le Théoreme A et le
Théoreme B pour les équations différentielles du deuxiéme ordre et ont obtenu le résultat
suivant.

Théoréme C ([28]) Soient Ag(z), A1(z), do, di, ds des fonctions analytiques dans A telles
que max{p(A1),p(d;) (j=0,1,2)} < p(Ay) =p (0<p<o0), 7(A) =7 (0<7<00),
et soit p £ 0 une fonction analytique dans A avec p (p) < 0o. Si f #£ 0 est une solution de
l’équation

f"+A (2) f'+ A (2) f =0, (7.1.2)
alors le polynome différentiel gy = dof” + dif' + dof satisfait

Magr—9)=Agr—¢)=plgr) =p(f) = o,

M =X (gr — @) =Xa(gr — ) = pa2(97) = pa (f) = p(Ao),
Aj)

ouaM—maX{pM( ;)7 =0,1}.

Le but de ce chapitre est d’utiliser les concepts des fonctions analytiques dans le disque unité
d’ordre [p, q] et type [p, q] pour obtenir plusieurs théorémes sur la croissance et 'oscillation
des solutions des équations différentielles (7.1.1) et (7.1.2).

Théoréme 7.1 [54] Soient p > q > 1 des nombres entiers, et soient A; (j =0,--- , k—1)
des fonctions analytiques dans A telles que
max {pyq) (A7) 1] =L+ sk = 1} < pppy (Ao).
Si f # 0 est une solution de (7.1.1), alors py, , (f) =00 et
Pl (Ao) < Plpia g (f) < max {pM pa) (A7) 7 =0, —1}.

De plus, si p > q, alors
Plp+1,q] (f) = Plp,q] (Ao) -
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Théoréme 7.2 [54] Soient p > q > 1 des nombres entiers. Supposons que Ag(z),- -,
Ay_1 (2) vérifient les hypothéses du Théoréme 7.1, et soit o % 0 une fonction analytique
dans A telle que py, , (¢) < 0o. Alors chaque solution f # 0 de (7.1.1) satisfait

X[M} (f =©) =Apg (f =) = ppg (f) =0

et
Alp+1,q] (f =)= Alp+1,q] (f =)= Plp+1,q] (f)-

Théoréme 7.3 [54] Soient p > q > 1 des nombres entiers, et soient Ay(z), A1(z) des fonc-
tions analytiques dans A telles que py, ;5 (A1) < pp,q (Ao) = p (0 < p < o0) et Tpp g (Ao) =T
(0 <7 < 00). Soient dy, dy, dy des fonctions analytiques dans A non toutes identiquement
nulles telles que

max { py,q (d;) 1§ = 0,1,2} < pp,. (Ao).
Si f # 0 est une solution de (7.1.2), alors le polynome différentiel gy = dof" + dv f' + dof
satisfait
Ppa (95) = Ppg (f) = 00
et
Pip+1,q (97) = Pppsrg (f) -

Théoréme 7.4 [54] Soient p > q > 1 des nombres entiers, et soient Ag(z), Ai(z) des fonc-
tions analytiques dans A telles que py, ;5 (A1) < pp, g (Ao) = p (0 < p < o0) et Tppq (Ag) =T
(0 < 7 < 00). Soient dy, dy, dy des fonctions analytiques dans A non toutes identiquement
nulles telles que

max {p[p,q] (d]) 1] =0, 172} < Plp,q) (Al) )

et soit p # 0 une fonction analytique dans A telle que py, , (¢) < oo. Si f # 0 est une
solution de (7.1.2), alors le polynome différentiel gy = daf" + dy f' + dof satisfait

A[p,q] (gf —p) = )‘[p,q] (gf — @)= Plp.dl (f) =00

et

Alp+1,4] (95 — ) = Alp+1,q] (gr — ) = Plp+1,q] (f)-

7.2 Lemmes préliminaires

Lemme 7.1 [37] Soit f une fonction méromorphe dans A, et soit k > 1 un entier. Alors

m(r,$)=5<r,f>,

ou S(r,f) = O(log" T (r,f)) + O (log (£)), pour |2| = r ¢ Ey ot Ey C [0,1) avec
on I~ 0. Si f est d’ordre fini, alors

() -0fon(s29)
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Lemme 7.2 [4] Soient g : (0,1) = R eth:(0,1) — R des fonctions monotones croissantes

telles que g (r) < h(r) en dehors d'un ensemble exceptionnel Ey C [0,1) avec [, & < .

Alors il existe une constante d € (0,1) telle que si s(r) =1—d (1 —r), alors g(r) < h(s(r))
pour tout r € [0, 1).

Lemme 7.3 [54] Soient p > q¢ > 1 des entiers. Soient A; (j =0,---,k—1), F # 0 des
fonctions analytiques dans A, et soit f (z) une solution de I’équation différentielle

O+ A ()Y b AR+ A (2) f=F (7.2.1)
telle que max {p[p’q] (45) (G=0,--k=1),pp4 (F)} < Pip.q (f) = p < 0o Alors on a

Apa (F) = Mpag) () = pppq) (f)
et _
/\[]H-Llﬂ (f) = /\[p+1,q] (f) = Plp+1,q] (f) :
Lemme 7.4 [54] Soient p > q > 1 des entiers. Si Ay (z), -+, Ax_1(z) sont des fonctions
analytiques d’ordre [p,q| dans le disque unité A, alors chaque solution f # 0 de (7.1.1)
satisfait
p[p+1,q} (f) = pM,[p«H,q} (f) < max {pM,[p,q] (Aj) : j = 07 ]-a U 7k - 1} .

Lemme 7.5 [54] Soient p > q > 1 des entiers, et soient f et g des fonctions méromorphes
d’ordre |p, q] dans A. Alors on a

Ppp.q (f +9) < max {P[p,q] () Ppg (9)}
et
p[p,q} (fg) S max {p[p,q] (f) 7p[p,q] (g)} .
De plus, si py, o (f) > ppq (9), alors on obtient
p[p,q] (f +g> = p[p,q} (fg) = p[p,q} (f) .

Lemme 7.6 [54] Soient p > q > 1 des entiers, et soient f et g des fonctions méromorphes
d’ordre [p,q] dans A telles que 0 < py, ;1 (f),Pp.q (9) < 00 €t 0 < Tpq (f) Tipg (9) < 00
On a

(i) Si ppg (f) > ppg (9), alors
Tl (f +9) = Tppq) (f9) = Tipa) () -
(i) Si ppyq (f) = P (9) €t Tipg (f) # Tipg) (9)  alors
Pipg (f +9) = Ppg (f9) = Pppg (F) = ppg (9)-

Lemme 7.7 [11] Soient p > q > 1 des entiers. Soit f une fonction méromorphe dans A
telle que py, 4 (f) =p < o0, et soit k > 1 un nombre entier. Alors pour tout € > 0,

(0 47) <0fem o ()

pour tout v ¢ Ey C [0,1) avec [ 2 < oo

Lemme 7.8 [54] Soient p > q > 1 des entiers, et soit f une fonction méromorphe d’ordre
[p,q] dans A. Alors P ) = P ()
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7.3 Preuve du Théoréme 7.1.

Notons py, ;1 (Ao) = p et soit f # 0 une solution de (7.1.1). De I'équation (7.1.1) on trouve

k) (k1) /
AO:_<fT+Ak—1ff +...+A1f7)7 (7.3.1)
alors, d’apres le Lemme 7.1
- 1
Ap) < log™ T 1 3.2
(r, Ao _z_: +O(og (T,f)+og(1_r)) (7.3.2)
vrais pour tout |z| = r ¢ Ep, oit Ey est un sous-ensemble de [0, 1) avec [, %~ < cc. Par la

Définition 7.1, il existe une suite {r/,} (r;, — 17) telle que

log;r T (1], Ap)

li =
r;,,ff— log, = P
1—7‘/
Posons [, 1% := logy < co. Comme f:, Eial I = log (y +1), alors il existe un point
Tn € [7’ 1- 7+1} Ey C [0,1). De
log; T (ry, Ao) - log,! T (r,,, Ao) B log,! T (r,,, Ao)
1 1 — +1 - . ’
08¢ 1=r, log, <11—r;> log, Kl 4 ioi‘ 7+1)> log }

il s’ensuit que

logp T (ry, Ao)

li =
rngrll Iqu ljrn P
Posons max {p[p g(A5) =1, — 1} = B < pp.q (Ao) = p. Ainsi, pour tout
e (0 < 2e < p— ) donnée, on a
1
T (rn, Ao) > exp, q (p — €) log, 1=, (7.3.3)
etpour j=1,---  k—1
1
T (rn, Aj) < exp, 4 (B +¢)log, - (7.3.4)

pour r, — 17. D’apres (7.3.2), (7.3.3) et (7.3.4), on trouve pour r, — 1~

expp{(p—s) log, <1 jrn)} < (k- l)expp{(ﬁJrﬁ) log, (1 _1%)}

T (rp, f)) . (7.3.5)
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Comme p — ¢ > 8 + ¢, il résulte de (7.3.5) que pour 1, — 1~

(1— o (1)) exp, {(p ~e)log, (1 frn)} <0 <log 1 jrnT(rn, f)) | (7.3.6)

Ainsi, par (7.3.6) on obtient py, , (f) = oo et

Pips1,q (f) = lim sup >p—c. (7.3.7)

Comme € > 0 est arbitraire on trouve de (7.3.7) que pj,.q 4 (f) > p = pp, 4 (Ao) . D’autre
part, d’aprés le Lemme 7.4, on a

Ppira (F) = parpping (F) Smax {py g (A;) : 5 =0,1,---  k—1},

ce qui implique

P (A0) < Ppirg (F) = Parpr1g (F) Smax{py 0 (A;) 15 =0,1,---  k—1}

Sip>q,alorsona

max {pM,[p,q] (AJ> .7 = 07 17 U 7k - 1} = p[p,q] (AO) :

Par conséquent, on en déduit que

Plp+1,q] (f) = Plp.ql (Ao) .

7.4 Preuve du Théoréme 7.2.

Supposons que f # 0 est une solution de ’équation (7.1.1). Alors d’apres le Théoréme 7.1,
on a py, ;1 (f) = oo et

Pt (A0) < ppirg (f) S max{pypq (A5) 5 =0,k —1}.

De plus, si p > ¢, alors

Plp+1,q] (f) = Plp.dl (AO) :
Posons w = f — ¢. Comme py, , (¢) < oo, alors d’aprés le Lemme 7.5, on a py, (w) =
p[p,q] (f - 30) = p[p,q] (f) = o0 et p[p—‘,—l,q} (w) = p[p—kl,q] (f - gp) = p[p—‘,—l,q} (f) En substituant
f = w+ ¢ dans I’équation (7.1.1), on obtient

= —(eW + A1 (2) "V -+ Ag (2) ) = W (7.3.8)
Comme ¢ # 0 et pp, () < oo, et d’aprés le Théoréme 7.1, on a W # 0. Alors d’apres
le Lemme 7.3, on obtient A, g (w) = Ap g (W) = pp, g (0) = 00 et Apyy (w) = Ay (w) =
Ppr1 (W), Le., B
/\[p,q} (f =)= )‘[p,q] (f—¢) = Plp.d] (f) =00
et B
)‘[p-I—l,q] (f - 90) = /\[p+1,q] (f - 90) = Plp+1,q] (f) .
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7.5 Preuve du Théoréme 7.3.

Supposons que f #Z 0 est une solution de I’équation (7.1.2) . Alors d’aprés le Théoréme 7.1,
on a py, . (f) = oo et

gt (A0) < s g (F) <max {pyp 0 (45): 5 =01}

De plus, si p > ¢, alors
p[p+1,q} (f) = p[p,q] (AO) :

En substituant f” = —A, f" — Agf dans gf, on trouve
gr = (dl — dQAl) f/ + (dg - dQAo) f (739)
En dérivant les deux cotés de I’équation (7.3.9) et remplagant f” par f” = —A; f' — Agf, on
obtient
g} = [d2A% — (doAy) — d1 Ay — doAg + do + dl1] f!
+ [daAg Ay — (daAo) — diAg + di) f. (7.3.10)
Notons par
o = d1 — dQAl, Qo = dg — dQAo, (7311)
By = de AT — (doAy) — d1 Ay — doAg + do + (7.3.12)
By = dyAgA; — (doAg) — dyAg + d. (7.3.13)
Alors, on a
Oflf/+040f:gfa ﬁlf,+50f:9}' (7.3.14)
Soit

h = a18y — apfy = (di — d2Ay) (donAl — (daAg) — dy Ao + df))
— (dg — dgAg) (dQA% — (dQAl), — dlAl — d2A0 + d() + dll) . (7315)
D’abord, supposons que dy #Z 0. D’apres (7.3.15) on peut écrire

h = —d3Ay — dodo A + (dyds + 2dods — dydy — d3) Ag

+ (dydo — dodly + dody) Ay + dydy Ag Ay
—dydo Al + dodo A + 2ALA, — d2AgA, + didy — dod, — d2. (7.3.16)

D’apres dy # 0, Ag #Z 0 et les Lemmes 7.5-7.6 on a py, ; (h) = py, 4 (Ao), donc h # 0.
Maintenant, supposons que ds = 0, d; # 0, en utilisant un raisonnement similaire a celui
ci-dessus, on obtient h # 0. Enfin, si dy = 0, d; = 0 et dy # 0, on a h = —d? # 0. Donc
h # 0. D’apreés h # 0 et (7.3.14) , on obtient

alg} — 519y
—
Si pppq(95) < 00, alors d’apres (7.3.17) , le Lemme 7.5 et le Lemme 7.8 on a py, ;1 (f) < oo,c’est
une contradiction. Donc py, ;1 (95) = ppp 4 (f) = 00

Maintenant, prouvons que py, 1 g (95) = pjps1,4 (f). D’aprés (5.1), Lemme 7.5 et Lemme
7.8, on trouve pp,. 1 (95) < ppi1q(f) et par (7.3.17) on a p,.q 4 (f) < ppiag (97), ce qui
implique py, 16 (97) = Ppi1.q (f)-

f= (7.3.17)
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7.6 Preuve du Théoréme 7.4.

Supposons que f Z 0 est une solution de I'équation (7.1.2) . Alors, d’apres le Théoréme 7.3, on
a g (9r) = Pppg (f) = 00 €t P16 (97) = pprag (f) - Posons w (z) = dof +dif +dof— .
Alors, d’aprés py, g (@) < 00, on a py, g (W) = pq (97) = Ppg (f) = 00 et ppp 4 (w) =

Plp+1,q] (gf) = Plp+1,q] (f). Pour prouver Alp.g] (gf — @) = Plp.q] (f) = oo, X[ya+1,q} (gf —p) =

Plp+1.d] (f), il suffit de montrer que X[p,q] (w) = Pip.al (f) = oo, X[pﬂ,q] (w) = Plp+1.q] (f). En
utilisant gy = w + ¢, on trouve de (7.3.17)

aw' — fiw

- + v, (7.3.18)

f:
ou

¥ (z) = W#. (7.3.19)

En substituant (7.3.18) dans I’équation (7.1.2), on obtient

%w’" + P + gy’ + pow = — (V" + Ay (2) ' + Ao (2) ) = A, (7.3.20)
ot ¢; (j =0,1,2) sont des fonctions méromorphes dans A avec py, (qﬁj) < o0 (j=0,1,2).
Maintenant, prouvons que 9 (z) # 0. Supposons que v (z) = 0. Alors de (7.3.20), on

obtient que
/

Bi= a%- (7.3.21)

Posons py, 1 (¢) = a < oo. Alors, de (7.3.24) et le Lemme 7.7, on a

m(r, B,) < m(r,a1) + O (expp_l {(a +e)log, (1 ! T) }) (7.3.22)

pour tout 7 ¢ Ey C [0,1) avec [, % < occ.

(i) Sidy # 0, d’apres le Lemme 7.2 et (7.3.22) on obtient

Plp,q) (Ag) < Plp,q] (A1)

C’est une contradiction.
(ii) Sidy =0 et dy # 0, d’apres le Lemme 7.2 et (7.3.22) on obtient

P (A1) < pppg (dr) -

(C’est une contradiction.

(iii) Side = d; =0 et dyg Z 0, on a de (7.3.22)

51:(10:041

6 [
I
=}

c’est une contradiction. Par conséquent 9 (z) # 0.
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D’apres ¢ (2) # 0 et py, ; (¥) < 00, il sensuit du Théoréme 7.1 que A # 0. Alors d’apres
h # 0 et le Lemme 7.3, on obtient Aj, g (w) = Apg (W) = pppq (W) = 00 et Apyi g (W) =
A1) (W) = Pprrg (W), 1€ Mpg) (97 = @) = Apg) (97 = ) = gy (97) = Pppg () = 00 et
>‘[p+1,q] (gf - 90) = )‘[erl,q] (gf - 90) = P[p+1,q](f)-



Chapitre 8

Comparaison entre les solutions de
deux équations différentielles

8.1 Introduction et résultats

Le but de ce chapitre est d’étudier la controlabilité des solutions de deux équations différen-
tielles linéaires

JAR) f=0

et
9"+ B(2)g=0.

On va étudier la croissance et 'oscillation de w = d;y f + dag, ou f, g sont les solutions des
équations ci-dessus et dq, dy sont des fonctions entiéres d’ordre fini.

Supposons que f et g deux solutions des équations différentielles linéaires complexes

f"+AR)f=0 (8.1.1)
et

J"+B(2)g=0, (8.1.2)
et soit la combinaison des solutions

Dans [51] (voir Chapitre 5), on a étudié la relation entre les solutions de (8.1.1) et les fonc-
tions de petite croissance. En d’autres mots, on a étudié la croissance et l'oscillation de
g = dif1 + dafs, ot f1 et fp sont deux solutions linéairement indépendantes de (8.1.1)
(voir Théoréme 5.1 et Théoréme 5.2).

Avant ’énoncé de nos résultats, on définit A et 1) par

d 0 d, 0
- d! d, d, d,
h &' — d, A 2! & — dyB 2, (8.1.4)

df = 3diA— dy A df —dyA+2d] dy —3dyB —dyB' dy — dyB + 2d}

80
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et
2 (dydod, — 42,
¥ (z) = (1, — 1)90(3)+¢290”+¢1s0’+¢090, (8.1.5)

ol ¢ # 0 est une fonction entiére d’ordre fini et

B " 2 2 2 i
. 3d;dad! Adld;+ Bd,d; + 3d2d1, (8.1.6)

 2Adydadl + 6dodi dy — 6dadhd] — 2Bd3d,
1 — h 9
[(didady — 2d1(d)?) A + (—4didady — Adodydy + 6d:(dy)? + 3d3dY)) B

(8.1.7)

SRS

Py =
+ (2d1dadly — 2d5dy) B' — ABdyd3 + B*dyd5 — 2d,dydy
+2dydydy — 3dad|dly — 6dydydy + 3d(d5)?] . (8.1.8)

En 1972, H. Herold ([41]) a montré quelques critéres sur la comparaison entre deux paires
d’équations différentielles complexes. Dans [80], L. Z. Yang a étudié les solutions communes
d’une paire d’équations différentielles et a trouvé leurs applications dans les problémes d’uni-
cité des fonctions entiéres. Récemment, A. Asiri ([1,2,3]) a étudié certaines propriétés des
solutions des équations différentielles ayant les mémes zéros. Il est intéressant maintenant
d’étudier la croissance et l'oscillation de w = d; f + dag o f et g sont deux solutions des
équations (8.1.1) et (8.1.2), d; et dy sont deux fonctions entiéres non toutes identiquement
nulles. On obtient les résultats suivants.

Théoréme 8.1 [59] Soient A (z) et B (z) des fonctions entiéres transcendantes d’ordre fini.
Soient d; (2) 0 (j = 1,2) des fonctions entiéres d’ordre fini telles que h # 0. Si f et g sont
deuz solutions de (8.1.1) et (8.1.2), alors la combinaison des solutions (8.1,3) satisfait

et
py (w) = max{p(A),p(B)}.

Remarque 8.1 Si p(A) # p(B), alors les conclusions du Théoréme 8.1 sont triviales.
L’importance du Théoréme 8.1 se trouve dans le cas o p(A) = p(B). Par exemple, nous

pouvons voir que f (z) = exp (e*) et g (z) = exp eZQ) vérifient respectivement les équations
différentielles suivantes
fl/_ (€Z+€2Z) f =0
et
2 2
g — [(2 +42%) e + 427 ] g =0.
1l est clair que

1=p (ez + e2z) <p ((2 + 422) e + 4Z2G2Z2) =2.

D’autre part, on a
po (f +9)=2.
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Remarque 8.2 Dans le cas ot p (A) = p(B), on peut supposer dans l’énoncé du Théoréme
8.1 que d; (z) (j = 1,2) non toutes identiquement nulles.

Théoréme 8.2 [59] Sous les hypothéses du Théoréme 8.1, soit v (z) Z 0 une fonction entiére
d’ordre fini telle que ¥ (z) # 0. Si f et g sont deux solutions de (8.1.1) et (8.1.2), alors la
combinaison des solutions (8.1,3) satisfait

AMw—p)=A(w—¢) =00 (8.1.9)

et

Ao (w =) =As (w—¢) =max{p(A4),p(B)}. (8.1.10)

Dans la suite, nous donnons des conditions suffisantes pour éliminer la condition h # 0.

Théoréme 8.3 [59] Soient A(z) et B(z) des fonctions entiéres transcendantes telles que
p(A)=p(B)=p (0<p<o0)et0<T(A)#T7(B)<o0. Soient d; (z) (j =1,2) des fonc-
tions entiéres d’ordre fini non toutes identiquement nulles telles que max {p (d1), p (d2)} < p.
Si f et g sont deux solutions de (8.1.1) et (8.1.2) , alors la combinaison des solutions (8.1, 3)
satisfait

et

pa (W) = py (f) = p2(9) = p.
Théoréme 8.4 [59] Sous les hypothéses du Théoréme 8.3, soit p (z) # 0 une fonction entiére
d’ordre fini telle que ¢ (z) # 0. Si f et g sont deux solutions de (8.1.1) et (8.1.2), alors la
combinaison des solutions (8.1,3) satisfait

AMw—9)=A(w—¢) =0 (8.1.11)
et B

Ay (w— @) =X (w— @) = p. (8.1.12)
Remarque 8.3 Dans le cas ou A(z) = B(z), en choisissant f et g comme étant deux

solutions linéairement indépendantes, on peut déduire les Théoréeme 5.1 et Théoréme 5.2.

Considérons maintenant f et g comme deux solutions des équations différentielles complexes
(8.1.1) et (8.1.2), ou A et B sont deux polynomes non constants du méme degré. Il est
clair que p(f) = p(g9) = %, mais que peut-on-dire sur la croissance et l'oscillation de
w = di f + dog? Ici on va répondre a cette question et on obtient les résultats suivants.

Théoréme 8.5 [59] Soient A et B deux polyndémes non constants du méme degré n. Soient
d; (z) (j = 1,2) des fonctions entiéres d’ordre fini non toutes identiquement nulles telles que
h#0 et max{p(d),p(ds)} < ™2. Si f et g sont deuz solutions de (8.1.1) et (8.1.2), alors
la combinaison des solutions (8.1,3) satisfait

n+ 2

plw)=p(f)=prlg) =——
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Théoréme 8.6 [59] Sous les hypothéses du Théoréme 8.5, soit p (z) # 0 une fonction entiére
avec p (p) < ™52 telle que ¥ (z) £ 0. Si f et g sont deuz solutions de (8.1.1) et (8.1.2), alors
la combinaison des solutions (8.1,3) satisfait

Xw-@)=Aw-g)="22

(8.1.13)

Remarque 8.4 Dans le cas ot A(z) = B(z), en choisissant f et g comme étant deuz
solutions linéairement indépendantes, on peut déduire les Théoreme 5.3 et Théoreme 5.4.

8.2 Lemmes préliminaires

Lemme 8.1 [8,19] Soient Ag, Ay, -, Ax_1, F £ 0 des fonctions méromorphes d’ordre fini.
(i) Si f est une solution méromorphe de [’équation
O 4 A fE D 4 A Agf = F (8.2.1)
avec p (f) = 400, alors f satisfait
() =A(f) =p(f) = +oo.

(ii) Si f est une solution méromorphe de l’équation (8.2.1) avec p(f) = 400 et py (f) = p,
alors

A=A =p(f) = +o0, X (f) =X (f) = p2 (f) = p.

Lemme 8.2 [17] Soient Ag, A1, -+, Ag—1, ' Z 0 des fonctions méromorphes d’ordre fini. Si
f est une solution méromorphe de l’équation (8.2.1) avec

maX{p(Aj) (]:()717 ,k’-l),p(F)}<,0(f)<+OO,

alors

Lemme 8.3 [20] Pour toutes les solutions non triviales f de
"+ A(z)f=0, (8.2.2)
on a

(i) Si A est un polynéme avec deg A =n > 1, alors

n—+ 2

A =2 =p(h ="~

(i) Si A est transcendante et p(A) < oo, alors

AMf=2)=p(f) =0
et
X (f—2)=py(f) =p(A).
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Lemme 8.4 [50] Soient f et g des fonctions méromorphes telles que
0<p(f),plg) <ocet0<7(f),7(9) < oco. Alors on a

(i) Si p(f) > p(g), alors on obtient

T(f+9)=7(f9)=7(f)
(i) St p(f) = p(g) et T(f) # 7 (g), alors on trouve

p(f+g)=p(fg)=p(f)=pr(g).

8.3 Preuve du Théoréme 8.1.

Supposons que f et g sont deux solutions de (8.1.1) et (8.1.2). Alors d’apres le Lemme 8.3,
on a

et
P2 (f) =p(A), py(g9) =p(B).

Sans perte de généralité, supposons que p(A) > p(B). On a
w =dy f + dag. (8.3.1)
En dérivant les deux cotés de I’équation (8.3.1), on obtient
w =dif +dif +dyg+ dag'. (8.3.2)

En dérivant les deux cotés de I’équation (8.3.2), on a

w' =dlf +2df + dif" + dyg + 2dyg" + dag”. (8.3.3)

En substituant f” = —Af et ¢ = —Bg dans ’équation (8.3.3), on trouve
w” = (d] — diA) f+2d}f + (dy — daB) g + 2d4yqg'. (8.3.4)
En dérivant les deux cotés de (8.3.4) et en substituant f” = —Af et ¢ = —Bg, on obtient

w" = (d" —3d,A—dA) f+ (d — dyA+2d))

+(dY = 3d,B — doB') g + (df — dyA +2d2) 4. (8.3.5)
De (8.3.1) — (8.3.5) on trouve

w = dlf + d297
w = dllf +dif + dég + dag’,
w” = (df — diA) f +2dy f' + (dy — d2B) g + 2d3g, (8.3.6)

w” = (d — 3d, A — dy A') f + (d — dyB +2dY) '
4 (dY — 3dyB — dyB') g + (d — doB + 2d%) -
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Par des calculs simples, on obtient

dq 0 do 0
h = " dll dl/ " dl2 d2/
& —d A 2, &l — dyB 2,

d" —3d\A—dy A df — dyA+2d! dY —3dyB — doB' dY — dyB + 2dY
= (—Adidyd,dy — Adydsd + Adidady — 2d3(dy)? + 6d3(d))?) A
+ (—ddidody dy + Adidid, — Adidody + 6d3(d5)* — 2d5(dy)?) B
+ (2d1d3d, — 2d3dodh) A’ + (—2did3d) + 2d3dydy) B + dids (A — B)?
+2dydod) dy 4 2dydodbyd! — 6dydyd! dly — 6dyd,dydy + 3d2(dy)? + 3d3(dY)?
—6dyd, dyd + 6dy (dy)2d + 6dy(d,)2dy — 2d3dd) — 2d3dydy . (8.3.7)

Comme h # 0, alors par la régle de Cramer on a

w 0 ds 0
w' dy dy dy
w" lel d’z’ —dyB 2d,2
I w" d —dy A+ 2d] dY —3dyB — dyB' df — dyB + 24}
= h

2 (dydydly — d3d,
_ ( 142 Z/ 2 1>w(3) +¢2w//+¢1wl+¢0w’ (838)

ot ¢; (j = 0,1,2) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini définies dans (8.1.6) — (8.1.8).
Supposons maintenant p (w) < oo. Alors d’aprés (8.3.8) on obtient p(f) < oo, c’est une
contradiction. Donc p(w) = oo. De (8.3.1) on a p,(w) < max{p(A),p(B)} = p(A).
Supposons que py (w) < p(A). Alors d’apres (8.3.8) on obtient p, (f) < p(A), c’est une
contradiction. Donc p, (w) = max{p(A4),p(B)}.

8.4 Preuve du Théoréme 8.2.

D’apres le Théoréeme 8.1 on a p(w) = 0o et py (w) = max{p(A),p(B)}. Posons ¢ (z) =
dif + dz2g — . Comme p(p) < oo, alors on a p (@) = p(w) = 00 et py () = py () =
max {p (A),p(B)}. Pour prouver que A (w — ¢) = A (w — p) = oo et

A2 (w =) =X (w— ) =max{p(A),p(B)},

il suffit de montrer que A (®) = A (®) = 0o et Xy (®) = Ay () = max {p(A),p(B)}. D’aprés
w=®+ ¢ et de (8.3.8)

_ 2 (didody — d3dY)

- D) 4+ 4, 0" 4+ ¢, + PP + 1, (8.3.9)

f

ou

2 (didpdy — didy)

v= h

0B + ¢a0" + 16’ + Poe-
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En substituant (8.3.9) dans ’équation (8.1.1), on obtient

2 (dydady — didy)

4
: O +) 3,00 = — (¢ + Ay) = F,

J=0

ou 3; (j=0,---,4) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini. Comme ¢ # 0 et p (1) <
00, il s’ensuit que 1 n’est pas une solution de (8.1.1), ce qui implique que F' # 0. Ensuite,
en appliquant le Lemme 8.1 on obtient (8.1.9) et (8.1.10).

8.5 Preuve du Théoréme 8.3.

Par le méme raisonnement que dans le Théoréme 8.1 on a

w = dlf + d2.g7
w' = dyf +dif' + dyg + dag’,
w”" = (dy — diA) f+2df" + (df — daB) g + 2d5g/,
w” = (df' — 3dyA — dyA") f + (d] — di B + 2dY) f',
+(dy —3dyB — dyB') g + (dy — da B +2d3) .

Pour résoudre ce systéme d’équations, nous devons d’abord prouver que h # 0. Par des
calculs simples, on obtient

h = (—4didod|d)y — Adyd3d] + 4didady — 2d5(dy)? + 6d5(d))?) A
+ (—4didod) dy + 4dyd3d] — AdTdadly + 6d7(dy)? — 2d3(dy)?) B
+ (2d,d3d) — 2d3dodh) A+ (—2dydad) + 2d3dody) B' + dida (A — B)?
+2dydydydy + 2dydydyd) — 6dydyddy — 6dyd)dydy + 3d2(dy)* + 3d3(d))?
—6dod dyd) 4 6dy (db)*d] + 6dy(d))2dy — 2d3d,dy — 2d2dhdy .
Comme
max {p (d1),p(d2)} <p(A)=p(B)=p (0 <p<o0)

et 0 < 7(A) # 7(B) < o0, alors en appliquant le Lemme 8.4 on a p(h) = p > 0, ce qui
implique que h # 0. Maintenant, par la régle de Cramer on a

w 0 dy 0
w' dy ds dy
w" lel d’2’ —dyB 2d,2
I w” A — dyA+2d! dY —3d,B —dyB' d — dyB + 2d}
- h
2 (dydydl, — d2d,
_ ( 102 Z 2 1>w(3)+¢2w"+¢1w/+¢o% (8.3.10)

ot ¢; (j = 0,1,2) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini définies dans (8.1.6) — (8.1.8).
Supposons maintenant p (w) < oo. Alors d’aprés (8.3.10) on obtient p (f) < oo, c’est une
contradiction. Par conséquent p (w) = oo. De (8.3.1) on a p, (w) < p(A). Supposons que
py (w) < p(A). Alors d’apres (8.3.10) on obtient p, (f) < p(A), c’est une contradiction.
Donc p, (w) = p.
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8.6 Preuve du Théoréme 8.4.

D’apres le Théoreme 8.3 on a p(w) = oo et py (w) = p. Posons ® (z) = di1f + dag — .
Comme p (p) < oo, alors on a p(®) = p(w) = 0o et py (P) = py (w) = p. Pour prouver
que AM(w—¢) = A(w—¢) = 00 et Ay(w—¢) = Ay (w—¢) = p, il suffit de montrer
A(@) = A (®) =00 et Ay (@) = Ay (®) = p. D’aprés w = ® + ¢ et de (8.3.10)

 2(dydydy — didy)
- h

f D) 4 4, " + D' + ¢y D + 1, (8.3.11)

ou
2 (dydsdl, — d2d!
P = ( 2 Z 2 1)90(3)+¢290”+¢190,+¢090-

En substituant (8.3.11) dans ’équation (8.1.1), on obtient

4

@+ 3,00 = — (¢ + Ap) = F.

j=0

2 (dydydly, — d3d})
h

ou 3; (j=0,---,4) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini. Comme ¢ Z 0 et p (1) <
00, il s’ensuit que 1) n’est pas une solution de (8.1.1), ce qui implique que F' #Z 0. Alors en
appliquant le Lemme 8.1 on obtient (8.1.11) et (8.1.12).

8.7 Preuve du Théoréme 8.5.

Supposons que f et g sont deux solutions de (8.1.1) et (8.1.2). Alors d’apres le Lemme 8.3,

on a +o
n
p(f)=rlg)=—5—
Par le méme raisonnement que dans le Théoréme 8.1, on obtient h # 0, Comme h # 0, alors

par la regle de Cramer on a

w 0 ds 0
w’ dy dy dy
w" 2d11 d’z’ —dyB 2d,2
I w" d —dy A+ 2d] dY —3dyB — dyB' df — dyB + 24}
= h

2 (dydady — Bl
B h
ot ¢; (j =0,1,2) sont des fonctions méromorphes définies dans (8.1.6) — (8.1.8) telles que
p(9;) < ™2 (j =0,1,2). Supposons maintenant p(w) < “32. Alors d’aprés (8.3.12) on

w® 4 g’ + Py’ + Pyw, (8.3.12)

obtient que p (f) < %42, c’est une contradiction. Par conséquent p (w) = 2.
8.8 Preuve du Théoréme 8.6.
D’aprés le Théoreme 8.5, on a p (w) = 2. Posons ® (z) = d; f+dag—p. Comme p (¢) < “£2,

alors on a p (®) = p(w) = 2. Pour prouver que A (w — ¢) = A (w — ¢) = 22, il suffit de
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montrer A (®) = A (®) = 2. D’aprés w = ® + ¢ et de (8.3.12)

 2(dydydy — didy)

f= - ) 4 9, 0" + ¢, + 9 + ¢, (8.3.13)

ou
9 (dydod, — d2d’
= (d1d; — 1)<P(3)+¢2<P”+¢1<PI+¢0<P-

En substituant (8.3.13) dans I’équation (8.1.1), on obtient

2 (dydod!, — d2d ! ~
(d1dy 2 2 1)(1)(5) +Zﬁjq)(a) =— (" + AyY) =F,

J=0

ou 3; (j = 0,---,4) sont des fonctions méromorphes avec p(ﬁj) < ”T” (j =0,---,4).
Comme ¢ # 0 et p (1) < 222, il s’ensuit que ¥ n’est pas une solution de (8.1.1), ce qui
implique que F' # 0. Alors en appliquant le Lemme 8.2 on obtient (8.1.13).



Chapitre 9

Sur les zéros des solutions et leurs
dérivées des équations différentielles
non-homogénes

9.1 Introduction et résultats

L’étude de loscillation des solutions des équations différentielles linéaires a attiré de nom-
breux intéréts depuis les travaux de Bank et Laine, pour plus de détails voir [47] . Le but de
ce chapitre est d’étudier la distribution des solutions et leurs dérivées des équations différen-
tielles linéaires. Nous discutons d’abord sur la croissance des solutions de I’équation

f"+A(E)f +B(2)f=F(2), (9.1.1)

ou A(z),B(2z)(#0) et F(z)(#0) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini. Quelques
résultats sur la croissance des solutions de (9.1.1) ont été obtenus par plusieurs chercheurs
(voir [8,19,24]). Li et Wang (voir [66]) ont étudié I’équation différentielle linéaire non ho-
mogene
ffre?f +h(z)e”f=H(z), (9.1.2)

ou h (z) est une fonction entiére transcendante d’ordre fini p (h) < 3, et b est une constante
réelle. Ils ont prouvé que toutes les solutions non triviales de (9.1.2) sont d’ordre infini, &
condition que p (H) < 1. Apres, Wang et Laine (voir [78]) ont considéré ’équation différen-
tielle

" A (2) e f + Ay (2) e f = H(2), (9.1.3)
ou Ag(z), A1 (2), H (z) sont des fonctions entiéres d’ordre inférieur a 1, et a,b € C, et ont
obtenu le résultat suivant.

Théoréme A [78] Supposons que Ay # 0, Ay # 0, H sont des fonctions entiéres d’ordre
inférieur a 1, et les constantes complexes a,b telles que ab # 0 et a # b. Alors chaque
solution non triviale f de (9.1.3) est d’ordre infini.

J. Tu et ses co-auteurs ont étudié I’hyper-exposant de convergence des zéros de f\9) (z)—¢ (2)
(j=0,1,2,...), out f est une solution de I’équation

"+ AR f+B()f=0, (9.1.4)

89
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et ¢ (z) est une fonction entiére satisfaisant p (¢) < p (f) ou py () < py (f), et ils ont obtenu
le résultat suivant.

Théoréme B [73] Soient A(z) et B(z) deux fonctions entiéres d’ordre fini. Si p(A) <
p(B) <0 ou0<p(A)=p(B)<ooetT(A) <7(B), alors pour chaque solution f # 0
de (9.1.4) et pour toute fonction entiére ¢ (z) # 0 satisfaisant py (@) < py (f), on a

N (19 —0) = py (1) = p(B),(j=0,1,2,..).

Il est naturel de poser la question suivante : Que peut-on-dire sur ’exposant de convergence
des zéros de 9 (z) (j =0,1,2,...), ot f est une solution de (9.1.1)? Le but principal de
ce chapitre est de donner une réponse a cette question. Avant d’énoncé nos résultats, nous
donnons les notations suivantes

Ai(z) =41 (2) — gj_i 23, pour j € N, (9.1.5)
By (3) = 4 ()= A () 2 3+ B (), powr JEN. (916

et
Fj(2) =Fl_(2) — Fj_1(2) gj: 8 pour j € N, (9.1.7)

ou Ay (2) = A(2), Bo(2) = B(z) et Fy(z2) = F (z). On obtient les résultats suivants

Théoréme 9.1 [61] Soient A(z) ,B(z) Z 0 et F' (z) # 0 des fonctions méromorphes d’ordre
fini telles que B; (z) 0 et F;(2) #0 (j =1,2,3,...). Si f est une solution méromorphe de
(9.1.1) avec p(f) oo et p2( ) = p, alors [ satisfait

A(f) =X (f9) = +00,(j =0,1,2,...)

et
X (f9) =X (f9) =p,(j =0,1,2,..).
Théoréme 9.2 [61] Soient A(z) ,B(z) #Z 0 et F'(z) # 0 des fonctions méromorphes d’ordre

6 ;
fini telles que Bj(z) # 0 et F;(z) #0 (j =1,2,3,...). Si f est une solution méromorphe
d’ordre fini de (9.1.1) avec

p(f) >max{p(A),p(B),p(F)},

alors

MY =X(fD)=p(f),(j=0,1,2,..).
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Remarque 9.1 Les conditions B; (z) # 0 et Fj(z) # 0 (j =1, ,3,...) sont nécessaires.
Par exemple f (z) = e * + 1 satisfait (9.1.1) ou A( ) == et F(z) = ——5.
D’autre part

z+1

Bl
Al A—E:]_,
/ !
Ble/ A —|—B—0 F1 F/ F%IO,

et
Af)=1>A(f)=0.

Ici, nous allons donner des conditions suffisantes sur les coefficients garantissant B; (z) # 0
et Fj(2)#0(j=1,2,3,...), et on obtient :

Théoréme 9.3 [61] Soient A(z), B(z) #0 et F'(z) Z 0 des fonctions entiéres d’ordre fini
telles que p (B) > max{p(A),p(F)}. Alors toute solution non triviale de (9.1.1) satisfait

A(f9) = A (f9) = +00,(j =0,1,2,...)

avec au plus une solution exceptionnelle possible fy telle que

p(fo) =max {X(fo).p(B)}.

Remarque 9.2 La condition p(B) > max{p(A),p(F)} ne garantit pas que toutes les so-
lutions de (9.1.1) sont d’ordre infini. Par exemple, on peut voir que fy(z) = e satisfait
I’équation différentielle
2
f"+22f + (e +2)f =1,
ot

A(fo) < p(fo) =p(B) =2.

Dans la suite, notons

1
o () = lim sup 28 ).
r—too  logr

Théoréme 9.4 [61] Soient A(z), B(z) #Z 0 et F'(z) # 0 des fonctions méromorphes d’ordre
fini telles que o (B) > max{c (A),0 (F)}. Si f est une solution méromorphe de (9.1.1) avec

p(f) =00 et py (f) = p, alors f satisfait
A(f9) = A (f9) = +00,(j =0,1,2,...)

et
o (F) =X (fV) =p,( =0,1,2,...)..
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Théoréme 9.5 [61] Soient A(z), B(z) #0 et F'(z) #Z 0 des fonctions entiéres d’ordre fini
telles que p(B) = p(A) > p(F) et 7(B) > kT (A) ou k > 1 est un entier. Si f est une
solution non triviale de (9.1.1) avec p (f) = 0o et py (f) = p, alors f satisfait

A(f9) = A (f9) = +00,(j =0,1,.... k)
et

Ao (f9) =X (f9) =p,(j =0,1,...,k).

Corollaire 9.1 [61] Supposons que Ay # 0, A1 # 0, H # 0 sont des fonctions entiéres

d’ordre inférieur a 1, et les constantes complexes a,b vérifient ab # 0 et |b] > k|a| ou k > 1
est un entier. Alors chaque solution non triviale f de (9.1.3) satisfait

A(fD) =A(f9) = +00,(j =0,1,.., k).
9.2 Lemmes préliminaires

Lemme 9.1 ([47]) Soit f une fonction méromorphe, et soit k > 1 un entier. Alors

(9.2.1)
ot S (r,f) =0 (logT (r, f) +1logr), pour |z| =r ¢ E ot E C [0,4+00) avec m (E) < oo. Si
f est d’ordre fini, alors

f(k)
n (L2

=0 (logr).
; ) (logr)
Lemme 9.2 [8, 19] Soient Ay, Ay,

., Ax_1, F' # 0 des fonctions méromorphes d’ordre fini.
Si f est une solution méromorphe de l’équation

(9.2.2)

FE 4 A fE D 4 A f + Agf = F
avec p (f) = +oo et py (f) = p, alors [ satisfait

A =x(f)=p(f) = +o0,
A2 (f) = A2 (f) = palf) = p-
Lemme 9.3 [73] Soient Ay, Ay,

. Ag_1, F # 0 des fonctions méromorphes d’ordre fini.
Si f est une solution méromorphe de l’équation (9.2.3) avec

max {p (AJ) (] = Oa 17 v
alors

S k=1),p(F)} <p(f),
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Lemme 9.4 [50] Soient f et g des fonctions méromorphes telles que
0<p(f),plg) <ocet0<7(f),7(9) < oco. Alors on a

(i) Si p(f) > p(g), alors on obtient

T(f+g9)=7(f9)=7(f). (9.2.3)
(i) Si p(f) =p(g) et T(f) #7(g), alors on trouve
p(f+9)=p(fg)=pr(f)=ri9). (9.2.4)

Lemme 9.5 [24] Soient A, By, ..., By_1, F % 0 des fonctions entiéres d’ordre fini, ot k > 2.
Supposons que (i) ou (ii) ci-dessous soit vérifiée :

(i) p(Bj) <p(A)(i=1,...k—1).
(ii) By, ..., Br_1 sont des polynomes et A est transcendante. Alors on a
(a) Toutes solutions de l’équation différentielle

SO+ B f* D L+ Bif +Af=F

vérifient
M) =A(f) = p(f) = +oo, (9.2.5)
avec au plus une solution possible fy d’ordre fini.
(b) S’il existe une solution exceptionnelle fo dans le cas (a), alors fy satisfait

p(fo)gmax{p(A),p(F),X(fo)} < 00. (9.2.6)

De plus, si p(A) # p(F) et A(fo) < p(fo), alors p(fo) = max{p(A),p(F)}.

9.3 Preuve du Théoréme 9.1.

Faisons un raisonnement par récurrence. Comme B # 0, F' # 0, alors en utilisant le Lemme
9.2 0on a

et
A2 (f) = A2 (f) = po(f) = p-
En divisant les deux cotés de (9.1.1) par B, on obtient

L., A/ _E
Ef +§f _|_f_B, (9.3.1)

En dérivant les deux cotés de I’équation (9.3.1), on a

() D (-G e

En multipliant maintenant (9.3.2) par B, on trouve

O 4 A f" + B f = F, (9.3.3)
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ou B
Al — A _— E,
BI
Bl — A/ — AE + B,
et B
Fi=F — FE'

Comme B; # 0, F; # 0 sont des fonctions méromorphes d’ordre fini, alors en utilisant le
Lemme 9.2 on obtient

et
A (1) =X (f") = po(f) = p.

En divisant maintenant les deux cotés de (9.3.3) par By, on trouve

Fy

1 A
IO B W A 9.3.4
AR A (9:3.4)
En dérivant les deux cotés de ’équation (9.3.4) et en multipliant par Bj, on a
O 4 A fO) 4 Byf" = By, (9.3.5)

ou Ay, By # 0 et I, # 0 sont des fonctions méromorphes définies dans (9.1.5) — (9.1.7) . En
utilisant le Lemme 9.2 on obtient

AU = A7) = p(f) = +oo,

et
A (f") =X (f") = pa (f) = p.

Supposons maintenant que

X)) =X (f*) = p(f) = +o0, (9.3.6)

pour tout k = 0,1,2,...,j — 1, et montrons que (9.3.6) est vraie pour k = j. Avec la méme
procédure que précédemment, nous pouvons obtenir

U2 4 Ajf(j+1) + ij(j) = [},

ou A;, B; # 0 et F; # 0 sont des fonctions méromorphes définies dans (9.1.5) — (9.1.7) . En
utilisant le Lemme 9.2 on obtient

X(79) = A(9) = p() = oo,

et
X2 (f(j)) =X (f(j)) = P2 (f) =p-

La preuve du Théoréme 9.1 est terminée.
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9.4 Preuve du Théoréme 9.2.

Par un raisonnement similaire a celui du Théoréme 9.1 et en utilisant le Lemme 9.3, on
obtient

AfDO)=2(fD)=p(f).(j eN).

9.5 Preuve du Théoréme 9.3.

D’apres le Lemme 9.5, toutes les solutions non triviales de (9.1.1) sont d’ordre infini avec au
plus une solution exceptionnelle fy d’ordre fini. En utilisant (9.1.5) et d’apres le Lemme 9.1
on a

m(r,A;) <m(r,A;_1) + O (logr),
pour tout j € N, qu’on peut écrire
m(r,A;) <m(r,A)+ 0O (logr), (j €N). (9.3.7)
D’autre part, on a de (9.1.6)

A B,
B o= 4 (325 B

A B A’ B
— , j—1 -l , j—2  Pj-2 .
= A]_l (A B. > +AJ_2 (Aj_2 Bj_2> + B]_g

7—1 7—1
j—1
A, B,
= Y A ZE-2)+B (9.3.8)
— Ap By

Maintenant, montrons que B; # 0 pour tout j € N. Pour cela, supposons qu’il existe j € N
tel que B; = 0. D’apres (9.3.7) et (9.3.8)

T(r,B) = m(r,B) < m (r, Ax) + O (logr)

A
<
3
=
=

= jT(r,A) (logr) . (9.3.9)

ce qui implique la contradiction p (B) < p(
Supposons qu'il existe j € N tel que F; = 0. Donc

ce qui implique

ou ¢ € C*. De (9.3.8) on a

j—2
A, B
—rj1 = ZAk (A_k - —) + B. (9.3.10)
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D’autre part, on a de (9.1.7)
m(r, F;) <m(r,F)+ O (logr),(j =1,2,3,...). (9.3.11)

D’apres (9.3.9),(9.3.10) et le Lemme 9.1, on trouve

T(r,B) = m(r,B)< Zm (r, Ag) +m (r, Fj) + O (logr)
G—1)m(r,A)+m(r, F)+ O (logr)
= (J-1)T(r,A)+T(r,F)+0(logr),

ce qui implique la contradiction p (B) < max{p(A),p(F)}.Comme B; #0, F; #0 (j € N),
alors en appliquant le Théoréme 9.1 et le Lemme 9.5 on a

(D) =A(fV) = +00,(j €N),

avec au plus une solution exceptionnelle fo d’ordre fini. De (9.2.6) et comme p(B) >
max {p (4) . p (F)} on a

p (fo) gmax{p(B),X(fO)}. (9.3.12)
D’apres (9.1.1) , on obtient
_ P (0, )
=g (h et

alors
T(r,B) = m(r,B)ﬁm(r,J%)+m(r,A)+O(logr)
< T(rfo)+T(r,F)+T(r,A)+ O(logr).

ce qui implique
p(B) < max{p(fo)p(A), 0 (F)} = p(fo). (9.3.13)
Comme A (fo) < p(fo), alors en utilisant (9.3.12) et (9.3.13) on trouve

p (fo) =max {p(B),\(fo)} .

et la preuve du Théoréeme 9.3 est terminée.

9.6 Preuve du Théoréme 9.4.

En utilisant le méme raisonnement que le Théoréme 9.3, on obtient le Théoréme 9.4.

9.7 Preuve du Théoréme 9.5.

En utilisant le méme raisonnement du Théoréme 9.2 et comme p (B) > p (F), on trouve que
F; # 0 pour tout j € N.
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Maintenant, prouvons que B; # 0 pour tout j = 1,2, ..., k. Pour cela, supposons qu’il existe
1 < s <k tel que By =0. D’apres (9.3.7) et (9.3.8)

~1
T(r,B) = m(r,B) §Z (r, Ag) + O (log )

< sm(r,A)+ ( ogr)
= sT(r,A)+ O (logr), (9.3.14)

ce qui implique la contradiction avec '’hypothese 7 (B) < s7(A). Alors B; # 0 pour tout
j=1,2,..,k. Comme B; #0 et F; #0 (j =0,1,..., k), alors d’apres le Théoréme 9.1 on a

A =X (f9) =400, (j =0,1,...k),

et

9.8 Preuve du Corollaire 9.1.

Comme ab # 0, |b| > k|a|, alors d’aprés le Théoréme A, chaque solution non triviale f de
(9.1.3) est d’ordre infini. En utilisant le Lemme 9.4 on a

b
7 (Ape®) = |7T—’ > k:|;ri| = k7 (Are®).

Alors d’apreés le Théoréme 9.5

X(F9) = A (F9) = p(f) = +00,(j = 0.1,... k).



Chapitre 10

Oscillation des solutions et leurs
dérivées des équations différentielles
non-homogénes dans le disque unité

10.1 Introduction et résultats

Le but de ce chapitre est de continuer I’étude de probleme d’oscillation des solutions et leurs
dérivées des équations différentielles de type

f"+A@) [ +B(2)f=F(2), (10.1.1)

ou A(z), B(z) Z0et F(z) # 0 sont des fonctions méromorphes d’ordre p—itératif fini dans
le disque unité A. Il est naturel de poser la question : Que peut-on-dire sur l’exposant de
convergence f9 (z) (j € N), ot f est une solution de (10.1.1). Pour certains études liées
dans le plan complexe avec I'ordre habituel voir [17,19]. Le but principal de ce chapitre est
de donner une réponse a cette question. Avant d’énoncé nos résultats, donnons les notations
suivantes

Ai(z)=A;-1(2) — ?%8 pour j € N, (10.1.2)
Al B;'—l (Z) .
Bj(z) = A}, (2) — Aj_1(2) B (2) + B;_1 (#2) pour j € N (10.1.3)
) , BG)
Fji(2) =Fj_,(2) = Fj_1(2) 5 pour j € N, (10.1.4)

Bj1(2)
ou Ag(z) = A(z2), By(z) = B(2) et Fy(z) = F (2). On obtient les résultats suivants.

Théoréme 10.1 [60] Soient A(z), B(z) # 0 et F'(z) # 0 des fonctions méromorphes
d’ordre p—itératif fini dans A telles que B;(z) # 0 et F;(2) # 0 (j € N). Si f est une
solution méromorphe dans A de (10.1.1) avec p, (f) = oo et p,,, (f) = p, alors f satisfait

X (fP) =0 (f9) = p, (f) =00 (jEN)
et

Apt1 (f(j)) = Apt1 (f(j)) = Pp+1 (f)=p (JEN).
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Théoréme 10.2 [60] Soient A(z), B(z) # 0 et F'(z) # 0 des fonctions méromorphes
d’ordre p—itératif fini dans A telles que B; (z) #0 et F; (z) Z0 (j € N). Si f une solution
méromorphe dans A de (10.1.1) avec

pp (f) >max {p,(A),p,(B),p,(F)},

alors

N (19) = 2 (f9) = p, (f) (G EN).

Remarque 10.1 Dans les Théorémes 10.1-10.2, les conditions B; (z) # 0 et Fj(2) ;é 0
; ¢ - ) — 1 satisfait (10.1.1) o
—a P2 =g e p(f) =1 >max{p, (A),p (B),p (F )}

(j=1,2,3,--) sont nécessaires. Par exzemple f (z) = exp (
A(z) =%, B(2) =

1-2z7

0. D’autre part, on a

B’ 9
A—A-2
1= B 1—2’

B’ 15 4 B’
B =A —-A—+B= — ,F:F’—F—EO,
' B (1—2?7 (1—2% " B

et
M(f)=1>A(f)=0.

Ici, nous donnons des conditions suffisantes sur les coefficients qui garantissent B; (z) # 0
et F;(2)#0(j=1,2,3,---), et on obtient :

Théoréme 10.3 [60] Soient A(z), B(z) # 0 et F(z) # 0 des fonctions méromorphes
d’ordre p—itératif fini dans A telles que B = p,(B) > max{p,(A),p, (F)}. Alors toute
solution non triviale de (10.1.1) satisfait

Pp (B) < Xerl (f(j)) = )‘p+1 (f(j)) = Pp+1 (f) < PMp (B) (j = 07 17 27 v )

avec au plus une solution exceptionnelle possible fo telle que

Pp+1 (fo) < Pp (B).

Dans la suite, notons
. log, m (r, f)
o, (f) = hmsuplp—l.
r—1- og 1=,

Théoréme 10.4 [60] Soient A(z), B(z) # 0 et F'(z2) # 0 des fonctions méromorphes
d’ordre p—itératif fini dans A telles que o, (B) > max{o, (A),0, (F)}. Si f est une solution
méromorphe dans A de (10.1.1) avec p, (f) = oo et p,., (f) = p, alors f satisfait

X (F) =X, (f9) =p, (f) =00 (j=0,1,2,---)

et
X10+1 (f(j)) = >‘p+1 (f(j)) = Pp+1 (f) =p (J =0,1,2,- )
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10.2 Lemmes préliminaires

Lemme 10.1 [11] Soit f une fonction méromorphe dans A avec i (f) =p > 1 et p,(f) =
b < oo, et soit k € N. Alors pour toute € > 0 doné,

(k) B+e
(7)ol (2))

pour tout v ¢ Ey C [0,1) avec [, & < 0.

Lemme 10.2 [16] Soient Ay, Ay, , Ax_1, F #Z 0 des fonctions méromorphes dans A, et
soit f une solution méromorphe de ’équation différentielle

O+ A () fE Y 4 Ay (2) f = F(2) (10.2.1)
telle que i (f) =p (0 <p < 00). Si

max{i(A4;) (j=0,1,--- k—1),i(F)}<p

maX{pp(Aj) (j=0,1,--- ,k—l),Pp(F)} < p,(f),
alors
() =ix(f)=i(f)=p
et

Lemme 10.3 [16] Soient Ay, Ay, -+, Ax—1, F # 0 des fonctions méromorphes d’ordre
p—itératif fini dans A. Si f est une solution méromorphe avec p,(f) = oo et p,.; (f) =
p < oo de léquation (10.2.1), alors A, (f) = Ay (f) = p, (f) = o0 et \py1 (f) = Apy1 (f) =
Ppi1 (f) = p-

Lemme 10.4 [16] Soit p € N, et supposons que les coefficients Ag, -+ , Ax_1 et F' £ 0 sont
analytiques dans A et p, (A;) < p, (Ao) pour tout j =1,---  k — 1. Soit

g ::maX{pM@(Aj):j:O,--- ,k:—l}.

(1) Si parpr1 (F)) > aur, alors toute solution f de (10.2.1) satisfait pyr,. 1 (f) = parpys (F)-
(ii) S parper (F) < aur, alors toute solution f de (10.2.1) satisfait p, (Ao) < parpr (f) <
oy, avec au plus une eveption fo satisfaisant pyr ., (fo) < p, (Ao) -

(iii) Si pprpe1 (F) < p, (Ao), alors toute solution f de (10.2.1) satisfait p, (Ao) < Apy1 (f) =
Mot () = parpir (f) < anr, avee au plus une exeption fo satisfaisant py . (fo) < p, (Ao)-
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10.3 Preuve du Théoréme 10.1.

Faisons un raisonnement par récurrence. Comme B (z) #Z 0 et F'(z) # 0, alors en utilisant
le Lemme 10.3 on a

et B
Apr1 (f) = A1 (f) = ppa (f) = p-

En divisant les deux cotés de (10.1.1) par B, on obtient
T, A, F
— — = —. 10.3.1
Bf * Bf +f B (10.3.1)
En dérivant les deux cotés de I’équation (10.3.1), on a

()3 - () e

En multipliant maintenant (10.3.2) par B, on trouve

fO+ A f" + Bif = F, (10.3.3)
ou B B
A1:A—§, Ble'—AE—FB
et B
Fi :F’—FE.

Comme By # 0 et F} # 0 sont des fonctions méromorphes d’ordre p—iteratif fini, alors en
utilisant le Lemme 10.3 on obtient

et
Ap+1 (f) = Apt1 (f) = pp+1(f) = p.
En divisant les deux cotés de (10.3.3) par By, on obtient

1 A F
N 10.3.4
En dérivant les deux cotés de 1’équation (10.3.4) et multipliant par Bj, on trouve
O 4 Ay fO 4 By f" = Fy, (10.3.5)

ou As, By # 0 et Iy #Z 0 sont des fonctions méromorphes definies dans (10.1.2) — (10.1.4).
En utilisant le Lemme 10.3 on obtient

Xp(f"):)\p(f"):pp(f):oo

et
Xp+1 (f”) = /\p+1 (f") = Pp+1 (f) = p.
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Supposons maintenant que

X (F®P) =X, (F9) = p, (f) = 00, Dyt (FF) = Mpis (F®) = ppa (F) =p  (10.3.6)

pour tout £ =0,1,2,---,j— 1, et montrons que (10.3.6) est vraie pour k = j. Avec la méme
procédure que précédemment, nous pouvons obtenir

FU+2) +A]-f(j“) + ij(ﬁ = Fj,

ou A;, B; # 0 et F; # 0 sont des fonctions méromorphes definies dans (10.1.2) — (10.1.4).
En utilisant le Lemme 10.3 on obtient

X (F9) = 0 (F9) = p, (f) = 00

et
M1 (f9) = Npia (f9) = p,pq () = p.

La preuve du Théoreme 10.1 est terminée.

10.4 Preuve du Théoréme 10.2.

Par un raisonnement similaire a celui du Théoréme 10.1 et en utilisant le Lemme 10.2, on
obtient

X(F9) = A(F9) = p(£), (= 0,1,2,..).

10.5 Preuve du Théoréme 10.3.

D’apres le Lemme 10.4 (iii), toutes les solutions non triviales de (10.1.1) vérifient

pp (B) < X1 () = A1 (f) = Pyt (f) < paryp (B)

avec au plus une solution exceptionnelle f; telle que p, (B) > p,.,; (fo). En utilisant (10.1.2)
et le Lemme 10.1 on a

B+e
m (. A4;) < m (r, Aj1) + O (expp_z () ) (8= p, (By1)

-
our¢ FE; C[0,1) avec fEl ldTrr < 00, pour tout j € N, qu'on peut écrire
1 B+€
m (r,A;) <m(r,A)+ O | exp, (ﬁ) (1=1,2,3,--+). (10.3.7)

D’autre part, on a de (10.1.3)

A, B
B;= A, <AJ_1 _ BJ_l) + B,

-1 -1
Al B A B

— A, =t it A j—2 _ j-2 B._

! I(Aj—l Bj4 A Ajo  Bj TP
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j—1
A B
= A (A—z — B—z) + B. (10.3.8)

Maintenant, montrons que B; # 0 pour tout j € N. Pour cela, supposons qu’il existe j € N
tel que B; = 0. D’apres (10.3.7) et (10.3.8) on a

Jj— B+e
T(r,B)=m Z (r, Ay) +0(expp2(11 ) )
) B-‘ra)
BJre
) (10.3.9)

ce qui implique la contradiction p, (B) < p, (A). Donc B; # 0 pour tout j € N. Supposons
maintenant qu’il existe j € N tel que F; = 0. Alors, de (10.1.5)

< jgm(r,A)+ O (expp 9

=jT(r,A)+ 0O (expp 9

Bj 1 (2)
F —F_ g1
j—1 (Z> Jj—1 (Z) Bj—l (Z) 0
ce qui implique
Fj,1 (Z) = CBJ',1 (Z) s (10310)
ou ¢ € C*. D’apres (10.3.8) et (10.3.10) on a
7j—2
A, B,
“Fi _ZAk( i Bk) + B. (10.3.11)
d’autre part, on a de (10.1.5)
1\
m (r, Fy) <m(r, ) + O | exp,_, (1—7“) (1=1,2,3,--+). (10.3.12)
D’apres (10.3.11),(10.3.12) et le Lemme 10.1, on a
Jj— 1 B+e
T(r,B) = m(r,B) §kz (r, Ag) —}—m(r,Fj_1)+O<epr2(1_r> )

r

B+e
— <j—1>T(7~,A>+T<T7F>+O(e"pﬂ(li ) )

Bte
< (j—l)m(r,A)+m(r,F)+O(expp_2<1i > >

r

ce qui implique la contradiction p, (B) < max{p,(A),p,(F)}. Comme B; # 0, F; # 0
(7 € N), alors en appliquant le Théoréme 10.1 et le Lemme 10.4 (iii) on a

Pp (B) < Xp+1 (f(j)) = /\p+1 (f(j)) = Pp+1 (f) < PM.p (B) (j S N)

avec au plus une solution exceptionnelle fy telle que p, (B) > p,. (fo) -
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10.6 Preuve du Théoréme 10.4.

En utilisant le méme raisonnement du Théoréme 10.1, on obtient le Théoréeme 10.4.



Conclusion et Perspectives

Dans cette theése, on a étudié certains problémes liés & I'ordre de croissance et a la distribution
des zéros des solutions des équations différentielles complexes dans le plan et le disque unité.
Des résultats importants on été obtenus sur les équations homogenes et non homogénes a
coefficients fonctions polynémes et fonctions transcendantes. L’outil principal utilisé dans
cette étude étant la théorie de Nevanlinna. Cette théorie est la plus approprié dans I’étude
des équations différentielles. On a commencé cette thése, par montrer quelques nouvelles
propriétés sur 'ordre et le type de croissance et la relation entre eux. On a prouvé aussi
dans le troisieme Chapitre quelques estimations sur la croissance des dérivées logarithmiques
des fonctions méromorphes et entiéres et leurs applications dans la théorie des équations
différentielles. Par exemple, dans le Théoréme 3.4, on a étudié une version plus générale de
I'équation de Verhulst-Pearl (voir [29])

2 (t)=z(t)[a—bx(t)] (a,b>0),

qui est le modele déterminant les causes qui agissent sur ’accroissement d’une population.

Dans les Chapitres 4-8, on a étudié le probléeme de la croissance et l'oscillation des
polynomes différentiels dans le plan complexe et le disque unité, on a montré sous certaines
conditions que les polynomes différentiels possedent les mémes propriétés des solutions, d’une
maniére analogue, on a étudié le méme probléme pour les polynémes des solutions w =
di fi1 + daof2, lorsque fi et fo ne sont pas solutions de la méme équation.

Dans les Chapitres 9-10, on a utilisé une nouvelle technique pour étudier le probléme de
la distribution des zéros des dérivées des solutions des équations différentielles non-homogenes
du second ordre dans le plan et le disque unité.

Enfin, on propose quelques questions et probléme ouverts.

Probléme 1. Soient fi, fo,..., fr des solutions linéairement indépendantes de I’équation a
coefficients fonctions méromorphes

FO 4+ A () fP D+ L+ A (2) f =0
Que peut-on-dire sur l'ordre et 'oscillation de la combinaison des solutions
w=dyfr +dp—1fp—1+ ... +dof,

o d; (z) (1 =0,1,.... k) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini ?

Probléme 2. Soient f et g deux solutions des équations

'+ AG) f=0

105



106

et
9"+ (A(z) +h(z))g =0,

ot A et h sont des fonctions entiéres telles que p(A) > p(h). Quelle est la relation entre

l’exposant de convergence de f et de g?

Probléme3. Peut-on obtenir des résultats analogues o cette thése pour les équations fonc-
tionnelles complezes ¢ (voir [58]).
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