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Introduction

La théorie de Nevanlinna est un outil incontournable dans la théorie des fonctions, en
particulier dans l�étude des propriétés des solutions des équations di¤érentielles complexes
notamment la croissance et l�oscillation des solutions. En e¤et depuis 1925, l�année où R.
Navanlinna a publié les résultats de ses travaux sur la théorie de la distribution des valeurs
des fonctions méromorphes, les chercheurs ne cessent de publier dans la même thématique
et plusieurs problèmes ont été étudiés et résolus. Des liens étroits avec d�autres domaines
sont mis en évidence, en particulier avec la théorie analytique des équations di¤érentielles.
Pour une introduction à la théorie des équations di¤érentielles dans le plan complexe avec
la théorie de Nevanlinna voir [47; 68] :

Une recherche active dans ce domaine a été lancée par H. Wittich et ses étudiants dans les
années 1950 et 1960. Un des résultats importants dû à Wittich concernant la croissance des
solutions des équations di¤érentielles linéaires

f (k) + Ak�1f
(k�1) + :::+ A1f

0 + A0f = 0

est le suivant : Les coe¢ cients A0; :::; Ak�1 sont des polynômes, si et seulement, si toutes les
solutions de l�équation précédente sont des fonctions entières d�ordre �ni de la croissance.
M. Frei a généralisé le résultat ci-dessus, en supposant que Aj est le dernier coe¢ cient trans-
cendant tandis que tous les coe¢ cients Aj+1; :::; Ak�1 sont des polynômes, et il a démontré
que l�équation possède au plus j solutions linéairement indépendantes d�ordre �ni.

Cette thèse se compose d�une introduction et de dix chapitres.

Dans le premier chapitre, on va citer quelques notations, dé�nitions et résultats dont on aura
besoin dans les autres chapitres, on peut considérer ce chapitre comme une introduction à
la théorie de Nevanlinna, on va aussi citer quelques théorèmes et dé�nitions concernant la
distribution des valeurs des fonctions analytiques dans le disque unité.

Dans le deuxième chapitre, on s�intéresse à l�étude des propriétés de l�ordre et du type
de croissance des fonctions méromorphes dans le plan complexe et on donne de nouveaux
critères pour faciliter la détermination de l�ordre et le type de ces fonctions. On va aussi faire
la comparaison entre les résultats obtenus pour les fonctions méromorphes et les fonctions
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entières dans le plan complexe. Les résultats obtenus dans ce chapitre, seront appliqués dans
la plupart des chapitres qui suivent de cette thèse.

Dans le troisième chapitre, on va prouver quelques estimations sur la croissance des dérivées
logarithmiques des fonctions méromorphes et entières et leurs applications dans la théo-
rie des équations di¤érentielles, on va donner également quelques exemples pour expliquer
l�éxactitude de nos résultats.

Le quatrième chapitre est consacré à l�étude de la contrôlabilité des solutions de l�équation
di¤érentielle linéaire

f (k) + A (z) f = 0 (k > 2) :
On va étudier la croissance et l�oscillation du polynôme di¤érentiel d�ordre supérieur à coef-
�cients fonctions méromorphes. Les théorèmes obtenus dans ce chapitre améliorent certains
résultats de Laine et Rieppo ([49]) ; Liu Ming-Sheng et Zhang Xiao-Mei ([63]) et Wang et
Yi ([77]) :

Le but du cinquième chapitre est d�étudier les propriétés des solutions des équations di¤é-
rentielles linéaires de type

f 00 + A (z) f = 0:

En fait, on va étudier la croissance et l�oscillation de gf = d1f1 + d2f2 où f1; f2 sont deux
solutions linéairement indépendantes de l�équation ci-dessus, et d1; d2 sont des fonctions
entières d�ordre �ni non toutes identiquement nulles.

Dans le sixième chapitre, on considère l�équation di¤érentielle

f 00 + A1 (z) f
0 + A0 (z) f = F;

où A0 6� 0; A1 et F sont des fonctions analytiques dans le disque unité � = fz : jzj < 1g.
Nous obtenons des résultats sur l�ordre et l�exposant de convergence des zéros dans � des
polynômes di¤érentiels gf = d2f

00 + d1f
0 + d0f à coe¢ cients fonctions analytiques d2; d1; d0

non toutes identiquement nulles. On va aussi répondre à la question posée par J. Tu et C.
F. Yi en 2008 ([71]) dans le cas des équations di¤érentielles linéaires du second ordre dans
le disque unité.

Dans le septième chapitre, on s�intéresse à l�étude des équations di¤érentielles linéaires com-
plexes d�ordre supérieur dans lesquelles les coe¢ cients sont des fonctions analytiques dans le
disque unité d�ordre [p; q]. Le but de ce chapitre est d�utiliser les concepts des fonctions ana-
lytiques dans le disque unité d�ordre [p; q] et de type [p; q] pour obtenir plusieurs théorèmes
sur la croissance et l�oscillation des solutions des équations di¤érentielles.

Le but principal du chapitre huit est d�étudier la contrôlabilité des solutions d�une paire
d�équations di¤érentielles linéaires

f 00 + A (z) f = 0

et
g00 +B (z) g = 0:
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On va étudier la croissance et l�oscillation de w = d1f + d2g; où f; g sont les solutions des
équations ci-dessus et d1; d2 sont des fonctions entières d�ordre �ni. Les théorèmes obtenus
dans ce chapitre généralisent les résultats obtenus dans le cinquième chapitre.

Le neuvième chapitre est consacré à l�étude de la croissance et l�oscillation des solutions et
de leurs dérivées des équations de type

f 00 + A (z) f 0 +B (z) f = F (z) ;

où A (z) ; B (z) ( 6� 0) et F (z) ( 6� 0) sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni.

Dans le dernier chapitre, on va étudier l�oscillation des solutions et leurs dérivées des équa-
tions di¤érentielles

f 00 + A (z) f 0 +B (z) f = F (z) ;

où A (z) ; B (z) ( 6� 0) et F (z) ( 6� 0) sont des fonctions méromorphes d�ordre p�itératif �ni
dans le disque unité � = fz : jzj < 1g.



Chapitre 1

La théorie de R. Nevanlinna

On commence par donner quelques dé�nitions, notations et résultats dont on aura besoin
par la suite. Pour plus de détails voir ([35] ; [47] ; [81]).

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Théorème 1.1 (Formule de Jensen) Soit f une fonction méromorphe telle que f (0) 6�
0;1 et a1; a2; :::; an (respectivement b1; b2; :::; bm) ses zéros (respectivement ses pôles), chacun
étant compté avec son ordre de multiplicité. Alors

ln jf (0)j = 1

2�

Z 2�

0

ln
��f �rei'��� d'+ X

jbj j<r

ln
r

jbjj
�
X
jaj j<r

ln
r

jajj
:

Dé�nition 1.1 Pour tout réel x � 0; on dé�nit

ln+ x = max (ln x; 0) =

�
lnx; x > 1;

0; 0 � x � 1:

Il est clair que

lnx = ln+ x� ln+ 1
x
; x � 0:

Dé�nition 1.2 (Fonction caractéristique de R.Nevanlinna) ([35] ; [47]) Soit f une
fonction méromorphe. Pour tout nombre complexe a, on désigne par n (t; a; f) le nombre de
racines de l�équation f (z) = a situées dans le disque jzj � t. Chaque racine étant comptée
avec son ordre de multiplicité et par n (t;1; f) le nombre de pôles de la fonction f dans le
disque jzj � t. On dé�nit

N (r; a; f) =

Z r

0

n (t; a; f)� n (0; a; f)

t
dt+ n (0; a; f) log r; a 6=1

et

N (r;1; f) = N (r; f) =

Z r

0

n (t;1; f)� n (0;1; f)

t
dt+ n (0;1; f) log r;

N (r; f) est appelée la fonction de comptage de la fonction f dans le disque jzj � r: On dé�nit

m (r; a; f) =
1

2�

Z r

0

log+
1

jf (rei�)� ajd�; a 6=1

8
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et

m (r;1; f) = m (r; f) =
1

2�

Z r

0

log+
��f �rei���� d�:

m (r; f) est appelée fonction de proximité de la fonction f au point a:

Dé�nition 1.3 ([35]) On dé�nit la fonction caractéristique de R. Nevanlinna de la fonction
f par

T (r; f) = m (r; f) +N (r; f) :

Exemple 1.1 Pour la fonction f (z) = ez, on a

n (t; f) = 0 et N (r; f) = 0:

De plus

m (r; f) =
1

2�

Z 2�

0

log+
��f �rei���� d� = 1

2�

Z 2�

0

log+
��er cos �+ir sin ��� d�

=
1

2�

Z �
2

��
2

r cos �d� =
r

2�
2 [sin �]

�
2
0 =

r

�
:

D�où
T (r; f) =

r

�
:

Théorème 1.2 (Premier Théorème fondamental de R. Nevanlinna dans le plan
complexe) ([35] ; [47]) Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors pour tout
nombre complexe a 6=1�on a

m (r; a; f) +N (r; a; f) = T (r; f) + " (r; a) ;

où " (r; a) = O (1) quand r !1:

1.2 La croissance et la distribution des valeurs d�une
fonction entière ou méromorphe

1.2.1 L�ordre et le type de croissance d�une fonction

Dé�nition 1.4 ([35] ; [47] ; [48] ; [62]) Soit f une fonction entière. Alors l�ordre et l�hyper-
ordre de f sont dé�nis respectivement par

� (f) = lim
r!+1

log logM (r; f)

log r
;

�2 (f) = lim
r!+1

log log logM (r; f)

log r
;

où M (r; f) = max fjf (z)j ; jzj = rg :
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Si f est une fonction méromorphe, alors l�ordre et l�hyper-ordre de f sont dé�nis par

� (f) = lim
r!+1

log T (r; f)

log r
;

�2 (f) = lim
r!+1

log log T (r; f)

log r
:

Exemple 1.2 La fonction f (z) = exp fexp zng est d�ordre � (f) = 1 et d�hyper ordre

�2 (f) = n: La fonction f (z) = exp

�
sin
p
zp

z

�
est d�ordre � (f) = 1 et de hyper ordre

�2 (f) =
1

2
:

Remarque 1.1 Si f est d�ordre �ni, alors l�hyper ordre de cette fonction est nulle.

Dé�nition 1.5 ([48]) Soit f une fonction méromorphe d�ordre � (0 < � <1) ; on dé�nit
le type de f par

� (f) = lim
r!+1

T (r; f)

r�
:

Dé�nition 1.6 ([48]) Soit f une fonction entière d�ordre � (0 < � <1) ; on dé�nit le type
de f par

�M (f) = lim
r!+1

log+M (r; f)

r�
:

Exemple 1.3 Pour la fonction f (z) = ez, on a

� (f) = lim
r!+1

T (r; f)

r�
= lim

r!+1

r

�r
=
1

�

et

�M (f) = lim
r!+1

log+M (r; f)

r�M
= lim

r!+1

log+ er

r
= 1:
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1.2.2 L�exposant de convergence des zéros

Dé�nition 1.7 ([35] ; [47] ; [48]) Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l�exposant et
l�hyper exposant de convergence des zéros de la fonction f respectivement par

� (f) = lim
r!+1

logN
�
r; 1
f

�
log r

;

�2 (f) = lim
r!+1

log logN
�
r; 1
f

�
log r

;

où

N

�
r;
1

f

�
=

Z r

0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+ n

�
r;
1

f

�
log r;

tel que n
�
t; 1
f

�
désigne le nombre des zéros de la fonction f situés dans le disque jzj � r:

Dé�nition 1.8 ([19] ; [47]) On dé�nit l�exposant et l�hyper exposant de convergence des zéros
distincts de la fonction f respectivement par

� (f) = lim
r!+1

logN
�
r; 1
f

�
log r

;

�2 (f) = lim
r!+1

log logN
�
r; 1
f

�
log r

;

où

N

�
r;
1

f

�
=

Z r

0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+ n

�
r;
1

f

�
log r;

tel que n
�
t; 1
f

�
désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situés dans le disque

jzj 6 r:

Dé�nition 1.9 ([20] ; [47]) Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l�exposant et l�hyper
exposant de convergence des points �xes de la fonction f respectivement par

� (f � z) = lim
r!+1

logN
�
r; 1
f�z

�
log r

;

�2 (f � z) = lim
r!+1

log logN
�
r; 1
f�z

�
log r

;

Dé�nition 1.10 ([20] ; [47]) Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l�exposant et l�hy-
per exposant de convergence des points �xes distincts de la fonction f respectivement par

� (f � z) = lim
r!+1

logN
�
r; 1
f�z

�
log r

;
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�2 (f � z) = lim
r!+1

log logN
�
r; 1
f�z

�
log r

;

Exemple 1.4 L�exposant et l�hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonc-
tion f(z) = ee

z
+ 2 sont égaux respectivement à 1 et 1:

Exemple 1.5 L�exposant et l�hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonc-
tion f(z) = ee

z
+ ez sont égaux respectivement à 1 et 1:

Exemple 1.6 L�exposant et l�hyper exposant de convergence des points �xes de la fonction
f (z) = cos (ez) sont égaux respectivement à 1 et 1:

1.2.3 La notion d�ordre p-itératif d�une fonction

Si l�ordre d�une fonction entière ou méromorphe est in�ni, on dé�nit l�hyper ordre de
cette fonction.
Pour la dé�nition de l�ordre p-itératif d�une fonction méromorphe, on a besoin de dé�nir

les expressions suivantes : pour tout r 2 R, on pose exp1 r := er et expp+1 r := exp
�
expp r

�
;

p 2 N. De la même façon on dé�nit log1 r := log r et logp+1 r := log
�
logp r

�
; p 2 N et ceci

pour r su¢ samment grand.

Dé�nition 1.11 ([45] ; [48]) Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l�ordre p-itératif
de croissance de la fonction f par

�p (f) = lim
r!+1

logp T (r; f)

log r
(p > 1; p entier) ;

où T (r; f) est la fonction caractéristique de Nevanlinna. Si f est entière; alors l�ordre p-
itératif de la fonction f est dé�ni par

�p (f) = lim
r!+1

logp+1M(r; f)

log r
(p > 1; p entier) ;

où M(r; f) = max
jzj=r

jf (z)j :

Exemple 1.7 Pour la fonction f (z) = expq (z) ; q 2 N� on a

�p (f) =

8<:
+1 si p < q;
1 si p = q;
0 si p > q:

Dé�nition 1.12 ([45] ; [48]) L�indice de croissance d�ordre p-itératif d�une fonction méro-
morphe f est dé�nit par

i (f) =

8><>:
0; si f est rationnelle
min
j2N

�
�j (f) < +1

	
; si f est transcendante

+1; si �j (f) = +1 pour tout j 2 N:
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Exemple 1.8 L�indice de croissance d�ordre p-itératif de la fonction

f (z) = expp�1 (sin (z))

est égal à p:

Dé�nition 1.13 ([48]) Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l�exposant p-itératif de
convergence des zéros de la fonction f par

�p (f) = lim
r!+1

logpN
�
r; 1
f

�
log r

:

On dé�nit l�exposant p-itératif de convergence des zéros distincts de la fonction f par

�p (f) = lim
r!+1

logpN
�
r; 1
f

�
log r

:

Dé�nition 1.14 [48] On dé�nit l�exposant p-itératif de convergence des points �xes d�une
fonction méromorphe f par

�p (f � z) = lim
r!+1

logpN
�
r; 1
f�z

�
log r

;

et l�exposant p-itératif de convergence des points �xes distincts de f par

�p (f � z) = lim
r!+1

logpN
�
r; 1
f�z

�
log r

:

Exemple 1.9 Pour la fonction f (z) = exp5 (z) � exp4 (z) on a �5 (f) = 1; �5 (f) = 1;
�5 (f � z) = 1; �5 (f � z) = 1:

Pour les ensembles, on dé�nit les mesures linéaire et logarithmique, les densités logarith-
mique inférieure et supérieure :

Dé�nition 1.15 ([36]). On dé�nit la mesure linéaire d�un ensemble E � [0;1) par

m (E) =

Z +1

0

�E (t) dt;

où �E (t) est la fonction indicatrice de l�ensemble E: La mesure logarithmique d�un ensemble
F � [1;1) est

lm (F ) =

Z +1

0

�F (t)

t
dt:
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La densité logarithmique inférieure de l�ensemble F est

log dens (F ) = lim inf
r!+1

lm (F \ [1; r])
log r

:

La densité logarithmique supérieure de l�ensemble F est

log dens (F ) = lim sup
r!+1

lm (F \ [1; r])
log r

:

Exemple 1.10 La mesure linéaire de l�ensemble E = [2; 6] [ [7; 8] � [0;1) est

m (E) =

1Z
0

�
E
(t) dt =

6Z
2

dt+

8Z
7

dt = 5:

La mesure linéaire de l�ensemble E = N est nulle, de plus la mesure linéaire de chaque
ensemble dénombrable est nulle.

La mesure logarithmique de l�ensemble F = [1; 5] � [1;1) est

lm (F ) =

1Z
1

�
F
(t)

dt

t
=

5Z
1

dt

t
= ln 5:

La densité logarithmique inférieure de l�ensemble F = [5;1) est

log dens (F ) = lim inf
r!+1

lm ([5;1) \ [1; r])
log r

= lim inf
r!+1

lm ([5; r))

log r
= 1:

Dé�nition 1.16 ([75]) Soit f (z) =
1P
n=0

anz
n une fonction entière. On dé�nit le terme maxi-

mal de f (z) par � (r) = max fjanj rn;n = 0; 1; 2; :::g et on dé�nit l�indice central de la fonc-
tion f (z) par �f (r) = max fm;� (r) = jamj rmg :

Exemple 1.11 Pour la fonction f (z) = ez�on a � (r) = 1
[r]!
r[r] et �f (r) = [r] :

1.3 La croissance et la distribution des valeurs d�une
fonction analytique ou méromorphe dans le disque
unité

Dans la suite, on donne les dé�nitions de l�ordre et du type d�une fonction analytique et
méromorphe dans le disque unité.
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Théorème 1.3 (Premier Théorème fondamental de R. Nevanlinna dans le disque
unité) ([37]) Soit f une fonction méromorphe non constante sur � = fz : jzj < 1g. Alors
pour tout nombre complexe a 6=1�on a

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f) +O (1)

quand r ! 1� où T (r; f) est la fonction caractéristique de Nevanlinna.

Dé�nition 1.17 ([37]) Soit f une fonction analytique dans le disque � = fz : jzj < 1g.
Alors l�ordre et l�hyper-ordre de f sont dé�nis respectivement par

�M (f) = lim
r!1�

log+ log+M (r; f)

log
�

1
1�r
� ;

�M;2 (f) = lim
r!1�

log+ log+ log+M (r; f)

log
�

1
1�r
� ;

où M (r; f) = max fjf (z)j ; jzj = rg : Si f est une fonction méromorphe sur �, alors l�ordre
et l�hyper-ordre de f sont dé�nis par

� (f) = lim
r!1�

log+ T (r; f)

log
�

1
1�r
� ;

�2 (f) = lim
r!1�

log+ log+ T (r; f)

log
�

1
1�r
� :

Il existe des fonctions analytiques dans �; véri�ant � (f) 6= �M (f) : Tsuji ([69]) a démontré
le théorème suivant :

Théorème 1.4 Soit f une fonction analytique dans �: Alors

� (f) 6 �M (f) 6 � (f) + 1:

Exemple 1.12 Pour la fonction f (z) = exp
n

1
(1�z)2

o
; on a

� (f) = 1; �M (f) = 2:

Par contre, pour la fonction f (z) = exp
�
z+1
z�1
	
; on a

� (f) = �M (f) = 0:

Pour l�hyper-ordre des fonctions méromorphes et analytiques T. B. Cao et H. X. Yi ([14] ;
[16]) ont obtenu le résultat suivant :

Théorème 1.5 Soit f une fonction analytique dans �: Alors
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�2 (f) = �2;M (f) :

Exemple 1.13 Soit la fonction f (z) = exp exp
n

1
(1�z)p

o
; p > 1: Alors

�2 (f) = �2;M (f) = p:

Dé�nition 1.18 ([37] ; [48]) Soit f une fonction méromorphe dans le disque � d�ordre �
(0 < � < 1); on dé�nit le type de f par

� (f) = lim
r!1�

T (r; f)�
1
1�r
�� :

Dé�nition 1.19 ([48]) Soit f une fonction analytique dans le disque � d�ordre �M (0 <
�M < 1); on dé�nit le type de f par

�M (f) = lim
r!1�

log+M (r; f)�
1
1�r
��M :

Dé�nition 1.20 ([38]) Soit f une fonction méromorphe sur �. On dé�nit l�ordre p-itératif
de croissance de la fonction f par

�p (f) = lim
r!1�

logp T (r; f)

log 1
1�r

(p � 1 est un entier) ;

où T (r; f) est la fonction caractéristique de Nevanlinna. S i f est analytique sur �; alors
l�ordre p-itératif de la fonction f est dé�ni par

�M;p (f) = lim
r!1�

logp+1M(r; f)

log 1
1�r

(p � 1 est un entier) ;

où M(r; f) = max
jzj=r

jf (z)j :

Remarque 1.2 Pour la relation entre l�ordre des fonctions méromorphes et les fonctions
analytiques, Tsuji ([66] ; p: 205) a montré que si f est une fonction analytique sur �; alors
on a l�inégalité

�1 (f) � �M;1 (f) � �1 (f) + 1;

et �p (f) = �M;p (f) pour p � 2 d�après la Proposition 2.2.2 dans [47] :



17

Dé�nition 1.21 ([37]) Soit f une fonction méromorphe sur �, et soit

D (f) = lim
r!1�

T (r; f)

log 1
1�r

;

où T (r; f) est la fonction caractéristique de Nevanlinna. Si D (f) <1; on dit que f est de
degré �ni D (f) (ou non-admissible) ; si D (f) = 1; on dit que f est de degré in�ni (ou
admissible). Si f est analytique sur �; et

DM (f) = lim
r!1�

logM(r; f)

log 1
1�r

;

où M(r; f) = max
jzj=r

jf (z)j ; alors on dit que f est une fonction de degré �ni DM (f) si

DM (f) <1; sinon, f est de degré in�ni.

Dé�nition 1.22 ([37]) L�indice de croissance d�ordre p-itératif d�une fonction méromorphe
f sur � est dé�ni par

i (f) =

8<:
0; si f est non-admissible,
min

�
j 2 N : �j (f) < +1

	
; si f est admissible,

+1; si �j (f) = +1 pour tout j 2 N:
Pour toute fonction f analytique sur �, on dé�nit aussi

iM (f) =

8<:
0; si f est non-admissible,
min

�
j 2 N : �M;j (f) < +1

	
; si f est admissible,

+1; si �M;j (f) = +1 pour tout j 2 N:

Dé�nition 1.23 [48] Soit f une fonction méromorphe sur �; d�ordre p-itératif �p (f) (0 <
�p (f) < +1): Alors le type p-itératif de croissance de f est dé�ni par

� p (f) = lim
r!1�

logp�1 T (r; f)�
1
1�r
��p(f) (p � 1 est un entier) :

Si f est une fonction analytique sur �; d�ordre itératif �M;p (f)
�
0 < �M;p (f) < +1

�
; alors

le type p-itératif de la fonction f est dé�ni par

�M;p (f) = lim
r!1�

logpM(r; f)�
1
1�r
��M;p(f)

(p � 1 est un entier) :

Dé�nition 1.24 ([38]) Soit f une fonction méromorphe sur �. On dé�nit l�exposant p-
itératif de convergence des zéros de la fonction f par

�p (f) = lim
r!1�

logpN
�
r; 1
f

�
log 1

1�r
;

où

N

�
r;
1

f

�
=

Z r

0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+ n

�
r;
1

f

�
log r;

et n
�
t; 1
f

�
désigne le nombre de zéros de la fonction f situés dans le disque jzj � r:
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On dé�nit l�exposant p-itératif de convergence des zéros distincts de la fonction f par

�p (f) = lim
r!1�

logpN
�
r; 1
f

�
log 1

1�r
:

Exemple 1.14 L�exposant p-itératif de convergence des zéros distincts de la fonction f (z) =
exp

�
1
1�z
	
est égal à 0:



Chapitre 2

Quelques estimations sur l�ordre et le
type de croissance des fonctions
méromorphes dans le plan complexe

2.1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre, on va montrer de nouveaux estimations sur l�ordre et le type de croissance
des fonctions méromorphes dans le plan complexe, on va aussi donner quelques exemples pour
bien expliquer l�exactitude de ces estimations. Tout d�abord, on va citer quelques résultats
classiques dont on aura besoin pour la suite.

Dans l�Exemple 1.3 (Voir Chapitre 1), on a vu qu�on a pas forcément � (f) = �M (f) : D�après
T (r; f) � logM (r; f) ; on obtient que � (f) � �M (f) :

Dans [31] ; Goldberg et Ostrovskii ont obtenus les inégalités suivantes :�
�M (f) � ��

sin��
� (f) ; si 0 < � � 1

2
;

�M (f) � ��� (f) ; si 1
2
� � <1:

La détermination de l�ordre de croissance est très importante car il y a des interprétations
géométriques et physiques, mais parfois l�estimation de ce dernier n�est pas facile. Dans ce
contexte plusieurs mathématiciens (voir [31] ; [62]) continuent à chercher des critères pour
faciliter et élargir son application. Parmi les théorèmes obtenus les trois suivants :

Théorème A [62] Soient f et g deux fonctions entières. Alors

� (f + g) � max f� (f) ; � (g)g ; (2.1.1)

� (fg) � max f� (f) ; � (g)g (2.1.2)

et
�M (f + g) � max f�M (f) ; �M (g)g ; (2.1.3)

�M (fg) � �M (f) + �M (g) : (2.1.4)

19
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Théorème B [62] Soient f et g deux fonctions méromorphes. Si � (f) > � (g) ; alors

� (f + g) = � (fg) = � (f) : (2.1.5)

Le théorème suivant dû à Valiron [75] et Mohon�ko [67]; est d�une importance essentielle
dans la théorie des équations di¤érentielles complexes.

Théorème C [67; 75] Soit f une fonction méromorphe. Alors, pour toutes les fonctions
irréductibles rationnelles en f;

R (z; f) =

pP
i=0

ai (z) f
i

qP
j=0

bj (z) f j
;

où ai (z) ; bj (z) sont des fonctions méromorphes telles que�
T (r; ai) = S (r; f) ; i = 0; :::; p;

T (r; bj) = S (r; f) ; j = 0; :::; q;

la fonction caractéristique de R (z; f (z)) satisfait

T (r; R (z; f)) = dT (r; f) + S (r; f) ;

où d = max fp; qg :

Il est naturel de se poser la question : Que peut-on-dire sur � (f + g) et � (fg) si � (f) = � (g)?
Dans ce chapitre nous tenterons de trouver des réponses à cette question, et on va donner
également des conditions su¢ santes pour obtenir des résultats similaires à ceux du Théorème
A et Théorème B pour le type des fonctions méromorphes.

Théorème 2.1 [50] Soient f et g deux fonctions méromorphes.

(i) Si � (f) > � (g) (0 < � (f) ; � (g) <1), alors on a

� (f + g) = � (fg) = � (f) : (2.1.6)

(ii) Si 0 < � (f) = � (g) = � (f + g) = � (fg) <1; alors on a

j� (f)� � (g)j � � (f + g) � � (f) + � (g) (2.1.7)

et
j� (f)� � (g)j � � (fg) � � (f) + � (g) : (2.1.8)

Remarque 2.1 Pour expliquer l�exactitude des inégalités (2:1:7) et (2:1:8) ; on prend
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f (z) = 1
1+ez

et g (z) = 1
1�ez ; et on trouve que

� (f) = � (g) = � (f + g) = � (fg) = 1; � (f) = � (g) =
1

�
et

� (f + g) = �

�
2

1� e2z

�
=
2

�
= � (f) + � (g) ;

� (fg) = �

�
1

1� e2z

�
=
2

�
= � (f) + � (g) :

Théorème 2.2 [50] Soient f et g deux fonctions méromorphes telles que � (f) = � (g) = �

(0 < � <1) et � (f) 6= � (g) : Alors

� (f + g) = � (fg) = � (f) = � (g) = �: (2.1.9)

Remarque 2.2 Si � (f) = � (g) et � (f) = � (g) ; alors on peut rien dire sur � (f + g) et
� (fg) : Si on prend par exemple f (z) = ez; g (z) = �ez et h (z) = e�z; alors � (f + g) = 0 6=
� (f) = � (g) = 1 et � (fg) = � (f) = � (g) = 1: D�autre part, � (f + h) = � (f) = � (h) = 1
et � (fh) = 0 6= � (f) = � (h) = 1:

Théorème 2.3 [50] Soient f et g deux fonctions entières.

(i) Si � (f) > � (g) (0 < � (f) ; � (g) <1) ; alors on a
�M (f + g) = �M (f) (2.1.10)

et
�M (fg) � �M (f) : (2.1.11)

(ii) Si 0 < � (f) = � (g) = � (f + g) = � (fg) <1; alors

�M (f + g) � max f�M (f) ; �M (g)g (2.1.12)

et
�M (fg) � �M (f) + �M (g) : (2.1.13)

De plus, si on a �M (f) 6= �M (g) ; alors on obtient

�M (f + g) = max f�M (f) ; �M (g)g : (2.1.14)

Théorème 2.4 [50] Soient f et g deux fonctions entières telles que � (f) = � (g) = �

(0 < � <1) et �M (f) 6= �M (g) : Alors

� (f + g) = � (f) = � (g) = �: (2.1.15)

Théorème 2.5 [50] Soit f une fonction entière d�ordre non-entier � (0 < � <1) ; et soit g
une fonction entière telle que � (f) > � (g) (0 < � (g) <1) ou � (f) 6= � (g) si � (f) = � (g) :
Alors

� (f + g) = � (fg) = � (f) = �: (2.1.16)
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2.2 Lemmes préliminaires

Lemme 2.1 [31] Si l�ordre � d�une fonction méromorphe f(z) est non-entier, alors l�ordre
de N (r; 0;1) = N (r; f) +N

�
r; 1
f

�
est égale à �:

2.3 Preuve du Théorème 2.1.

(i) D�après la dé�nition du type, on a

� (f + g) = lim sup
r!+1

T (r; f + g)

r�(f+g)
6 lim sup

r!+1

T (r; f) + T (r; g) +O (1)

r�(f+g)
: (2.3.1)

Comme � (g) < � (f) ; alors � (f + g) = � (f). Ainsi, de (2:3:1) ; on obtient

� (f + g) 6 lim sup
r!+1

T (r; f)

r�(f)
+ lim sup

r!+1

T (r; g) +O (1)

r�(f)
= � (f) : (2.3.2)

D�autre part, comme
� (f + g) = � (f) > � (g) ; (2.3.3)

alors d�après (2:3:2) ; on a

� (f) = � (f + g � g) 6 � (f + g) : (2.3.4)

Ainsi de (2:3:2) et (2:3:4) ; on obtient � (f + g) = � (f) :Maintenant, on montre que � (fg) =
� (f) : Comme � (g) < � (f) ; alors � (fg) = � (f). Selon la dé�nition du type, on a

� (fg) = lim sup
r!+1

T (r; fg)

r�(fg)
6 lim sup

r!+1

T (r; f) + T (r; g)

r�(f)

6 lim sup
r!+1

T (r; f)

r�(f)
+ lim sup

r!+1

T (r; g)

r�(f)
= � (f) : (2.3.5)

Comme

� (fg) = � (f) > � (g) = �

�
1

g

�
; (2.3.6)

alors d�après (2:3:5) ; on obtient

� (f) = �

�
fg
1

g

�
6 � (fg) : (2.3.7)

Ainsi, de (2:3:5) et (2:3:7) ; on a � (fg) = � (f) :
(ii) Supposons que � (f) = � (g) = � (fg) = � (f + g) = � (0 < � <1) : Pour tout " > 0
donné; on a

T (r; f + g) 6 T (r; f) + T (r; g) +O (1)

6 (� (f) + ") r� + (� (g) + ") r� +O (1)

6 (� (f) + � (g) + 2") r� +O (1) (2.3.8)
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et
T (r; fg) 6 T (r; f) + T (r; g) 6 (� (f) + ") r� + (� (g) + ") r�

6 (� (f) + � (g) + 2") r�: (2.3.9)

Comme " > 0 est arbitraire, de (2:3:8) ; (2:3:9) et la dé�nition du type, on obtient

� (f + g) 6 � (f) + � (g) (2.3.10)

et
� (fg) 6 � (f) + � (g) : (2.3.11)

D�autre part, comme � (g) = � (f + g) ; alors d�après (2:3:10)

� (f) = � (f + g � g) 6 � (f + g) + � (g) (2.3.12)

et de � (f) = � (f + g) ; on obtient

� (g) = � (f + g � f) 6 � (f + g) + � (f) : (2.3.13)

De (2:3:12) et (2:3:13) ; on a

j� (f)� � (g)j 6 � (f + g) : (2.3.14)

Aussi, comme � (g) = �
�
1
g

�
= � (fg) ; alors d�après (2:3:11)

� (f) = �

�
fg
1

g

�
6 � (fg) + � (g) : (2.3.15)

En utilisant � (f) = �
�
1
f

�
= � (fg) ; on obtient

� (g) = �

�
fg
1

f

�
6 � (fg) + � (f) : (2.3.16)

D�après (2:3:15) et (2:3:16) ; on trouve

j� (f)� � (g)j 6 � (fg) : (2.3.17)

De (2:3:10) et (2:3:14) on obtient (2:1:7) et d�après (2:3:11) ; (2:3:17) on a (2:1:8) :

2.4 Preuve du Théorème 2.2.

Sans perte de généralité, on suppose que � (f) = � (g) et � (g) < � (f) : Alors, d�après le
Théorème A, on a

� (f + g) 6 max f� (f) ; � (g)g = � (f) = � (g) : (2.3.18)

Si on suppose que � (f + g) < � (f) = � (g), alors d�après (2:1:6) ; on obtient

� (g) = � (f + g � f) = � (f)
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c�est une contradiction. Par conséquent � (f + g) = � (f) = � (g) : Maintenant, on montre
que � (fg) = � (f) = � (g) : Aussi, nous avons par le Théorème A

� (fg) 6 max f� (f) ; � (g)g = � (f) = � (g) : (2.3.19)

Si on suppose que � (fg) < � (f) = � (g) = �
�
1
f

�
, alors d�après (2:1:6) ; on peut écrire

� (g) = �

�
fg
1

f

�
= �

�
1

f

�
= � (f)

c�est une contradiction. Par conséquent � (fg) = � (f) = � (g) :

2.5 Preuve du Théorème 2.3.

(i) Supposons que � (f) > � (g) (0 < � (f) ; � (g) <1) : D�après la dé�nition du type, on a

�M (f + g) = lim sup
r!+1

logM (r; f + g)

r�(f+g)

6 lim sup
r!+1

logM (r; f) + logM (r; g) +O (1)

r�(f+g)
: (2.3.20)

Comme � (g) < � (f) ; alors � (f + g) = � (f). Ainsi, de (2:3:20) ; on obtient

�M (f + g) 6 lim sup
r!+1

logM (r; f)

r�(f)
+ lim sup

r!+1

logM (r; g)

r�(f)
= �M (f) : (2.3.21)

D�autre part, comme
� (f + g) = � (f) > � (g) ; (2.3.22)

alors avec (2:3:21) ; on trouve

�M (f) = �M (f + g � g) 6 �M (f + g) : (2.3.23)

Ainsi de (2:3:21) et (2:3:23) ; on obtient �M (f + g) = �M (f) : Maintenant, on montre que
�M (fg) 6 �M (f) : Comme � (g) < � (f) ; alors � (fg) = � (f). D�après la dé�nition du type,
on a

�M (fg) = lim sup
r!+1

logM (r; fg)

r�(fg)
6 lim sup

r!+1

logM (r; f) + logM (r; g)

r�(f)

6 lim sup
r!+1

logM (r; f)

r�(f)
+ lim sup

r!+1

logM (r; g)

r�(f)
= �M (f) : (2.3.24)

(ii) Supposons que � (f) = � (g) = � (fg) = � (f + g) = � (0 < � < +1) : Alors pour tout
" > 0 donné; on a

M (r; f + g) 6M (r; f) +M (r; g) 6 exp ((�M (f) + ") r�)

+ exp ((�M (g) + ") r�) 6 2 exp ((max f�M (f) ; �M (g)g+ ") r�) (2.3.25)
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et

M (r; fg) 6M (r; f)M (r; g) 6 exp ((�M (f) + ") r� + (�M (g) + ") r�)

= exp ((� (f) + � (g) + 2") r�) : (2.3.26)

Comme " > 0 est arbitraire, de (2:3:25) ; (2:3:26) et la dé�nition du type, on a

�M (f + g) 6 max f�M (f) ; �M (g)g (2.3.27)

et
�M (fg) 6 �M (f) + �M (g) : (2.3.28)

D�autre part et sans perte de généralité on suppose que �M (f) > �M (g). Comme � (g) =
� (f + g) ; alors en utilisant (2:3:27) on a

�M (f) = �M (f + g � g) 6 max f�M (f + g) ; �M (g)g = �M (f + g) : (2.3.29)

A partir de (2:3:27) et (2:3:29) on obtient �M (f + g) = �M (f) = max f�M (f) ; �M (g)g :

2.6 Preuve du Théorème 2.4.

Supposons que � (f) = � (g) (0 < � (f) ; � (g) <1) et �M (f) 6= �M (g) : Il est clair que

� (f + g) 6 � (f) = � (g) :

Si on suppose que � (f + g) < � (f) = � (g), alors avec (2:3:29)

�M (g) = �M (f + g � f) = �M (f)

c�est une contradiction. Par conséquent � (f + g) = � (f) = � (g) :

2.7 Preuve du Théorème 2.5.

On sait que si f est d�ordre non-entier, alors d�après le Lemme 2.1, on a � (f) = � (f).
Comme � (f) > � (g) et � (f) 6= � (g) si � (f) = � (g) ; alors des Théorème B et Théorème
2.2, on a

� (f + g) = � (fg) = � (f) = � (f) :

D�autre part, f + g et fg sont d�ordre non-entier. Alors

� (f + g) = � (f + g) = � (fg) = � (fg) = � (f) = � (f) :



Chapitre 3

La croissance des dérivées
logarithmiques des fonctions
méromorphes

3.1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre, on s�intéresse à l�étude de la croissance des dérivées logarithmiques des
fonctions méromorphes et entières et leurs applications dans la théorie des équations di¤é-
rentielles, on va donner aussi quelques exemples pour expliquer l�exactitude de nos résultats.

La croissance des dérivées logarithmiques est un ancien problème dans la théorie de Nevan-
linna, l�importance de ce problème réside dans ses applications dans la théorie des équations
di¤érentielles. Plusieurs auteurs se sont intéressés à ce problème (voir [31; 35; 67; 75]) :
Dans [35], Hayman a prouvé l�identité suivante :

Théorème A ([35]) Soit f une fonction méromorphe, et soit g = f 0

f
: Alors pour tout entier

n > 1;
f (n)

f
= gn +

n (n� 1)
2

gn�2g0 +
n (n� 1) (n� 2)

6
gn�3g00

+
n (n� 1) (n� 2) (n� 3)

8
gn�4 (g0)

2
+ Pn�3 (g) ;

où Pn�3 (g) est un polynôme en g et ses dérivées à coe¢ cients constants et de degré total
6 n� 3:

Les résultats suivants sont très importants dans la théorie des équations di¤érentielles.

Théorème B ([35]) Soit f une fonction méromorphe, et soit k > 1 un entier : Alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= S (r; f) ;

où S (r; f) = O (log T (r; f) + log r) ; pour jzj = r =2 E où E � [0;+1) avec m (E) <1: Si

26
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f est d�ordre �ni, alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= O (log r) :

Théorème C ([32]) Soit f une fonction méromorphe d�ordre �ni �, soit � = f(k1; j1) ;
(k2; j2) ; :::; (km; jm)g un ensemble �ni de nombres entiers véri�ant ki > ji > 0; i = 1; :::;m;
et soit " > 0 une constante. Alors, on a

(i) Il existe un ensemble E1 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que si  2 [0; 2�)nE1,
alors il existe une constante R1 = R1 ( ) > 1 telle que pour tout z satisfaisant arg z =  ,
jzj > R1 et pour tout (k; j) 2 �, on a����f (k) (z)f (j) (z)

���� 6 jzj(k�j)(��1+") :
(ii) Il existe un ensemble E2 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie tel que pour tout z
satisfaisant jzj =2 E2 [ [0; 1] et pour tout (k; j) 2 �, on a����f (k) (z)f (j) (z)

���� 6 jzj(k�j)(��1+") :
Le Théorème suivant dû à Valiron [72] et Mohon�ko [64], est d�une importance essentielle
dans la théorie des équations di¤érentielles complexes.

Theorem D ([67] ; [75]) Soit f une fonction méromorphe. Alors pour toutes les fonctions
rationnelles irréductibles en f;

R (z; f) =
P (z; f)

Q (z; f)
=

pP
i=0

ai (z) f
i

qP
j=0

bj (z) f j

avec des coe¢ cients méromorphes ai (z) ; bj (z) telles que�
T (r; ai) = S (r; f) ; i = 0; :::; p;
T (r; bj) = S (r; f) ; j = 0; :::; q;

la fonction caractéristique de R (z; f (z)) satisfait

T (r; R (z; f)) = dT (r; f) + S (r; f) ;

où d = max fp; qg :

Le but principal de ce chapitre est de donner de nouvelles estimations concernant la crois-
sance des dérivées logarithmiques, on va aussi étudier la relation entre eux, l�hyper-ordre et
l�exposant de convergence des zéros.
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Théorème 3.1 [55] Soient k > 2 un entier et f une fonction méromorphe. Alors

�

�
f 0

f

�
= max

�
�

�
f (k)

f

�
; k > 2

�
= max

�
�

�
f (k)

f

�
; �

�
f (k+1)

f

�
; k > 2

�
: (3.1.1)

Corollaire 3.1 [55] Soit f une fonction méromorphe. Si f
0

f
est d�ordre �ni, alors pour tout

entier k > 2
�

�
f (k)

f

�
<1: (3.1.2)

Corollaire 3.2 [55] Soit f une fonction méromorphe. S�il existe un entier k > 1 satisfaisant
�
�
f (k)

f

�
= � (f) et � (f) > �2 (f) ; alors

max

�
� (f) ; �

�
1

f

��
= max

�
� (f) ; �

�
1

f

��
= � (f) : (3.1.3)

De plus, si f est une fonction entière, alors

� (f) = � (f) = � (f) :

Exemple 3.1 Il est clair que la fonction f (z) = ez � 1 satisfait

�

�
f 0

f

�
= �

�
ez

ez � 1

�
= � (f) = 1:

Alors d�après le Corollaire 3.2, on a

� (f) = � (f) = � (f) = 1:

D�autre part, la fonction méromorphe f (z) = 1
ez�1 satisfait

�

�
f 0

f

�
= �

�
� ez

ez � 1

�
= � (f) = 1;

et

�

�
1

f

�
= �

�
1

f

�
= 1; � (f) = � (f) = 0:

On voit que

max

�
� (f) ; �

�
1

f

��
= max

�
� (f) ; �

�
1

f

��
= � (f) = 1:

Remarque 3.1 La condition � (f) > �2 (f) dans Corollaire 3.2 est nécessaire, si on prend
par exemple f (z) = exp

�
ee

z�
; alors f satisfait

�

�
f 0

f

�
= � (f) = �2 (f) =1;

et

� (f) = �

�
1

f

�
= 0:
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Corollaire 3.3 [55] Soit f une fonction méromorphe telle que pour tout entier k > 1; on a

�

�
f (2k)

f

�
< �

�
f 0

f

�
: (3.1.4)

Alors

�

�
f (2k+1)

f

�
= �

�
f 0

f

�
; (k > 1) : (3.1.5)

Exemple 3.2 Soit f (z) = sin z; il est clair que f (2k)

f
� Const:, pour tout entier k > 1:

Alors d�après le Corollaire 3.3

�

�
f (2k+1)

f

�
= �

�
f 0

f

�
; (k > 1)

et comme �
�
f 0

f

�
= � (f) = 1; on obtient

�

�
f (2k+1)

f

�
= � (f) = 1; (k > 1) :

Théorème 3.2 [55] Soit f une fonction entière avec un nombre �ni de zéros. Alors pour
tout entier k > 1

�

�
f (k)

f

�
= �2 (f) : (3.1.6)

Corollaire 3.4 [55] Soit f une fonction entière et c une constante non nulle. Alors

�
�
f 0 + cf 2

�
= � (f) : (3.1.7)

Remarque 3.2 Le Corollaire 3.4 a été prouvé par S. Bank et I. Laine dans [5]:

3.2 Applications aux équations di¤érentielles

Théorème 3.3 [55] Soit k � 1 un entier et soit f une solution de l�équation di¤érentielle

f (k) + Ak�1f
(k�1) + :::+ A0f = F; (3.2.1)

où Aj (j = 0; :::; k � 1) ; F 6� 0 sont des fonctions entières telles que

max f� (F ) ; � (Aj) (j = 0; :::; k � 1)g < � (f) : (3.2.2)

Alors

� (f) = �

�
f 0

f

�
= � (f) = � (f) : (3.2.3)

De plus, si f
(j)

f
6� Const: (j > 2 est un entier) ; alors

� (f) = �

�
f (j)

f

�
; (j > 2) : (3.2.4)
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Remarque 3.3 Dans le Théorème 3.3, nous obtenons le résultat de S. A. Gao, Z. X. Chen
et T. W. Chen [24] ; mais la preuve est simple et tout à fait di¤érente.

Théorème 3.4 [55] (Equation de Verhulst-Pearl) Soit k � 1 un entier, et soit f une solu-
tion méromorphe d�ordre �ni de l�équation di¤érentielle

f (k) = A1f + A2f
2 + :::+ Anf

n; (3.2.5)

où Aj (j = 1; :::; n) (n > 2 est un entier) sont des fonctions méromorphes telles que

max f� (Aj) : j = 1; :::; ng < � (f) : (3.2.6)

Alors

� (f) = max

�
� (f) ; �

�
1

f

��
= max

�
� (f) ; �

�
1

f

��
: (3.2.7)

Exemple 3.3 Il est clair que la fonction f (z) = 1
ez�1 satisfait l�équation di¤érentielle

f 0 = �f � f 2;

et
max f� (Aj) : j = 1; 2g = 0 < � (f) = 1:

Alors, d�après le Théorème 3.4, on a

� (f) = max

�
� (f) ; �

�
1

f

��
= max

�
� (f) ; �

�
1

f

��
= 1:

3.3 Lemmes préliminaires

Lemme 3.1 [4] Soient g : (0; 1) ! R et h : (0; 1) ! R des fonctions croissantes telles que
g (r) 6 h (r) en dehors d�un ensemble exceptionnel E5 � [0; 1) de mesure logarithmique �nie.
Alors il existe d 2 (0; 1) telle que si s (r) = 1 � d (1� r) ; alors g (r) 6 h (s (r)) pour tout
r 2 [0; 1):

Lemme 3.2 [33] Soient ' : [0;+1) ! R et  : [0;+1) ! R des fonctions croissantes
telles que ' (r) 6  (r) pour tout r =2 E6[ [0; 1], où E6 � (1;+1) est un ensemble de mesure
logarithmique �nie. Soit 
 > 1 une constante donnée. Alors il existe r1 = r1 (
) > 0 telle que
' (r) 6  (
r) pour tout r > r1:

Lemme 3.3 [42; 47] Soit f (z) =
1P
n=0

anz
n une fonction entière d�ordre �, �(r) est le terme

maximal, i.e., �(r) = maxfjanj rn; n = 0; 1; :::g; et soit �f (r) l�indice central de f , i.e.,
�f (r) = maxfm; �(r) = jamj rmg. Alors

lim sup
r!+1

log �f (r)

log r
= �: (3.3.1)
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Lemme 3.4 [21] Soit f(z) une fonction entière d�ordre in�ni avec hyper-ordre �2(f) = � <
+1: Alors

lim sup
r!+1

log log �f (r)

log r
= �: (3.3.2)

Lemme 3.5 (Wiman-Valiron, [36] ; [74]) Soit f (z) =
1P
n=0

an z
n une fonction entière trans-

cendante, et soit �f (r) l�indice central de f: Soit z un point avec jzj = r où jf (z)j =M (r; f).
Alors on a l�estimation

f (k) (z)

f (z)
=

�
�f (r)

z

�k
(1 + o (1)) ; (k > 1 un entier) (3.3.3)

pour tout jzj en dehors d�un ensemble E7 de r de mesure logarithmique �nie.

Lemme 3.6 ([7]) Soient k � 2 et A0; A1; :::; Ak�1; F 6� 0 des fonctions entières d�ordre
�ni. Si f est une solution de l�équation (3:2:1) ; alors

�2 (f) � max f� (Aj) : j = 0; :::; k � 1; � (F )g = �:

3.4 Preuve du Théorème 3.1.

Tout d�abord, montrons l�inégalité

max

�
�

�
f (k)

f

�
; k > 2

�
6 �

�
f 0

f

�
:

On a
f (k)

f
=

�
f (k�1)

f

�0
+

�
f 0

f

��
f (k�1)

f

�
; (k > 2) : (3.4.1)

Alors

�

�
f (k)

f

�
6 max

�
�

�
f 0

f

�
; �

�
f (k�1)

f

��
; (k > 2) : (3.4.2)

Par le même procédé, nous pouvons déduire que

�

�
f (k)

f

�
6 max

�
�

�
f 0

f

�
; �

�
f (k�1)

f

��

6 max
�
�

�
f 0

f

�
; �

�
f (k�2)

f

��
6 ::: 6 max

�
�

�
f 0

f

�
; �

�
f 00

f

��
6 max

�
�

�
f 0

f

�
; �

�
f 0

f

��
= �

�
f 0

f

�
(k > 2) : (3.4.3)

Maintenant, prouvons l�égalité. Nous divisons la preuve en trois cas.
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(i) Supposons que �
�
f (k)

f

�
< �

�
f (k+1)

f

�
: De (3:4:1) ; on a

f (k+1)

f
�
�
f (k)

f

�0
=

�
f 0

f

��
f (k)

f

�
; (k > 1) : (3.4.4)

Comme �
�
f (k)

f

�
< �

�
f (k+1)

f

�
6 �

�
f 0

f

�
; alors d�après (3:4:4) on obtient

�

�
f (k+1)

f

�
= �

�
f 0

f

�
:

(ii) Si �
�
f (k)

f

�
> �

�
f (k+1)

f

�
; alors d�après (3:4:4) on a

�

�
f (k)

f

�
= �

�
f 0

f

f (k)

f

�
: (3.4.5)

De (3:4:3) on a �
�
f (k)

f

�
6 �

�
f 0

f

�
: Si on suppose que �

�
f (k)

f

�
< �

�
f 0

f

�
; alors

�

�
f (k)

f

�
= �

�
f 0

f

f (k)

f

�
= �

�
f 0

f

�
; (3.4.6)

c�est une contradiction. Alors

�

�
f (k)

f

�
= �

�
f 0

f

�
:

(iii) Supposons que �
�
f (k)

f

�
= �

�
f (k+1)

f

�
: D�après (3:4:3) ; on a �

�
f (k)

f

�
6 �

�
f 0

f

�
: Si on

suppose que �
�
f (k)

f

�
< �

�
f 0

f

�
; alors d�après (3:4:4) on obtient

�

�
f (k)

f

�
= �

�
f 0

f

�
; (3.4.7)

c�est une contradiction. Alors, d�après (i) ; (ii) et (iii) on en déduit que

max

�
�

�
f (k)

f

�
; �

�
f (k+1)

f

��
= �

�
f 0

f

�
: (3.4.8)

D�après (3:4:8) nous pouvons conclure qu�il existe toujours un certain entier j > 1 tel que

�

�
f (j)

f

�
= �

�
f 0

f

�
:

Ainsi

�

�
f 0

f

�
= max

�
�

�
f (k)

f

�
; k > 2

�
: (3.4.9)



33

3.5 Preuve du Corollaire 3.2.

Comme il existe un entier k > 1 tel que

�

�
f (k)

f

�
= � (f) :

Alors, d�après le Théorème 3.1, on a

�

�
f 0

f

�
= � (f) : (3.4.10)

D�autre part, pour tout " > 0 donné

T

�
r;
f 0

f

�
= m

�
r;
f 0

f

�
+N

�
r;
f 0

f

�

= m

�
r;
f 0

f

�
+N(r;

1

f
) +N(r; f)

6 m

�
r;
f 0

f

�
+ r�1+" + r�2+" 6 m

�
r;
f 0

f

�
+ 2rmaxf�1;�2g+"; (3.4.11)

où �1 = � (f) ; �2 = �
�
1
f

�
: Alors d�après le Théorème B et (3:4:11) ; on a

T

�
r;
f 0

f

�
6 O (log T (r; f) + log r) + 2rmaxf�1;�2g+" (3.4.12)

pour tout r à l�extérieur d�un ensemble E1 � (0;+1) de mesure linéaire �nie. D�après le
Lemme 3.1 et (3:4:12) on obtient

� (f) = �

�
f 0

f

�
6 max

�
�2 (f) ; � (f) ; �

�
1

f

��

6 max
�
�2 (f) ; � (f) ; �

�
1

f

��
6 � (f) ; (3.4.13)

ce qui implique

� (f) = max

�
� (f) ; �

�
1

f

��
= max

�
� (f) ; �

�
1

f

��
: (3.4.14)

Si f est entière, alors �
�
1
f

�
= �

�
1
f

�
= 0; donc d�après (3:4:14) ; on obtient

� (f) = � (f) = � (f) :
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3.6 Preuve du Théorème 3.2.

Comme f est une fonction entière ayant un nombre �ni de zéros. Alors f peut être représentée
par

f (z) = p (z) eg; (3.4.15)

où p est un polynôme et g une fonction entière, et

f (k) = �eg; (3.4.16)

où � est une fonction entière. Il est clair que f satisfait l�équation di¤érentielle

pf (k) � �f = 0: (3.4.17)

(i) Si f est une solution entière d�ordre �ni, alors g et � doivent être des polynômes et par
(3:4:17)

�

�
f (k)

f

�
= �

�
�

p

�
= 0 = �2 (f) : (3.4.18)

(ii) Si f est une solution entière d�ordre in�ni, alors g et � doivent être des fonctions entières
transcendantes et

�

�
f (k)

f

�
= �

�
�

p

�
= � (�) : (3.4.19)

On a aussi de (3:4:17)

� = p
f (k)

f
; (3.4.20)

alors d�après (3:4:20) et le Théorème B, on a

T (r;�) = m (r;�) 6 m (r; p) +m

�
r;
f (k)

f

�
= O (ln r) +O (ln rT (r; f)) (3.4.21)

pour tout r en dehors d�un ensemble E1 � (0;+1) de mesure linéaire �nie. D�après le
Lemme 3.1 et (3:4:21) on obtient

� (�) 6 �2 (f) : (3.4.22)

D�autre part, d�après le Lemme 3.5, il existe un ensemble E7 � (1;+1) de mesure lo-
garithmique �nie lm (E7) < +1 et on peut choisir z satisfaisant jzj = r =2 [0; 1] [ E7 et
jf (z)j =M (r; f) ; tel qu�on a (3:3:1) : En substituant (3:3:1) dans (3:4:20) on obtient

jp (z)j
�
vf (r)

r

�k
j1 + o (1)j = j�(z)j 6M (r;�) (3.4.23)

pour tout z satisfaisant jzj = r =2 [0; 1] [ E7 et jf (z)j = M (r; f) : En utilisant les Lemme
3.2, Lemme 3.4, de (3:4:23) on trouve

�2 (f) 6 � (�) : (3.4.24)

De (3:4:19) ; (3:4:22) et (3:4:24) on en déduit que

�2 (f) = � (�) = �

�
f (k)

f

�
: (3.4.25)

Ceci prouve le Théorème 3.2.
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3.7 Preuve du Corollaire 3.4.

On dé�nit la fonction entière G

G (z) =
1

c
exp fcF (z)g ; (3.4.26)

où F est la primitive de la fonction entière f: On a

G00 (z) = (f 0 + cf 2) exp fcF (z)g : (3.4.27)

Alors

�

�
G00

G

�
= �(f 0 + cf 2); (3.4.28)

comme �2 (G) = � (F ) = � (f) ; alors d�après le Théorème 3.2 on obtient

� (f) = �(f 0 + cf 2): (3.4.29)

3.8 Preuve du Théorème 3.3.

D�après (3:2:1) ; on peut écrire

1

f
=
1

F

�
f (k)

f
+ Ak�1

f (k�1)

f
+ :::+ A1

f 0

f
+ A0

�
: (3.4.30)

Alors

� (f) 6 max
�
� (F ) ; � (Aj) (j = 0; :::; k � 1) ; �

�
f (i)

f

�
(i = 1; :::; k)

�
: (3.4.31)

En utilisant (3:2:2) et le Théorème 3.1, on obtient de (3:4:31)

� (f) 6 max
�
�

�
f (i)

f

�
: i = 1; :::; k

�
= �

�
f 0

f

�
6 � (f) ; (3.4.32)

d�après le Corollaire 3.2 et Lemme 3.6, on en déduit que

� (f) = �

�
f 0

f

�
= � (f) = � (f) : (3.4.33)

Maintenant, notons par n (r; 0; f) le nombre de zéros de f dans le disque fz : jzj < rg et par
n (r; 0; f) le nombre de zéros distincts de f dans le disque fz : jzj < rg : Il est clair que si f (j)

f

(j > 2) n�est pas une constante, alors

n (r; 0; f) 6 n

�
r; 0;

f

f (j)

�
: (3.4.34)

Ainsi

N

�
r;
1

f

�
6 N

�
r;
f (j)

f

�
6 T

�
r;
f (j)

f

�
; (3.4.35)
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ce qui implique

� (f) 6 �

�
f (j)

f

�
: (3.4.36)

D�après (3:4:31) et (3:4:36) ; on en déduit

� (f) = � (f) = � (f) 6 �

�
f (j)

f

�
6 � (f) ; (3.4.37)

donc

� (f) = � (f) = � (f) = �

�
f (j)

f

�
(j > 2) :

3.9 Preuve du Théorème 3.4.

De (3:2:5) ; on peut écrire

f (k)

f
= A1 + A2f + :::+ Anf

n�1; (3.4.38)

ce qui implique en utilisant le Théorème D

T

�
r;
f (k)

f

�
= T

�
r; A1 + A2f + :::+ Anf

n�1�
= (n� 1)T (r; f) + S (r; f) : (3.4.39)

En utilisant le Lemme 3.1 et le Corollaire 3.2, d�après (3:4:39) on a

�

�
f (k)

f

�
= � (f) = max

�
� (f) ; �

�
1

f

��
= max

�
� (f) ; �

�
1

f

��
:



Chapitre 4

Croissance et oscillation des
polynômes di¤érentiels d�ordre
supérieur à coe¢ cients fonctions
méromorphes

4.1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre on s�intéresse à l�étude de la croissance et l�oscillation des polynômes di¤é-
rentiels d�ordre supérieur des solutions des équations di¤érentielles linéaires homogènes.
En ces dernières années, il y a un grand intérêt pour étudier la croissance et l�oscillation des
polynômes di¤érentiels généré par les solutions d�équations di¤érentielles dans le plan com-
plexe ([10] ; [27] ; [49] ; [52]) : Tout d�abord, on considère pour k � 2 l�équation di¤érentielle :

f (k) + A (z) f = 0 (4.1.1)

et le polynôme de di¤érentiel

gf = dkf
(k) + dk�1f

(k�1) + � � �+ d1f
0 + d0f; (4.1.2)

où A et dj (j = 0; 1; � � � ; k) sont des fonctions méromorphes dans le plan complexe.

Dans [20] ; Chen a étudié les points �xes et l�hyper-ordre des solutions des équations di¤é-
rentielles à coe¢ cients fonctions entières et a obtenu les résultats suivants.

Theorem A [20] Pour toute solution non triviale f de

f 00 + A (z) f = 0; (4.1.3)

on a
(i) Si A est un polynôme avec degA = n > 1; alors

� (f � z) = � (f) =
n+ 2

2
:

37
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(ii) Si A est transcendante et � (A) <1; alors

� (f � z) = � (f) =1

et
�2 (f � z) = �2 (f) = � (A) :

Plus tard, dans [76]Wang, Yi et Cai ont généralisé le théorème précédent pour le polynôme
di¤érentiel gf à coe¢ cients constants, comme suit :

Theorem B [76] Pour toute solution non triviale f de (4:1:3) ; on a :
(i) Si A est un polynôme avec degA = n > 1; alors

� (gf � z) = � (f) =
n+ 2

2
:

(ii) Si A est transcendante et � (A) <1; alors

� (gf � z) = � (f) =1

et
�2 (gf � z) = �2 (f) = � (A) :

Théorème A a été généralisé pour les solutions méromorphes des équations di¤érentielles
d�ordre supérieur par Liu Ming-Sheng et Zhang Xiao-Mei comme suit (voir [63]) :

Theorem C [63] Soient k > 2 et A (z) une fonction méromorphe transcendante satisfaisant
� (1; A) = lim inf

r!+1
m(r;A)
T (r;A)

= � > 0; � (A) = � < +1. Alors toute solution méromorphe f 6� 0
de (4:1:1) ; et f 0; f 00; � � � ; f (k) ont une in�nité de points �xes et

�
�
f (j) � z

�
= � (f) = +1; (j = 0; � � � ; k) ;

�2
�
f (j) � z

�
= �2 (f) = � (j = 0; � � � ; k) :

Soit L (G) un sous-corps du corps M (G) des fonctions méromorphes dans un domaine
G � C: Si G = C; notons simplement L au lieu de L (C) ; et on a

Lp+1;� =
�
g méromorphe : �p+1 (g) < �

	
;

où � est une constante positive. Dans [49] ; Laine et Rieppo ont étudié les points �xes d�ordre
itératif des équations di¤érentielles du second ordre, et ont obtenu :

Theorem D [49] Soit A (z) une fonction méromorphe transcendante d�ordre p-itératif
�p (A) = � > 0 telle que � (1; A) = � > 0, et soit f une solution méromorphe transcendante
de l�équation (4:1:3) : Supposons que l�une des conditions suivantes soit satisfaite
(i) tous les pôles de f sont de multiplicité uniformément borné ou que
(ii) � (1; f) > 0.
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Alors �p+1 (f) = �p (A) = �. De plus, soit

P [f ] = P
�
f; f 0; � � � ; f (m)

�
=

mX
j=0

pjf
(j) (4.1.4)

un polynôme di¤érentiel linéaire à coe¢ cients pj 2 Lp+1;�; en supposant qu�au moins l�un
des coe¢ cients pj n�est pas identiquement nul. Alors pour les points �xes de P [f ], on a

�p+1 (P [f ]� z) = �;

pourvu que ni P [f ] ni P [f ]� z est identiquement nul.

Le but principal de ce chapitre est d�étudier la croissance et l�oscillation du polynôme di¤é-
rentiel (4:1:2) généré par les solutions méromorphes de l�équation (4:1:1). La méthode utilisée
dans les preuves de nos théorèmes est simple et tout à fait di¤érente de la méthode utilisée
dans le papier de Laine et Rieppo [49] : Avant de citer nos résultats, on dé�nit la suite des
fonctions �i;j (j = 0; � � � ; k � 1) par

�i;j =

�
�0i;j�1 + �i�1;j�1; pour tout i = 1; � � � ; k � 1;

�00;j�1 � A�k�1;j�1; pour i = 0
(4.1.5)

et

�i;0 =

�
di; pour tout i = 1; � � � ; k � 1;

d0 � dkA; pour i = 0:
(4.1.6)

On dé�nit aussi h par

h =

����������
�0;0 �1;0 : : �k�1;0
�0;1 �1;1 : : �k�1;1
: : : : :
: : : : :

�0;k�1 �1;k�1 : : �k�1;k�1

����������
(4.1.7)

et  (z) par
 (z) = C0'+ C1'

0 + � � �+ Ck�1'
(k�1); (4.1.8)

où Cj (j = 0; � � � ; k � 1) sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni en fonction de �i;j et
' 6� 0 une fonction méromorphe avec � (') <1:

Théorème 4.1 [57] Soit A une fonction méromorphe d�ordre �ni. Soient dj (z) (0 � j � k)
des fonctions méromorphes d�ordre �ni non toutes identiquement nulles telles que h 6� 0. Si
f (z) est une solution méromorphe d�ordre in�ni de (4:1:1) avec �2 (f) = �; alors le polynôme
di¤érentiel (4:1:2) satisfait

� (gf ) = � (f) =1
et

�2 (gf ) = �2 (f) = �:

De plus, si f est une solution méromorphe d�ordre �ni de (4:1:1) telle que

� (f) > max f� (A) ; � (dj) (j = 0; 1; � � � ; k)g ; (4.1.9)

alors
� (gf ) = � (f) :
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Remarque 4.1 Dans le Théorème 4.1, si on a pas la condition h 6� 0, alors les conclusions
du Théorème 4.1 ne sont pas réalisées. Par exemple, si on prend dk = 1; d0 = A et dj � 0
(j = 1; :::; k � 1) ; alors h � 0: Il s�ensuit que gf � 0 et � (gf ) = 0: Donc, si f (z) est
une solution méromorphe d�ordre in�ni de (4:1:1) ; alors � (gf ) = 0 < � (f) = 1, et si
f est une solution méromorphe d�ordre �ni de (4:1:1) telle que (4:1:9) est vérifée, alors
� (gf ) = 0 < � (f).

Théorème 4.2 [57] Sous les hypothèses du Théorème 4.1, soit ' (z) 6� 0 une fonction méro-
morphe d�ordre �ni telle que  (z) n�est pas une solution de (4:1:1) : Si f (z) est une solution
méromorphe d�ordre in�ni de (4:1:1) avec �2 (f) = �; alors le polynôme di¤érentiel (4:1:2)
satisfait

� (gf � ') = � (gf � ') = � (f) =1
et

�2 (gf � ') = �2 (gf � ') = �2 (f) = �:

De plus, si f est une solution méromorphe d�ordre �ni de (4:1:1) telle que

� (f) > max f� (A) ; � (') ; � (dj) (j = 0; 1; � � � ; k)g ; (4.1.10)

alors
� (gf � ') = � (gf � ') = � (f) :

Corollaire 4.1 [57] Soit A (z) une fonction entière transcendante d�ordre �ni et soient dj (z)
(j = 0; 1; � � � ; k) des fonctions entières d�ordre �ni non toutes identiquement nulles telles que
h 6� 0. Si f 6� 0 est une solution de (4:1:1), alors le polynôme di¤érentiel (4:1:2) satisfait

� (gf ) = � (f) =1

et
�2 (gf ) = �2 (f) = � (A) = �:

Corollaire 4.2 [57] Sous les hypothèses du Corollaire 4.1, soit ' (z) 6� 0 une fonction entière
d�ordre �ni telle que  (z) 6� 0: Alors le polynôme di¤érentiel (4:1:2) satisfait

� (gf � ') = � (gf � ') = � (f) =1

et
�2 (gf � ') = �2 (gf � ') = �2 (f) = � (A) :

Corollaire 4.3 [57] Soit A (z) un polynôme non constant et soient dj (z) (j = 0; 1; � � � ; k)
des polynômes non constants non tous identiquement nuls tels que h 6� 0. Si f 6� 0 est une
solution de (4:1:1), alors le polynôme di¤érentiel (4:1:2) satisfait

� (gf ) = � (f) =
deg (A) + k

k
:

Corollaire 4.4 [57] Soit A (z) une fonction entière transcendante d�ordre �ni � (A) > 0
telle que � (1; A) = � > 0; et soit f 6� 0 une solution méromorphe de (4:1:1). Supposons que
l�une des conditions suivante soit satisfaite :
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(i) tous les pôles de f sont de multiplicité uniformément borné ou que
(ii) � (1; f) > 0.
Soient dj (z) (j = 0; 1; � � � ; k) des fonctions entières d�ordre �ni non toutes identiquement
nulles telles que h 6� 0. Alors le polynôme di¤érentiel (4:1:2) satisfait � (gf ) = � (f) =1 et
�2 (gf ) = �2 (f) = � (A) :

Corollaire 4.5 [57] Sous les hypothèses du Corollaire 4.4, soit ' (z) 6� 0 une fonction mé-
romorphe d�ordre �ni telle que  (z) 6� 0: Alors le polynôme di¤érentiel (4:1:2) satisfait

� (gf � ') = � (gf � ') = � (f) =1

et
�2 (gf � ') = �2 (gf � ') = �2 (f) = � (A) :

4.2 Lemmes préliminaires

Les deux lemmes suivants sont des cas particuliers du résultat de T. B. Cao, Z. X. Chen,
X. M. Zheng et J. Tu dans [17] :

Lemme 4.1 [8; 19] Soient A0; A1; � � � ; Ak�1; F 6� 0 des fonctions méromorphes d�ordre �ni.
Si f est une solution méromorphe de l�équation

f (k) + Ak�1f
(k�1) + � � �+ A1f

0 + A0f = F (4.2.1)

avec � (f) = +1 et �2 (f) = �, alors f satisfait

� (f) = � (f) = � (f) = +1;

�2 (f) = �2 (f) = �2(f) = �:

Lemme 4.2 Soient A0; A1; � � � ; Ak�1; F 6� 0 des fonctions méromorphes d�ordre �ni. Si f
est une solution méromorphe de l�équation (4:2:1) avec

max f� (Aj) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) ; � (F )g < � (f) < +1;

alors
� (f) = � (f) = � (f) :

Lemme 4.3 [47] Pour toute solution non triviale f de (4:1:1) on a

(i) Si A est un polynôme avec degA = n > 1; alors

� (f) =
n+ k

k
: (4.2.2)

(ii) Si A est transcendante et � (A) <1; alors

� (f) =1 and �2 (f) = � (A) : (4.2.3)
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Lemme 4.4 [8] Soit A (z) une fonction entière transcendante d�ordre �ni � (A) > 0 telle
que � (1; A) = � > 0; et soit f 6� 0 une solution méromorphe de (4:1:1) : Supposons que
l�une des conditions suivante soit satisfaite

(i) tous les pôles de f sont de multiplicité uniformément borné ou que
(ii) � (1; f) > 0.
Alors � (f) =1 et �2 (f) = � (A) :

Lemme 4.5 [50] Soient f et g deux fonctions méromorphes telles que 0 < � (f) ; � (g) <1
et 0 < � (f) ; � (g) <1: Alors on a

(i) si � (f) > � (g) ; on obtient

� (f + g) = � (fg) = � (f) : (4.2.4)

(ii) Si � (f) = � (g) et � (f) 6= � (g) ; alors on trouve

� (f + g) = � (fg) = � (f) = � (g) : (4.2.5)

Lemme 4.6 [35] Soit f une fonction méromorphe et soit k > 1 un entier: Alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= S (r; f) ;

où S (r; f) = O (log T (r; f) + log r) ; pour jzj = r =2 E où E � [0;+1) avec m (E) <1: Si
f est d�ordre �ni, alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= O (log r) :

4.3 Preuve du Théorème 4.1.

Supposons que f est une solution méromorphe d�ordre in�ni de (4:1:1) avec �2 (f) = �:
D�après (4:1:1) ; on a

f (k) = �Af (4.3.1)

ce qui implique
gf = dkf

(k) + dk�1f
(k�1) + � � �+ d0f

= dk�1f
(k�1) + � � �+ (d0 � dkA) f: (4.3.2)

On peut réécrire (4:3:2) de la forme

gf =
k�1X
i=0

�i;0f
(i); (4.3.3)

où �i;0 sont dé�nis dans (4:1:6) : En dérivant les deux côtés de l�équation (4:3:3) et en
remplaçant f (k) par f (k) = �Af; on obtient

g0f =

k�1X
i=0

�0i;0f
(i) +

k�1X
i=0

�i;0f
(i+1) =

k�1X
i=0

�0i;0f
(i) +

kX
i=1

�i�1;0f
(i)
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= �00;0f +

k�1X
i=1

�0i;0f
(i) +

k�1X
i=1

�i�1;0f
(i) + �k�1;0f

(k)

= �00;0f +
k�1X
i=1

�
�0i;0 + �i�1;0

�
f (i) � �k�1;0Af

=
k�1X
i=1

�
�0i;0 + �i�1;0

�
f (i) +

�
�00;0 � �k�1;0A

�
f: (4.3.4)

On peut réécrire (4:3:4) de la forme.

g0f =
k�1X
i=0

�i;1f
(i); (4.3.5)

où

�i;1 =

�
�0i;0 + �i�1;0; pour tout i = 1; � � � ; k � 1;

�00;0 � A�k�1;0; pour i = 0:
(4.3.6)

En dérivant les deux côtés de l�équation (4:3:5) et en remplaçant f (k) par f (k) = �Af; on
obtient

g00f =
k�1X
i=0

�0i;1f
(i) +

k�1X
i=0

�i;1f
(i+1) =

k�1X
i=0

�0i;1f
(i) +

kX
i=1

�i�1;1f
(i)

= �00;1f +
k�1X
i=1

�0i;1f
(i) +

k�1X
i=1

�i�1;1f
(i) + �k�1;1f

(k)

= �00;1f +
k�1X
i=1

�
�0i;1 + �i�1;1

�
f (i) � �k�1;1Af

=
k�1X
i=1

�
�0i;1 + �i�1;1

�
f (i) +

�
�00;1 � �k�1;1A

�
f (4.3.7)

ce qui implique

g00f =

k�1X
i=0

�i;2f
(i); (4.3.8)

où

�i;2 =

�
�0i;1 + �i�1;1; pour tout i = 1; � � � ; k � 1;

�00;1 � A�k�1;1; pour i = 0:
(4.3.9)

En utilisant la même méthode ci-dessus, on peut facilement déduire que

g
(j)
f =

k�1X
i=0

�i;jf
(i); j = 0; 1; � � � ; k � 1; (4.3.10)

où

�i;j =

�
�0i;j�1 + �i�1;j�1; pour tout i = 1; � � � ; k � 1;

�00;j�1 � A�k�1;j�1; pour i = 0
(4.3.11)
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et

�i;0 =

�
di; pour tout i = 1; � � � ; k � 1;

d0 � dkA; pour i = 0:
(4.3.12)

De (4:3:3)� (4:3:12) nous obtenons le système d�équations8>>>><>>>>:
gf = �0;0f + �1;0f

0 + � � �+ �k�1;0f
(k�1);

g0f = �0;1f + �1;1f
0 + � � �+ �k�1;1f

(k�1);

g00f = �0;2f + �1;2f
0 + � � �+ �k�1;2f

(k�1);
� � �

g
(k�1)
f = �0;k�1f + �1;k�1f

0 + � � �+ �k�1;k�1f
(k�1):

(4.3.13)

Par la règle de Cramer, et comme h 6� 0 on a

f =

����������

gf �1;0 : : �k�1;0
g0f �1;1 : : �k�1;1
: : : : :
: : : : :

g
(k�1)
f �1;k�1 : : �k�1;k�1

����������
h

: (4.3.14)

Alors
f = C0gf + C1g

0
f + � � �+ Ck�1g

(k�1)
f ; (4.3.15)

où Cj sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni en fonction de �i;j, où �i;j sont dé�nis
dans (4:3:11) :

Si � (gf ) < +1; alors d�après (4:3:15) on obtient � (f) < +1, c�est une contradiction.
Donc � (gf ) = � (f) = +1:

Maintenant, montrons que �2 (gf ) = �2 (f) = �: D�après (4:3:2), on trouve �2 (gf ) 6
�2 (f) et de (4:3:15) on a �2 (f) 6 �2 (gf ). Ce qui implique �2 (gf ) = �2 (f) = �:

De plus, si f est une solution méromorphe d�ordre �ni de l�équation (4:1:1) telle que

� (f) > max f� (A) ; � (dj) (j = 0; 1; � � � ; k)g ; (4.3.16)

alors
� (f) > max f� (�i;j) : i = 0; � � � ; k � 1; j = 0; � � � ; k � 1g : (4.3.17)

D�après (4:3:2) et (4:3:16) on a � (gf ) 6 � (f) : Maintenant, montrons que � (gf ) = � (f) : Si
� (gf ) < � (f) ; alors d�après (4:3:15) et (4:3:17) on trouve

� (f) 6 max f� (Cj) (j = 0; � � � ; k � 1) ; � (gf )g < � (f)

c�est une contradiction. Donc � (gf ) = � (f) :

4.4 Preuve du Théorème 4.2.

Supposons que f est une solution méromorphe d�ordre in�ni de l�équation (4:1:1) avec
�2 (f) = �: Posons w (z) = gf � ': Comme � (') < 1; alors d�après le Théorème 4.1
on a � (w) = � (gf ) =1 et �2 (w) = �2 (gf ) = �:
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Pour prouver que � (gf � ') = � (gf � ') = 1 et �2 (gf � ') = �2 (gf � ') = � il su¢ t de
montrer que � (w) = � (w) = 1 et �2 (w) = �2 (w) = �: Comme gf = w + ' et d�après
(4:3:15) ; on trouve

f = C0w + C1w
0 + � � �+ Ck�1w

(k�1) +  (z) ; (4.3.18)

où
 (z) = C0'+ C1'

0 + � � �+ Ck�1'
(k�1): (4.3.19)

En substituant (4:3:18) dans (4:1:1) ; on obtient

Ck�1w
(2k�1) +

2k�2X
i=0

�iw
(i) = �

�
 (k) + A (z) 

�
= H; (4.3.20)

où �i (i = 0; � � � ; 2k � 2) sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni. Comme  (z) n�est pas
une solution de (4:1:1) ; il s�ensuit que H 6� 0: Alors d�après le Lemme 4.1, on obtient � (w) =
� (w) = 1 et �2 (w) = �2 (w) = �; i. e., � (gf � ') = � (gf � ') = 1 et �2 (gf � ') =
�2 (gf � ') = �:

Supposons que f est une solution méromorphe d�ordre �ni de l�équation (4:1:1) telle que
(4:1:10) soit véri�ée: Posons w (z) = gf�': Comme � (') < � (f) ; alors d�après le Théorème
4.1 on a � (w) = � (gf ) = � (f) :
Pour prouver que � (gf � ') = � (gf � ') = � (f) il su¢ t de montrer que � (w) = � (w) =
� (f) : En utilisant le même raisonnement ci-dessus, on obtient

Ck�1w
(2k�1) +

2k�2X
i=0

�iw
(i) = �

�
 (k) + A (z) 

�
= F;

où Ck�1; �i (i = 0; � � � ; 2k � 2) sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni � (Ck�1) < � (w) ;
� (�i) < � (w) (i = 0; � � � ; 2k � 2) et

 (z) = C0'+ C1'
0 + � � �+ Ck�1'

(k�1):

Comme  (z) n�est pas une solution de (4:1:1) ; il s�ensuit que F 6� 0: Alors d�après le Lemme
4.2, on obtient � (w) = � (w) = � (f) ; i. e., � (gf � ') = � (gf � ') = � (f) :

4.5 Preuve du Corollaire 4.3.

Supposons que f 6� 0 est une solution de (4:1:1) : Comme A est un polynôme non constant,
alors d�après le Lemme 4.3, on a � (f) = deg(A)+k

k
; ce qui implique

� (f) > max f� (A) ; � (dj) (j = 0; 1; � � � ; k)g = 0:

Ainsi, d�après le Théorème 4.1 on obtient � (gf ) = � (f) = deg(A)+k
k

:

4.6 Preuve du Corollaire 4.4.

Supposons que f 6� 0 est une solution méromorphe de (4:1:1) telle que
(i) tous les pôles de f sont de multiplicité uniformément borné ou que
(ii) � (1; f) > 0.
Alors d�après le Lemme 2.4, on a � (f) = 1 et �2 (f) = � (A) : Maintenant, en utilisant le
Théorème 4.1, on obtient � (gf ) = � (f) =1 et �2 (gf ) = �2 (f) = � (A) :
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4.7 Discussions et applications

Dans cette section, on considère l�équation di¤érentielle

f 000 + A (z) f = 0; (4.4.1)

où A (z) est une fonction méromorphe d�ordre �ni. Il est clair que la di¢ culté dans l�étude
du polynôme di¤érentiel généré par des solutions réside dans le calcul des coe¢ cients �i;j:
On va expliquer ici que l�utilisation de notre méthode, le calcul des coe¢ cients �i;j peut se
déduire facilement. Etudions par exemple la croissance du polynôme di¤érentiel

gf = f 000 + f 00 + f 0 + f: (4.4.2)

On a 8<:
gf = �0;0f + �1;0f

0 + �2;0f
00;

g0f = �0;1f + �1;1f
0 + �2;1f

00;
g00f = �0;2f + �1;2f

0 + �2;2f
00:

(4.4.3)

D�après (4:1:5) on a

�i;0 =

�
1; pour tout i = 1; 2;
1� A; pour i = 0:

(4.4.4)

Maintenant, de (4:3:6) on obtient

�i;1 =

�
�0i;0 + �i�1;0; pour tout i = 1; 2

�00;0 � A�2;0; pour i = 0:

Par conséquent 8<:
�0;1 = �00;0 � A�2;0 = �A0 � A;
�1;1 = �01;0 + �0;0 = 1� A;
�2;1 = �02;0 + �1;0 = 1:

(4.4.5)

En�n, par (4:3:11), on a

�i;2 =

�
�0i;1 + �i�1;1; pour tout i = 1; 2;

�00;1 � A�2;1; pour i = 0:

Alors, on obtient 8<:
�0;2 = �00;1 � A�2;1 = �A00 � A0 � A;

�1;2 = �01;1 + �0;1 = �2A0 � A;
�2;2 = �02;1 + �1;1 = 1� A;

(4.4.6)

ce qui implique 8<:
gf = (1� A) f + f 0 + f 00;

g0f = (�A0 � A) f + (1� A) f 0 + f 00;
g00f = (�A00 � A0 � A) f + (�2A0 � A) f 0 + (1� A) f 00

(4.4.7)

et

h =

������
1� A 1 1
�A0 � A 1� A 1
�A00 � A0 � A �2A0 � A 1� A

������
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= 3A0 � A� AA0 � AA00 + A2 � A3 + 2(A0)2 + 1: (4.4.8)

Supposons que h 6� 0; par des calculs simples, on trouve

f =
Ag00f + (�1� 2A0) g0f + (1� A+ 2A0 + A2) gf

h
(4.4.9)

et par des conditions sur la solution f on peut assurer que

� (gf ) = � (f 000 + f 00 + f 0 + f) = � (f) :

Passons maintenant au problème de l�oscillation, pour cela on considère la fonction méro-
morphe ' (z) 6� 0 d�ordre �ni. De (4:4:9) on trouve

f =
Aw00 + (�1� 2A0)w0 + (1� A+ 2A0 + A2)w

h
+  (z) ; (4.4.10)

où w = gf � ' et

 (z) =
A'00 + (�1� 2A0)'0 + (1� A+ 2A0 + A2)'

h
: (4.4.11)

Par conséquent

f =
A

h
w00 + C1w

0 + C0w +  ; (4.4.12)

où

C1 = �
1 + 2A0

h
; C0 =

1� A+ 2A0 + A2

h
:

En substituant (4:4:12) dans (4:4:1) ; on obtient

A

h
w(5) +

4X
i=0

�iw
(i) = �

�
 (3) + A (z) 

�
;

où �i (i = 0; � � � ; 4) sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni. Supposons que toutes les
solutions méromorphes f 6� 0 de (4:4:1) sont d�ordre in�ni et �2 (f) = �. Si  6� 0, alors
d�après le Lemme 4.1, on obtient

� (gf � ') = � (gf � ') = � (f) = +1 (4.4.13)

et
�2 (gf � ') = �2 (gf � ') = �2 (f) = �: (4.4.14)

Supposons que f est une solution méromorphe d�ordre �ni de (4:4:1) telle que

� (f) > max f� (A) ; � (')g :

Si  (3) + A (z) 6� 0, alors d�après le Lemme 4.2, on obtient

� (gf � ') = � (gf � ') = � (f) :

En�n, on peut a¢ rmer les deux résultats suivants.
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Théorème 4.3 [57] Soit A (z) une fonction entière transcendante d�ordre �ni 0 < � (A) <
1 et 0 < � (A) < 1, et soient dj (z) (j = 0; 1; 2; 3) des fonctions entières d�ordre �ni non
toutes identiquement nulles telles que

max f� (dj) ; (j = 0; 1; 2; 3)g < � (A) :

Si f est une solution non triviale de (4:4:1), alors le polynôme di¤érentiel

gf = d3f
(3) + d2f

00 + d1f
0 + d0f (4.4.15)

satisfait
� (gf ) = � (f) =1 (4.4.16)

et
�2 (gf ) = �2 (f) = � (A) : (4.4.17)

Théorème 4.4 [57] Sous les hypothèses du Théorème 4.3, soit ' (z) 6� 0 une fonction entière
d�ordre �ni: Si f est une solution non triviale de (4:4:1) ; alors le polynôme di¤érentiel
gf = d3:f

(3) + d2f
00 + d1f

0 + d0f (d3 6� 0) satisfait

� (gf � ') = � (gf � ') = � (f) =1

et
�2 (gf � ') = �2 (gf � ') = �2 (f) = � (A) :

4.8 Preuve du Théorème 4.3.

Supposons que f est une solution non triviale de (4:4:1). Alors d�aprés le Lemme 4.3, on a

� (f) =1; �2 (f) = � (A) :

Tout d�abord, supposons que d3 6� 0: Par le même raisonnement que précédemment, on
obtient

h =

������
H0 H1 H2

H3 H4 H5

H6 H7 H8

������ ;
où H0 = d0�d3A; H1 = d1; H2 = d2; H3 = d00� (d2 + d03)A�d3A0; H4 = d3+d

0
1�d3A; H5 =

d1+d
0
2; H6 = d000�(d1 + 2d02 + d003)A�(d2 � d03)A

0�d3A00; H7 = 2d
0
0+d

00
1�(d2 + 2d03)A�2d3A0;

H8 = d0 + 2d
0
1 + d002 � d3A: Alors

h = (2d0d1d2 + d1d2d3 + 3d0d1d
0
3 + d0d2d

0
2 � 4d0d3d01 + 3d1d2d01

+3d1d3d
0
0 � d0d3d

00
2 + d1d2d

00
2 + d1d3d

00
1 + d2d3d

00
0 + 2d2d3d

0
2 + d2d3d

00
3

+2d0d
0
2d
0
3 + 2d1d

0
1d
0
3 � 4d2d00d03 + 2d2d01d02 + 2d3d00d02 � d1d

0
2d
00
3 + d1d

0
3d
00
2

+d2d
0
1d
00
3 � d2d

00
1d
0
3 � d3d

0
1d
00
2 + d3d

0
2d
00
1 � d31 � 2d0d23 � d20d3 � 3d22d00

�2d1(d02)2 � 3d21d02 � 2d3(d01)2 � d22d
00
1 � 2d23d01 � d21d

00
3 � d23d

00
2)A
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+(3d0d1d3 + 2d0d3d
0
2 � d1d2d

0
2 + 2d1d3d

0
1 � 4d2d3d00 + d1d3d

00
2 � d2d3d

00
1 � d2d3d

0
3

+d1d
0
2d
0
3 � d2d

0
1d
0
3 � d21d2 + d22d3 + d22d

0
1 + d21d

0
3)A

0

+(d2d3d
0
1 � d21d3 + d2d

2
3 � d1d3d

0
2)A

00 + (5d2d3d
0
3 � 3d1d23 + 2d22d3 � 2d23d02)AA0

+3d23d
0
1 + 2d2(d

0
3)
2 + 3d22d

0
3 + d23d

00
2)A

2 + (2d0d
2
3 � 3d1d2d3 � 3d1d3d03 � 3d2d3d02 � d2d3d

00
3

�2d3d02d03 + d32 + d33 � d33A
3 + 2d2d

2
3(A

0)2 � d2d
2
3AA

00

�3d0d1d00 � d0d1d
00
1 + 2d0d3d

0
1 + d0d3d

00
2 � d2d3d

00
0 � 2d0d00d02 � 2d1d00d01 + d0d

0
1d
00
2 � d0d

0
2d
00
1

�d1d00d002 + d1d
00
0d
0
2 + d2d

0
0d
00
1 � d2d

0
1d
00
0 ++d

2
0d3 + 2d0(d

0
1)
2 + d20d

0
1 + 2d2(d

0
0)
2 + d21d

00
0:

Comme d3 6� 0; A0 6� 0, alors d�après le Lemme 4.5, on trouve que � (h) = � (A), donc h
6� 0. Pour les cas
(i) d3 � 0; d2 6� 0;
(ii) d3 � 0; d2 � 0 et d1 6� 0;
(iii) d3 � 0; d2 � 0, d1 � 0 et d0 6� 0;
en utilisant un raisonnement similaire à celui ci-dessus, on trouve h 6� 0: Comme h 6� 0;
alors on obtient

f =
1

h

������
gf d1 d2
g0f d3 + d01 d1 + d02
g00f 2d00 + d001 � d2A d0 + 2d

0
1 + d002

������ ;
que nous pouvons écrire

f =
1

h

�
D0gf +D1g

0
f +D2g

00
f

�
; (4.4.18)

où
D0 =

�
d1d2 � d0d3 + 2d1d

0
3 + d2d

0
2 � 3d3d01 � d3d

00
2 + 2d

0
2d
0
3 � d23

�
A

+(2d1d3 + 2d3d
0
2)A

0 + A2d23 + d0d3 + d0d
0
1 � 2d1d00 � d1d

00
1

+2d3d
0
1 + d3d

00
2 � 2d00d02 + d01d

00
2 � d02d

00
1 + 2(d

0
1)
2;

D1 =
�
d1d3 � 2d2d03 � d22

�
A� 2d2d3A0 + 2d2d00 � d1d

00
2 + d2d

00
1 � d0d1 � 2d1d01;

D2 = d2d3A+ d21 � d2d3 + d1d
0
2 � d2d

0
1:

Si � (gf ) < +1; alors d�après (4:4:18) on obtient � (f) < +1, c�est une contradiction. Par
conséquent � (gf ) = � (f) = +1:
Maintenant, montrons que �2 (gf ) = �2 (f) = � (A) : D�après (4:4:15), on a �2 (gf ) 6 �2 (f)
et de (4:4:18) on obtient �2 (f) 6 �2 (gf ). D�où �2 (gf ) = �2 (f) = � (A) :

4.9 Preuve du Théorème 4.4.

Posons w = gf � '; on a

f =
1

h
(D0w +D1w

0 +D2w
00) +  ;

où

 =
D2'

00 +D1'
0 +D0'

h
: (4.4.19)
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Comme h 6� 0; il s�ensuit d�après le Théorème 4.3 que gf est d�ordre in�ni et �2 (gf ) = � (A) :
En substituant (4:4:18) dans (4:4:1) ; on obtient

D2

h
w(5) +

4X
i=0

�iw
(i) = �

�
 (3) + A (z) 

�
:

Montrons tout d�abord que  6� 0. Supposons que  � 0; alors (4:4:19) peut s�écrire de la
forme

D2'
00 +D1'

0 +D0' = 0 (4.4.20)

et d�après le Lemme 4.5, on a

� (D0) > max f� (D1) ; � (D2)g : (4.4.21)

De (4:4:20) on a

D0 = �
�
D2

'00

'
+D1

'0

'

�
:

Comme � (') <1; et d�après le Lemme 4.6 on obtient

T (r;D0) 6 T (r;D1) + T (r;D2) +O (log r) :

Alors
� (D0) 6 max f� (D1) ; � (D2)g ;

c�est une contradiction. Il est clair maintenant que  6� 0 n�est pas une solution de (4:4:1)
parce que � ( ) <1: Alors, d�après le Lemme 4.2 on obtient (4:4:16) et (4:4:17) :



Chapitre 5

Croissance et oscillation de
combinaison des solutions de certaines
équations di¤érentielles

5.1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre, nous allons poursuivre l�étude de certaines propriétés sur la croissance et
l�oscillation des solutions des équations di¤érentielles linéaires.

Supposons que f1 et f2 sont deux solutions linéairement indépendantes de l�équation di¤é-
rentielle

f 00 + A (z) f = 0 (5.1.1)

et la combinaison des solutions
gf = d1f1 + d2f2; (5.1.2)

où A et dj (j = 1; 2) sont des fonctions entières d�ordre �ni dans le plan complexe. Il est
clair que si dj (j = 1; 2) sont des nombres complexes telles que d1 = cd2 où c est un nombre
complexe, alors gf est une solution de (5:1:1) ou a les mêmes propriétés des solutions.

Il est naturel de poser la question : Que peut-on dire sur les propriétés de gf dans le cas
d1 6= cd2 où c est un nombre complexe, et sous quelles conditions gf conserve les mêmes
propriétés des solutions de (5:1:1)?

Dans [20] ; Chen a étudié les points �xes et l�hyper-ordre des solutions des équations di¤é-
rentielles du second ordre à coe¢ cients fonctions entières et a obtenu les résultats suivants.

Theorem A [20] Pour toute solution non triviale f de

f 00 + A (z) f = 0;

on a
(i) Si A est un polynôme avec degA = n > 1; alors

� (f � z) = � (f) =
n+ 2

2
: (5.1.3)
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(ii) Si A est transcendante et � (A) <1; alors

� (f � z) = � (f) =1 (5.1.4)

et
�2 (f � z) = �2 (f) = � (A) : (5.1.5)

Avant l�énoncé de nos résultats, on dé�nit h et  par

h =

��������
d1 0 d2 0
d01 d1 d02 d2

d001 � d1A 2d01 d002 � d2A 2d02
d0001 � 3d01A� d1A

0 d001 � d1A+ 2d
00
1 d0002 � 3d02A� d2A

0 d002 � d2A+ 2d
00
2

�������� (5.1.6)

et

 (z) =
2 (d1d2d

0
2 � d22d

0
1)

h
'(3) + �2'

00 + �1'
0 + �0'; (5.1.7)

où ' 6� 0 une fonction entière d�ordre �ni et

�2 =
3d22d

00
1 � 3d1d2d002
h

; (5.1.8)

�1 =
2d1d2d

0
2A+ 6d2d

0
1d
00
2 � 6d2d02d001 � 2d22d01A
h

; (5.1.9)

�0 =
2d2d

0
1d
000
2 � 2d1d02d0002 � 3d1d2d002A� 3d2d001d002

h

+
2d1d2d

0
2A

0 � 4d2d01d02A� 6d01d02d002 + 3d1 (d002)
2

h

+
4d1 (d

0
2)
2A+ 3d22d

00
1A+ 6 (d

0
2)
2 d001 � 2d22d01A0

h
: (5.1.10)

L�objet de ce chapitre est d�étudier la contrôlabilité des solutions de (5:1:1) : En fait, on
va étudier la croissance et l�oscillation de gf = d1f1 + d2f2 où f1; f2 sont deux solutions
linéairement indépendantes de (5:1:1), et d1; d2 sont des fonctions entières d�ordre �ni non
toutes identiquement nulles telles que d1 6= cd2 où c est un nombre complexe, et on obtient
les résultats suivants :

Théorème 5.1 [51] Soit A (z) une fonction entière transcendante d�ordre �ni. Soient dj (z)
(j = 1; 2) des fonctions entières d�ordre �ni non toutes identiquement nulles telles que

max f� (d1) ; � (d2)g < � (A) :

Si f1; f2 sont deux solutions linéairement indépendantes de (5:1:1) ; alors la combinaison des
solutions (5:1:2) satisfait

� (gf ) = � (fj) =1; (j = 1; 2) (5.1.11)

et
�2 (gf ) = � (A) : (5.1.12)
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Théorème 5.2 [51] Sous les hypothèses du Théorème 5.1, soit ' (z) 6� 0 une fonction entière
d�ordre �ni telle que  (z) 6� 0: Si f1; f2 sont deux solutions linéairement indépendantes de
(5:1:1) ; alors la combinaison des solutions (5:1:2) satisfait

� (gf � ') = � (gf � ') = � (fj) =1; (j = 1; 2) (5.1.13)

et
�2 (gf � ') = �2 (gf � ') = � (A) : (5.1.14)

Théorème 5.3 [51] Soit A (z) un polynôme de degA = n. Soient dj (z) (j = 1; 2) des fonc-
tions entières d�ordre �ni non toutes identiquement nulles telles que h 6� 0 et

max f� (d1) ; � (d2)g <
n+ 2

2
:

Si f1; f2 sont deux solutions linéairement indépendantes de (5:1:1) ; alors la combinaison des
solutions de (5:1:2) satisfait

� (gf ) = � (fj) =
n+ 2

2
; (j = 1; 2) (5.1.15)

Théorème 5.4 [51] Sous les hypothèses du Théorème 5.3, soit ' (z) 6� 0 une fonction en-
tière d�ordre � (') < n+2

2
telle que  (z) 6� 0: Si f1; f2 sont deux solutions linéairement

indépendantes de (5:1:1) ; alors la combinaison des solutions (5:1:2) satisfait

� (gf � ') = � (gf � ') =
n+ 2

2
: (5.1.16)

5.2 Lemmes préliminaires

Lemme 5.1 [8; 19] Soient A0; A1; � � � ; Ak�1; F 6� 0 des fonctions méromorphes d�ordre �ni.
Si f est une solution méromorphe de l�équation

f (k) + Ak�1f
(k�1) + � � �+ A1f

0 + A0f = F (5.2.1)

avec � (f) = +1 et �2 (f) = �, alors f satisfait

� (f) = � (f) = � (f) = +1; (5.2.2)

et
�2 (f) = �2 (f) = �2(f) = �: (5.2.3)

Ici, on donne un cas particulier du résultat obtenu par T. B. Cao, Z. X. Chen, X. M. Zheng
et J. Tu dans [17] :

Lemme 5.2 Soient A0; A1; � � � ; Ak�1; F 6� 0 des fonctions méromorphes d�ordre �ni. Si f
est une solution méromorphe de l�équation (4:2:1) avec

max f� (Aj) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) ; � (F )g < � (f) < +1;

alors
� (f) = � (f) = � (f) :
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5.3 Preuve du Théorème 5.1.

Supposons que f1 et f2 sont deux solutions linéairement indépendantes (5:1:1) : Alors d�après
le Théorème A

� (f1) = � (f2) =1 (5.3.1)

et
�2 (f1) = �2 (f2) = � (A) : (5.3.2)

Si on suppose que d1 = cd2 où c est un nombre complexe, alors d�après (5:1:2) on a

gf = d1f1 + d2f2 = d2 (cf1 + f2) :

Comme f = cf1 + f2 est une solution de (5:1:1) et � (d2) < � (A) ; alors on a

� (gf ) = � (cf1 + f2) =1;

et
�2 (gf ) = �2 (cf1 + f2) = � (A) :

Supposons maintenant que d1 6� cd2 où c est un nombre complexe. On a

gf = d1f1 + d2f2: (5.3.3)

En dérivant les deux côtés de l�équation (5:3:3) ; on obtient

g0f = d01f1 + d1f
0
1 + d02f2 + d2f

0
2: (5.3.4)

En dérivant les deux côtés de l�équation (5:3:4) ; on obtient

g00f = d001f1 + 2d
0
1f
0
1 + d1f

00
1 + d002f2 + 2d

0
2f
0
2 + d2f

00
2 : (5.3.5)

En substituant f 00j = �Afj (j = 1; 2) dans l�équation (5:3:5) ; on trouve

g00f = (d
00
1 � d1A) f1 + 2d

0
1f
0
1 + (d

00
2 � d2A) f2 + 2d

0
2f
0
2: (5.3.6)

En dérivant les deux côtés de l�équation (5:3:6) et en substituant f 00j = �Afj (j = 1; 2) ; on
obtient

g000f = (d0001 � 3d01A� d1A
0) f1 + (d

00
1 � d1A+ 2d

00
1) f

0
1

+(d0002 � 3d02A� d2A
0) f2 + (d

00
2 � d2A+ 2d

00
2) f

0
2: (5.3.7)

De (5:3:3)� (5:3:6) on a8>>>><>>>>:
gf = d1f1 + d2f2;

g0f = d01f1 + d1f
0
1 + d02f2 + d2f

0
2;

g00f = (d
00
1 � d1A) f1 + 2d

0
1f
0
1 + (d

00
2 � d2A) f2 + 2d

0
2f
0
2;

g000f = (d
000
1 � 3d01A� d1A

0) f1 + (d
00
1 � d1A+ 2d

00
1) f

0
1;

+(d0002 � 3d02A� d2A
0) f2 + (d

00
2 � d2A+ 2d

00
2) f

0
2;

(5.3.8)
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Pour résoudre ce système d�équations, nous devons d�abord prouver que h 6� 0: Par des
calculs simples, on trouve

h =

��������
d1 0 d2 0
d01 d1 d02 d2

d001 � d1A 2d01 d002 � d2A 2d02
d0001 � 3d01A� d1A

0 d001 � d1A+ 2d
00
1 d0002 � 3d02A� d2A

0 d002 � d2A+ 2d
00
2

�������� (5.3.9)

=
�
4d21(d

0
2)
2 + 4d22(d

0
1)
2 � 8d1d2d01d02

�
A+ 2d1d2d

0
1d
000
2 + 2d1d2d

0
2d
000
1 � 6d1d2d001d002

�6d1d01d02d002 � 6d2d01d02d001 + 6d1(d02)2d001 + 6d2(d01)2d002 � 2d22d01d0001
�2d21d02d0002 + 3d21(d002)2 + 3d22(d001)2:

Pour montrer que 4d21(d
0
2)
2 + 4d22(d

0
1)
2 � 8d1d2d01d02 6� 0; on suppose que

d21(d
0
2)
2 + d22(d

0
1)
2 � 2d1d2d01d02 = 0; (5.3.10)

En divisant les deux côtés de l�équation (5:3:10) par (d1d2)
2 ; on obtient�

d02
d2

�2
+

�
d01
d1

�2
� 2d

0
1

d1

d02
d2
= 0; (5.3.11)

ce qui est équivalent à �
d01
d1
� d02
d2

�2
= 0; (5.3.12)

ce qui implique que d1 = cd2 où c est un nombre complexe, c�est une contradiction. Comme
max f� (d1) ; � (d2)g < � (A) et 4d21(d

0
2)
2 + 4d22(d

0
1)
2 � 8d1d2d01d02 6� 0; alors

� (h) = � (A) > 0: (5.3.13)

Ainsi h 6� 0: Par la règle de Cramer, on a

f1 =

��������
gf 0 d2 0
g0f d1 d02 d2
g00f 2d01 d002 � d2A 2d02
g000f d001 � d1A+ 2d

00
1 d0002 � 3d02A� d2A

0 d002 � d2A+ 2d
00
2

��������
h

; (5.3.14)

d�où

f1 =
2 (d1d2d

0
2 � d22d

0
1)

h
g
(3)
f + �2g

00
f + �1g

0
f + �0gf (5.3.15)

où �j (j = 0; 1; 2) sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni dé�nies dans (5:1:8)�(5:1:10).
Supposons maintenant � (gf ) < 1; alors d�après (5:3:15) on obtient � (f1) < 1; c�est
une contradiction et � (gf ) = 1: De (5:3:3) on a �2 (gf ) � � (A) ; si on suppose que
�2 (gf ) < � (A) ; alors d�après (5:3:15) on obtient �2 (f1) < � (A) ; c�est une contradiction,
donc �2 (gf ) = � (A) :
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5.4 Preuve du Théorème 5.2.

D�après le Théorème 5.1 on a � (gf ) =1 et �2 (gf ) = � (A) : Posons w (z) = d1f1+ d2f2�':
Comme � (') < 1 on a � (w) = � (gf ) = 1: Pour prouver que � (gf � ') = 1; il su¢ t de
montrer que � (w) =1: De gf = w + ' et d�après (5:3:15)

f1 =
2 (d1d2d

0
2 � d22d

0
1)

h
w(3) + �2w

00 + �1w
0 + �0w +  ; (5.3.16)

où

 =
2 (d1d2d

0
2 � d22d

0
1)

h
'(3) + �2'

00 + �1'
0 + �0': (5.3.17)

En substituant (5:3:16) dans l�équation (5:1:1), on obtient

2 (d1d2d
0
2 � d22d

0
1)

h
w(5) +

4X
j=0

�jw
(j) = � ( 00 + A ) = B;

où �j (j = 0; :::; 4) sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni. Comme  6� 0 et � ( ) <1;
il s�ensuit que  n�est pas une solution de (5:1:1), ce qui implique que B 6� 0: En appliquant
le Lemme 5.1 on obtient (5:1:13) et (5:1:14) :

5.5 Preuve du Théorème 5.3.

Supposons que f1 et f2 sont deux solutions linéairement indépendantes: Alors d�après le
Théorème A

� (f1) = � (f2) =
n+ 2

2
: (5.3.18)

Par le même raisonnement du Théorème 5.1, on a

h =

��������
d1 0 d2 0
d01 d1 d02 d2

d001 � d1A 2d01 d002 � d2A 2d02
d0001 � 3d01A� d1A

0 d001 � d1A+ 2d
00
1 d0002 � 3d02A� d2A

0 d002 � d2A+ 2d
00
2

�������� : (5.3.19)
Comme h 6� 0 et par la règle de Cramer, on a

f1 =

��������
gf 0 d2 0
g0f d1 d02 d2
g00f 2d01 d002 � d2A 2d02
g000f d001 � d1A+ 2d

00
1 d0002 � 3d02A� d2A

0 d002 � d2A+ 2d
00
2

��������
h

; (5.3.20)

d�où

f1 =
2 (d1d2d

0
2 � d22d

0
1)

h
g
(3)
f + �2g

00
f + �1g

0
f + �0gf ; (5.3.21)

où �j (j = 0; 1; 2) sont des fonctions méromorphes avec �
�
�j
�
< n+2

2
(j = 0; 1; 2) dé�nies

dans (5:1:8) � (5:1:10) : D�après (5:3:3) on a � (gf ) � n+2
2
; si on suppose que � (gf ) < n+2

2
;

alors d�après (5:3:15) on obtient � (f1) < n+2
2
; c�est une contradiction, donc � (gf ) = n+2

2
:
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5.6 Preuve du Théorème 5.4.

D�après le Théorème 5.3 on a � (gf ) = n+2
2
: Posons w (z) = d1f1 + d2f2�': Comme � (') <

� (gf ) ; alors � (w) = � (gf ) =
n+2
2
:

Pour prouver que � (gf � ') = n+2
2
; il su¢ t de montrer que � (w) = n+2

2
: D�aprés gf = w+'

et de (5:3:15) on a

f1 =
2 (d1d2d

0
2 � d22d

0
1)

h
w(3) + �2w

00 + �1w
0 + �0w +  ; (5.3.22)

où

 =
2 (d1d2d

0
2 � d22d

0
1)

h
'(3) + �2'

00 + �1'
0 + �0': (5.3.23)

En substituant (5:3:16) dans l�équation (5:1:1), on obtient

2 (d1d2d
0
2 � d22d

0
1)

h
w(5) +

4X
j=0

�jw
(j) = � ( 00 + A ) = B; (5.3.24)

où �j (j = 0; :::; 4) sont des fonctions méromorphes d�ordre �
�
�j
�
< n+2

2
. Comme  6� 0 et

� ( ) < n+2
2
; il s�ensuit que  n�est pas une solution de (5:1:1), ce qui implique que B 6� 0:

En appliquant le Lemme 5.2 on obtient (5:1:16) :



Chapitre 6

Croissance et oscillation des
polynômes di¤érentiels à coe¢ cients
fonctions analytiques dans le disque
unité

6.1 Introduction et résultats

La théorie de l�oscillation complexe des solutions d�équations di¤érentielles linéaires dans le
plan complexe C a été lancée par Bank et Laine [5; 6]. Plus tard, de nombreux résultats
importants ont été obtenus sur la théorie de l�oscillation des polynômes di¤érentiels générés
par les solutions des équations di¤érentielles dans C ( voir [10; 22; 27; 49; 77]) :

Il est naturel de se poser la question : Que peut-on-dire sur le problème de l�oscillation
complexe des polynômes di¤érentiels générés par les solutions des équations di¤érentielles
dans le disque unité � = fz : jzj < 1g? Récemment dans [15] ; Cao et Yi ont obtenus des
résultats sur des solutions analytiques de l�équation di¤érentielle

f 00 + Af = 0;

dans �. Dans [9; 13; 14; 15; 38; 71; 82] quelques résultats sur la croissance et l�oscillation des
solutions analytiques des équations di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur ont été obtenus.
Dans ce chapitre, on s�intéresse à ce problème. Tout d�abord, on donne quelques résultats de
base concernant le développement de la théorie des équations di¤érentielles dans le disque
unité � = fz : jzj < 1g.

Considérons l�équation di¤érentielle linéaire

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + :::+ A1 (z) f

0 + A0 (z) f = 0; (6.1.1)

où A0; A1; :::; Ak�1 des fonctions analytiques dans �: Dans [15] ; Cao et Yi ont étudié la
croissance, l�hyper-ordre et les points �xes des solutions de l�équation ci-dessus et ont obtenu
les résultats suivants.
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Théorème A ([15]) Soient A0(z);...; Ak�1(z) les coe¢ cients analytiques dans � de (6:1:1) :
Si maxf� (Aj) : j = 1; :::; k � 1g < � (A0) ; alors � (A0) 6 �2 (f) 6 �M pour toutes les
solutions f 6� 0 de (6:1:1) ; où �M = maxf�M (Aj) : j = 0; :::; k � 1g:

Théorème B ([15]) Sous les hypothèses du Théorème A, si �2 (Aj) < 1 (j = 0; :::; k � 1);
alors chaque solution f 6� 0 de (6:1:1) satisfait �2 (f � z) = �2 (f) :

Dans [28] ; A. El Farissi, B. Belaidi et Z. Latreuch ont généralisé le Théorème A et le Théo-
rème B pour les équations di¤érentielles du deuxième ordre et ont obtenu le résultat suivant.

Théorème C ([28]) Soient A0(z); A1(z); d0; d1; d2 des fonctions analytiques dans � telles
que max f� (A1) ; � (dj) (j = 0; 1; 2)g < � (A0) = � (0 < � <1) ; � (A0) = � (0 < � <1) ;
et soit ' 6� 0 une fonction analytique dans � avec � (') <1: Si f 6� 0 est une solution de
l�équation

f 00 + A1 (z) f
0 + A0 (z) f = 0;

alors le polynôme di¤érentiel gf = d2f
00 + d1f

0 + d0f satisfait

� (gf � ') = � (gf � ') = � (gf ) = � (f) =1;

�M > �2 (gf � ') = �2 (gf � ') = �2 (gf ) = �2 (f) > � (A0) ;

où �M = max f�M (Aj) : j = 0; 1g :

Dans [70] ; Tu et Yi ont obtenus le résultat suivant dans le plan complexe.

Theorem D ([70]) Soient Aj (z) (j = 0; :::; k� 1) des fonctions entières telles que � (A0) =
� (0 < � <1) ; � (A0) = � (0 < � <1) ; et soit � (Aj) 6 �; � (Aj) < � si � (Aj) = �
(j = 0; :::; k � 1) : Alors chaque solution f 6� 0 de (6:1:1) satisfait �2 (f) = � (A0) :

En outre, ils ont posé la question suivante " Peut-on obtenir le même résultat que le théorème
D lorsque tous les coe¢ cients de (6:1; 1) sont analytiques dans le disque unité fz : jzj < 1g ?"

6.2 Sur le cas d�ordre in�ni

Le but principal de cette section est d�étudier la croissance, l�oscillation et la relation entre
les fonctions de petite croissance et les polynômes di¤érentiels générés par les solutions
des équations di¤érentielles du second ordre lorsque les solutions sont d�ordre in�ni et les
coe¢ cients ayant le même ordre. En outre, on va répondre à la question de Tu et Yi (voir le
Lemme 4.8).

Considérons l�équation di¤érentielle

f 00 + A1 (z) f
0 + A0 (z) f = 0; (6.2.1)

où A0 6� 0; A1 sont des fonctions analytiques dans le disque unité � = fz : jzj < 1g : Il
est clair que toutes les solutions de l�équation (6:2:1) sont des fonctions analytiques dans
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� et qu�il y a exactement deux solutions linéairement indépendantes de (6:1:2) (voir [37]) :
Notons par

�0 = d0 � d2A0; �0 = d2A0A1 � (d2A0)0 � d1A0 + d00; (6.2.2)

�1 = d1 � d2A1; �1 = d2A
2
1 � (d2A1)

0 � d1A1 � d2A0 + d0 + d01; (6.2.3)

h = �1�0 � �0�1 (6.2.4)

et

 (z) =
�1'

0 � �1'

h
; (6.2.5)

où d0; d1; d2; ' sont des fonctions analytiques dans � d�ordre �ni. On obtient les résultats
suivants.

Théorème 6.1 [53] Soient A0 6� 0; A1 des fonctions analytiques dans � telles que � (A0) =
� (0 < � <1) ; � (A0) = � (0 < � <1), et soit � (A0) > � (A1) et � (A0) > � (A1) si
� (A0) = � (A1) : Soient d0; d1; d2 des fonctions analytiques dans � non toutes identiquement
nulles avec max f� (dj) (j = 0; 1; 2)g < � (A0) : Si f 6� 0 est une solution de (6:2:1) ; alors
le polynôme di¤érentiel gf = d2f

00 + d1f
0 + d0f satisfait

� (gf ) = � (f) =1 (6.2.6)

et

�M > �2 (gf ) = �2 (f) > � (A0) ; (6.2.7)

où �M = max f�M (Aj) : j = 0; 1g :

Théorème 6.2 [53] Soient A0 6� 0; A1 des fonctions analytiques dans � telles que � (A0) =
� (0 < � <1) ; � (A0) = � (0 < �; � <1), � (A0) = � (A1) et � (A0) > � (A1) : Soient
d0; d1; d2 des fonctions analytiques dans � qui ne sont pas toutes égales à zéro avec

max f� (dj) (j = 0; 1; 2)g < � (A0) ;

et soit ' 6� 0 une fonction analytique dans � d�ordre �ni telle que  6� 0: Si f 6� 0 est une
solution de (6:2:1) ; alors le polynôme di¤érentiel gf = d2f

00 + d1f
0 + d0f satisfait

�(gf � ') = �(gf � ') = � (gf ) = � (f) =1 (6.2.8)

et
�M > �2(gf � ') = �2(gf � ') = �2 (gf ) = �2 (f) > � (A0) ; (6.2.9)

où �M = max f�M (Aj) : j = 0; 1g :
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Remarque 6.1 La condition � (A0) = � (A1) et � (A0) > � (A1) ne garantit pas que  n�est
pas une solution triviale de l�équation (6:2:1). En e¤et, si on prend par exemple l�équation
di¤érentielle

f 00 + A1 (z) f
0 + A0 (z) f = 0; (6.2.10)

où

A1 (z) = exp
n
(1� z)��

o
(� > 1) (6.2.11)

et

A0 (z) = exp
n
2 (1� z)��

o
(� > 1) ; (6.2.12)

alors il est évident de voir que � (A0) = 2� (A1) > � (A1) : Posons d1 = d0 � 0; d2 = 1 et

' (z) = exp
n
(1� z)��

o
; alors par des calculs simples, on trouve

 (z) =
�1'

0 � �1'

h
� 0: (6.2.13)

Dans ce que suit, nous obtenons un résultat sans la condition supplémentaire  6� 0:

Corollaire 6.1 [53] Soient A0 6� 0; A1 des fonctions analytiques dans � telles que � (A0) =
� (0 < � <1) ; � (A0) = � (0 < � <1), et soit � (A0) > � (A1) et � (A0) > 2� (A1) si
� (A0) = � (A1) : Soient d0; d1; d2 des fonctions analytiques dans � non identiquement nulles
avec max f� (dj) (j = 0; 1; 2)g < � (A0) : Si f 6� 0 est une solution de (6:2:1) ; alors le
polynôme di¤érentiel gf = d2f

00 + d1f
0 + d0f satisfait

�(gf � z) = �(gf � z) = � (gf ) = � (f) =1 (6.2.14)

et

�M > �2(gf � z) = �2(gf � z) = �2 (gf ) = �2 (f) > � (A0) ; (6.2.15)

où �M = max f�M (Aj) : j = 0; 1g :

6.3 Sur le cas d�ordre �ni

Il est naturel de se poser la question "Que peut-on dire sur la croissance, l�oscillation et
la relation entre les fonctions de petite croissance et les polynômes di¤érentiels générés par
les solutions des équations di¤érentielles du second ordre lorsque les solutions sont d�ordre
�ni ?"
Dans cette section nous tentons de trouver une réponse. Considérons l�équation di¤érentielle

f 00 + A1f
0 + A0f = F; (6.3.1)

où A0 6� 0; A1 et F sont des fonctions analytiques dans le disque unité �: Avant l�énoncé
de nos résultats, notons par
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� (z) =
�1
�
'0 � (d2F )0 � �1F

�
� �1 ('� d2F )

h
; (6.3.2)

où dj (j = 0; 1; 2) et ' sont des fonctions analytiques dans � d�ordre �ni. On obtient les
résultats suivants.

Théorème 6.3 [53] Soient A1; A0 6� 0; F des fonctions analytiques d�ordre �ni dans �,
et soient d0; d1; d2 des fonctions analytiques d�ordre �ni dans � non toutes identiquement
nulles avec h 6� 0; où h est dé�ni dans (6:2:4) : Si f est une solution d�ordre �ni de (6:3:1)
telle que

max f� (Aj) (j = 0; 1) ; � (dj) (j = 0; 1; 2) ; � (F )g < � (f) ; (6.3.3)

alors le polynôme di¤érentiel gf = d2f
00 + d1f

0 + d0f satisfait

� (gf ) = � (f) : (6.3.4)

Remarque 6.2 La condition (6:3:3) est nécessaire car si l�on considère l�équation di¤éren-
tielle

f 00 � z exp

(�
1

1� z

�2)
f 0 + exp

(�
1

1� z

�2)
f = exp

(�
1

1� z

�2)
; (6.3.5)

alors il est facile de voir que f (z) = z + 1 est une solution de (6:3:5) et en prenant dj =

exp
n�

1
1�z
�2o

(j = 0; 1; 2) ; on obtient que � (gf ) = 1 > � (f) = 0:

Remarque 6.3 Dans le Théorème 6.1, si nous n�avons pas la condition h 6� 0, alors la
conclusion du Théorème 6.1 n�est pas réalisée. Par exemple, si d2 (z) 6� 0 est une fonction
analytique d�ordre �ni dans � et d0 (z) = A0 (z) d2 (z) ; d1 (z) = A1 (z) d2 (z) ; alors h � 0 et
gf = F (z) d2 (z) avec � (gf ) = � (F (z) d2 (z)) < � (f).

Théorème 6.4 [53] Sous les hypothèses du Théorème 6.1, soit ' (z) une fonction analytique
dans � avec � (') < � (f) telle que � (z) n�est pas une solution de (6:3:1) : Si f est une
solution d�ordre �ni de (6:3:1) véri�ant (6:3:3) ; alors le polynôme di¤érentiel gf = d2f

00 +
d1f

0 + d0f satisfait
� (gf � ') = � (gf � ') = � (f) : (6.3.6)

Remarque 6.4 Dans le Théorème 6.4, si nous n�avons pas la condition � (z) n�est pas une
solution de (6:3:1), alors la conclusion du Théorème 6.4 n�est pas réalisée. Par exemple,
les fonctions f1 (z) = 2 � z et f2 (z) = 1 + (1� z) exp 1

(1�z)p ; où p > 1 sont des solutions
linéairement indépendantes de l�équation
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f 00 + A1 (z) f
0 + A0 (z) f = �

p

(1� z)p+2
� p� 1
(1� z)2

; (6.3.7)

où
A0 (z) = �

p

(1� z)p+2
� p� 1
(1� z)2

; A1 (z) = �
p

(1� z)p+1
� p� 1
(1� z)

:

Il est clair que f = f1+f2
2

est une solution de (6:3:7). Posons d2 = d1 � 0 et d0 = 1
1�z : Alors

gf = d0f; h = �d20, � (z) = '
d0
et f satisfait la condition (6:3:3). Si on prend ' = d0

(f1+1)
2

;

alors � (') = 0 < � (f) = p� 1; � (z) = f1+1
2
est une solution de (6:3:7) et on trouve

� (gf � ') = �

�
d0f � d0

(f1 + 1)

2

�
= �

�
d0
(f2 � 1)
2

�
= �

�
1

2
exp

1

(1� z)p

�
= 0:

D�autre part,

� (gf ) = � (d0f) = �

�
d0
(f1 + f2)

2

�

= �

�
3� z

2 (1� z)
+
1

2
exp

1

(1� z)p

�
= p� 1:

6.4 Lemmes préliminaires

Lemme 6.1 [15] Soit f(z) une solution méromorphe de l�équation

L(f) = f (k) + Ak�1(z)f
(k�1) + ...+ A0(z)f = F (z) (k > 1); (6.4.1)

où A0; :::; Ak�1; F 6� 0 sont des fonctions méromorphes dans � telles que

maxf�i(F ); �i(Aj)(j = 0; :::; k � 1)g < �i(f);

où i = 1; 2: Alors on a

�i(f) = �i(f) = �i(f) (i = 1; 2) : (6.4.2)

Lemme 6.2 [13] Soient f et g des fonctions méromorphes dans �: Alors on a

� (f + g) 6 max f� (f) ; � (g)g (6.4.3)

et
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� (fg) 6 max f� (f) ; � (g)g : (6.4.4)

De plus, si � (f) > � (g) ; alors on obtient

� (f + g) = � (fg) = � (f) : (6.4.5)

Lemme 6.3 [56] Soient f et g des fonctions méromorphes dans � telles que
0 < � (f) ; � (g) <1 et 0 < � (f) ; � (g) <1: Alors on a

(i) Si � (f) > � (g) ; alors on obtient

� (f + g) = � (fg) = � (f) : (6.4.6)

(ii) Si � (f) = � (g) et � (f) 6= � (g) ; alors on trouve

� (f + g) = � (fg) = � (f) = � (g) : (6.4.7)

Lemme 6.4 [37] Soit f une fonction méromorphe dans �, et soit k > 1 un entier: Alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= S (r; f) ; (6.4.8)

où S (r; f) = O
�
log+ T (r; f)

�
+ O

�
log
�

1
1�r
��
; pour jzj = r =2 E0 oú E0 � [0; 1) avecR

E0

dr
1�r <1: Si f est d�ordre �ni, alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= O

�
log

�
1

1� r

��
: (6.4.9)

Lemme 6.5 [4] Soient g : (0; 1)! R et h : (0; 1)! R des fonctions monotones croissantes
telles que g (r) 6 h (r) en dehors d�un ensemble exceptionnel E1 � [0; 1) avec

R
E1

dr
1�r < 1.

Alors il existe une constante d 2 (0; 1) telle que si s (r) = 1�d (1� r) ; alors g (r) 6 h (s (r))
pour tout r 2 [0; 1):

Lemme 6.6 [39] Soit f une solution de l�équation

f (k) + Ak�1(z)f
(k�1) + :::+ A0(z)f = 0; (6.4.10)

où les coe¢ cients Aj (z) (j = 0; :::; k � 1) sont des fonctions analytiques dans le disque �R =
fz 2 C : jzj < Rg ; 0 < R 61: Soit nc 2 f1; :::; kg le nombre de coe¢ cients non nuls Aj (z)
(j = 0; :::; k � 1) ; et soient � 2 [0; 2�[ et " > 0: Si z� = �ei� 2 �R telle que Aj (z�) 6= 0 pour
un certain j = 0; :::; k � 1; alors pour tout � < r < R;

��f �rei���� 6 C exp

0@nc rZ
�

max
j=0;:::;k�1

��Aj �tei���� 1
k�j dt

1A ; (6.4.11)

où C > 0 est une constante satisfaisant

C 6 (1 + ") max
j=0;:::;k�1

0B@ ��f (j) (z�)��
(nc)

j max
n=0;:::;k�1

jAn (z�)j
j

k�n

1CA : (6.4.12)
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Lemme 6.7 [53] Soit f une fonction méromorphe dans � d�ordre � (0 < � <1) et de type
� (0 < � <1) : Alors pour tout � < � donné; il existe un sous-ensemble E2 de [0; 1) de
mesure logarithmique in�ni tel que T (r; f) > �

�
1
1�r
��
pour tout r 2 E2:

Lemme 6.8 [53] Soient A0 (6� 0) ; A1 des fonctions analytiques dans � telles que � (A0) = �
(0 < � <1) ; � (A0) = � (0 < � <1), et soit � (A0) > � (A1) et � (A0) > � (A1) si � (A0) =
� (A1) : Si f 6� 0 est une solution de (6:2:1) ; alors � (f) =1 et

�M > �2 (f) > � (A0) ; (6.4.13)

où �M = max f�M (Aj) : j = 0; 1g :
Preuve. Si � (A0) > � (A1), alors on obtient le résultat par le Theorem A. Prouvons seulement
le cas lorsque � (A0) = � (A1) = � et � (A0) > � (A1) : Comme f 6� 0; alors de (6:2:1) ;on a

A0 = �
�
f 00

f
+ A1

f 0

f

�
: (6.4.14)

Supposons que f est d�ordre �ni. Alors d�après le Lemme 6.4

T (r; A0) 6 T (r; A1) +O

�
log

�
1

1� r

��
(6.4.15)

ce qui implique la contradiction
� (A0) 6 � (A1) : (6.4.16)

Donc � (f) =1: Par l�inégalité (6:4:11), d�après le Lemme 6.7

�M;2 (f) 6 �M (6.4.17)

et comme �M;2 (f) = �2 (f) ; on obtient

�2 (f) 6 �M : (6.4.18)

D�autre part, comme � (f) =1; alors d�après le Lemme 6.4

T (r; A0) 6 T (r; A1) +O
�
log+ T (r; f)

�
+O

�
log

�
1

1� r

��
(6.4.19)

pour tout r =2 E0 � [0; 1) avec
R
E0

dr
1�r < 1. D�après � (A0) > � (A1), choisissons �0; �1

satisfaisants � (A0) > �0 > �1 > � (A1) teles que pour r ! 1�; on a

T (r; A1) 6 �1

�
1

1� r

��
: (6.4.20)

D�après le Lemme 6.7, il existe un sous-ensemble E1 � [0; 1) de mesure logarithmique in�ni
tel que

T (r; A0) > �0

�
1

1� r

��
: (6.4.21)

De (6:4:19)� (6:4:21) on obtient pour tout r 2 E1 � E0
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(�0 � �1)

�
1

1� r

��
6 O

�
log+ T (r; f)

�
+O

�
log

�
1

1� r

��
: (6.4.22)

En utilisant (6:4:22) et le Lemme 6.5, on obtient

� (A0) 6 �2 (f) :

Donc � (A0) 6 �2 (f) 6 �M :

6.5 Preuve du Théorème 6.1.

D�après le Lemme 6.8, on a � (f) =1 et

�M > �2 (f) > � (A0) : (6.5.1)

En substituant f 00 = �A1f 0 � A0f dans gf , on trouve

gf = (d1 � d2A1) f
0 + (d0 � d2A0) f: (6.5.2)

En dérivant les deux côtés de l�équation (6:5:2) et en remplaçant f 00 par f 00 = �A1f 0 �A0f;
on obtient

g0f =
�
d2A

2
1 � (d2A1)

0 � d1A1 � d2A0 + d0 + d01
�
f 0

+
�
d2A0A1 � (d2A0)0 � d1A0 + d00

�
f: (6.5.3)

En utilisant (6:2:2) et (6:2:3) ; nous obtenons de (6:5:2) et (6:5:3)

�1f
0 + �0f = gf ; (6.5.4)

�1f
0 + �0f = g0f : (6.5.5)

Posons

h = �1�0 � �0�1 = (d1 � d2A1)
�
d2A0A1 � (d2A0)0 � d1A0 + d00

�
� (d0 � d2A0)

�
d2A

2
1 � (d2A1)

0 � d1A1 � d2A0 + d0 + d01
�
: (6.5.6)

D�abord, supposons que d2 (z) 6� 0: De (6:5:6) on peut écrire

h = �d22A20 � d0d2A
2
1 +

�
d01d2 + 2d0d2 � d02d1 � d21

�
A0

+(d02d0 � d2d
0
0 + d0d1)A1 + d1d2A0A1

�d1d2A00 + d0d2A
0
1 + d22A

0
0A1 � d22A0A

0
1 + d00d1 � d0d

0
1 � d20:

D�après d2 6� 0; A0 6� 0, le Lemme 6.2 et le Lemme 6.3 on a � (h) = � (A0) > 0, donc h 6� 0.
Maintenant, supposons que d2 � 0; d1 6� 0 ou d2 � 0; d1 � 0 et d0 6� 0: En utilisant un
raisonnement similaire à celui ci-dessus, on obtient h 6� 0: D�après h 6� 0 et (6:5:4)� (6:5:6) ;
on trouve
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f =
�1g

0
f � �1gf

h
: (6.5.7)

De (6:5:2) on a �i (gf ) 6 �i (f) (i = 1; 2) et d�après (6:5:7) on obtient �i (f) 6 �i (gf )
(i = 1; 2). Alors, �i (gf ) = �i (f) (i = 1; 2).

6.6 Preuve du Théorème 6.2.

D�après le Lemme 6.8 on a � (f) =1 et � (A0) 6 �2 (f) 6 max f�M (A0) ; �M (A1)g et par le
Théorème 6.1 on trouve � (gf ) = � (f) =1 et �2 (gf ) = �2 (f) : Posons w (z) = d2f

00+d1f
0+

d0f � ': Alors, d�après � (') < 1; on a � (w) = � (gf ) = � (f) = 1 et �2 (w) = �2 (gf ) =
�2 (f). Pour prouver que � (gf � ') = � (gf � ') = � (f) =1 et �2 (gf � ') = �2 (gf � ') =
�2 (f), il su¢ t de montrer que � (w) = � (w) = � (f) = 1 et �2 (w) = �2 (w) = �2 (f) : En
utilisant gf = w + ', on trouve de (6:5:7)

f =
�1w

0 � �1w

h
+  ; (6.5.8)

où

 (z) =
�1'

0 � �1'

h
: (6.5.9)

En substituant (6:5:8) dans l�équation (6:2:1) ; on obtient

�1
h
w000 + �2w

00 + �1w
0 + �0w

= � ( 00 + A1 (z) 
0 + A0 (z) ) = A; (6.5.10)

où �j (j = 0; 1; 2) sont des fonctions méromorphes avec �
�
�j
�
< 1 (j = 0; 1; 2). Comme

� ( ) < 1 et  6� 0; il s�ensuit que A 6� 0. D�après le Lemme 6.1, on obtient �i (w) =
�i (w) = �i (f) (i = 1; 2) ; i.e., �i (gf � ') = �i (gf � ') = �i (f) (i = 1; 2) :

6.7 Preuve du Corollaire 6.1.

Posons ' (z) = z: Maintenant, montrons que  (z) 6� 0: Supposons que  (z) � 0: Alors
d�après (6:5:9) ; on obtient

d1 � d2A1 �
�
d2A

2
1 � (d2A1)

0 � d1A1 � d2A0 + d0 + d01
�
z � 0:

En utilisant les Lemmes 6.2-6.3 et le même raisonnement que dans la preuve du Théorème 6.1,
nous obtenons une contradiction. Par conséquent  (z) 6� 0: Comme  (z) 6� 0 et � ( ) <1;
il s�ensuit que  n�est pas une solution de (6:2:1) : D�après le Théorème C et le Théorème
6.2, on obtient

�(gf � z) = �(gf � z) = � (gf ) = � (f) =1
et

�M > �2(gf � z) = �2(gf � z) = �2 (gf ) = �2 (f) > � (A0) ;

où �M = max f�M (Aj) : j = 0; 1g :
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6.8 Preuve du Théorème 6.3.

Supposons que f est une solution de l�équation (6:3:1) avec

max f� (Aj) (j = 0; 1) ; � (dj) (j = 0; 1; 2) ; � (F )g < � (f) <1:

En substituant f 00 = F � A1f
0 � A0f dans gf , on trouve

gf � d2F = (d1 � d2A1) f
0 + (d0 � d2A0) f: (6.5.11)

En dérivant les deux côtés de l�équation (6:5:11) et en remplaçant f
00
par f 00 = F�A1f 0�A0f;

on obtient

g0f � (d2F )
0 � (d1 � d2A1)F =

�
d2A

2
1 � (d2A1)

0 � d1A1 � d2A0 + d0 + d01
�
f 0

+
�
d2A0A1 � (d2A0)0 � d1A0 + d00

�
f: (6.5.12)

En utilisant (6:2:2) et (6:2:3) ; nous obtenons des (6:5:11) et (6:5:12)

�1f
0 + �0f = gf � d2F; (6.5.13)

�1f
0 + �0f = g0f � (d2F )

0 � (d1 � d2A1)F: (6.5.14)

Soit
h = �1�0 � �0�1 = (d1 � d2A1)

�
d2A0A1 � (d2A0)0 � d1A0 + d00

�
� (d0 � d2A0)

�
d2A

2
1 � (d2A1)

0 � d1A1 � d2A0 + d0 + d01
�
: (6.5.15)

Comme h 6� 0 de (6:5:13)� (6:5:15) ; on obtient

f =
�1
�
g0f � (d2F )

0 � �1F
�
� �1 (gf � d2F )

h
: (6.5.16)

D�après (6:3:3) et (6:5:11) on a � (gf ) 6 � (f) : Si � (gf ) < � (f) ; alors d�après (6:5:16) on
trouve

� (f) 6 max f� (Aj) (j = 0; 1) ; � (dj) (j = 0; 1; 2) ; � (F ) ; � (gf )g < � (f)

c�est une contradiction. Donc � (gf ) = � (f) :

6.9 Preuve du Théorème 6.4.

D�après le Théorème 6.3, on a � (gf ) = � (f) : Posons w (z) = d2f
00 + d1f

0 + d0f � ': Alors,
d�après � (') < � (f) et le Lemme 6.2; on obtient � (w) = � (gf ) = � (f). Pour prouver que
� (gf � ') = � (gf � ') = � (f), il su¢ t de montrer que � (w) = � (w) = � (f) : En utilisant
gf = w + ', on trouve de (6:5:16)

f =
�1w

0 � �1w

h
+ �; (6.5.17)
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où

� (z) =
�1
�
'0 � (d2F )0 � �1F

�
� �1 ('� d2F )

h
: (6.5.18)

En substituant (6:5:18) dans (6:3:1) ; on obtient

�1
h
w000 + ~�2w

00 + ~�1w
0 + ~�0w

= F � (�00 + A1 (z) �
0 + A0 (z) �) = B; (6.5.19)

où ~�j (j = 0; 1; 2) sont des fonctions méromorphes avec �
�
~�j

�
< � (f) (j = 0; 1; 2). Comme

� (z) n�est pas une solution de (6:3:1) ; il s�ensuit que B 6� 0. D�après �
�
~�j

�
< � (f)

(j = 0; 1; 2) ; �
�
�1
h

�
< � (f) ; � (B) < � (f) et le Lemme 6..1, on obtient � (w) = � (w) =

� (f) ; i.e., � (gf � ') = � (gf � ') = � (f) :



Chapitre 7

Equations di¤érentielles complexes à
coe¢ cients fonctions analytiques
d�ordre [p; q] dans le disque unité

7.1 Introduction et résultats

La théorie de Nevanlinna est considérée comme un outil trés puissant dans l�étude des équa-
tions di¤érentielles complexe. Pour une introduction à la théorie des équations di¤érentielles
dans le plan complexe en utilisant la théorie Nevanlinna (voir [47]) : La recherche active dans
ce domaine a été lancée par H. Wittich [79] et ses étudiants dans les années 1950 et 1960.
Plus tard, plusieurs auteurs ont étudié l�équation di¤érentielle complexe

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + � � �+ A1 (z) f

0 + A0 (z) f = 0 (7.1.1)

et ont obtenu de nombreux résultats intéressants lorsque les coe¢ cients A0(z); � � � ; Ak�1(z)
sont des fonctions entières d�ordre �ni [23; 34; 40; 47]. L. G. Bernal, L. Kinnunen, J. Tu et T.
Long on étudié la croissance des solutions de (7:1:1) individuellement lorsque les coe¢ cients
sont des fonctions entières d�ordre itératif �ni (voir [12; 45; 72]): Les propriétés de la croissance
des solutions de (7:1:1) ont également été étudiées par J. Heittokangas, T. B. Cao et B.
Belaïdi lorsque les coe¢ cients sont des fonctions analytiques dans le disque unité � =
fz : jzj < 1g ( voir [8; 9; 13 � 16; 28; 37; 38; 64]): Après, A. El Farissi, B. Belaïdi et Z.
Latreuch ont généralisé les résultats de T. B. Cao et ont étudié la croissance du polynôme
di¤érentiele généré par des solutions d�équations di¤érentielles du second ordre dans le disque
unité (voir Théorème C) : Dans [43; 44] ; O. P. Juneja et ses co-auteurs ont étudié certaines
propriétés des fonctions entières d�ordre [p; q], et ont obtenu des résultats. J. Liu, J. Tu et L.
Z. Shi ont appliqué les concepts des fonctions entières d�ordre [p; q] pour étudier l�équation
di¤érentielle complexe (7:1:1) (voir [65]) :

Dans ce qui suit, nous allons donner des dé�nitions similaires à celles [43; 44] pour les fonc-
tions analytiques et méromorphes d�ordre [p; q], type [p; q] et l�exposant [p; q] de convergence
des zéros dans le disque unité.

Dé�nition 7.1 [11] Soient p � q � 1 des nombres entiers et f une fonction méromorphe
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dans �: On dé�nit l�ordre [p; q] de f par

�[p;q] (f) = lim
r!1�

log+p T (r; f)

logq
1
1�r

; (p � q � 1) :

Si f est une fonction analytique sur �, alors l�ordre [p; q] de f est dé�ni par

�M [p;q] (f) = lim
r!1�

log+p+1M (r; f)

logq
1
1�r

; (p � q � 1) :

Remarque 7.1 [11] Il est clair que 0 � �[p;q] (f) � 1
�
0 � �M [p;q] (f) � 1

�
; pour tout p �

q � 1: D�après la Dé�nition 7.1 on a �[1;1] (f) = �1 (f)
�
�M [1;1] (f) = �M;1 (f)

�
, �[2;1] (f) =

�2 (f) et
�
�M [2;1] (f) = �M;2 (f)

�
. Pour la relation entre �[p;q] (f) et �M [p;q] (f) nous montrons

la double inégalité suivante :

Proposition 7.1 [11] Soient p � q � 1 des nombres entiers et f une fonction analytique
dans � d�ordre [p; q]. Alors

(i) Si p = q
�[p;q] (f) � �M [p;q] (f) � �[p;q] (f) + 1:

(ii) Si p > q
�[p;q] (f) = �M [p;q] (f) :

Dé�nition 7.2 [11] Soient p � q � 1 des nombres entiers et f une fonction méromorphe
dans � d�ordre [p; q] égal à � (0 < � <1) : Alors le type [p; q] de f est dé�ni par

� [p;q] (f) = lim
r!1�

log+p�1 T (r; f)�
logq�1

1
1�r
�� :

Dé�nition 7.3 On dé�nit l�exposant [p; q] de convergence des zéros de la fonction f par

�[p;q] (f) = lim
r!1�

log+p N
�
r; 1
f

�
logq

1
1�r

;

où

N

�
r;
1

f

�
=

Z r

0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+ n

�
r;
1

f

�
log r;

et n
�
t; 1
f

�
désigne le nombre de zéros de la fonction f situés dans le disque jzj 6 r:

On dé�nit l�exposant [p; q] de convergence des zéros distincts de la fonction f par

�[p;q] (f) = lim
r!1�

log+p N
�
r; 1
f

�
logq

1
1�r

;



72

où

N

�
r;
1

f

�
=

Z r

0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+ n

�
r;
1

f

�
log r;

et n
�
t; 1
f

�
désigne le nombre de zéros distincts de la fonction f situés dans le disque jzj 6 r:

Dans [15] ; Cao et Yi ont étudié la croissance, l�hyper-ordre et les points �xes des solutions
de l�équation ci-dessus et ont obtenu les résultats suivants.

Théorème A ([15]) Soient A0(z);...; Ak�1(z) sont les coe¢ cients analytiques dans � de
(7:1:1) : Si maxf� (Aj) : j = 1; :::; k � 1g < � (A0) ; alors � (A0) 6 �2 (f) 6 �M pour toutes
les solutions f 6� 0 de (1:1) ; où �M = maxf�M (Aj) : j = 0; :::; k � 1g:

Théorème B ([15]) Sous les hypothèses du Théorème A, si �2 (Aj) < 1 (j = 0; :::; k � 1);
alors chaque solution f 6� 0 de (7:1:1) satisfait �2 (f � z) = �2 (f) :

Dans [28] ; A. El Farissi, B. Belaïdi et Z. Latreuch ont généralisé le Théorème A et le
Théorème B pour les équations di¤érentielles du deuxième ordre et ont obtenu le résultat
suivant.

Théorème C ([28]) Soient A0(z); A1(z); d0; d1; d2 des fonctions analytiques dans � telles
que max f� (A1) ; � (dj) (j = 0; 1; 2)g < � (A0) = � (0 < � <1) ; � (A0) = � (0 < � <1) ;
et soit ' 6� 0 une fonction analytique dans � avec � (') <1: Si f 6� 0 est une solution de
l�équation

f 00 + A1 (z) f
0 + A0 (z) f = 0; (7.1.2)

alors le polynôme di¤érentiel gf = d2f
00 + d1f

0 + d0f satisfait

� (gf � ') = � (gf � ') = � (gf ) = � (f) =1;

�M > �2 (gf � ') = �2 (gf � ') = �2 (gf ) = �2 (f) > � (A0) ;

où �M = max f�M (Aj) : j = 0; 1g :

Le but de ce chapitre est d�utiliser les concepts des fonctions analytiques dans le disque unité
d�ordre [p; q] et type [p; q] pour obtenir plusieurs théorèmes sur la croissance et l�oscillation
des solutions des équations di¤érentielles (7:1:1) et (7:1:2).

Théorème 7.1 [54] Soient p � q � 1 des nombres entiers, et soient Aj (j = 0; � � � ; k � 1)
des fonctions analytiques dans � telles que

max
�
�[p;q] (Aj) : j = 1; � � � ; k � 1

	
< �[p;q] (A0) :

Si f 6� 0 est une solution de (7:1:1), alors �[p;q] (f) =1 et

�[p;q] (A0) � �[p+1;q] (f) � max
�
�M;[p;q] (Aj) : j = 0; � � � ; k � 1

	
:

De plus, si p > q; alors
�[p+1;q] (f) = �[p;q] (A0) :
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Théorème 7.2 [54] Soient p � q � 1 des nombres entiers. Supposons que A0 (z) ; � � � ;
Ak�1 (z) véri�ent les hypothèses du Théorème 7.1, et soit ' 6� 0 une fonction analytique
dans � telle que �[p;q] (') <1: Alors chaque solution f 6� 0 de (7:1:1) satisfait

�[p;q] (f � ') = �[p;q] (f � ') = �[p;q] (f) =1

et
�[p+1;q] (f � ') = �[p+1;q] (f � ') = �[p+1;q] (f) :

Théorème 7.3 [54] Soient p � q � 1 des nombres entiers, et soient A0(z); A1(z) des fonc-
tions analytiques dans � telles que �[p;q] (A1) < �[p;q] (A0) = � (0 < � <1) et � [p;q] (A0) = �
(0 < � <1) : Soient d0; d1; d2 des fonctions analytiques dans � non toutes identiquement
nulles telles que

max
�
�[p;q] (dj) : j = 0; 1; 2

	
< �[p;q] (A0) :

Si f 6� 0 est une solution de (7:1:2) ; alors le polynôme di¤érentiel gf = d2f
00 + d1f

0 + d0f
satisfait

�[p;q] (gf ) = �[p;q] (f) =1
et

�[p+1;q] (gf ) = �[p+1;q] (f) :

Théorème 7.4 [54] Soient p � q � 1 des nombres entiers, et soient A0(z); A1(z) des fonc-
tions analytiques dans � telles que �[p;q] (A1) < �[p;q] (A0) = � (0 < � <1) et � [p;q] (A0) = �
(0 < � <1) : Soient d0; d1; d2 des fonctions analytiques dans � non toutes identiquement
nulles telles que

max
�
�[p;q] (dj) : j = 0; 1; 2

	
< �[p;q] (A1) ;

et soit ' 6� 0 une fonction analytique dans � telle que �[p;q] (') < 1: Si f 6� 0 est une
solution de (7:1:2) ; alors le polynôme di¤érentiel gf = d2f

00 + d1f
0 + d0f satisfait

�[p;q] (gf � ') = �[p;q] (gf � ') = �[p;q] (f) =1

et
�[p+1;q] (gf � ') = �[p+1;q] (gf � ') = �[p+1;q] (f) :

7.2 Lemmes préliminaires

Lemme 7.1 [37] Soit f une fonction méromorphe dans �, et soit k > 1 un entier: Alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= S (r; f) ;

où S (r; f) = O
�
log+ T (r; f)

�
+ O

�
log
�

1
1�r
��
; pour jzj = r =2 E0 oú E0 � [0; 1) avecR

E0

dr
1�r <1: Si f est d�ordre �ni, alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= O

�
log

�
1

1� r

��
:
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Lemme 7.2 [4] Soient g : (0; 1)! R et h : (0; 1)! R des fonctions monotones croissantes
telles que g (r) 6 h (r) en dehors d�un ensemble exceptionnel E1 � [0; 1) avec

R
E1

dr
1�r < 1.

Alors il existe une constante d 2 (0; 1) telle que si s (r) = 1�d (1� r) ; alors g (r) 6 h (s (r))
pour tout r 2 [0; 1):

Lemme 7.3 [54] Soient p � q � 1 des entiers. Soient Aj (j = 0; � � � ; k � 1) ; F 6� 0 des
fonctions analytiques dans �; et soit f (z) une solution de l�équation di¤érentielle

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + � � �+ A1 (z) f

0 + A0 (z) f = F (7.2.1)

telle que max
�
�[p;q] (Aj) (j = 0; � � � ; k � 1) ; �[p;q] (F )

	
< �[p;q] (f) = � � 1: Alors on a

�[p;q] (f) = �[p;q] (f) = �[p;q] (f)

et
�[p+1;q] (f) = �[p+1;q] (f) = �[p+1;q] (f) :

Lemme 7.4 [54] Soient p � q � 1 des entiers. Si A0 (z) ; � � � ; Ak�1 (z) sont des fonctions
analytiques d�ordre [p; q] dans le disque unité �; alors chaque solution f 6� 0 de (7:1:1)
satisfait

�[p+1;q] (f) = �M;[p+1;q] (f) � max
�
�M;[p;q] (Aj) : j = 0; 1; � � � ; k � 1

	
:

Lemme 7.5 [54] Soient p � q � 1 des entiers, et soient f et g des fonctions méromorphes
d�ordre [p; q] dans �: Alors on a

�[p;q] (f + g) � max
�
�[p;q] (f) ; �[p;q] (g)

	
et

�[p;q] (fg) � max
�
�[p;q] (f) ; �[p;q] (g)

	
:

De plus, si �[p;q] (f) > �[p;q] (g) ; alors on obtient

�[p;q] (f + g) = �[p;q] (fg) = �[p;q] (f) :

Lemme 7.6 [54] Soient p � q � 1 des entiers, et soient f et g des fonctions méromorphes
d�ordre [p; q] dans � telles que 0 < �[p;q] (f) ; �[p;q] (g) < 1 et 0 < � [p;q] (f) ; � [p;q] (g) < 1:
On a

(i) Si �[p;q] (f) > �[p;q] (g) ; alors

� [p;q] (f + g) = � [p;q] (fg) = � [p;q] (f) :

(ii) Si �[p;q] (f) = �[p;q] (g) et � [p;q] (f) 6= � [p;q] (g) ; alors

�[p;q] (f + g) = �[p;q] (fg) = �[p;q] (f) = �[p;q] (g) :

Lemme 7.7 [11] Soient p � q � 1 des entiers. Soit f une fonction méromorphe dans �
telle que �[p;q] (f) = � <1, et soit k � 1 un nombre entier. Alors pour tout " > 0;

m

�
r;
f (k)

f

�
= O

�
expp�1

�
(�+ ") logq

�
1

1� r

���
pour tout r =2 E2 � [0; 1) avec

R
E2

dr
1�r <1:

Lemme 7.8 [54] Soient p � q � 1 des entiers, et soit f une fonction méromorphe d�ordre
[p; q] dans �. Alors �[p;q] (f

0) = �[p;q] (f).
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7.3 Preuve du Théorème 7.1.

Notons �[p;q] (A0) = � et soit f 6� 0 une solution de (7:1:1). De l�équation (7:1:1) on trouve

A0 = �
�
f (k)

f
+ Ak�1

f (k�1)

f
+ � � �+ A1

f 0

f

�
; (7.3.1)

alors, d�après le Lemme 7.1

m (r; A0) �
k�1X
j=1

m (r; Aj) +O

�
log+ T (r; f) + log

�
1

1� r

��
(7.3.2)

vrais pour tout jzj = r =2 E0; où E0 est un sous-ensemble de [0; 1) avec
R
E0

dr
1�r <1: Par la

Dé�nition 7.1, il existe une suite fr0ng (r0n �! 1�) telle que

lim
r0n 7!1�

log+p T (r
0
n; A0)

logq
1

1�r0n

= �:

Posons
R
E0

dr
1�r := log 
 < 1: Comme

R 1� 1�r
0
n


+1

r
0
n

dr
1�r = log (
 + 1), alors il existe un point

rn 2
h
r
0
n; 1�

1�r0n

+1

i
� E0 � [0; 1). De

log+p T (rn; A0)

logq
1

1�rn
�
log+p T

�
r
0
n; A0

�
logq

�

+1

1�r0n

� =
log+p T

�
r
0
n; A0

�
logq�1

��
1 + log(
+1)

log 1

1�r0n

�
log 1

1�r0n

� ;
il s�ensuit que

lim
rn!1�

log+p T (rn; A0)

logq
1

1�rn
= �:

Posons max
�
�[p;q] (Aj) : j = 1; � � � ; k � 1

	
= � < �[p;q] (A0) = �: Ainsi, pour tout

" (0 < 2" < �� �) donnée; on a

T (rn; A0) > expp

�
(�� ") logq

�
1

1� rn

��
(7.3.3)

et pour j = 1; � � � ; k � 1

T (rn; Aj) � expp
�
(� + ") logq

�
1

1� rn

��
(7.3.4)

pour rn ! 1�. D�après (7:3:2); (7:3:3) et (7:3:4), on trouve pour rn ! 1�

expp

�
(�� ") logq

�
1

1� rn

��
� (k � 1) expp

�
(� + ") logq

�
1

1� rn

��

+O

�
log

1

1� rn
T (rn; f)

�
: (7.3.5)
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Comme �� " > � + ", il résulte de (7:3:5) que pour rn ! 1�

(1� o (1)) expp

�
(�� ") logq

�
1

1� rn

��
� O

�
log

1

1� rn
T (rn; f)

�
: (7.3.6)

Ainsi, par (7:3:6) on obtient �[p;q] (f) =1 et

�[p+1;q] (f) = lim sup
rn!1�

log+p+1 T (rn; f)

logq
1

1�rn
� �� ": (7.3.7)

Comme " > 0 est arbitraire on trouve de (7:3:7) que �[p+1;q] (f) � � = �[p;q] (A0) : D�autre
part, d�après le Lemme 7.4, on a

�[p+1;q] (f) = �M;[p+1;q] (f) � max
�
�M;[p;q] (Aj) : j = 0; 1; � � � ; k � 1

	
;

ce qui implique

�[p;q] (A0) � �[p+1;q] (f) = �M;[p+1;q] (f) � maxf�M;[p;q] (Aj) : j = 0; 1; � � � ; k � 1g:

Si p > q; alors on a

max
�
�M;[p;q] (Aj) : j = 0; 1; � � � ; k � 1

	
= �[p;q] (A0) :

Par conséquent, on en déduit que

�[p+1;q] (f) = �[p;q] (A0) :

7.4 Preuve du Théorème 7.2.

Supposons que f 6� 0 est une solution de l�équation (7:1:1) : Alors d�après le Théorème 7.1,
on a �[p;q] (f) =1 et

�[p;q] (A0) � �[p+1;q] (f) � max
�
�M;[p;q] (Aj) : j = 0; � � � ; k � 1

	
:

De plus, si p > q; alors
�[p+1;q] (f) = �[p;q] (A0) :

Posons w = f � ': Comme �[p;q] (') < 1; alors d�après le Lemme 7.5, on a �[p;q] (w) =
�[p;q] (f � ') = �[p;q] (f) = 1 et �[p+1;q] (w) = �[p+1;q] (f � ') = �[p+1;q] (f) : En substituant
f = w + ' dans l�équation (7:1:1) ; on obtient

w(k) + Ak�1 (z)w
(k�1) + � � �+ A0 (z)w

= �('(k) + Ak�1 (z)'
(k�1) + � � �+ A0 (z)') =W: (7.3.8)

Comme ' 6� 0 et �[p;q] (') < 1, et d�après le Théorème 7.1, on a W 6� 0: Alors d�après
le Lemme 7.3, on obtient �[p;q] (w) = �[p;q] (w) = �[p;q] (w) = 1 et �p+1 (w) = �p+1 (w) =
�p+1 (w) ; i.e.,

�[p;q] (f � ') = �[p;q] (f � ') = �[p;q] (f) =1
et

�[p+1;q] (f � ') = �[p+1;q] (f � ') = �[p+1;q] (f) :
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7.5 Preuve du Théorème 7.3.

Supposons que f 6� 0 est une solution de l�équation (7:1:2) : Alors d�après le Théorème 7.1,
on a �[p;q] (f) =1 et

�[p;q] (A0) � �[p+1;q] (f) � max
�
�M;[p;q] (Aj) : j = 0; 1

	
:

De plus, si p > q; alors
�[p+1;q] (f) = �[p;q] (A0) :

En substituant f 00 = �A1f 0 � A0f dans gf , on trouve

gf = (d1 � d2A1) f
0 + (d0 � d2A0) f: (7.3.9)

En dérivant les deux côtés de l�équation (7:3:9) et remplaçant f 00 par f 00 = �A1f 0�A0f; on
obtient

g0f =
�
d2A

2
1 � (d2A1)

0 � d1A1 � d2A0 + d0 + d01
�
f 0

+
�
d2A0A1 � (d2A0)0 � d1A0 + d00

�
f: (7.3.10)

Notons par
�1 = d1 � d2A1; �0 = d0 � d2A0; (7.3.11)

�1 = d2A
2
1 � (d2A1)

0 � d1A1 � d2A0 + d0 + d01; (7.3.12)

�0 = d2A0A1 � (d2A0)0 � d1A0 + d00: (7.3.13)

Alors, on a
�1f

0 + �0f = gf ; �1f
0 + �0f = g0f : (7.3.14)

Soit
h = �1�0 � �0�1 = (d1 � d2A1)

�
d2A0A1 � (d2A0)0 � d1A0 + d00

�
� (d0 � d2A0)

�
d2A

2
1 � (d2A1)

0 � d1A1 � d2A0 + d0 + d01
�
: (7.3.15)

D�abord, supposons que d2 6� 0. D�après (7:3:15) on peut écrire

h = �d22A20 � d0d2A
2
1 +

�
d01d2 + 2d0d2 � d02d1 � d21

�
A0

+(d02d0 � d2d
0
0 + d0d1)A1 + d1d2A0A1

�d1d2A00 + d0d2A
0
1 + d22A

0
0A1 � d22A0A

0
1 + d00d1 � d0d

0
1 � d20: (7.3.16)

D�après d2 6� 0; A0 6� 0 et les Lemmes 7.5-7.6 on a �[p;q] (h) = �[p;q] (A0), donc h 6� 0.
Maintenant, supposons que d2 � 0; d1 6� 0, en utilisant un raisonnement similaire à celui
ci-dessus, on obtient h 6� 0: En�n, si d2 � 0; d1 � 0 et d0 6� 0; on a h = �d20 6� 0: Donc
h 6� 0: D�après h 6� 0 et (7:3:14) ; on obtient

f =
�1g

0
f � �1gf

h
: (7.3.17)

Si �[p;q](gf ) <1, alors d�après (7:3:17) ; le Lemme 7.5 et le Lemme 7.8 on a �[p;q](f) <1,c�est
une contradiction. Donc �[p;q] (gf ) = �[p;q] (f) =1:

Maintenant, prouvons que �[p+1;q] (gf ) = �[p+1;q] (f). D�après (5:1) ; Lemme 7.5 et Lemme
7.8, on trouve �[p+1;q](gf ) � �[p+1;q](f) et par (7:3:17) on a �[p+1;q] (f) � �[p+1;q] (gf ), ce qui
implique �[p+1;q] (gf ) = �[p+1;q] (f).
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7.6 Preuve du Théorème 7.4.

Supposons que f 6� 0 est une solution de l�équation (7:1:2) :Alors, d�après le Théorème 7.3, on
a �[p;q] (gf ) = �[p;q] (f) =1 et �[p+1;q] (gf ) = �[p+1;q] (f) : Posons w (z) = d2f

00
+d1f

0
+d0f�':

Alors, d�après �[p;q] (') < 1; on a �[p;q] (w) = �[p;q] (gf ) = �[p;q] (f) = 1 et �[p+1;q] (w) =
�[p+1;q] (gf ) = �[p+1;q] (f). Pour prouver �[p;q] (gf � ') = �[p;q] (f) = 1; �[p+1;q] (gf � ') =

�[p+1;q] (f), il su¢ t de montrer que �[p;q] (w) = �[p;q] (f) = 1; �[p+1;q] (w) = �[p+1;q] (f) : En
utilisant gf = w + ', on trouve de (7:3:17)

f =
�1w

0 � �1w

h
+  ; (7.3.18)

où

 (z) =
�1'

0 � �1'

h
: (7.3.19)

En substituant (7:3:18) dans l�équation (7:1:2) ; on obtient

�1
h
w000 + �2w

00 + �1w
0 + �0w = � ( 00 + A1 (z) 

0 + A0 (z) ) = A; (7.3.20)

où �j (j = 0; 1; 2) sont des fonctions méromorphes dans � avec �[p;q]
�
�j
�
<1 (j = 0; 1; 2).

Maintenant, prouvons que  (z) 6� 0: Supposons que  (z) � 0: Alors de (7:3:20) ; on
obtient que

�1 = �1
'0

'
: (7.3.21)

Posons �[p;q] (') = � <1: Alors, de (7:3:24) et le Lemme 7.7, on a

m(r; �1) � m(r; �1) +O

�
expp�1

�
(�+ ") logq

�
1

1� r

���
(7.3.22)

pour tout r =2 E2 � [0; 1) avec
R
E2

dr
1�r <1:

(i) Si d2 6� 0, d�après le Lemme 7.2 et (7:3:22) on obtient

�[p;q] (A0) � �[p;q] (A1) :

C�est une contradiction.

(ii) Si d2 � 0 et d1 6� 0; d�après le Lemme 7.2 et (7:3:22) on obtient

�[p;q] (A1) � �[p;q] (d1) :

C�est une contradiction.

(iii) Si d2 = d1 � 0 et d0 6� 0; on a de (7:3:22)

�1 = d0 = �1
'0

'
� 0

c�est une contradiction. Par conséquent  (z) 6� 0:
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D�après  (z) 6� 0 et �[p;q] ( ) <1, il s�ensuit du Théorème 7.1 que A 6� 0: Alors d�après
h 6� 0 et le Lemme 7.3, on obtient �[p;q] (w) = �[p;q] (w) = �[p;q] (w) = 1 et �[p+1;q] (w) =
�[p+1;q] (w) = �[p+1;q] (w), i.e., �[p;q] (gf � ') = �[p;q] (gf � ') = �[p;q] (gf ) = �[p;q] (f) = 1 et
�[p+1;q](gf � ') = �[p+1;q](gf � ') = �[p+1;q](f).



Chapitre 8

Comparaison entre les solutions de
deux équations di¤érentielles

8.1 Introduction et résultats

Le but de ce chapitre est d�étudier la contrôlabilité des solutions de deux équations di¤éren-
tielles linéaires

f 00 + A (z) f = 0

et
g00 +B (z) g = 0:

On va étudier la croissance et l�oscillation de w = d1f + d2g; où f; g sont les solutions des
équations ci-dessus et d1; d2 sont des fonctions entières d�ordre �ni.

Supposons que f et g deux solutions des équations di¤érentielles linéaires complexes

f 00 + A (z) f = 0 (8.1.1)

et
g00 +B (z) g = 0; (8.1.2)

et soit la combinaison des solutions

w = d1f + d2g: (8.1.3)

Dans [51] (voir Chapitre 5) ; on a étudié la relation entre les solutions de (8:1:1) et les fonc-
tions de petite croissance: En d�autres mots, on a étudié la croissance et l�oscillation de
gf = d1f1 + d2f2; où f1 et f2 sont deux solutions linéairement indépendantes de (8:1:1)
(voir Théorème 5.1 et Théorème 5.2).
Avant l�énoncé de nos résultats, on dé�nit h et  par

h =

��������
d1 0 d2 0
d01 d1 d02 d2

d001 � d1A 2d01 d002 � d2B 2d02
d0001 � 3d01A� d1A

0 d001 � d1A+ 2d
00
1 d0002 � 3d02B � d2B

0 d002 � d2B + 2d
00
2

�������� (8.1.4)

80
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et

 (z) =
2 (d1d2d

0
2 � d22d

0
1)

h
'(3) + �2'

00 + �1'
0 + �0'; (8.1.5)

où ' 6� 0 est une fonction entière d�ordre �ni et

�2 =
�3d1d2d002 � Ad1d

2
2 +Bd1d

2
2 + 3d

2
2d
00
1

h
; (8.1.6)

�1 =
2Ad1d2d

0
2 + 6d2d

0
1d
00
2 � 6d2d02d001 � 2Bd22d01
h

; (8.1.7)

�0 =
1

h

��
d1d2d

00
2 � 2d1(d02)2

�
A+

�
�4d1d2d002 � 4d2d01d02 + 6d1(d02)2 + 3d22d001

�
B

+
�
2d1d2d

0
2 � 2d22d01

�
B0 � ABd1d

2
2 +B2d1d

2
2 � 2d1d02d0002

+2d2d
0
1d
000
2 � 3d2d001d002 � 6d01d02d002 + 3d1(d002)2

�
: (8.1.8)

En 1972, H. Herold ([41]) a montré quelques critères sur la comparaison entre deux paires
d�équations di¤érentielles complexes. Dans [80] ; L. Z. Yang a étudié les solutions communes
d�une paire d�équations di¤érentielles et a trouvé leurs applications dans les problèmes d�uni-
cité des fonctions entières. Récemment, A. Asiri ([1; 2; 3]) a étudié certaines propriétés des
solutions des équations di¤érentielles ayant les mêmes zéros. Il est intéressant maintenant
d�étudier la croissance et l�oscillation de w = d1f + d2g où f et g sont deux solutions des
équations (8:1:1) et (8:1:2), d1 et d2 sont deux fonctions entières non toutes identiquement
nulles. On obtient les résultats suivants.

Théorème 8.1 [59] Soient A (z) et B (z) des fonctions entières transcendantes d�ordre �ni.
Soient dj (z) 6� 0 (j = 1; 2) des fonctions entières d�ordre �ni telles que h 6� 0. Si f et g sont
deux solutions de (8:1:1) et (8:1:2) ; alors la combinaison des solutions (8:1; 3) satisfait

� (w) = � (f) = � (g) =1

et
�2 (w) = max f� (A) ; � (B)g :

Remarque 8.1 Si � (A) 6= � (B) ; alors les conclusions du Théorème 8.1 sont triviales.
L�importance du Théorème 8.1 se trouve dans le cas où � (A) = � (B) : Par exemple, nous

pouvons voir que f (z) = exp (ez) et g (z) = exp
�
ez

2
�
véri�ent respectivement les équations

di¤érentielles suivantes
f 00 �

�
ez + e2z

�
f = 0

et
g00 �

h�
2 + 4z2

�
ez

2

+ 4z2e2z
2
i
g = 0:

Il est clair que
1 = �

�
ez + e2z

�
< �

��
2 + 4z2

�
ez

2

+ 4z2e2z
2
�
= 2:

D�autre part, on a
�2 (f + g) = 2:
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Remarque 8.2 Dans le cas où � (A) = � (B) ; on peut supposer dans l�énoncé du Théorème
8.1 que dj (z) (j = 1; 2) non toutes identiquement nulles.

Théorème 8.2 [59] Sous les hypothèses du Théorème 8.1, soit ' (z) 6� 0 une fonction entière
d�ordre �ni telle que  (z) 6� 0: Si f et g sont deux solutions de (8:1:1) et (8:1:2) ; alors la
combinaison des solutions (8:1; 3) satisfait

� (w � ') = � (w � ') =1 (8.1.9)

et
�2 (w � ') = �2 (w � ') = max f� (A) ; � (B)g : (8.1.10)

Dans la suite, nous donnons des conditions su¢ santes pour éliminer la condition h 6� 0:

Théorème 8.3 [59] Soient A (z) et B (z) des fonctions entières transcendantes telles que
� (A) = � (B) = � (0 < � <1) et 0 < � (A) 6= � (B) <1. Soient dj (z) (j = 1; 2) des fonc-
tions entières d�ordre �ni non toutes identiquement nulles telles que max f� (d1) ; � (d2)g < �.
Si f et g sont deux solutions de (8:1:1) et (8:1:2) ; alors la combinaison des solutions (8:1; 3)
satisfait

� (w) = � (f) = � (g) =1
et

�2 (w) = �2 (f) = �2 (g) = �:

Théorème 8.4 [59] Sous les hypothèses du Théorème 8.3, soit ' (z) 6� 0 une fonction entière
d�ordre �ni telle que  (z) 6� 0: Si f et g sont deux solutions de (8:1:1) et (8:1:2) ; alors la
combinaison des solutions (8:1; 3) satisfait

� (w � ') = � (w � ') =1 (8.1.11)

et
�2 (w � ') = �2 (w � ') = �: (8.1.12)

Remarque 8.3 Dans le cas où A (z) = B (z) ; en choisissant f et g comme étant deux
solutions linéairement indépendantes, on peut déduire les Théorème 5.1 et Théorème 5.2.

Considérons maintenant f et g comme deux solutions des équations di¤érentielles complexes
(8:1:1) et (8:1:2) ; où A et B sont deux polynômes non constants du même degré. Il est
clair que � (f) = � (g) = degA+2

2
; mais que peut-on-dire sur la croissance et l�oscillation de

w = d1f + d2g? Ici on va répondre à cette question et on obtient les résultats suivants.

Théorème 8.5 [59] Soient A et B deux polynômes non constants du même degré n: Soient
dj (z) (j = 1; 2) des fonctions entières d�ordre �ni non toutes identiquement nulles telles que
h 6� 0 et max f� (d1) ; � (d2)g < n+2

2
. Si f et g sont deux solutions de (8:1:1) et (8:1:2) ; alors

la combinaison des solutions (8:1; 3) satisfait

� (w) = � (f) = � (g) =
n+ 2

2
:
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Théorème 8.6 [59] Sous les hypothèses du Théorème 8.5, soit ' (z) 6� 0 une fonction entière
avec � (') < n+2

2
telle que  (z) 6� 0: Si f et g sont deux solutions de (8:1:1) et (8:1:2) ; alors

la combinaison des solutions (8:1; 3) satisfait

� (w � ') = � (w � ') =
n+ 2

2
: (8.1.13)

Remarque 8.4 Dans le cas où A (z) = B (z) ; en choisissant f et g comme étant deux
solutions linéairement indépendantes, on peut déduire les Théorème 5.3 et Théorème 5.4.

8.2 Lemmes préliminaires

Lemme 8.1 [8; 19] Soient A0; A1; � � � ; Ak�1; F 6� 0 des fonctions méromorphes d�ordre �ni.

(i) Si f est une solution méromorphe de l�équation

f (k) + Ak�1f
(k�1) + � � �+ A1f

0 + A0f = F (8.2.1)

avec � (f) = +1, alors f satisfait

� (f) = � (f) = � (f) = +1:

(ii) Si f est une solution méromorphe de l�équation (8:2:1) avec � (f) = +1 et �2 (f) = �;
alors

� (f) = � (f) = � (f) = +1; �2 (f) = �2 (f) = �2 (f) = �:

Lemme 8.2 [17] Soient A0; A1; � � � ; Ak�1; F 6� 0 des fonctions méromorphes d�ordre �ni. Si
f est une solution méromorphe de l�équation (8:2:1) avec

max f� (Aj) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) ; � (F )g < � (f) < +1;

alors

� (f) = � (f) = � (f) :

Lemme 8.3 [20] Pour toutes les solutions non triviales f de

f 00 + A (z) f = 0; (8.2.2)

on a

(i) Si A est un polynôme avec degA = n > 1; alors

� (f � z) = � (f) =
n+ 2

2
:

(ii) Si A est transcendante et � (A) <1; alors

� (f � z) = � (f) =1

et
�2 (f � z) = �2 (f) = � (A) :
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Lemme 8.4 [50] Soient f et g des fonctions méromorphes telles que
0 < � (f) ; � (g) <1 et 0 < � (f) ; � (g) <1: Alors on a

(i) Si � (f) > � (g) ; alors on obtient

� (f + g) = � (fg) = � (f) :

(ii) Si � (f) = � (g) et � (f) 6= � (g) ; alors on trouve

� (f + g) = � (fg) = � (f) = � (g) :

8.3 Preuve du Théorème 8.1.

Supposons que f et g sont deux solutions de (8:1:1) et (8:1:2) : Alors d�après le Lemme 8.3,
on a

� (f) = � (g) =1
et

�2 (f) = � (A) ; �2 (g) = � (B) :

Sans perte de généralité, supposons que � (A) > � (B). On a

w = d1f + d2g: (8.3.1)

En dérivant les deux côtés de l�équation (8:3:1) ; on obtient

w0 = d01f + d1f
0 + d02g + d2g

0: (8.3.2)

En dérivant les deux côtés de l�équation (8:3:2) ; on a

w00 = d001f + 2d
0
1f
0 + d1f

00 + d002g + 2d
0
2g
0 + d2g

00: (8.3.3)

En substituant f 00 = �Af et g00 = �Bg dans l�équation (8:3:3) ; on trouve

w00 = (d001 � d1A) f + 2d
0
1f
0 + (d002 � d2B) g + 2d

0
2g
0: (8.3.4)

En dérivant les deux côtés de (8:3:4) et en substituant f 00 = �Af et g00 = �Bg; on obtient

w000 = (d0001 � 3d01A� d1A
0) f + (d001 � d1A+ 2d

00
1) f

0

+(d0002 � 3d02B � d2B
0) g + (d002 � d2A+ 2d

00
2) g

0: (8.3.5)

De (8:3:1)� (8:3:5) on trouve8>>>><>>>>:
w = d1f + d2g;

w0 = d01f + d1f
0 + d02g + d2g

0;
w00 = (d001 � d1A) f + 2d

0
1f
0 + (d002 � d2B) g + 2d

0
2g
0;

w000 = (d0001 � 3d01A� d1A
0) f + (d001 � d1B + 2d

00
1) f

0

+(d0002 � 3d02B � d2B
0) g + (d002 � d2B + 2d

00
2) g

0:

(8.3.6)
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Par des calculs simples, on obtient

h =

��������
d1 0 d2 0
d01 d1 d02 d2

d001 � d1A 2d01 d002 � d2B 2d02
d0001 � 3d01A� d1A

0 d001 � d1A+ 2d
00
1 d0002 � 3d02B � d2B

0 d002 � d2B + 2d
00
2

��������
=
�
�4d1d2d01d02 � 4d1d22d001 + 4d21d2d002 � 2d21(d02)2 + 6d22(d01)2

�
A

+
�
�4d1d2d01d02 + 4d1d22d001 � 4d21d2d002 + 6d21(d02)2 � 2d22(d01)2

�
B

+
�
2d1d

2
2d
0
1 � 2d21d2d02

�
A0 +

�
�2d1d22d01 + 2d21d2d02

�
B0 + d21d

2
2 (A�B)2

+2d1d2d
0
1d
000
2 + 2d1d2d

0
2d
000
1 � 6d1d2d001d002 � 6d1d01d02d002 + 3d21(d002)2 + 3d22(d001)2

�6d2d01d02d001 + 6d1(d02)2d001 + 6d2(d01)2d002 � 2d22d01d0001 � 2d21d02d0002 : (8.3.7)

Comme h 6� 0; alors par la règle de Cramer on a

f =

��������
w 0 d2 0
w0 d1 d02 d2
w00 2d01 d002 � d2B 2d02
w000 d001 � d1A+ 2d

00
1 d0002 � 3d02B � d2B

0 d002 � d2B + 2d
00
2

��������
h

=
2 (d1d2d

0
2 � d22d

0
1)

h
w(3) + �2w

00 + �1w
0 + �0w; (8.3.8)

où �j (j = 0; 1; 2) sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni dé�nies dans (8:1:6)� (8:1:8).
Supposons maintenant � (w) < 1: Alors d�après (8:3:8) on obtient � (f) < 1; c�est une
contradiction. Donc � (w) = 1: De (8:3:1) on a �2 (w) 6 max f� (A) ; � (B)g = � (A) :
Supposons que �2 (w) < � (A) : Alors d�après (8:3:8) on obtient �2 (f) < � (A) ; c�est une
contradiction. Donc �2 (w) = max f� (A) ; � (B)g :

8.4 Preuve du Théorème 8.2.

D�après le Théorème 8.1 on a � (w) = 1 et �2 (w) = max f� (A) ; � (B)g : Posons � (z) =
d1f + d2g � ': Comme � (') < 1; alors on a � (�) = � (w) = 1 et �2 (�) = �2 (w) =
max f� (A) ; � (B)g : Pour prouver que � (w � ') = � (w � ') =1 et

�2 (w � ') = �2 (w � ') = max f� (A) ; � (B)g ;

il su¢ t de montrer que � (�) = � (�) =1 et �2 (�) = �2 (�) = max f� (A) ; � (B)g : D�après
w = �+ ' et de (8:3:8)

f =
2 (d1d2d

0
2 � d22d

0
1)

h
�(3) + �2�

00 + �1�
0 + �0� +  ; (8.3.9)

où

 =
2 (d1d2d

0
2 � d22d

0
1)

h
'(3) + �2'

00 + �1'
0 + �0':
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En substituant (8:3:9) dans l�équation (8:1:1), on obtient

2 (d1d2d
0
2 � d22d

0
1)

h
�(5) +

4X
j=0

�j�
(j) = � ( 00 + A ) = F;

où �j (j = 0; � � � ; 4) sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni. Comme  6� 0 et � ( ) <
1; il s�ensuit que  n�est pas une solution de (8:1:1), ce qui implique que F 6� 0: Ensuite,
en appliquant le Lemme 8.1 on obtient (8:1:9) et (8:1:10) :

8.5 Preuve du Théorème 8.3.

Par le même raisonnement que dans le Théorème 8.1 on a8>>>><>>>>:
w = d1f + d2g;

w0 = d01f + d1f
0 + d02g + d2g

0;
w00 = (d001 � d1A) f + 2d

0
1f
0 + (d002 � d2B) g + 2d

0
2g
0;

w000 = (d0001 � 3d01A� d1A
0) f + (d001 � d1B + 2d

00
1) f

0;
+(d0002 � 3d02B � d2B

0) g + (d002 � d2B + 2d
00
2) g

0:

Pour résoudre ce système d�équations, nous devons d�abord prouver que h 6� 0: Par des
calculs simples, on obtient

h =
�
�4d1d2d01d02 � 4d1d22d001 + 4d21d2d002 � 2d21(d02)2 + 6d22(d01)2

�
A

+
�
�4d1d2d01d02 + 4d1d22d001 � 4d21d2d002 + 6d21(d02)2 � 2d22(d01)2

�
B

+
�
2d1d

2
2d
0
1 � 2d21d2d02

�
A0 +

�
�2d1d22d01 + 2d21d2d02

�
B0 + d21d

2
2 (A�B)2

+2d1d2d
0
1d
000
2 + 2d1d2d

0
2d
000
1 � 6d1d2d001d002 � 6d1d01d02d002 + 3d21(d002)2 + 3d22(d001)2

�6d2d01d02d001 + 6d1(d02)2d001 + 6d2(d01)2d002 � 2d22d01d0001 � 2d21d02d0002 :
Comme

max f� (d1) ; � (d2)g < � (A) = � (B) = � (0 < � <1)
et 0 < � (A) 6= � (B) < 1, alors en appliquant le Lemme 8.4 on a � (h) = � > 0; ce qui
implique que h 6� 0: Maintenant, par la règle de Cramer on a

f =

��������
w 0 d2 0
w0 d1 d02 d2
w00 2d01 d002 � d2B 2d02
w000 d001 � d1A+ 2d

00
1 d0002 � 3d02B � d2B

0 d002 � d2B + 2d
00
2

��������
h

=
2 (d1d2d

0
2 � d22d

0
1)

h
w(3) + �2w

00 + �1w
0 + �0w; (8.3.10)

où �j (j = 0; 1; 2) sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni dé�nies dans (8:1:6)� (8:1:8).
Supposons maintenant � (w) < 1: Alors d�après (8:3:10) on obtient � (f) < 1; c�est une
contradiction. Par conséquent � (w) = 1: De (8:3:1) on a �2 (w) 6 � (A) : Supposons que
�2 (w) < � (A) : Alors d�après (8:3:10) on obtient �2 (f) < � (A) ; c�est une contradiction.
Donc �2 (w) = �:
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8.6 Preuve du Théorème 8.4.

D�après le Théorème 8.3 on a � (w) = 1 et �2 (w) = �: Posons � (z) = d1f + d2g � ':
Comme � (') < 1; alors on a � (�) = � (w) = 1 et �2 (�) = �2 (w) = �: Pour prouver
que � (w � ') = � (w � ') = 1 et �2 (w � ') = �2 (w � ') = �; il su¢ t de montrer
� (�) = � (�) =1 et �2 (�) = �2 (�) = �: D�après w = �+ ' et de (8:3:10)

f =
2 (d1d2d

0
2 � d22d

0
1)

h
�(3) + �2�

00 + �1�
0 + �0� +  ; (8.3.11)

où

 =
2 (d1d2d

0
2 � d22d

0
1)

h
'(3) + �2'

00 + �1'
0 + �0':

En substituant (8:3:11) dans l�équation (8:1:1), on obtient

2 (d1d2d
0
2 � d22d

0
1)

h
�(5) +

4X
j=0

�j�
(j) = � ( 00 + A ) = F:

où �j (j = 0; � � � ; 4) sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni. Comme  6� 0 et � ( ) <
1; il s�ensuit que  n�est pas une solution de (8:1:1), ce qui implique que F 6� 0: Alors en
appliquant le Lemme 8.1 on obtient (8:1:11) et (8:1:12) :

8.7 Preuve du Théorème 8.5.

Supposons que f et g sont deux solutions de (8:1:1) et (8:1:2) : Alors d�après le Lemme 8.3,
on a

� (f) = � (g) =
n+ 2

2
:

Par le même raisonnement que dans le Théorème 8.1, on obtient h 6� 0; Comme h 6� 0; alors
par la règle de Cramer on a

f =

��������
w 0 d2 0
w0 d1 d02 d2
w00 2d01 d002 � d2B 2d02
w000 d001 � d1A+ 2d

00
1 d0002 � 3d02B � d2B

0 d002 � d2B + 2d
00
2

��������
h

=
2 (d1d2d

0
2 � d22d

0
1)

h
w(3) + �2w

00 + �1w
0 + �0w; (8.3.12)

où �j (j = 0; 1; 2) sont des fonctions méromorphes dé�nies dans (8:1:6) � (8:1:8) telles que
�
�
�j
�
< n+2

2
(j = 0; 1; 2). Supposons maintenant � (w) < n+2

2
: Alors d�après (8:3:12) on

obtient que � (f) < n+2
2
; c�est une contradiction. Par conséquent � (w) = n+2

2
:

8.8 Preuve du Théorème 8.6.

D�après le Théorème 8.5, on a � (w) = n+2
2
: Posons � (z) = d1f+d2g�': Comme � (') < n+2

2
;

alors on a � (�) = � (w) = n+2
2
: Pour prouver que � (w � ') = � (w � ') = n+2

2
; il su¢ t de
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montrer � (�) = � (�) = n+2
2
: D�après w = �+ ' et de (8:3:12)

f =
2 (d1d2d

0
2 � d22d

0
1)

h
�(3) + �2�

00 + �1�
0 + �0� +  ; (8.3.13)

où

 =
2 (d1d2d

0
2 � d22d

0
1)

h
'(3) + �2'

00 + �1'
0 + �0':

En substituant (8:3:13) dans l�équation (8:1:1), on obtient

2 (d1d2d
0
2 � d22d

0
1)

h
�(5) +

4X
j=0

�j�
(j) = � ( 00 + A ) = F;

où �j (j = 0; � � � ; 4) sont des fonctions méromorphes avec �
�
�j
�
< n+2

2
(j = 0; � � � ; 4).

Comme  6� 0 et � ( ) < n+2
2
; il s�ensuit que  n�est pas une solution de (8:1:1), ce qui

implique que F 6� 0: Alors en appliquant le Lemme 8.2 on obtient (8:1:13).



Chapitre 9

Sur les zéros des solutions et leurs
dérivées des équations di¤érentielles
non-homogènes

9.1 Introduction et résultats

L�étude de l�oscillation des solutions des équations di¤érentielles linéaires a attiré de nom-
breux intérêts depuis les travaux de Bank et Laine, pour plus de détails voir [47] : Le but de
ce chapitre est d�étudier la distribution des solutions et leurs dérivées des équations di¤éren-
tielles linéaires. Nous discutons d�abord sur la croissance des solutions de l�équation

f 00 + A (z) f 0 +B (z) f = F (z) ; (9.1.1)

où A (z) ; B (z) ( 6� 0) et F (z) ( 6� 0) sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni. Quelques
résultats sur la croissance des solutions de (9:1:1) ont été obtenus par plusieurs chercheurs
(voir [8; 19; 24]). Li et Wang (voir [66]) ont étudié l�équation di¤érentielle linéaire non ho-
mogène

f 00 + e�zf 0 + h (z) ebzf = H (z) ; (9.1.2)

où h (z) est une fonction entière transcendante d�ordre �ni � (h) < 1
2
; et b est une constante

réelle. Ils ont prouvé que toutes les solutions non triviales de (9:1:2) sont d�ordre in�ni, à
condition que � (H) < 1: Après, Wang et Laine (voir [78]) ont considéré l�équation di¤éren-
tielle

f 00 + A1 (z) e
azf 0 + A0 (z) e

bzf = H (z) ; (9.1.3)

où A0 (z) ; A1 (z) ; H (z) sont des fonctions entières d�ordre inférieur à 1, et a; b 2 C; et ont
obtenu le résultat suivant.

Théorème A [78] Supposons que A0 6� 0; A1 6� 0; H sont des fonctions entières d�ordre
inférieur à 1, et les constantes complexes a; b telles que ab 6= 0 et a 6= b: Alors chaque
solution non triviale f de (9:1:3) est d�ordre in�ni.

J. Tu et ses co-auteurs ont étudié l�hyper-exposant de convergence des zéros de f (j) (z)�' (z)
(j = 0; 1; 2; :::), où f est une solution de l�équation

f 00 + A (z) f 0 +B (z) f = 0; (9.1.4)

89
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et ' (z) est une fonction entière satisfaisant � (') < � (f) ou �2 (') < �2 (f) ; et ils ont obtenu
le résultat suivant.

Théorème B [73] Soient A (z) et B (z) deux fonctions entières d�ordre �ni. Si � (A) <
� (B) < 1 ou 0 < � (A) = � (B) < 1 et � (A) < � (B) ; alors pour chaque solution f 6� 0
de (9:1:4) et pour toute fonction entière ' (z) 6� 0 satisfaisant �2 (') < �2 (f) ; on a

�2
�
f (j) � '

�
= �2 (f) = � (B) ; (j = 0; 1; 2; :::) :

Il est naturel de poser la question suivante : Que peut-on-dire sur l�exposant de convergence
des zéros de f (j) (z) (j = 0; 1; 2; :::) ; où f est une solution de (9:1:1)? Le but principal de
ce chapitre est de donner une réponse à cette question. Avant d�énoncé nos résultats, nous
donnons les notations suivantes

Aj (z) = Aj�1 (z)�
B0
j�1 (z)

Bj�1 (z)
; pour j 2 N; (9.1.5)

Bj (z) = A0j�1 (z)� Aj�1 (z)
B0
j�1 (z)

Bj�1 (z)
+Bj�1 (z) ; pour j 2 N; (9.1.6)

et

Fj (z) = F 0j�1 (z)� Fj�1 (z)
B0
j�1 (z)

Bj�1 (z)
; pour j 2 N; (9.1.7)

où A0 (z) = A (z) ; B0 (z) = B (z) et F0 (z) = F (z) : On obtient les résultats suivants

Théorème 9.1 [61] Soient A (z) ,B (z) 6� 0 et F (z) 6� 0 des fonctions méromorphes d�ordre
�ni telles que Bj (z) 6� 0 et Fj (z) 6� 0 (j = 1; 2; 3; :::) : Si f est une solution méromorphe de
(9:1:1) avec � (f) =1 et �2 (f) = �; alors f satisfait

�
�
f (j)
�
= �

�
f (j)
�
= +1; (j = 0; 1; 2; :::)

et
�2
�
f (j)
�
= �2

�
f (j)
�
= �; (j = 0; 1; 2; :::) :

Théorème 9.2 [61] Soient A (z) ,B (z) 6� 0 et F (z) 6� 0 des fonctions méromorphes d�ordre
�ni telles que Bj (z) 6� 0 et Fj (z) 6� 0 (j = 1; 2; 3; :::) : Si f est une solution méromorphe
d�ordre �ni de (9:1:1) avec

� (f) > max f� (A) ; � (B) ; � (F )g ;

alors

�
�
f (j)
�
= �

�
f (j)
�
= � (f) ; (j = 0; 1; 2; :::) :
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Remarque 9.1 Les conditions Bj (z) 6� 0 et Fj (z) 6� 0 (j = 1; 2; 3; :::) sont nécessaires.
Par exemple f (z) = e�z +1 satisfait (9:1:1) où A (z) = z

z+1
; B (z) = � 1

z+1
et F (z) = � 1

z+1
:

D�autre part

A1 = A� B0

B
= 1;

B1 = A0 � A
B0

B
+B = 0; F1 = F 0 � F

B0

B
= 0;

et
� (f) = 1 > � (f 0) = 0:

Ici, nous allons donner des conditions su¢ santes sur les coe¢ cients garantissant Bj (z) 6� 0
et Fj (z) 6� 0 (j = 1; 2; 3; :::) ; et on obtient :

Théorème 9.3 [61] Soient A (z), B (z) 6� 0 et F (z) 6� 0 des fonctions entières d�ordre �ni
telles que � (B) > max f� (A) ; � (F )g : Alors toute solution non triviale de (9:1:1) satisfait

�
�
f (j)
�
= �

�
f (j)
�
= +1; (j = 0; 1; 2; :::)

avec au plus une solution exceptionnelle possible f0 telle que

� (f0) = max
�
� (f0) ; � (B)

	
:

Remarque 9.2 La condition � (B) > max f� (A) ; � (F )g ne garantit pas que toutes les so-
lutions de (9:1:1) sont d�ordre in�ni. Par exemple, on peut voir que f0 (z) = e�z

2
satisfait

l�équation di¤érentielle
f 00 + 2zf 0 + (ez

2

+ 2)f = 1;

où
� (f0) < � (f0) = � (B) = 2:

Dans la suite, notons

� (f) = lim sup
r!+1

logm (r; f)

log r
:

Théorème 9.4 [61] Soient A (z), B (z) 6� 0 et F (z) 6� 0 des fonctions méromorphes d�ordre
�ni telles que � (B) > max f� (A) ; � (F )g : Si f est une solution méromorphe de (9:1:1) avec
� (f) =1 et �2 (f) = �; alors f satisfait

�
�
f (j)
�
= �

�
f (j)
�
= +1; (j = 0; 1; 2; :::)

et
�2
�
f (j)
�
= �2

�
f (j)
�
= �; (j = 0; 1; 2; :::) :
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Théorème 9.5 [61] Soient A (z), B (z) 6� 0 et F (z) 6� 0 des fonctions entières d�ordre �ni
telles que � (B) = � (A) > � (F ) et � (B) > k� (A) où k � 1 est un entier: Si f est une
solution non triviale de (9:1:1) avec � (f) =1 et �2 (f) = �; alors f satisfait

�
�
f (j)
�
= �

�
f (j)
�
= +1; (j = 0; 1; :::; k)

et
�2
�
f (j)
�
= �2

�
f (j)
�
= �; (j = 0; 1; :::; k) :

Corollaire 9.1 [61] Supposons que A0 6� 0; A1 6� 0; H 6� 0 sont des fonctions entières
d�ordre inférieur à 1, et les constantes complexes a; b véri�ent ab 6= 0 et jbj > k jaj où k � 1
est un entier: Alors chaque solution non triviale f de (9:1:3) satisfait

�
�
f (j)
�
= �

�
f (j)
�
= +1; (j = 0; 1; :::; k) :

9.2 Lemmes préliminaires

Lemme 9.1 ([47]) Soit f une fonction méromorphe, et soit k > 1 un entier: Alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= S (r; f) ; (9.2.1)

où S (r; f) = O (log T (r; f) + log r) ; pour jzj = r =2 E où E � [0;+1) avec m (E) <1: Si
f est d�ordre �ni, alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= O (log r) : (9.2.2)

Lemme 9.2 [8; 19] Soient A0, A1, ..., Ak�1, F 6� 0 des fonctions méromorphes d�ordre �ni.
Si f est une solution méromorphe de l�équation

f (k) + Ak�1f
(k�1) + � � �+ A1f

0
+ A0f = F

avec � (f) = +1 et �2 (f) = �, alors f satisfait

� (f) = � (f) = � (f) = +1;

�2 (f) = �2 (f) = �2(f) = �:

Lemme 9.3 [73] Soient A0, A1, ..., Ak�1, F 6� 0 des fonctions méromorphes d�ordre �ni.
Si f est une solution méromorphe de l�équation (9:2:3) avec

max f� (Aj) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) ; � (F )g < � (f) ;

alors

� (f) = � (f) = � (f) :
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Lemme 9.4 [50] Soient f et g des fonctions méromorphes telles que
0 < � (f) ; � (g) <1 et 0 < � (f) ; � (g) <1: Alors on a

(i) Si � (f) > � (g) ; alors on obtient

� (f + g) = � (fg) = � (f) : (9.2.3)

(ii) Si � (f) = � (g) et � (f) 6= � (g) ; alors on trouve

� (f + g) = � (fg) = � (f) = � (g) : (9.2.4)

Lemme 9.5 [24] Soient A; B1; :::; Bk�1, F 6� 0 des fonctions entières d�ordre �ni, où k � 2:
Supposons que (i) ou (ii) ci-dessous soit véri�ée :

(i) � (Bj) < � (A) (j = 1; :::; k � 1) :
(ii) B1; :::; Bk�1 sont des polynômes et A est transcendante. Alors on a
(a) Toutes solutions de l�équation di¤érentielle

f (k) +Bk�1f
(k�1) + :::+B1f

0 + Af = F

véri�ent
� (f) = � (f) = � (f) = +1; (9.2.5)

avec au plus une solution possible f0 d�ordre �ni.
(b) S�il existe une solution exceptionnelle f0 dans le cas (a) ; alors f0 satisfait

� (f0) � max
�
� (A) ; � (F ) ; � (f0)

	
<1: (9.2.6)

De plus, si � (A) 6= � (F ) et � (f0) < � (f0) ; alors � (f0) = max f� (A) ; � (F )g :

9.3 Preuve du Théorème 9.1.

Faisons un raisonnement par récurrence. Comme B 6� 0, F 6� 0; alors en utilisant le Lemme
9.2 on a

� (f) = � (f) = � (f) = +1;

et
�2 (f) = �2 (f) = �2(f) = �:

En divisant les deux côtés de (9:1:1) par B; on obtient

1

B
f 00 +

A

B
f 0 + f =

F

B
: (9.3.1)

En dérivant les deux côtés de l�équation (9:3:1) ; on a

1

B
f (3) +

��
1

B

�0
+
A

B

�
f 00 +

��
A

B

�0
+ 1

�
f 0 =

�
F

B

�0
: (9.3.2)

En multipliant maintenant (9:3:2) par B; on trouve

f (3) + A1f
00 +B1f

0 = F1; (9.3.3)
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où

A1 = A� B0

B
;

B1 = A0 � A
B0

B
+B;

et

F1 = F 0 � F
B0

B
:

Comme B1 6� 0, F1 6� 0 sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni, alors en utilisant le
Lemme 9.2 on obtient

� (f 0) = � (f 0) = � (f) = +1;

et
�2 (f

0) = �2 (f
0) = �2(f) = �:

En divisant maintenant les deux côtés de (9:3:3) par B1; on trouve

1

B1
f (3) +

A1
B1
f 00 + f 0 =

F1
B1
: (9.3.4)

En dérivant les deux côtés de l�équation (9:3:4) et en multipliant par B1; on a

f (4) + A2f
(3) +B2f

00 = F2; (9.3.5)

où A2; B2 6� 0 et F2 6� 0 sont des fonctions méromorphes dé�nies dans (9:1:5)� (9:1:7) : En
utilisant le Lemme 9.2 on obtient

� (f 00) = � (f 00) = � (f) = +1;

et
�2 (f

00) = �2 (f
00) = �2 (f) = �:

Supposons maintenant que

�
�
f (k)
�
= �

�
f (k)
�
= � (f) = +1; (9.3.6)

pour tout k = 0; 1; 2; :::; j � 1; et montrons que (9:3:6) est vraie pour k = j: Avec la même
procédure que précédemment, nous pouvons obtenir

f (j+2) + Ajf
(j+1) +Bjf

(j) = Fj;

où Aj; Bj 6� 0 et Fj 6� 0 sont des fonctions méromorphes dé�nies dans (9:1:5)� (9:1:7) : En
utilisant le Lemme 9.2 on obtient

�
�
f (j)
�
= �

�
f (j)
�
= � (f) = +1;

et
�2
�
f (j)
�
= �2

�
f (j)
�
= �2 (f) = �:

La preuve du Théorème 9.1 est terminée.
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9.4 Preuve du Théorème 9.2.

Par un raisonnement similaire à celui du Théorème 9.1 et en utilisant le Lemme 9.3, on
obtient

�
�
f (j)
�
= �

�
f (j)
�
= � (f) ; (j 2 N) :

9.5 Preuve du Théorème 9.3.

D�après le Lemme 9.5, toutes les solutions non triviales de (9:1:1) sont d�ordre in�ni avec au
plus une solution exceptionnelle f0 d�ordre �ni. En utilisant (9:1:5) et d�après le Lemme 9.1
on a

m (r; Aj) � m (r; Aj�1) +O (log r) ;

pour tout j 2 N; qu�on peut écrire

m (r; Aj) � m (r; A) +O (log r) ; (j 2 N) : (9.3.7)

D�autre part, on a de (9:1:6)

Bj = Aj�1

�
A0j�1
Aj�1

�
B0
j�1

Bj�1

�
+Bj�1

= Aj�1

�
A0j�1
Aj�1

�
B0
j�1

Bj�1

�
+ Aj�2

�
A0j�2
Aj�2

�
B0
j�2

Bj�2

�
+Bj�2

=

j�1X
k=0

Ak

�
A0k
Ak
� B0

k

Bk

�
+B: (9.3.8)

Maintenant, montrons que Bj 6� 0 pour tout j 2 N: Pour cela, supposons qu�il existe j 2 N
tel que Bj = 0: D�après (9:3:7) et (9:3:8)

T (r; B) = m (r; B) �
j�1X
k=0

m (r; Ak) +O (log r)

� jm (r; A) +O (log r)

= jT (r; A) +O (log r) : (9.3.9)

ce qui implique la contradiction � (B) � � (A) ; et Bj 6� 0 pour tout j 2 N:
Supposons qu�il existe j 2 N tel que Fj = 0: Donc

F 0j�1 (z)� Fj�1 (z)
B0
j�1 (z)

Bj�1 (z)
= 0;

ce qui implique
Fj�1 (z) = cBj�1 (z) ;

où c 2 C�: De (9:3:8) on a

1

c
Fj�1 =

j�2X
k=0

Ak

�
A0k
Ak
� B0

k

Bk

�
+B: (9.3.10)
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D�autre part, on a de (9:1:7)

m (r; Fj) � m (r; F ) +O (log r) ; (j = 1; 2; 3; :::) : (9.3.11)

D�après (9:3:9) ; (9:3:10) et le Lemme 9.1, on trouve

T (r; B) = m (r; B) �
j�2X
k=0

m (r; Ak) +m (r; Fj) +O (log r)

� (j � 1)m (r; A) +m (r; F ) +O (log r)

= (j � 1)T (r; A) + T (r; F ) +O (log r) ;

ce qui implique la contradiction � (B) � max f� (A) ; � (F )g : CommeBj 6� 0, Fj 6� 0 (j 2 N) ;
alors en appliquant le Théorème 9.1 et le Lemme 9.5 on a

�
�
f (j)
�
= �

�
f (j)
�
= +1; (j 2 N) ;

avec au plus une solution exceptionnelle f0 d�ordre �ni. De (9:2:6) et comme � (B) >
max f� (A) ; � (F )g on a

� (f0) � max
�
� (B) ; � (f0)

	
: (9.3.12)

D�après (9:1:1) ; on obtient

B =
F

f0
�
�
f 000
f0
+ A

f 00
f0

�
;

alors

T (r; B) = m (r; B) � m

�
r;
F

f0

�
+m (r; A) +O (log r)

� T (r; f0) + T (r; F ) + T (r; A) +O(log r):

ce qui implique
� (B) � max f� (f0) ; � (A) ; � (F )g = � (f0) : (9.3.13)

Comme � (f0) � � (f0) ; alors en utilisant (9:3:12) et (9:3:13) on trouve

� (f0) = max
�
� (B) ; � (f0)

	
;

et la preuve du Théorème 9.3 est terminée.

9.6 Preuve du Théorème 9.4.

En utilisant le même raisonnement que le Théorème 9.3, on obtient le Théorème 9.4.

9.7 Preuve du Théorème 9.5.

En utilisant le même raisonnement du Théorème 9.2 et comme � (B) > � (F ) ; on trouve que
Fj 6� 0 pour tout j 2 N:
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Maintenant, prouvons que Bj 6� 0 pour tout j = 1; 2; :::; k: Pour cela, supposons qu�il existe
1 � s � k tel que Bs = 0: D�après (9:3:7) et (9:3:8)

T (r; B) = m (r; B) �
s�1X
k=0

m (r; Ak) +O (log r)

� sm (r; A) +O (log r)

= sT (r; A) +O (log r) ; (9.3.14)

ce qui implique la contradiction avec l�hypothèse � (B) � s� (A) : Alors Bj 6� 0 pour tout
j = 1; 2; :::; k: Comme Bj 6� 0 et Fj 6� 0 (j = 0; 1; :::; k) ; alors d�après le Théorème 9.1 on a

�
�
f (j)
�
= �

�
f (j)
�
= +1; (j = 0; 1; :::; k) ;

et
�2
�
f (j)
�
= �2

�
f (j)
�
= �; (j = 0; 1; :::; k) :

9.8 Preuve du Corollaire 9.1.

Comme ab 6= 0, jbj > k jaj ; alors d�après le Théorème A, chaque solution non triviale f de
(9:1:3) est d�ordre in�ni. En utilisant le Lemme 9.4 on a

�
�
A0e

bz
�
=
jbj
�
> k

jaj
�
= k� (A1e

az) :

Alors d�après le Théorème 9.5

�
�
f (j)
�
= �

�
f (j)
�
= � (f) = +1; (j = 0; 1; :::; k) :



Chapitre 10

Oscillation des solutions et leurs
dérivées des équations di¤érentielles
non-homogènes dans le disque unité

10.1 Introduction et résultats

Le but de ce chapitre est de continuer l�étude de problème d�oscillation des solutions et leurs
dérivées des équations di¤érentielles de type

f 00 + A (z) f 0 +B (z) f = F (z) ; (10.1.1)

où A (z) ; B (z) 6� 0 et F (z) 6� 0 sont des fonctions méromorphes d�ordre p�itératif �ni dans
le disque unité �: Il est naturel de poser la question : Que peut-on-dire sur l�exposant de
convergence f (j) (z) (j 2 N) ; où f est une solution de (10:1:1) : Pour certains études liées
dans le plan complexe avec l�ordre habituel voir [17; 19] : Le but principal de ce chapitre est
de donner une réponse à cette question. Avant d�énoncé nos résultats, donnons les notations
suivantes

Aj (z) = Aj�1 (z)�
B0
j�1 (z)

Bj�1 (z)
pour j 2 N; (10.1.2)

Bj (z) = A0j�1 (z)� Aj�1 (z)
B0
j�1 (z)

Bj�1 (z)
+Bj�1 (z) pour j 2 N (10.1.3)

et

Fj (z) = F 0j�1 (z)� Fj�1 (z)
B0
j�1 (z)

Bj�1 (z)
pour j 2 N; (10.1.4)

où A0 (z) = A (z) ; B0 (z) = B (z) et F0 (z) = F (z) : On obtient les résultats suivants.

Théorème 10.1 [60] Soient A (z) ; B (z) 6� 0 et F (z) 6� 0 des fonctions méromorphes
d�ordre p�itératif �ni dans � telles que Bj (z) 6� 0 et Fj (z) 6� 0 (j 2 N) : Si f est une
solution méromorphe dans � de (10:1:1) avec �p (f) =1 et �p+1 (f) = �; alors f satisfait

�p
�
f (j)
�
= �p

�
f (j)
�
= �p (f) =1 (j 2 N)

et
�p+1

�
f (j)
�
= �p+1

�
f (j)
�
= �p+1 (f) = � (j 2 N) :

98
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Théorème 10.2 [60] Soient A (z) ; B (z) 6� 0 et F (z) 6� 0 des fonctions méromorphes
d�ordre p�itératif �ni dans � telles que Bj (z) 6� 0 et Fj (z) 6� 0 (j 2 N) : Si f une solution
méromorphe dans � de (10:1:1) avec

�p (f) > max
�
�p (A) ; �p (B) ; �p (F )

	
;

alors
�p
�
f (j)
�
= �p

�
f (j)
�
= �p (f) (j 2 N) :

Remarque 10.1 Dans les Théorèmes 10.1-10.2, les conditions Bj (z) 6� 0 et Fj (z) 6� 0

(j = 1; 2; 3; � � � ) sont nécessaires. Par exemple f (z) = exp
�

1
1�z
�2 � 1 satisfait (10:1:1) où

A (z) = �3
1�z ; B (z) = �

4
(1�z)6 ; F (z) =

4
(1�z)6 et �1 (f) = 1 > max f�1 (A) ; �1 (B) ; �1 (F )g =

0: D�autre part, on a

A1 = A� B0

B
= � 9

1� z
;

B1 = A0 � A
B0

B
+B =

15

(1� z)2
� 4

(1� z)6
; F1 = F 0 � F

B0

B
� 0;

et
�1 (f) = 1 > �1 (f

0) = 0:

Ici, nous donnons des conditions su¢ santes sur les coe¢ cients qui garantissentBj (z) 6� 0
et Fj (z) 6� 0 (j = 1; 2; 3; � � � ) ; et on obtient :

Théorème 10.3 [60] Soient A (z) ; B (z) 6� 0 et F (z) 6� 0 des fonctions méromorphes
d�ordre p�itératif �ni dans � telles que � = �p (B) > max

�
�p (A) ; �p (F )

	
: Alors toute

solution non triviale de (10:1:1) satisfait

�p (B) � �p+1
�
f (j)
�
= �p+1

�
f (j)
�
= �p+1 (f) � �M;p (B) (j = 0; 1; 2; � � � )

avec au plus une solution exceptionnelle possible f0 telle que

�p+1 (f0) < �p (B) :

Dans la suite, notons

�p (f) = lim sup
r!1�

logpm (r; f)

log 1
1�r

:

Théorème 10.4 [60] Soient A (z) ; B (z) 6� 0 et F (z) 6� 0 des fonctions méromorphes
d�ordre p�itératif �ni dans � telles que �p (B) > max f�p (A) ; �p (F )g : Si f est une solution
méromorphe dans � de (10:1:1) avec �p (f) =1 et �p+1 (f) = �; alors f satisfait

�p
�
f (j)
�
= �p

�
f (j)
�
= �p (f) =1 (j = 0; 1; 2; � � � )

et
�p+1

�
f (j)
�
= �p+1

�
f (j)
�
= �p+1 (f) = � (j = 0; 1; 2; � � � ) :
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10.2 Lemmes préliminaires

Lemme 10.1 [11] Soit f une fonction méromorphe dans � avec i (f) = p � 1 et �p (f) =
� <1; et soit k 2 N: Alors pour toute " > 0 doné;

m

�
r;
f (k)

f

�
= O

 
expp�2

�
1

1� r

��+"!
pour tout r =2 E1 � [0; 1) avec

R
E1

dr
1�r <1:

Lemme 10.2 [16] Soient A0; A1; � � � ; Ak�1; F 6� 0 des fonctions méromorphes dans �, et
soit f une solution méromorphe de l�équation di¤érentielle

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + � � �+ A0 (z) f = F (z) (10.2.1)

telle que i (f) = p (0 < p <1) : Si

max fi (Aj) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) ; i (F )g < p

ou
max

�
�p (Aj) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) ; �p (F )

	
< �p (f) ;

alors
i� (f) = i� (f) = i (f) = p

et
�p (f) = �p (f) = �p (f) :

Lemme 10.3 [16] Soient A0; A1; � � � ; Ak�1; F 6� 0 des fonctions méromorphes d�ordre
p�itératif �ni dans �. Si f est une solution méromorphe avec �p (f) = 1 et �p+1 (f) =
� < 1 de l�équation (10:2:1) ; alors �p (f) = �p (f) = �p (f) = 1 et �p+1 (f) = �p+1 (f) =
�p+1 (f) = �:

Lemme 10.4 [16] Soit p 2 N; et supposons que les coe¢ cients A0; � � � ; Ak�1 et F 6� 0 sont
analytiques dans � et �p (Aj) < �p (A0) pour tout j = 1; � � � ; k � 1: Soit

�M := max
�
�M;p (Aj) : j = 0; � � � ; k � 1

	
:

(i) Si �M;p+1 (F ) > �M ; alors toute solution f de (10:2:1) satisfait �M;p+1 (f) = �M;p+1 (F ) :
(ii) Si �M;p+1 (F ) < �M ; alors toute solution f de (10:2:1) satisfait �p (A0) � �M;p+1 (f) �
�M ; avec au plus une exeption f0 satisfaisant �M;p+1 (f0) < �p (A0) :

(iii) Si �M;p+1 (F ) < �p (A0) ; alors toute solution f de (10:2:1) satisfait �p (A0) � �p+1 (f) =
�p+1 (f) = �M;p+1 (f) � �M ; avec au plus une exeption f0 satisfaisant �M;p+1 (f0) < �p (A0) :
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10.3 Preuve du Théorème 10.1.

Faisons un raisonnement par récurrence. Comme B (z) 6� 0 et F (z) 6� 0; alors en utilisant
le Lemme 10.3 on a

�p (f) = �p (f) = �p (f) =1
et

�p+1 (f) = �p+1 (f) = �p+1(f) = �:

En divisant les deux côtés de (10:1:1) par B; on obtient

1

B
f 00 +

A

B
f 0 + f =

F

B
: (10.3.1)

En dérivant les deux côtés de l�équation (10:3:1) ; on a

1

B
f (3) +

��
1

B

�0
+
A

B

�
f 00 +

��
A

B

�0
+ 1

�
f 0 =

�
F

B

�0
: (10.3.2)

En multipliant maintenant (10:3:2) par B; on trouve

f (3) + A1f
00 +B1f

0 = F1; (10.3.3)

où

A1 = A� B0

B
; B1 = A0 � A

B0

B
+B

et

F1 = F 0 � F
B0

B
:

Comme B1 6� 0 et F1 6� 0 sont des fonctions méromorphes d�ordre p�iteratif �ni, alors en
utilisant le Lemme 10.3 on obtient

�p (f
0) = �p (f

0) = �p (f) =1

et
�p+1 (f

0) = �p+1 (f
0) = �p+1(f) = �:

En divisant les deux côtés de (10:3:3) par B1; on obtient

1

B1
f (3) +

A1
B1
f 00 + f 0 =

F1
B1
: (10.3.4)

En dérivant les deux côtés de l�équation (10:3:4) et multipliant par B1; on trouve

f (4) + A2f
(3) +B2f

00 = F2; (10.3.5)

où A2; B2 6� 0 et F2 6� 0 sont des fonctions méromorphes de�nies dans (10:1:2) � (10:1:4) :
En utilisant le Lemme 10.3 on obtient

�p (f
00) = �p (f

00) = �p (f) =1

et
�p+1 (f

00) = �p+1 (f
00) = �p+1 (f) = �:
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Supposons maintenant que

�p
�
f (k)
�
= �p

�
f (k)
�
= �p (f) =1; �p+1

�
f (k)
�
= �p+1

�
f (k)
�
= �p+1 (f) = � (10.3.6)

pour tout k = 0; 1; 2; � � � ; j�1; et montrons que (10:3:6) est vraie pour k = j: Avec la même
procédure que précédemment, nous pouvons obtenir

f (j+2) + Ajf
(j+1) +Bjf

(j) = Fj;

où Aj; Bj 6� 0 et Fj 6� 0 sont des fonctions méromorphes de�nies dans (10:1:2) � (10:1:4) :
En utilisant le Lemme 10.3 on obtient

�p
�
f (j)
�
= �p

�
f (j)
�
= �p (f) =1

et
�p+1

�
f (j)
�
= �p+1

�
f (j)
�
= �p+1 (f) = �:

La preuve du Théorème 10.1 est terminée.

10.4 Preuve du Théorème 10.2.

Par un raisonnement similaire à celui du Théorème 10.1 et en utilisant le Lemme 10.2, on
obtient

�
�
f (j)
�
= �

�
f (j)
�
= � (f) ; (j = 0; 1; 2; :::) :

10.5 Preuve du Théorème 10.3.

D�après le Lemme 10.4 (iii), toutes les solutions non triviales de (10:1:1) véri�ent

�p (B) � �p+1 (f) = �p+1 (f) = �p+1 (f) � �M;p (B)

avec au plus une solution exceptionnelle f0 telle que �p (B) > �p+1 (f0). En utilisant (10:1:2)
et le Lemme 10.1 on a

m (r; Aj) � m (r; Aj�1) +O

 
expp�2

�
1

1� r

��+"! �
� = �p (Bj�1)

�
;

où r =2 E1 � [0; 1) avec
R
E1

dr
1�r <1; pour tout j 2 N; qu�on peut écrire

m (r; Aj) � m (r; A) +O

 
expp�2

�
1

1� r

��+"!
(j = 1; 2; 3; � � � ) : (10.3.7)

D�autre part, on a de (10:1:3)

Bj = Aj�1

�
A0j�1
Aj�1

�
B0
j�1

Bj�1

�
+Bj�1

= Aj�1

�
A0j�1
Aj�1

�
B0
j�1

Bj�1

�
+ Aj�2

�
A0j�2
Aj�2

�
B0
j�2

Bj�2

�
+Bj�2
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=

j�1X
k=0

Ak

�
A0k
Ak
� B0

k

Bk

�
+B: (10.3.8)

Maintenant, montrons que Bj 6� 0 pour tout j 2 N: Pour cela, supposons qu�il existe j 2 N
tel que Bj = 0: D�après (10:3:7) et (10:3:8) on a

T (r; B) = m (r; B) �
j�1X
k=0

m (r; Ak) +O

 
expp�2

�
1

1� r

��+"!

� jm (r; A) +O

 
expp�2

�
1

1� r

��+"!

= jT (r; A) +O

 
expp�2

�
1

1� r

��+"!
(10.3.9)

ce qui implique la contradiction �p (B) � �p (A) : Donc Bj 6� 0 pour tout j 2 N: Supposons
maintenant qu�il existe j 2 N tel que Fj = 0: Alors, de (10:1:5)

F 0j�1 (z)� Fj�1 (z)
B0
j�1 (z)

Bj�1 (z)
= 0

ce qui implique
Fj�1 (z) = cBj�1 (z) ; (10.3.10)

où c 2 C�: D�après (10:3:8) et (10:3:10) on a

1

c
Fj�1 =

j�2X
k=0

Ak

�
A0k
Ak
� B0

k

Bk

�
+B: (10.3.11)

d�autre part, on a de (10:1:5)

m (r; Fj) � m (r; F ) +O

 
expp�2

�
1

1� r

��+"!
(j = 1; 2; 3; � � � ) : (10.3.12)

D�après (10:3:11) ; (10:3:12) et le Lemme 10.1, on a

T (r; B) = m (r; B) �
j�2X
k=0

m (r; Ak) +m (r; Fj�1) +O

 
expp�2

�
1

1� r

��+"!

� (j � 1)m (r; A) +m (r; F ) +O

 
expp�2

�
1

1� r

��+"!

= (j � 1)T (r; A) + T (r; F ) +O

 
expp�2

�
1

1� r

��+"!
ce qui implique la contradiction �p (B) � max

�
�p (A) ; �p (F )

	
: Comme Bj 6� 0, Fj 6� 0

(j 2 N) ; alors en appliquant le Théorème 10.1 et le Lemme 10.4 (iii) on a

�p (B) � �p+1
�
f (j)
�
= �p+1

�
f (j)
�
= �p+1 (f) � �M;p (B) (j 2 N)

avec au plus une solution exceptionnelle f0 telle que �p (B) > �p+1 (f0) :
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10.6 Preuve du Théorème 10.4.

En utilisant le même raisonnement du Théorème 10.1, on obtient le Théorème 10.4.



Conclusion et Perspectives

Dans cette thèse, on a étudié certains problèmes liés à l�ordre de croissance et à la distribution
des zéros des solutions des équations di¤érentielles complexes dans le plan et le disque unité.
Des résultats importants on été obtenus sur les équations homogènes et non homogènes à
coe¢ cients fonctions polynômes et fonctions transcendantes. L�outil principal utilisé dans
cette étude étant la théorie de Nevanlinna. Cette théorie est la plus approprié dans l�étude
des équations di¤érentielles. On a commencé cette thèse, par montrer quelques nouvelles
propriétés sur l�ordre et le type de croissance et la relation entre eux. On a prouvé aussi
dans le troisième Chapitre quelques estimations sur la croissance des dérivées logarithmiques
des fonctions méromorphes et entières et leurs applications dans la théorie des équations
di¤érentielles. Par exemple, dans le Théorème 3.4, on a étudié une version plus générale de
l�équation de Verhulst-Pearl (voir [29])

x0 (t) = x (t) [a� bx (t)] (a; b > 0) ;

qui est le modèle déterminant les causes qui agissent sur l�accroissement d�une population.
Dans les Chapitres 4-8, on a étudié le problème de la croissance et l�oscillation des

polynômes di¤érentiels dans le plan complexe et le disque unité, on a montré sous certaines
conditions que les polynômes di¤érentiels possèdent les mêmes propriétés des solutions, d�une
manière analogue, on a étudié le même problème pour les polynômes des solutions w =
d1f1 + d2f2; lorsque f1 et f2 ne sont pas solutions de la même équation.

Dans les Chapitres 9-10, on a utilisé une nouvelle technique pour étudier le problème de
la distribution des zéros des dérivées des solutions des équations di¤érentielles non-homogènes
du second ordre dans le plan et le disque unité.

En�n, on propose quelques questions et problème ouverts.

Problème 1. Soient f1; f2; :::; fk des solutions linéairement indépendantes de l�équation à
coe¢ cients fonctions méromorphes

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + :::+ A0 (z) f = 0:

Que peut-on-dire sur l�ordre et l�oscillation de la combinaison des solutions

w = dkfk + dk�1fk�1 + :::+ d0f;

où di (z) (i = 0; 1; :::; k) sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni ?

Problème 2. Soient f et g deux solutions des équations

f 00 + A (z) f = 0
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et
g00 + (A (z) + h (z)) g = 0;

où A et h sont des fonctions entières telles que � (A) > � (h) : Quelle est la relation entre
l�exposant de convergence de f et de g?

Problème3. Peut-on obtenir des résultats analogues à cette thèse pour les équations fonc-
tionnelles complexes ? (voir [58]) :
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