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Méthode BKW formelle et spectre
des molécules polyatomiques
dans Papproximation de Born-
Oppenheimer

Bekkai Messirdi et Abderrahmane Senoussaoui

Résumé On étudie le spectre d& = —h?A, — A, + V (x, y) surL? (R¥ x R¥), lorsque

h tend vers zéron > 2, p € IN*, dans le cas ou le potenti®l (x, y) est singulier de type de
Coulomb et la premiére valeur propre @g(x) = —A, + V (x, y) surL(IRi”) admet un puits

non borné. En utilisant une version formelle du calcul h-pseudo-différentiel matriciel a symbole
opérateur sur I'opérateur régularisé Bepar des changements de variables adaptés, on montre
I'existence de développements de type BKW pour les valeurs proprBstiées fonctions

propres associées.

PACS N. : 31.15—p

Abstract: We studied the spectrum & = —h?A, — A, + V (x, y) on L? (R¥ x IR¥) ,

whenh tends to zeron > 2, p € IN*, in the case where the potentidl(x, y) is singular and

of Coulomb type and the first eigenvalue@f(x) = —A, + V (x, y) onL (IRffV) admits an
unbounded well. Using a formal version of the h-pseudodifferential calculus on the regularized
operator ofP with adapted changes, we obtained WKB-type expansions of eigenvalues and
associated eigenfunctions Bf

1. Introduction

Cet article est consacré a I'étude en limite semi-classique du spectre ponctuel de I'opérateur de
SchrédingerP = —h2A, — Ay + V(x,y)surL (IR?" X IR?”), n>2,p>1ldanslecasoule
potentielV (x, y) est singulier et ol la premiére valeur propg(x) de Q (x) = —A, + V (x, y) sur
L (IR?”), présente un puits non borné et non nécessairement connexe.

Quelques recherches sont connues a ce propros mais ce sont notamment les résultats de Klein et al.
[1] et ceux de Martinez et Messirdi [2] qui sont utilisés ici et qui ont motivé cette étude.

Dans leurs articles, Martinez [3] et Messirdi [4], en s’appuyant sur le calcul h-pseudo-différentiel,
ont montré I'existence, sile potentiel est régulier, d’un développement en puissanéé&sats valeurs
propres et des fonctions propres Be

L'objet de ce travail est de montrer I'existence de tels développements asymptotiques si le potentiel
V (x, y) est singulier de type de Coulomb.
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En utilisant une version formelle du calcul h-pseudo-différentiel a symbole opérateur (cf. réf. 5)
sur I'opérateur de Grushin associéPaet A1 (x), on arrive a réduire I'étude spectrale &ea celle
d’'un opérateur h-pseudo-différentiel sm(IRf’;”) de symbole principa? + A1 (x). Puisque le puits
de potentiel défini pak (x) est dans ce cas une sous-variété c@ Eiformément dégénérée, on
adopte ici les techniques de Helffer-Sjostrand [6] pour montrer I'existence du spectre ponctuel et pour
construire les fonctions propres BKW depour une molécule linéaire, plane ou non plane.

Dans la mesure ou I'on suppose que le potentiel de la molécule étudiée a des singularités Coulom-
biennes (ce qui concernt les cas physiques), on perd la régulaxitedn (x, y) , ce qui ne nous permet
pas d'utiliser directement le calcul h-pseudo-différentiel puisque les dérivées dioetire d'un tel
potentiel auront une singularité d’autant plus fote gt grand.

On montre cependant que I'emploi d'un tel calcul est encore possible en réguldrigsant)
par un changement de variable adéquat. On se heurte alors a deux probléemes majeurs, celui de la
non compacité de I'ensembi& de collision de la molécule et de la zone classiquement accessible
AIl (1 — o0, b)) définie par les niveauxi(x) etig = Igg A1 (x) < b et celui de la régularisation

xelR™\C
du potentielV (x, y) a I'extérieur deC. \

Il a été montré en 1992 par Klein et al. dans [1] que lorsqu’on veut étudier le spedtrprés d'un
niveau d’énergie stable, on peut réduire le probleme a une matrice d'opérateurs h-pseudo-différentiels,
ceci en utilisant des changements de variables dépendant de du typey — y = F (x, ),

ol F (x, .) est un difféomorphisme de IR, défini pourx & I'exterieur deC et égal a I'identité pour
ly| = +o0.

Dans le cas du spectre discret la région classiquement accessible est compact¥ @gansiit par
un nombre fini de changements de variables du type précédent on peut régddniseru voisinage
de cette région.

Contrairement a cela quand on veut étudier le spectrefiés d'un niveau d’énergie de diffusiap
la région classiqguement accessible n’est plus compacte et donc les changements de variables précédents
ne sont plus suffisants pour régulariser I'opérai@ur).

Pour palier & ce probléme Martinez—Messirdi ont trouvé en 1994 dans [2] un changement de variable
eny qui leur a permis de localiser les singularités du potentiet, y) sur la sphére unité de #Rde
régulariserQ (x) et d'étudier les résonances des molécules diatomiguesl).

Dans le cas des molécules polyatomiques I'ensemble de collisivast plus compact, et pour
cela on commence par régulariser I'opérat®uen P¢ prés deC en annulant le potentie¥ (x, y)
dans cette région par une troncatyresans trop modifier le spectre d& En généralisant ensuite
la technique de Martinez—Messirdi [2] a des dimensions supérieanesonstruit un changement de
variabley’ = (5y (y1) , ... ox (¥p)), x € R¥\C,y = (y1, ..., yp) € R, tel que

G (vj) =1t si |yj| < Ixl
G (v;) = Ny; si |y = 2lx|
jef{d, .., p}, N entierfixé assez grand

&, localise les singularités de (x, y) sur la boule unité de R et régulariseQ (x) a I'extérieur de
C sur une partie convenable de la sphére unité d&, IRautre partie de la sphére étant plongée dans
'ensemble{¢ = 0}.

Puis, par le biais du probléme de Grushin et grace a la machinerie développée dans [1] on raméne
I'étude spectrale d@ a celle d’'un opérateur plus simple n’agissant que sur les variabl@a obient
alors une valeur propre formelle et une fonction propre formell® dir chacune des composantes
connexes du puits de potentiel d’'une molécule polyatomique non plane. D’autre part, les résultats de [7]
montrent queP n’a gu’une seule valeur propre dans l'intervdllecc, g + O (h)] lorsqueh — 0T;
on en déduit que c’est cette valeur propre dont on a obtenu le développement asymptotique. De plus,

©2001 CNRC Canada
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a l'aide d'estimations de type Agmon si&r, on montre que la fonction BKW que 'on a construite
approxime correctement la fonction propre Bl@ssociée a cette valeur propre.
2. Préliminaires et hypothéses

On s'intéresse a I'étude spectrale de I'opérateur

P=—h?A, —Ay+V (x,) (2.1)

surL? (IRf" X IR?”) lorsqueh tend vers &, n > 2, p > 1. Dans le cas des molécules polyatomiques,

x € R¥ représente la position d@ + 1) noyaux par rapport au centre de masses IR%” est la
position degp électrons et tend vers ¢ lorsque la masse des noyaux tend vets. V (x, y) est une
fonction faisant apparaitre des interactions de type de Coulomb de la forme :

o, p '3
Vix,y)= + ik + _Pik
(x,y) Z |x] ] Z <|y,+Xk| ly; —xk|) Z .

jk=1, j#k |y] - )’k|

Jik=1 1<j=<p
J#k 1<k<n
=Wkx)+ Vi(x,y) (2.2)

W (x) est le potentiel d’interactions noyaux—noyauxX/et(x, y) contenant les interactions noyaux—
électrons et électrons—€électrons.

Les constantas;y, aﬁ etp, sontréellesy j; sont supposées positive@‘tk sontdes constantes d’in-
teractions noyaux—électrons, elles caractérisent I'aspect géométrique de la molécule@} ex.asfk,

Vj, k, la molécule est symétrique). Alors pdusuffisamment petiP est auto-adjoint sut? (IR3<”+1’))
de domaing? (IR3"*+P)) semi-borné inférieuremert > —y, y > 0.

Pourx € IR¥\C, posong (x) = —A,+V (x, y)ouC estl'ensemble de collisions des noyaux de la
moléculeC = {x = (x1, ..., x,) € R Eiz # j, xi = x;}. En particulier, 'opérateu@ (x) défini sur
L? (IR%P) est auto-adjoint de domairé? (IR%7). Notons pai; (x) la premiére valeur propre d2 (x)
(elle existe et elle est simple d’aprés la formule du Min—Max justifiée par le faitqee—y, y > 0)
et considérons la fonction propse (x, y) associée a1 (x) et normalisée dans? (IR3”).

Etudions le spectre dB dans l'intevallel = ]—oo, b] avec

so= inf a1(x) <b 2.3)
xelRS’l\C

en supposant gue; (x) est separée du reste du spectrgde) :

(HD) inf ~ {sp(Q (x)\A1(x)} > b

xelR *"\¢

Ceci implique particuliérement que le projecteur spectrat) de Q (x) associé &1 (x) estC?-
régulier par rapport a (cf. [8]). Pour définirr (x) sur un contour complexe fermé simple indépendam-
ment dex, on suppose en outre que la fonction (x) — W (x)) est uniformément bornée surfiRC,
ceci est automatiqguement le cagsj < 0.

Dans une premiére étape, on régularise I'opérafepres de I'ensemble de collisighen annulant
le potentielV (x, y) dans cette région. Pour généraliser les travaux de [1] et [2] on suppose que la région
classiquement accessil:ﬁlg1 (1) n'est pas bornée (ce qui est le cas.giest plongé dans le spectre
continu deP) et est située loin dé. Ainsi il existe un entier natureV assez grand tel que :

2

_1 <

(H2) d(C,/\l (1)) > =
©2001 CNRC Canada
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oud est la distance euclidienne de¥RNotonsVy = {x eIR3; d(x,C) > %} et remarquons que
VyNS¥-1 £ g, (R¥\Vy)Ns¥~1 £ g ous® 1 estlasphere unité de3R Considérons la fonction
¢ € C* (IR*,R) telle que :

{ ¢ =1 sur [Z, 400[.[1 +oo[.(Vy N S31) (2.4)

£ =0 sur IR\ [, +oo[.[L +ool. (Vy N s¥1)

la forme de I'ensemble conique apparaissant damb provient de I'écriturer = d (x, C) d(lWXl’Slj_l et

de la définition deVy. Pourag > Ap fixé, posongD® (x) = —A, + ¢ (x) V (x, y) + (1 — ¢ (x)) ag et

P¢ = —h?A, + QF (x). D’'autre part, on sait que le spectre Be coincide avec celui d& modulo une

erreur exponentiellement décroissante lorsiue- 0™ (cf. [2]), il est alors plus commode d’étudier
'opérateurP’ au lieu deP. Puisquekl_l (I) n'est pas borné et que le potentiélx, y) est singulier

on ne peut pas appliquer directement le calcul h-pseudo-différentiel, on va néanmoins montrer dans les
paragraphes suivants que ce calcul est encore valable modulo un changement de variable.

3. Localisation des singularités

On construit un changement de variable convenable permettant de localiser dans un compact de
IR®" les singularités em dépendant de du potentielVy (x, y). Soity € Cy¥ (Ry) telque0< x <1,
x' <0et

x(@)=1 pour O<s<1
x(s)=0 pour s=>2

pourr > % ett > 0, on définit la fonction :

p(r,t)=£x<£>+Nt (1—)((5)) (3.1)

on aalors:

() % >0 sur[X, +oo[ x Ry

(i) o (r,t) estsurjective de IR dans IR
k . . .
(i) Vk > 1, ng est uniformément borné 5[15% +o0o[ x R
Ceci montre que la fonction— p (r, t) est un diffeomorphisme de IR si on note pae, son inverse
on a par constructioa, () = ﬁ sit > 2Nreta, (t)=rt,sit <1.
Pourx € R¥, d(x,C) > +, on définit l'applicationd, : IR® > s > ajy (Is]) & 6x aux
propriétés suivantes (cf. [2]) :

Lemme 3.1.()) Vx € R¥, d(x,C) > %, la fonctiond, est un difféomorphisme d&* dans
IR? dépendant de maniér€> de x et Va e IN3\{0}, 90y (s) est uniformément bornée sur
{d(x.0) = %, 5 € R%},

Vie{l, .., n}, O (l’;—’l) =X, X =(X1,.0., Xp)
()Y 6, () =3 si |s|=2N x|

O (s)=lx|s si |s|<1
Notonss, = 9;1, oy Vérifie : 5, (s) = Ns, Si|s| > 2|x| eto, (s) = =, sils| < |x].

BN

©2001 CNRC Canada
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Soit l'application IR? 5 y = (y1,...,yp) > 0x (y) = (ox (y1) s .-, x (¥p)), alorsoy est un
dlffeomorphlsme de IR et 'opérateurQ (x) est transformé e (x) par le changement de variable
y' = oy (y). Puisqued, = (d,0x) 8,y avec(dyoy) = O (1), on peut écrire :

+

Q(x)=T(x,y’,hDy/;h)+W(x)+ Z Yjk n Z
2o (0)) 200 (%)] e

1<k=<n
ouT (x, y',hDy; h) est un opérateur différentiel elliptique de degré 2ea coefficients dépendants
régulierement par rapport.aet y’ et uniformément bornés dar{ﬂ (x,C) > %} x IR3P. Lintérét
principal de travailler avec I’opérate@ (x) au lieu deQ (x) est que les singularités endépendant
de x du potentielV; (x, y) sont maintenant localisées daUs{yj = + } De plus, par le méme

(3.2)

(n) b (34)|

changement de variable, I'opérateRise transforme en :
P=T(x,y,hDx, hDy; h) + O (x) (3.3)
ou T estun opérateur différentiel de dégt & coefficients réguliers bornés §dr(x, ) > &} x IR%.

4. Régularisation du potentiel
Puisque{x € R¥;d (x,C) < &} c R¥\ [53;, +00[. [1, +oo . (Vy N §¥~1), alors P¢ est un
vrai opérateur h-pseudo-différentiel a symbole opérateur $tif R}, +00[ . [1, +oo[ . (Vy N $¥71).
Pour régulariseP® dans la régioff 5k, +oo| . [1, +oo[ . (Vy N $%~1), on construit des change-

ments de variables similaires a ceux utilisés dans [2] et [9].

Soit xq fixé dans| 5%, +oo[ . [, +o0[ . (Viy N $3~1) (doncd (xo,C) = xo ¢ C ) et pour

mv
x € IR¥\C, tel que & |x| est assez proche d@p— (équivalement |x\ est assez proche qu Vj €
{1,....n}, xo = (xg, . n)) on consideére la fonction définie sur3IIBar

0
Fy, (x, S)—S‘i‘Z(m—m)(fj()_f]( S)) 4.1)
avecf; € C (R3, R), f; <x0|> =8k etf; (-%) =0, Vj,k € {1,..,n}. Pourx € IR¥\C,

tel que est dans un voisinage assez peii§ de % la fonction Fy, (x, .) est un difffomorphisme
ver|f|ant

0 0
X X X X,
F)Co x5_k =_k7 FXO x?__k :__k7 Vke{lv'an}
|xol |x| |xol x|

Va € IN3, ac, > 0, Vx € RLwy, Vs, s’ € IR3:

1

—|S—S|<|FXO(xs) xo(xs)|<Co|s—s|

05 Fua 5.9) =8 g (1) = Cafs = @2)
|3ngo(x,S)} < Co, || > 1

©2001 CNRC Canada
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six €[4, 400 . [1, +00[ .0xg, €LY = (y1, ..., ¥p) € IR®, notons paiGo(y) = (0x (Fio(x, 1)), .y
Ox (Fyo(x, yp))). En vertu du lemme 3.1 et des propriétd<), on a :

Lemme 4.1.Va € IN¥, il existe une constant€’, > O telle queVx € [+, +oo[ .[1, +00[ .y,
Vy,y € R% ona:

<ChL+IxD |y —|

1
a ly =y < ’Gg » —-G2(y)

WG () =G (V)

<Cyly-y

s el =1 (4.3)

M| =€ el

Le changement de variable— y' = G, (y) = (ch))_1 (y) transformeQ? (x) en:

() at
Q5 () = Ty (x.y hDy:h) + ¢ (x) W (x) + 2 : jk _
1<j<p|G? (y/.> + GO (x_,()‘
1<k=n J [xol

P .
+Z ‘Go(é'/()x)ﬂéko( /)‘ +(1-¢x)ag
', = X y - X y
]j];kl / k
= Ty (x. Y. hDy; h) + VE (x. ') (4.4)

ou Ty, (x, ¥/ hDys; h) est un opérateur d’'ordre 2 elliptique eha coefficientsC par rapport & et
y’ et uniformément borné dar{s eR3; d(x,C) > %} x IR37_ Il en résulte d’aprés le lemme 4.1
queVy, (x, y') est un opérateur auto-adjoint @ (IR%”) dansL? (IR%), de classe& ™ par rapport &
X dans[%, +o0[.[1, +oo[. (Vy N §%~1). On a ainsi obtenu le résultat suivant :

Proposition 4.2.Pour toutxg € Vy N §3~1, il existe un voisinage,, dexo dansVy N $¥~1 et une
applicationGo de classeC°,

Go: [+.400[[1, +ool.wy, x R¥  — R¥
(x,y) = GY()

telle que pour tout, G9 est un difféomorphisme dR®” et si on note
Uo (x) ¢ (v) = ¢ (Go (x. y)) |det(3, Go (x. )|

alors 'opérateur

0%, (x) = Up (x) 0% (x) Uy * (x)

estdang"g® (]% +00[.]1, +ool.wyy; L (H? (R®), L2 (IR%P))). Ici C° estI'ensemble des fonctions
de classaC > dont les dérivées de tout ordre sont uniformément bornées.

REMARQUE 4.3 : On a su€g® (14, +00[.]1, +00[.wx, x IR%),
Uo () U () = == + 1, (ot ) 2 4 K (x, y)

X) — X)=— i(x,y) — i (x,
0 ij 0 8xj / Y dy / Y

©2001 CNRC Canada
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ou d'aprés le lemme 4.1, K; € C3° (14, +00[.]1, +ool.wg x IR%P) avec
1/2 -1/2

b, (Jdee(5,69)[ )

Uo () (—h?Ax) Ug ™t (0) = W (Dx + J (5, 3) Dy + K (x, ) (4.5)

Y% p, (‘det(aycg) _l/2>

Par compacité d&y N 531, on peut trouver un nombre fini d’ouver@sj)j:o:l, tels quev; e
{1, .., jo}, il existe uneC>-applicationG; de [+, +oo[.[1, +oo[.w; x IR% dans IR ol Vx e
[%, +oo[.[1, +ool.wj, G| (x,.) est un difffomorphisme de{R.

Onnotel; (x) ¢ (y) = ¢ (G; (x,y)) |det(3,G; (x, y))|1/2, alors

J,»(x,y)zax_/(c;g)fl et Kj(x,y)=(det(ay02)

J(x,y) =0 (GS)_l et K(x,y):‘det(ang)

05 (x)=U; () Q° U (x) e CF (]% +ool.]1, +ool.wj; £ (H2 (lRSP) L2 (IR31’)>>

5. Probléme de Grushin

Comme dans [2] proposition 5.1, il est facile de construire a partir des hypoth@se®t (H2)
une fonctionws (x, y) € CO (R¥, H? (IR%7)), lw1 (x, y) 12(R¥) = 1, vérifiant :
(i) wi(x,y) =u1(x,y) SUr[x, +00[.[1, +oo[. (Vy N §¥'~1) x IR
(ii) w1 e C® (R¥\[ &, +ool.[1, +ool. (Vy N $3~1), H? (R%))
(i) Vje{l ...jo}: Uj@wi(x,y) € (14, +0ol.]1, +ool.w;, H? (IR®))

jo

Vje{l .., jo}soiy; € C (w;) tel que Yy 1/,;} = 1surVy ns31 et
j=1

X0 € Cc>® (|R3n) tel qUE(l — Xé)1/4 e C® (|R3n) et

_ | 1 sur R\[, 4ool.[1, +ool. (Vv N S¥71)
0= 0, sur [2, +ool.[L, +oof. (Vi N 31
Pourj € {1, ..., jo}, posonsy; (x) = (1— xé‘ ()c))l/4 Y (ﬁ) Gréce au choix dgg, on a:

Jjo
> xf=1 sur R
j=0
suppy; C [+, +ool.[1, +ool.w), Vj € {1, ..., jo}

(5.1)

Pour étudier le spectre d&¢ prés delg, on considére poux complexe le probléme de réduction
dit de Grushin :

7)( (}\)=< PE—a wl(x7y) ) (52)

<.,wi(x,y)>y O

défini sur L2 (IR3"*+1)) @ L? (IR®) ol <, >y est le produit scalaire dans? (IR%). En vertu de
I'hypothése(H 1) il est facile de vérifier que pourassez proche deg), I'opérateurP? (1) estinversible
d'inverse :

can-l [ ESG) ES Y
(PE) = ( EE ) EL, G )
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ECQ) =7 ) [T (x) P°7 (x) — A]’l’n‘(x) , T =1—7(x)
ES (W) =wi—ESQ) P (wy),  ES (W) =< (1-PESD) (), w1>y (5.3)
ESL (W) =r— < (PS = PYES (1) PY) (w), wy >y

d’autre part, on a par construction :
resp(P) e 0esp(E, () (5.4)

Léquation(5.4) montre I'intérét principal d’avoir considéré I'opératé®f (1) puisqu’il raméne I'étude
spectrale deP sur L2 (IR3"+7)) a celle de Iopérateur’ , (i) sur L2 (R%), n"agissant que sur les
variablesr.

A laide des constructions précédentes, montrons Eﬁg (1) est un opérateur h-admissible en
utilisant les résultats des sections 3 et 4.
uj 0
0 1
et poson§3§ M) =Ujx;PE (L) Z/lj‘lxj. Alors :

Notons pour celd/y = 1,U; = > surL? [+, +ool.[1, +ool.w; x IR®) @ L2 (IR¥"),

P —ax2 2w
Piay=| 4" XL (5.5)
X; <. wij >y 0

ouwy ;= Ujwy et Pf =U;x;j PijTlxj. D'aprées la remargque 4.3, on a aussi

2
Pi = h%; (Dx+ Jj (x,3) Dy + K (x, )" xj + x205 (0 x; (5.6)

Ty =0, (G7h(x,y)) et Kj(x,y) = |det(8,G; (x, )[Y? D, (|det(3,G; (x, )| 2
J

avec/;, K; € C;° (]% +oo[.]1, +ool.w; x IR3P).AIors7?f. (1) estun opérateur h-pseudo-différentiel
matriciel & symbole opérateur dafigH?2 (IR%) & C, L? (IR®) & C), son symbole principal est donné
par :

E2+ 050 —h  wj(x,y)
<.,wyj(x,y)>y O

pj (x,s;x)=x,?(x>< >=x§(x)5,» (x, & 1) (5.7)

L'hypothése( H1) montre quep; (x, &; A) est inversible pour tout assez proche de et (x, &) €
T* (suppy;) (j = 0), son inverse notg; (x, &; A) est exprimé par :

4 (v, &0 = ( I s oY) ) (5:8)

<Lwi;(6,Y) >y A—E2— <wi(x,y), 0 (D) wi(x,y) >y

ou

-1
Xj g0 =7 @ [7 @ (8+ 0 - 1) 7 w] 7w

T =01-7w), 7@ =U;xmnrx) Uj?l (x)
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Posons :
Q) = Zwl 7 () Op (g7 (x, & 1) U x; (x) (5.9)

on a par le théoréme de composition des opérateurs h-admissibles (cf. [5]) :
PE(AM) QM) =1+hR ()

Jjo
RO =Y U xjaR; 0)Ujxja
j=0

(5.10)

avecy;,1 € C° (14 +00[.]1, +00[.w;) & support dan , +oo[.[1, +ool.w;,1, (wj,1 CC w;) pour
J=>=1,%1€C*® (IR3”) est choisie commgg etR; (1) estun opérateur h-pseudo-différentiel matriciel
uniformément borné par rapportisur L2 (IR3"+7)) @ H2 (IR%). L’ équation(5.10) donne :

+00
(PE) =00 Y (“hR())"

m=0

gu’on peut aussi écrire modul® (A1) :
(P* ()~ Zu K€ WUT; (5.11)

ou {Ej (A)}§10 sont des opérateurs h-pseudo-différentiels matriciglsest définie commeyg et
X € C° (14, +ool.]1, +ool.w;) & support danpx, +00[.[1, +00[.3;, B; CC wj, j € {1, ..., jo}.
Les formuleg(5.8) a (5.11) montrent queEﬁr (1) est un opérateur h-pseudo-différentiel matriciel de
symbole principak — £2— < w1 (x, y), O (x) w1 (x, y) >y.
On obtient alors le résultat suivant :

Théoréme 5.1.Sous les hypothéséF 1) et (H?2) et pouri assez proche di, il existe un opérateur
h-admissible scaIaireEiJr (1) de symbole principal — £2— < w1 (x, y), OF (x) w1 (x, y) >y tel
que:

» e Sp (PY) ¢>Oesp(EE+(/\))

de plus, si la fonctiort est choisieO (3)-invariante alors I’opérateurEiJr (1) est O (3)-invariant,
c.-a-d. sion note pat/ge (x) = ¢ (Rx), Rx = (Rx1, ..., Rx,), YR € O (3) ,0u0 (3) est le groupe
orthogonal de IR, on a:

[Ei L), UR] —0 (5.12)

Preuve Il reste & montre¢5.12). Notonsﬁmp (x,y) =9 (Rx, Ry), ﬁRw (y) = ¢ (Ry),VYR € O (3).
Posons

_(Ug O
MR_(O UR)
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Ur, Ur etlg sont unitaires respectivement siff (IR3"+7)) | 1.2 (IR%) etL? (R3"+P) @ L2 (R¥") .
Puisque le potentiel est radial, on a :

Ug'Q (x) Ug = Q (Rx) (5.13)
commeq (x) est simple, on en déduit d6.13) :
ul (RX,R)’) =ua (x, Y), )\l(Rx) :)\l(x) (514)

de plus, grace au choix deet par construction de1, on awy (Rx, Ry) = w1 (x,y), P* M UR =
URPE (1) et (PE (V) " Ug = Ug (P (). Ainsi

ES,0)Ur=UgES, (1) MW

6. Constructions BKW

Dans cette section on montre I'existence du spectre ponctu@ deon cherche des solutions
asymptotiques en puissancesdges fonctions propres et des valeurs propreB dées constructions
sont appelées solutions BKWn montre qu’elles approximent correctement les vraies fonctions propres
et les vraies valeurs propres de I'opératBuPour construire ces solutions approchées, I'idée consiste
ici de reprendre la méthode de la section 5, mais en se placant dans le contexte pseudo-différentiel
formel (cf. [3,7]).

Supposons que le puits de potentiek AIl (Mo) créé par la valeur propre (x) est minimal dans
le sens:

(H3) [ = {Rxo; Re O(3)} pour xo= (xf, ...,x,?) c R¥\C

= [% +oo[ [, oo . (VN N 53"—1)

D’un point de vue physique et chimique le puitsiécrit la forme de la molécule étudiée et sa forme
géomeétrique définit trois types de molécules, les molécules linéaires, planes ou non planes. Mathémati-
quement, si on considére le sous-espade IR® engendré par les composan{eg, x,?} du vecteur
x0, alors dim€ € {1, 2, 3} et la molécule prendra la forme linéaire, plane ou non plane respectivement
si la dimension d& est égale a 1, 2 ou 3.

La dimension de& définit la forme géométrique de la molécule et de son puits de potentiel comme
le montre le résultat suivant :

Proposition 6.1. Si la molécule est linéaire, plane ou non plane alors le puits de poteftiet
difféomorphe &2, SO (3) ou O (3) respectivementSO (3) = {R € O (3); detR = 1}).

Preuve :Sila molécule est linéaire, aloBsy € S tel queY,j € {1, ..., n}, x; = cjwo, c; € R.Alors
I'application $2 5 w —> (c1w, cow..., caw) € ' répond & la question.

Sila molécule est plane, on peut supposerxfuetx sont linéairement indépendants, considérons
les deux sous-groupes d’isotropies

alors d’apres le théoreme d’'Euler (cf. [10]),N I2 = {Id, Ro} ou Ro est la matrice de réflexion par
rapport & et son supplémentaig:

z Si ze€eé&

—z Si z€€& (6.2)

Roz={
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puisque deRy = —1 alorsO(3)/ {Id, Ro} est difféomorphe &0 (3). De plus, sixg € IR®\C est tel
que R1xo = Roxp pour R1, Ry € O(3) anrsRl_le € Ih1 N I = {Id, Ro}, ceci montre qud™ est
difffomorphe 20 (3)/ {Id, Ro} etI’ >~ O(3)/{Id, Ro} >~ SO(3).

Si la molécule est non plane, on suppose q%exg xg sont linéairements indépendants, ce qui
entraine qudy N Io N I3 = {Id} et quel’ ~ O(3). [ |

REMARQUE 6.2 :0(3) est une variété de clasgsg® ayant deux composantes conne)a;%(3) =
{R € O(3); detR = £1}; alors le puits de potentidl d’'une molécule non plane est une variété de
cI%sseCOO ayant deux composantes connexes qui sont interchangées par la réflexior-x dans
R,
Posons = dimT" (v < 3n) et notons par'; I'une des deux composantes conneXes<I'; dans
le cas linéaire et plane) de
(H4) On suppose que din] (I'1) < 3n — v (A] (I'1) est la hessienne transversalexdesurl'y).
Notons pary (x) la distance d’Agmon de & I'; associée a la métriqué.1(x) — Ag) dx2. On
sait d’aprés [3,6] qu'il existe un voisinage assez petit d&; tel quey € C® (Q) et (vy)? (x) =
A1(x) — Ag, Vx € Q.

Jo .
D'aprés I'hypothéséH 3), on prend2 cC (JQ; ouQ; = [, +oo .[1, +oo[ .w;, ot (w;)”
j=1

j=1

est la famille des ouverts obtenus a la sectipar8suppose de plus q¥& (3)Q2 C Q.
Puisquer1(Rx) = A1(x), alors :

Y(Rx) =v¥(x), VReSO®B), VxeQ (6.3)

en vertu de I'hypothéseH 3) et de(6.3), on aAy (x)|Fl = u1 = constante, ce qui exprime qiig est
uniformément dégénérée au sens de [6], on peut alors appliquer les constructions de Helffer-Sjéstrand
et on obtient le résultat fondamental :

Théoréme 6.3. Sous les hypothes¢&/ 1) a(H4) et pour touth > 0 assez petit, il existe une valeur
propre approchée.(h) € IR et une fonction propre approchég) de P, telles que :

400
phy =Y il po=ro,  p1=AY @), (6.4)
j=0

+00
e/ e (x, yih) = k=GN g (x, y) b dans HA(Q x IR%) (6.5)
j=0

v/ Pty = uhy) ()

= O(h*®
L2(QxR%P) ™)
olla; € H?(Q x IR%) etag(x, y) = bo(x)u1(x, y) avechy € C* () est la solution du probléme de
Cauchy :

2 Y. bo+ (AY — u1)bg =0 surQ2 (6.6)
bor, =1 '

M2 =< — Ay ui(x,y), u1(x,y) >y, +Cr
(6.7)

- _ — 1 A2 _ 1 |y3
Cr = Ab0|r1 = 4M1A 1/f|rl 22 \Y% I//|rl
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Montrons d’abord le lemme suivant :
Lemme 6.4. (i) A, estSO(3)-invariant

(ii) o estbien définie

_ 1 A2 1
(iii) — Abo|r1 = mA wlrl — 57

3 2
uf v ml"l

Preuve :(5.14) donnevR € SO (3),
< Axul (va y)7u1 (va Y) >Y:< Axul (.X, y)»”l(x, y) >Y

donc< A,u1 (x,y),u1(x,y) >y estconstant sur;. L'équation(6.3) montre aussi qués et —Abg
sont constantes slii;. En dérivant deux f0i$6.6) on a :

2/L1Vb0|rl + vslp‘rl = 0
— A2 3
_4M1Ab0‘1‘1 =A I/fh,l + 4V w|F1'VbO|F1

ce qui donneiii). 1 # 0, car sinon on aur&l’t/f‘rl =0, Vp € IN, doncys devient partout constante.
|

REMARQUE 6.5 : |l suffit de construire pour les molécules non planes, la fonction propre approchée
w (x, y; h) de P dansI'; car la fonction proprév (x, y; k) dansI', s’obtient par réflexion en posant
W (x, y; ) = tw (x, y; h) = w (—x, —y; h).

Le facteurh—3*—")/4 dans(6.5) est un facteur de normalisation d&&w (h).

Preuve du théoréme 6.30n adopte ici la stratégie de [1] utilisée dans le cas diatomique en s’appuyant
sur les résultats des sections 4 et 5. Remarquons d'abord®que P etw; = u; sur){l(l) et
considérons l'opérateur de Grushin :

_ UjPUL—2  (x,
Pj ) =U;P MU, = ( <]. uljj (x,y) >y glyl e ) (©.8)

définit sur l'espace des séries formelles V& Zoh‘me«//zsj, s5; € C®(Q;, H* (R¥) @C) et
jz

uyj (x,y) =U; (x)uz(x,y) € C*®(Q;, H? (R3)).P; (1) estalors un opérateur h-pseudo-différent-

iel matriciel formel de symbol@; (x,&; 1) = > hic; (x,&; 1), o € C, les coéfficients:; sont des
j=0
fonctionsC®> en(x, &) pourx € Q2 eté assez proche de-i Vi (x)) et de symbole principal

E+0,0—1  u;(xy) ) (6.9)

<.,u1j(x,y)>y O

ﬁo,j(x,é';?»)=(

D’autre part, du fait quevw)z (x) = A1(x) — Ag et en vertu de 'hypothésgH 1), il est facile de
vérifier que poun. assez proche dey, Vj € {1, ..., jo} etV (x, &) € Q;‘ I'opérateurpg ; (x,&; 1) est
inversible deH? (IR%7) & C dansL? (IR®) @ C. Ceci nous permet de construire I'inverse formel de
P; (L) noté€; (1) tel que sig; (x, &; 1) est son symbole, alors :

{ (Pi#q)) (x, & 1) = l2ranec (6.10)

(@#P)) (5. & 1) = Lyzronec
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en écrivant

E;j() ET®
&0 = ( EX () Ert ) )

il apparait dg5.3) queE; (1), E/i (1) et E;Jr (1) sont des opérateurs h-pseudo-différentiels formels
de symboles analytiques po(, A) assez proche de-iVy (x), Ag) et ou Ej‘+ (1) a pour symbole
principalAi— &2 — 11 (x), Vj € {1, ..., jo}.

Grace aux conditions de compatibilités :

& O) =UUTE MUY sur QN

et par recollement de;+ (1) sur les ouverts2 ;, on peut définir comme au théoréme 5.1 un opérateur
h-pseudo-différentiel formel globa&_, (1), SO (3)-invariant. De plus, on a:

o (Ej+ (x)) =u; (x.y)+ O (h)

1<i,j<3n

0 (E—s (1)) = % — 2 = A1 (x) = 2 {cl W+ Y e s)} +0(n?) (6.1)

olcy (x) =< —Ayuz (x,y),u1(x,y) >y, ete;; estun symbole d’ordre-2 ené.
Pour terminer la preuve on démontre la proposition suivante :

Proposition 6.6.Sous les hypothésé&#/ 1) a (H4) et pourh > 0assez petjil existe une valeur propre

+0o0 .
w(h) = Y wih’; po = o, u1 = Ay (x)|Fl et un symbole formel
j=0

o0 ,
B (x; h) = e V0)/hp=Gn—v)/4 'Zobj (x) h/, avech; € C™® () etbg est donné par (6.6), tels que :
j:

E_4 (u(h) B (x:h) =0 dans eV@/hg@=/4@y 1B (x; b2 =1

En effet, en posanb; (h) = Uj‘lEJTL ((h)) B (h), alors le théoréme s’obtient par recollement des

fonctionsw; () sur les ouvertin)ﬁozl.

Mo
Preuve de la proposition 6.6¥M < IN, cherchons les solutions™ (h) = Y u;jh/ et pM (x; h) =

=0
M-1 ' !
e V/1 5" b (x) h/ du probléme :
j=0
E_i (uMm) p¥ () = €V ray (), g () € STMH(Q) (6.12)
bj e C®(Q), bj(Rx)=bj(x), VYReSO®B), VxeQ '
La résolution se fait par récurrence gdre IN, en s'appuyant su.11).
(1t = [-h2ar+ 22 @]) B = (no+ (V)2 () = ha () boe™"/"

+ (h (u1bo — 2V Vbo — boAyr) — ZhZAbo) g v/h
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Eoy (k2m) 820y = (ko+ (V)2 () = 22.(x)) boe /"
+h (u1bo — 2VyrVbg — boAy) e V" eV (h)
pour qu’on ait(6.12) il faut prendre :
(o + (V)2 (x) — A1 (x))bo=0 sur (6.13)
2VyVbo+ (u1 — AY)bo =0 sur ’
ce qui donnewg = Ag et bg solution du problemég6.6). En particulier, puisqu«éVx/f)‘rl = 0 alors
Ai//h = 1 etbg estS O (3)-invariant.

Supposons I'existence des solutigrié et M de(6.12) pourM < IN* etcherchong ™1 etpM+1,
notonsry, .1 le coefficient de:+1ldansle développement dg (h), alorsrys 1 estSO (3)-invariant et
ona:

By (uM¥200) BY = By (1MF20)) (BY42 = BY) + By (1™ () B
(B (1 2m) = By (1M ) ) B

Eoy (120 (B2 = BM) = (no+ (V)2 () = A1 () burh™ eV /" &7V (i)
+ (uiby — 2V Vby — by Ay) kM e V!

(s (M20) = By (1M )) BY = WMy aboe /1 e V02 )

E_y (MM(h)) B = nM eV by e Vg L ()

o ryy g (h), rZ 1 (h), ry 4 (h) € S™M~2(Q). Ces équations montrent que, est solution du
probléme de Cauchy :

{ 2VYVby + (AY — p1) by = —up4+1bo —ry,1 sur Q
bM‘Fl =0

el—pupyi1 = "M, - u

D’aprés [7] et la proposition 1.5 de [1], sieth > 0 sont suffisament petit®, admet exactement
une valeur propre dans l'interval fe= ]—oo, Ao+ hua + h?ug + 8h5/2] dans le cas linéaire et plane
et deux valeurs propres dans le cas des molécules non planes.

On montre maintenant que la valeur propre approghé®) ainsi construite dang approxime
correctement la vraie valeur propre moddlgi ) .
Précisément, on a le résultat suivant :

Theoreme 6.7 Soit x € C3° (£2) une fonction troncatur§ O (3)-invariante etr le projecteur spectral
de P dans l'interval lel . Alors siw (k) est la fonction propre approchée deobtenue dans le théoreme
6.3 u (h) = |7 xow (W) L7 xw k), vérifieVe > 0,

w(x,y;h) =c(h)x (x)o(x,y;h)+ O (h°) dans H? (|R3<"+P>) (6.14)
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+00
c)=lxomI =Y cjh/, c#0 (6.15)
j=0

D’autre part, pour les molécules linéaires et planes 'unique valeur praprg) de P dans/ vérifie :
E (h) = p (h) + O (h™) (6.16)

etu (h) est la fonction propre normalisée assocCié& &h).
Pour les molécules non planes, les deux valeurs propresh) et E_ (h) de P dans/ vérifient
aussi(6.16) et les fonctions propres normalisées sont données par :

1
ve (h) = T AL+1)u (h) (6.17)

Le développement BKW de (k) s’obtient en reportant6.14) dans(6.17).

Preuve :En vertu du théoreme 3.2 de [1], il suffit de mont(érl5) et (6.17). On a:

A+ 1-7
> u (h) + 5

u(h) = u (h) =1 (h) +v2 (h)

avecr vy (h) = V1 (h), T02 (h) = —7» (h) et par normalisation on obtient. (1) etv_ (k). Soit{pj}j:o:l

une partition de I'unité subordonnée au recouvren{e}}t}ﬁozl deq,

Jjo Jjo
lxe ()17 <Y xpjUTET () B, Y xonU YEf (e (h) B () >
j=1

k=1

Jo
Y < xPoiE] () B (), pU U ES (i () B () >
jk=1

or,U; Uk‘lE,:r (u(h) = E]“ (1 (h)) surQ; N, alors par le theoréme de la phase stationnaire, on
obtient :

+oo
lxw h)|? = ZEjh/, avec Co#0 car by, =1
j=0
+00

ceci nous permet d'inversey_ ¢;h/ et on obtient6.15) avecco = Egl # 0. [ |
j=0
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