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Méthode BKW formelle et spectre
des molécules polyatomiques
dans l’approximation de Born–
Oppenheimer

Bekkai Messirdi et Abderrahmane Senoussaoui

Résumé: On étudie le spectre deP = −h21x − 1y + V (x, y) surL2
(
IR3n
x × IR3p

y

)
, lorsque

h tend vers zéro, n ≥ 2, p ∈ IN∗, dans le cas où le potentielV (x, y) est singulier de type de
Coulomb et la première valeur propre deQ(x) = −1y + V (x, y) surL(IR3p

y ) admet un puits
non borné. En utilisant une version formelle du calcul h-pseudo-différentiel matriciel à symbole
opérateur sur l’opérateur régularisé deP par des changements de variables adaptés, on montre
l’existence de développements de type BKW pour les valeurs propres deP et les fonctions
propres associées.

PACS No. : 31.15–p

Abstract: We studied the spectrum ofP = −h21x − 1y + V (x, y) onL2
(
IR3n
x × IR3p

y

)
,

whenh tends to zero, n ≥ 2, p ∈ IN∗, in the case where the potentialV (x, y) is singular and
of Coulomb type and the first eigenvalue ofQ(x) = −1y + V (x, y) onL

(
IR3p
y

)
admits an

unbounded well. Using a formal version of the h-pseudodifferential calculus on the regularized
operator ofP with adapted changes, we obtained WKB-type expansions of eigenvalues and
associated eigenfunctions ofP.

1. Introduction

Cet article est consacré à l’étude en limite semi-classique du spectre ponctuel de l’opérateur de

SchrödingerP = −h21x − 1y + V (x, y) surL
(
IR3n
x × IR3p

y

)
, n ≥ 2, p ≥ 1 dans le cas où le

potentielV (x, y) est singulier et où la première valeur propreλ1 (x) deQ(x) = −1y + V (x, y) sur

L
(
IR3p
y

)
, présente un puits non borné et non nécessairement connexe.

Quelques recherches sont connues à ce propros mais ce sont notamment les résultats de Klein et al.
[1] et ceux de Martinez et Messirdi [2] qui sont utilisés ici et qui ont motivé cette étude.

Dans leurs articles, Martinez [3] et Messirdi [4], en s’appuyant sur le calcul h-pseudo-différentiel,
ont montré l’existence, si le potentiel est régulier, d’un développement en puissances deh1/2 des valeurs
propres et des fonctions propres deP.

L’objet de ce travail est de montrer l’existence de tels développements asymptotiques si le potentiel
V (x, y) est singulier de type de Coulomb.
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21 juin, 2001.
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En utilisant une version formelle du calcul h-pseudo-différentiel à symbole opérateur (cf. réf. 5)
sur l’opérateur de Grushin associé àP et λ1 (x), on arrive à réduire l’étude spectrale deP à celle
d’un opérateur h-pseudo-différentiel surL

(
IR3n
x

)
de symbole principalξ2 + λ1 (x). Puisque le puits

de potentiel défini parλ1 (x) est dans ce cas une sous-variété de IR3n
x uniformément dégénérée, on

adopte ici les techniques de Helffer–Sjöstrand [6] pour montrer l’existence du spectre ponctuel et pour
construire les fonctions propres BKW deP pour une molécule linéaire, plane ou non plane.

Dans la mesure où l’on suppose que le potentiel de la molécule étudiée a des singularités Coulom-
biennes (ce qui concernt les cas physiques), on perd la régularité enx deV (x, y) , ce qui ne nous permet
pas d’utiliser directement le calcul h-pseudo-différentiel puisque les dérivées d’ordrek enx d’un tel
potentiel auront une singularité d’autant plus fote quek est grand.

On montre cependant que l’emploi d’un tel calcul est encore possible en régularisantV (x, y)

par un changement de variable adéquat. On se heurte alors à deux problèmes majeurs, celui de la
non compacité de l’ensembleC de collision de la molécule et de la zone classiquement accessible
λ−1

1 (] − ∞, b]) définie par les niveauxλ1(x) etλ0 = inf
x∈IR3n\C

λ1 (x) < b et celui de la régularisation

du potentielV (x, y) à l’extérieur deC.
Il a été montré en 1992 par Klein et al. dans [1] que lorsqu’on veut étudier le spectre deP près d’un

niveau d’énergie stable, on peut réduire le problème à une matrice d’opérateurs h-pseudo-différentiels,
ceci en utilisant des changements de variables eny dépendant dex du typey 7−→ y′ = F (x, y) ,

où F (x, .) est un difféomorphisme de IR3p, défini pourx à l’exterieur deC et égal à l’identité pour
|y| → +∞.

Dans le cas du spectre discret la région classiquement accessible est compacte dans IR3n et donc par
un nombre fini de changements de variables du type précédent on peut régulariserQ(x) au voisinage
de cette région.

Contrairement à cela quand on veut étudier le spectre deP près d’un niveau d’énergie de diffusionλ0
la région classiquement accessible n’est plus compacte et donc les changements de variables précédents
ne sont plus suffisants pour régulariser l’opérateurQ(x).

Pour palier à ce problème Martinez–Messirdi ont trouvé en 1994 dans [2] un changement de variable
eny qui leur a permis de localiser les singularités du potentielV (x, y) sur la sphère unité de IR3, de
régulariserQ(x) et d’étudier les résonances des molécules diatomiques (n = 1).

Dans le cas des molécules polyatomiques l’ensemble de collisionC n’est plus compact, et pour
cela on commence par régulariser l’opérateurP en P ζ près deC en annulant le potentielV (x, y)
dans cette région par une troncatureζ , sans trop modifier le spectre deP. En généralisant ensuite
la technique de Martinez–Messirdi [2] à des dimensions supérieures, on construit un changement de
variabley′ = (

σ̃x (y1) , ..., σ̃x
(
yp
))

, x ∈ IR3n\C, y = (
y1, ..., yp

) ∈ IR3p, tel que
σ̃x
(
yj
) = yj

|x| si
∣∣yj ∣∣ ≤ |x|

σ̃x
(
yj
) = Nyj si

∣∣yj ∣∣ ≥ 2 |x|
j ∈ {1, ..., p} , N entier fixé assez grand

σ̃x localise les singularités deV (x, y) sur la boule unité de IR3n et régulariseQ(x) à l’extérieur de
C sur une partie convenable de la sphère unité de IR3n, l’autre partie de la sphère étant plongée dans
l’ensemble{ζ = 0}.

Puis, par le biais du problème de Grushin et grâce à la machinerie développée dans [1] on ramène
l’étude spectrale deP à celle d’un opérateur plus simple n’agissant que sur les variablesx. On obient
alors une valeur propre formelle et une fonction propre formelle deP sur chacune des composantes
connexes du puits de potentiel d’une molécule polyatomique non plane. D’autre part, les résultats de [7]
montrent queP n’a qu’une seule valeur propre dans l’intervalle]−∞, λ0 + O (h)] lorsqueh → 0+;
on en déduit que c’est cette valeur propre dont on a obtenu le développement asymptotique. De plus,

©2001 CNRC Canada



Messirdi et Senoussaoui 759

à l’aide d’estimations de type Agmon surP, on montre que la fonction BKW que l’on a construite
approxime correctement la fonction propre deP associée à cette valeur propre.

2. Préliminaires et hypothèses

On s’intéresse à l’étude spectrale de l’opérateur

P = −h21x −1y + V (x, y) (2.1)

surL2
(
IR3n
x × IR3p

y

)
lorsqueh tend vers 0+, n ≥ 2,p ≥ 1. Dans le cas des molécules polyatomiques,

x ∈ IR3n représente la position de(n+ 1) noyaux par rapport au centre de masse,y ∈ IR3p est la
position desp électrons eth tend vers 0+ lorsque la masse des noyaux tend vers+∞. V (x, y) est une
fonction faisant apparaître des interactions de type de Coulomb de la forme :

V (x, y) =
∑
j,k=1
j 6=k

n αjk∣∣xj − xk
∣∣ +

∑
1≤j≤p
1≤k≤n

(
α+
jk∣∣yj + xk

∣∣ + α−
jk∣∣yj − xk

∣∣
)

+
p∑

j,k=1, j 6=k

βjk∣∣yj − yk
∣∣

= W (x)+ V1 (x, y) (2.2)

W (x) est le potentiel d’interactions noyaux–noyaux etV1 (x, y) contenant les interactions noyaux–
électrons et électrons–électrons.

Les constantesαjk, α
±
jk etβjk sont réelles.αjk sont supposées positives,α±

jk sont des constantes d’in-

teractions noyaux–électrons, elles caractérisent l’aspect géométrique de la molécule (p. ex. siα+
jk = α−

jk,

∀j, k, la molécule est symétrique). Alors pourh suffisamment petitP est auto-adjoint surL2
(
IR3(n+p))

de domaineH 2
(
IR3(n+p)) semi-borné inférieurementP ≥ −γ, γ > 0.

Pourx ∈ IR3n\C, posonsQ(x) = −1y+V (x, y)oùC est l’ensemble de collisions des noyaux de la
moléculeC = {

x = (x1, ..., xn) ∈ IR3n; ∃i 6= j, xi = xj
}
. En particulier, l’opérateurQ(x) défini sur

L2
(
IR3p

)
est auto-adjoint de domaineH 2

(
IR3p

)
. Notons parλ1 (x) la première valeur propre deQ(x)

(elle existe et elle est simple d’après la formule du Min–Max justifiée par le fait queP ≥ −γ, γ > 0)
et considérons la fonction propreu1 (x, y) associée àλ1 (x) et normalisée dansL2

(
IR3p

)
.

Étudions le spectre deP dans l’intevalleI = ]−∞, b] avec

λ0 = inf
x∈IR3n\C

λ1 (x) < b (2.3)

en supposant queλ1 (x) est separée du reste du spectre deQ(x) :

(H1) inf
x∈IR 3n\C

{sp (Q (x)) \λ1 (x)} > b

Ceci implique particulièrement que le projecteur spectralπ (x) deQ(x) associé àλ1 (x) estC2-
régulier par rapport àx (cf. [8]). Pour définirπ (x) sur un contour complexe fermé simple indépendam-
ment dex, on suppose en outre que la fonction(λ1 (x)−W (x)) est uniformément bornée sur IR3n\C,
ceci est automatiquement le cas siα±

jk ≤ 0.
Dans une première étape, on régularise l’opérateurP près de l’ensemble de collisionC en annulant

le potentielV (x, y) dans cette région. Pour généraliser les travaux de [1] et [2] on suppose que la région
classiquement accessibleλ−1

1 (I ) n’est pas bornée (ce qui est le cas siλ0 est plongé dans le spectre
continu deP ) et est située loin deC. Ainsi il existe un entier naturelN assez grand tel que :

(H2) d
(
C, λ−1

1 (I )
)
>

2

N

©2001 CNRC Canada
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où d est la distance euclidienne de IR3n. NotonsVN = {
x ∈ IR3n; d (x, C) ≥ 1

2N

}
et remarquons que

VN ∩S3n−1 6= ∅, (IR3n\VN
)∩S3n−1 6= ∅ oùS3n−1 est la sphère unité de IR3n.Considérons la fonction

ζ ∈ C∞ (
IR3n, IR

)
telle que :{

ζ = 1 sur
[ 2
N
,+∞[

.[1,+∞[ . (VN ∩ S3n−1
)

ζ = 0 sur IR3n\ [ 3
2N ,+∞[

. [1,+∞[ .
(
VN ∩ S3n−1

) (2.4)

la forme de l’ensemble conique apparaissant dans(2.4) provient de l’écriturex = d (x, C) |x|
d(x,C)

x
|x| et

de la définition deVN . Pourα0 > λ0 fixé, posonsQζ (x) = −1y + ζ (x) V (x, y)+ (1 − ζ (x)) α0 et
P ζ = −h21x +Qζ (x). D’autre part, on sait que le spectre deP ζ coincide avec celui deP modulo une
erreur exponentiellement décroissante lorsqueh → 0+ (cf. [2]), il est alors plus commode d’étudier
l’opérateurP ζ au lieu deP . Puisqueλ−1

1 (I ) n’est pas borné et que le potentielV (x, y) est singulier
on ne peut pas appliquer directement le calcul h-pseudo-différentiel, on va néanmoins montrer dans les
paragraphes suivants que ce calcul est encore valable modulo un changement de variable.

3. Localisation des singularités

On construit un changement de variable convenable permettant de localiser dans un compact de
IR3n les singularités eny dépendant dex du potentielV1 (x, y). Soitχ ∈ C∞

0 (IR+) tel que 0≤ χ ≤ 1,
χ ′ ≤ 0 et{
χ (s) = 1 pour 0≤ s ≤ 1
χ (s) = 0 pour s ≥ 2

pourr ≥ 1
N

et t ≥ 0, on définit la fonction :

ρ (r, t) = t

r
χ

(
t

r

)
+Nt

(
1 − χ

(
t

r

))
(3.1)

on a alors :

(i) ∂ρ
∂t
> 0 sur

[ 1
N
,+∞[× IR+

(ii) ρ (r, t) est surjective de IR+ dans IR+

(iii) ∀k ≥ 1, ∂
kρ

∂rk
est uniformément borné sur

[ 1
N
,+∞[× IR+.

Ceci montre que la fonctiont → ρ (r, t) est un difféomorphisme de IR+, si on note parαr son inverse
on a par constructionαr (t) = t

N
, si t ≥ 2Nr et αr (t) = rt, si t ≤ 1.

Pourx ∈ IR3n, d (x, C) ≥ 1
N
, on définit l’applicationθx : IR3 3 s 7−→ α|x| (|s|) s

|s| . θx aux
propriétés suivantes (cf. [2]) :

Lemme 3.1. (i) ∀x ∈ IR3n, d (x, C) ≥ 1
N
, la fonction θx est un difféomorphisme deIR3 dans

IR3 dépendant de manièreC∞ de x et ∀α ∈ IN3n\{0}, ∂αx θx (s) est uniformément bornée sur{
d (x, C) ≥ 1

N
, s ∈ IR3

}
.

(ii)


∀i ∈ {1, ..., n} , θx

(
xi|x|
)

= xi, x = (x1, ..., xn)

θx (s) = s
N

si |s| ≥ 2N |x|
θx (s) = |x| s si |s| ≤ 1

Notons̃σx = θ−1
x , σ̃x vérifie : σ̃x (s) = Ns, si |s| ≥ 2 |x| et σ̃x (s) = s

|x| , si |s| ≤ |x|.
©2001 CNRC Canada
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Soit l’application IR3p 3 y = (
y1, ..., yp

) 7→ σx (y) = (
σ̃x (y1) , ..., σ̃x

(
yp
))

, alorsσx est un
difféomorphisme de IR3p et l’opérateurQ(x) est transformé en̂Q(x) par le changement de variable
y′ = σx (y). Puisque∂y = (

∂yσx
)
∂y′ avec

(
∂yσx

) = O (1), on peut écrire :

Q̂ (x) = T
(
x, y′, hDy′ ;h)+W (x)+

∑
1≤j≤p
1≤k≤n

α
+
jk∣∣∣θx (y′

j

)
+θx

(
xk|x|
)∣∣∣ +

∑
j,k=1
j 6=k

p βjk∣∣∣θx (y′
j

)
− θx

(
y′
k

)∣∣∣ (3.2)

oùT
(
x, y′, hDy′ ;h) est un opérateur différentiel elliptique de degré 2 eny′ à coefficients dépendants

régulièrement par rapport àx et y′ et uniformément bornés dans
{
d (x, C) ≥ 1

N

} × IR3p. L’intérêt
principal de travailler avec l’opérateur̂Q(x) au lieu deQ(x) est que les singularités eny dépendant

de x du potentielV1 (x, y) sont maintenant localisées dans
⋃
j,k

{
y′
j = + xk|x|

}
. De plus, par le même

changement de variable, l’opérateurP se transforme en :

P̂ = T̃
(
x, y′, hDx, hDy′ ;h)+ Q̂ (x) (3.3)

où T̃ est un opérateur différentiel de degré 2 à coefficients réguliers bornés sur
{
d (x, C) ≥ 1

N

}× IR3p.

4. Régularisation du potentiel

Puisque
{
x ∈ IR3n; d (x, C) < 1

N

} ⊂ IR3n\ [ 3
2N ,+∞[

. [1,+∞[ .
(
VN ∩ S3n−1

)
, alorsP ζ est un

vrai opérateur h-pseudo-différentiel à symbole opérateur sur IR3n\ [ 1
2N ,+∞[

. [1,+∞[ .
(
VN ∩ S3n−1

)
.

Pour régulariserP ζ dans la région
[ 1

2N ,+∞[
. [1,+∞[ .

(
VN ∩ S3n−1

)
, on construit des change-

ments de variables similaires à ceux utilisés dans [2] et [9].
Soit x0 fixé dans

[ 1
2N ,+∞[

. [1,+∞[ .
(
VN ∩ S3n−1

)
(doncd (x0, C) ≥ 1

2N , x0 /∈ C ) et pour

x ∈ IR3n\C, tel que x
|x| est assez proche dex0|x0| (équivalement

xj
|x| est assez proche de

x0
j

|x0| , ∀j ∈
{1, ..., n} , x0 = (

x0
1, ..., x

0
n

)
), on considère la fonction définie sur IR3 par :

Fx0 (x, s) = s +
n∑
j=1

(
xj

|x| − x0
j

|x0|

) (
fj (s)− fj (−s)

)
(4.1)

avecfj ∈ C∞
0

(
IR3, IR

)
, fj

(
x0
k|x0|
)

= δjk et fj

(
− x0

k|x0|
)

= 0, ∀j, k ∈ {1, ..., n}. Pourx ∈ IR3n\C,

tel que x
|x| est dans un voisinage assez petitωx0 de x0|x0| , la fonctionFx0 (x, .) est un difféomorphisme

vérifiant :

Fx0

(
x,

x0
k

|x0|

)
= xk

|x| , Fx0

(
x,− x0

k

|x0|

)
= − xk

|x| , ∀k ∈ {1, ..., n}

∀α ∈ IN3n, ∃Cα > 0, ∀x ∈ IR∗+ωx0, ∀s, s′ ∈ IR3 :

1

C0

∣∣s − s′
∣∣ ≤ ∣∣Fx0 (x, s)− Fx0

(
x, s′

)∣∣ ≤ C0
∣∣s − s′

∣∣
∣∣∂αx Fx0 (x, s)− ∂αx Fx0

(
x, s′

)∣∣ ≤ Cα
∣∣s − s′

∣∣ (4.2)

∣∣∂αx Fx0(x, s)
∣∣ ≤ C0, |α| ≥ 1
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si x ∈ [ 1
N
,+∞[

. [1,+∞[ .ωx0, et y = (
y1, ..., yp

) ∈ IR3p, notons parG0
x(y) = (

θx(Fx0(x, y1)), ...,
θx(Fx0(x, yp))

)
. En vertu du lemme 3.1 et des propriétés(4.2), on a :

Lemme 4.1.∀α ∈ IN3n, il existe une constanteC′
α > 0 telle que∀x ∈ [ 1

N
,+∞[

. [1,+∞[ .ωx0,
∀y, y′ ∈ IR3p, on a :

1

C′
0

∣∣y − y′∣∣ ≤
∣∣∣G0

x (y)−G0
x

(
y′)∣∣∣ ≤ C′

0 (1 + |x|) ∣∣y − y′∣∣
∣∣∣∂αx G0

x (y)− ∂αx G
0
x

(
y′)∣∣∣ ≤ C′

α

∣∣y − y′∣∣ , |α| ≥ 1 (4.3)

∣∣∣∂αx G0
x (y)

∣∣∣ ≤ C′
α |α| ≥ 1

Le changement de variabley → y′ = Gx (y) = (
G0
x

)−1
(y) transformeQζ (x) en :

Qζ
x0
(x) = Tx0

(
x, y′, hDy′ ;h)+ ζ (x)W (x)+

∑
1≤j≤p
1≤k≤n

ζ (x) α±
jk∣∣∣∣G0

x

(
y′
j

)
±G0

x

(
x0
k|x0|
)∣∣∣∣

+
∑
j, k=1
j 6=k

P ζ (x) βjk∣∣∣G0
x

(
y′
j

)
−G0

x

(
y′
k

)∣∣∣ + (1 − ζ (x)) α0

= Tx0

(
x, y′, hDy′ ;h)+ V ζx0

(
x, y′) (4.4)

oùTx0

(
x, y′, hDy′ ;h) est un opérateur d’ordre 2 elliptique eny′ à coefficientsC∞ par rapport àx et

y′ et uniformément borné dans
{
x ∈ IR3n; d (x, C) ≥ 1

N

} × IR3p. Il en résulte d’après le lemme 4.1

queV ζx0

(
x, y′) est un opérateur auto-adjoint deH 2

(
IR3p

)
dansL2

(
IR3p

)
, de classeC∞ par rapport à

x dans[ 1
N
,+∞[.[1,+∞[. (VN ∩ S3n−1

)
. On a ainsi obtenu le résultat suivant :

Proposition 4.2.Pour toutx0 ∈ VN ∩ S3n−1, il existe un voisinageωx0 dex0 dansVN ∩ S3n−1 et une
applicationG0 de classeC∞,

G0 : [ 1
N
,+∞[.[1,+∞[.ωx0 × IR3p → IR3p

(x, y) 7→ G0
x (y)

telle que pour toutx,G0
x est un difféomorphisme deIR3p et si on note

U0 (x) ϕ (y) = ϕ (G0 (x, y))
∣∣det

(
∂yG0 (x, y)

)∣∣1/2
alors l’opérateur

Qζ
x0
(x) = U0 (x)Q

ζ (x)U−1
0 (x)

est dansC∞
b

(] 1
N
,+∞[.]1,+∞[.ωx0; L (H 2

(
IR3p

)
, L2

(
IR3p

)))
. Ici C∞

b est l’ensemble des fonctions
de classeC∞ dont les dérivées de tout ordre sont uniformément bornées.

REMARQUE 4.3 : On a surC∞
0

(] 1
N
,+∞[.]1,+∞[.ωx0 × IR3p

)
,

U0 (x)
∂

∂xj
U−1

0 (x) = ∂

∂xj
+ Jj (x, y)

∂

∂y
+Kj (x, y)
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où d’après le lemme 4.1,Jj , Kj ∈ C∞
b

(] 1
N
,+∞[.]1,+∞[.ω0 × IR3p

)
avec

Jj (x, y) = ∂xj

(
G0
x

)−1
et Kj (x, y) =

∣∣∣det
(
∂yG

0
x

)∣∣∣1/2 ∂xj (∣∣∣det
(
∂yG

0
x

)∣∣∣−1/2
)

U0 (x)
(
−h21x

)
U−1

0 (x) = h2 (Dx + J (x, y)Dy +K (x, y)
)2 (4.5)

J (x, y) = ∂x

(
G0
x

)−1
et K (x, y) =

∣∣∣det
(
∂yG

0
x

)∣∣∣1/2 Dx (∣∣∣det
(
∂yG

0
x

)∣∣∣−1/2
)

Par compacité deVN ∩ S3n−1, on peut trouver un nombre fini d’ouverts
(
ωj
)j0
j=1, tels que∀j ∈

{1, .., j0}, il existe uneC∞-applicationGj de [ 1
N
,+∞[.[1,+∞[.ωj × IR3p dans IR3p où ∀x ∈

[ 1
N
,+∞[.[1,+∞[.ωj , Gj (x, .) est un difféomorphisme de IR3p.

On noteUj (x) ϕ (y) = ϕ
(
Gj (x, y)

) ∣∣det
(
∂yGj (x, y)

)∣∣1/2, alors

Q
ζ
j (x) = Uj (x)Q

ζ (x)U−1
j (x) ∈ C∞

b

(
] 1

N
,+∞[.]1,+∞[.ωj ; L

(
H 2

(
IR3p

)
, L2

(
IR3p

)))
5. Problème de Grushin

Comme dans [2] proposition 5.1, il est facile de construire à partir des hypothèses(H1) et (H2)
une fonctionw1 (x, y) ∈ C0

(
IR3n,H 2

(
IR3p

))
, ‖w1 (x, y)‖L2

(
IR3p

) = 1, vérifiant :

(i) w1 (x, y) = u1 (x, y) sur[ 3
2N ,+∞[.[1,+∞[. (VN ∩ S3n−1

)× IR3p

(ii) w1 ∈ C∞ (
IR3n\[ 1

2N ,+∞[.[1,+∞[. (VN ∩ S3n−1
)
, H 2

(
IR3p

))
(iii) ∀j ∈ {1, ..., j0} ; Uj (x)w1 (x, y) ∈ C∞

b

(] 1
N
,+∞[.]1,+∞[.ωj ,H 2

(
IR3p

))
∀j ∈ {1, ..., j0} soiψj ∈ C∞

0

(
ωj
)

tel que
j0∑
j=1

ψ4
j = 1 surVN ∩ S3n−1, et

χ0 ∈ C∞ (
IR3n

)
tel que

(
1 − χ4

0

)1/4 ∈ C∞ (
IR3n

)
et

χ0 =
{

1, sur IR3n\[ 1
N
,+∞[.[1,+∞[. (VN ∩ S3n−1

)
0, sur [ 3

2N ,+∞[.[1,+∞[. (VN ∩ S3n−1
)

Pourj ∈ {1, ..., j0}, posonsχj (x) = (
1 − χ4

0 (x)
)1/4

ψj

(
x
|x|
)
. Grâce au choix deχ0, on a :

j0∑
j=0

χ4
j = 1 sur IR3n

suppχj ⊂ [ 1
N
,+∞[.[1,+∞[.ωj ,∀j ∈ {1, ..., j0}

(5.1)

Pour étudier le spectre deP ζ près deλ0, on considère pourλ complexe le problème de réduction
dit de Grushin :

Pζ (λ) =
(
P ζ − λ w1 (x, y)

< . ,w1 (x, y) >Y 0

)
(5.2)

défini surL2
(
IR3(n+p)) ⊕ L2

(
IR3n

)
où <,>Y est le produit scalaire dansL2

(
IR3p

)
. En vertu de

l’hypothèse(H1) il est facile de vérifier que pourλ assez proche deλ0, l’opérateurPζ (λ) est inversible
d’inverse :(Pζ (λ)

)−1 =
(
Eζ (λ) E

ζ
+ (λ)

E
ζ
− (λ) E

ζ
−+ (λ)

)
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Eζ (λ) = π̂ (x)
[
π̂ (x) P ζ π̂ (x)− λ

]−1
π̂ (x) , π̂ (x) = 1 − π (x)

E
ζ
+ (λ) = w1 − Eζ (λ) P ζ ( .w1) , E

ζ
− (λ) =< (

1 − P ζEζ (λ)
)
(.) , w1 >Y

E
ζ
−+ (λ) = λ− <

(
P ζ − P ζEζ (λ) P ζ

)
( .w1) , w1 >Y

(5.3)

d’autre part, on a par construction :

λ ∈ Sp (P ζ ) ⇔ 0 ∈ Sp
(
E
ζ
−+ (λ)

)
(5.4)

L’équation(5.4)montre l’intérêt principal d’avoir considéré l’opérateurPζ (λ) puisqu’il ramène l’étude
spectrale deP surL2

(
IR3(n+p)) à celle de l’opérateurEζ−+ (λ) surL2

(
IR3n

)
, n’agissant que sur les

variablesx.
À l’aide des constructions précédentes, montrons queE

ζ
−+ (λ) est un opérateur h-admissible en

utilisant les résultats des sections 3 et 4.

Notons pour celaU0 = 1, Uj =
(
Uj 0
0 1

)
surL2

([ 1
N
,+∞[.[1,+∞[.ωj × IR3p

)⊕ L2
(
IR3n

)
,

et posonsPζ
j (λ) = UjχjPζ (λ)U−1

j χj . Alors :

Pζ
j (λ) =

(
P
ζ
j − λχ2

j χ2
j w1,j

χ2
j < . , w1,j >Y 0

)
(5.5)

oùw1,j = Ujw1 etP ζj = UjχjP
ζU−1

j χj . D’après la remarque 4.3, on a aussi :

P
ζ
j = h2χj

(
Dx + Jj (x, y)Dy +Kj (x, y)

)2
χj + χ2

j Q
ζ
j (x) χj (5.6)

Jj (x, y) = ∂x

(
G−1
j (x, y)

)
et Kj (x, y) = ∣∣det

(
∂yGj (x, y)

)∣∣1/2 Dx (∣∣det
(
∂yGj (x, y)

)∣∣−1/2
)

avecJj ,Kj ∈ C∞
b

(] 1
N
,+∞[.]1,+∞[.ωj × IR3p

)
.AlorsPζ

j (λ)est un opérateur h-pseudo-différentiel

matriciel à symbole opérateur dansL (H 2
(
IR3p

)⊕ lC, L2
(
IR3p

)⊕ lC
)
, son symbole principal est donné

par :

pj (x, ξ ; λ) = χ2
j (x)

(
ξ2 +Q

ζ
j (x)− λ w1,j (x, y)

< . ,w1,j (x, y) >Y 0

)
= χ2

j (x) p̃j (x, ξ ; λ) (5.7)

L’hypothèse(H1)montre quẽpj (x, ξ ; λ) est inversible pour toutλ assez proche deλ0 et (x, ξ) ∈
T ∗ (suppχj

)
(j ≥ 0), son inverse notéqj (x, ξ ; λ) est exprimé par :

qj (x, ξ ; λ) =
(
Xj (x, ξ ; λ) w1,j (x, y)

< .,w1,j (x, y) >Y λ− ξ2− < w1 (x, y) ,Q
ζ (x)w1 (x, y) >Y

)
(5.8)

où

Xj (x, ξ ; λ) = π̂j (x)
[
π̂j (x)

(
ξ2 +Q

ζ
j (x)− λ

)
π̂j (x)

]−1
π̂j (x)

π̂j (x) = (
1 − πj (x)

)
, πj (x) = Uj (x) π (x)U

−1
j (x)
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Posons :

Q(λ) =
j0∑
j=0

U−1
j χ3

j (x)Op
w
h

(
qj (x, ξ ; λ)

)Ujχj (x) (5.9)

on a par le théorème de composition des opérateurs h-admissibles (cf. [5]) :
Pζ (λ)Q (λ) = 1 + hR (λ)

R (λ) =
j0∑
j=0

U−1
j χj,1Rj (λ)Ujχj,1 (5.10)

avecχj,1 ∈ C∞
b

(] 1
N
,+∞[.]1,+∞[.ωj

)
à support dans[ 1

N
,+∞[.[1,+∞[.ωj,1,

(
ωj,1 ⊂⊂ ωj

)
pour

j ≥ 1,χ0,1 ∈ C∞ (
IR3n

)
est choisie commeχ0 etRj (λ)est un opérateur h-pseudo-différentiel matriciel

uniformément borné par rapport àh surL2
(
IR3(n+p))⊕H 2

(
IR3n

)
. L’ équation(5.10) donne :

(Pζ (λ)
)−1 = Q(λ)

+∞∑
m=0

(−hR (λ))m

qu’on peut aussi écrire moduloO (h∞) :

(Pζ (λ)
)−1 =

j0∑
j=0

U−1
j χ̃jEj (λ)Uj χ̃j (5.11)

où
{Ej (λ)}j0j=0 sont des opérateurs h-pseudo-différentiels matriciels,χ̃0 est définie commeχ0 et

χ̃j ∈ C∞
b

(] 1
N
,+∞[.]1,+∞[.ωj

)
à support dans[ 1

N
,+∞[.[1,+∞[.ω̃j , ω̃j ⊂⊂ ωj , j ∈ {1, ..., j0}.

Les formules(5.8) à (5.11) montrent queEζ−+ (λ) est un opérateur h-pseudo-différentiel matriciel de
symbole principalλ− ξ2− < w1 (x, y) ,Q

ζ (x)w1 (x, y) >Y .
On obtient alors le résultat suivant :

Théorème 5.1.Sous les hypothèses(H1) et (H2) et pourλ assez proche deλ0, il existe un opérateur
h-admissible scalaireEζ−+ (λ) de symbole principalλ − ξ2− < w1 (x, y) ,Q

ζ (x)w1 (x, y) >Y tel
que :

λ ∈ Sp (P ζ ) ⇔ 0 ∈ Sp
(
E
ζ
−+ (λ)

)
de plus, si la fonctionζ est choisieO (3)-invariante alors l’opérateurEζ−+ (λ) estO (3)-invariant,
c.-à-d. si on note parURϕ (x) = ϕ (Rx) , Rx = (Rx1, ..., Rxn) , ∀R ∈ O (3) , oùO (3) est le groupe
orthogonal de IR3, on a :[
E
ζ
−+ (λ) , UR

]
= 0 (5.12)

Preuve :Il reste à montrer(5.12). NotonsŨRϕ (x, y) = ϕ (Rx,Ry) , ÛRϕ (y) = ϕ (Ry) ,∀R ∈ O (3).
Posons

UR =
(
ŨR 0
0 UR

)
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ŨR, ÛR etUR sont unitaires respectivement surL2
(
IR3(n+p)) , L2

(
IR3p

)
etL2

(
IR3(n+p))⊕L2

(
IR3n

)
.

Puisque le potentiel est radial, on a :

Û−1
R Q (x) ÛR = Q(Rx) (5.13)

commeλ1 (x) est simple, on en déduit de(5.13) :
u1 (Rx,Ry) = u1 (x, y) , λ1 (Rx) = λ1 (x) (5.14)

de plus, grâce au choix deζ et par construction dew1, on aw1 (Rx,Ry) = w1 (x, y) , Pζ (λ)UR =
URPζ (λ) et

(Pζ (λ)
)−1 UR = UR

(Pζ (λ)
)−1

. Ainsi

E
ζ
−+ (λ)UR = URE

ζ
−+ (λ) �

6. Constructions BKW

Dans cette section on montre l’existence du spectre ponctuel deP et on cherche des solutions
asymptotiques en puissances deh des fonctions propres et des valeurs propres deP. Ces constructions
sont appelées solutions BKW,on montre qu’elles approximent correctement les vraies fonctions propres
et les vraies valeurs propres de l’opérateurP . Pour construire ces solutions approchées, l’idée consiste
ici de reprendre la méthode de la section 5, mais en se plaçant dans le contexte pseudo-différentiel
formel (cf. [3,7]).

Supposons que le puits de potentiel0 = λ−1
1 (λ0) créé par la valeur propreλ1 (x) est minimal dans

le sens :

(H3) 0 = {Rx0; R ∈ O (3)} pour x0 =
(
x0

1, ..., x
0
n

)
∈ IR3n\C

λ−1
1 (I ) ⊆

[
2

N
,+∞

[
. [1,+∞[ .

(
VN ∩ S3n−1

)
D’un point de vue physique et chimique le puits0 décrit la forme de la molécule étudiée et sa forme
géométrique définit trois types de molécules, les molécules linéaires, planes ou non planes. Mathémati-
quement, si on considère le sous-espaceE de IR3 engendré par les composantes

{
x0

1, ..., x
0
n

}
du vecteur

x0, alors dimE ∈ {1,2,3} et la molécule prendra la forme linéaire, plane ou non plane respectivement
si la dimension deE est égale à 1, 2 ou 3.

La dimension deE définit la forme géométrique de la molécule et de son puits de potentiel comme
le montre le résultat suivant :

Proposition 6.1. Si la molécule est linéaire, plane ou non plane alors le puits de potentiel0 est
difféomorphe àS2, SO (3) ouO (3) respectivement(SO (3) = {R ∈ O (3) ; detR = 1}).

Preuve :Si la molécule est linéaire, alors∃ω0 ∈ S2 tel que,∀j ∈ {1, ..., n} , xj = cjω0, cj ∈ IR. Alors
l’applicationS2 3 ω 7−→ (c1ω, c2ω..., cnω) ∈ 0 répond à la question.

Si la molécule est plane, on peut supposer quex0
1 etx0

2 sont linéairement indépendants, considérons
les deux sous-groupes d’isotropies

Ij =
{
R ∈ O(3); Rx0

j = x0
j

}
, j ∈ {1,2} (6.1)

alors d’après le théorème d’Euler (cf. [10]),I1 ∩ I2 = {Id, R0} oùR0 est la matrice de réflexion par
rapport àE et son supplémentairẽE :

R0z =
{
z si z ∈ E
−z si z ∈ Ẽ (6.2)
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puisque detR0 = −1 alorsO(3)/ {Id, R0} est difféomorphe àSO(3). De plus, six0 ∈ IR3n\C est tel
queR1x0 = R2x0 pourR1, R2 ∈ O(3) alorsR−1

1 R2 ∈ I1 ∩ I2 = {Id, R0}, ceci montre que0 est
difféomorphe àO(3)/ {Id, R0} et0 ' O(3)/ {Id, R0} ' SO(3).

Si la molécule est non plane, on suppose quex0
1, x

0
2, x

0
3 sont linéairements indépendants, ce qui

entraîne queI1 ∩ I2 ∩ I3 = {Id} et que0 ' O(3). �

REMARQUE 6.2 :O(3) est une variété de classeC∞ ayant deux composantes connexesO
+− (3) =

{R ∈ O(3); detR = ±1} ; alors le puits de potentiel0 d’une molécule non plane est une variété de
classeC∞ ayant deux composantes connexes qui sont interchangées par la réflexionx 7→ −x dans
IR3n.

Posonsν = dim0 (ν ≤ 3n) et notons par01 l’une des deux composantes connexes (0 = 01 dans
le cas linéaire et plane) de0.

(H4) On suppose que dimλ′′
1 (01) ≤ 3n− ν (λ′′

1 (01) est la hessienne transversale deλ1 sur01).
Notons parψ(x) la distance d’Agmon dex à 01 associée à la métrique(λ1(x)− λ0) dx2. On

sait d’après [3,6] qu’il existe un voisinage� assez petit de01 tel queψ ∈ C∞ (�) et (5ψ)2 (x) =
λ1(x)− λ0, ∀x ∈ �.

D’après l’hypothèse(H3), on prend� ⊂⊂
j0⋃
j=1
�j où�j = [ 2

N
,+∞[

. [1,+∞[ .ωj , où
(
ωj
)j0
j=1

est la famille des ouverts obtenus à la section 3, on suppose de plus queSO(3)� ⊂ �.
Puisqueλ1(Rx) = λ1(x), alors :

ψ(Rx) = ψ(x), ∀R ∈ SO(3), ∀x ∈ � (6.3)

en vertu de l’hypothèse(H3) et de(6.3), on a1ψ (x)∣∣
01

= µ1 = constante, ce qui exprime que01 est
uniformément dégénérée au sens de [6], on peut alors appliquer les constructions de Helffer–Sjöstrand
et on obtient le résultat fondamental :

Théorème 6.3. Sous les hypothèses(H1) à(H4) et pour touth > 0 assez petit, il existe une valeur
propre approchéeµ(h) ∈ IR et une fonction propre approchéeω(h) deP , telles que :

µ(h) =
+∞∑
j=0

µjh
j , µ0 = λ0, µ1 = 1ψ (x)∣∣

01
(6.4)

eψ(x)/hω (x, y;h) = h−(3n−ν)/4
+∞∑
j=0

aj (x, y) h
j dans H 2(�× IR3p) (6.5)

∥∥∥eψ/h (P (h)− µ(h)) ω(h)

∥∥∥
L2
(
�×IR3p

) = O(h∞)

oùaj ∈ H 2
(
�× IR3p

)
et a0(x, y) = b0(x)u1(x, y) avecb0 ∈ C∞ (�) est la solution du problème de

Cauchy :{
2 5 ψ.5 b0 + (4ψ − µ1)b0 = 0 sur�
b0|01 = 1

(6.6)

{
µ2 =< − 4x u1(x, y), u1(x, y) >Y |01 +C0
C0 = −1b0

∣∣
01

= 1
4µ1
12ψ∣∣

01
− 1

2µ2
1

∣∣∣∇3ψ∣∣
01

∣∣∣2 (6.7)
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Montrons d’abord le lemme suivant :

Lemme 6.4. (i) 1x estSO(3)-invariant
(ii) µ2 est bien définie

(iii) −1b0
∣∣
01

= 1
4µ1
12ψ∣∣

01
− 1

2µ2
1

∣∣∣∇3ψ∣∣
01

∣∣∣2
Preuve :(5.14) donne∀R ∈ SO (3),
< 1xu1 (Rx, y) , u1 (Rx, y) >Y=< 1xu1 (x, y) , u1 (x, y) >Y

donc< 1xu1 (x, y) , u1 (x, y) >Y est constant sur01. L’équation(6.3) montre aussi queψ et −1b0
sont constantes sur01. En dérivant deux fois(6.6) on a :{

2µ1∇b0
∣∣
01

+ ∇3ψ∣∣
01

= 0

−4µ11b0
∣∣
01

= 12ψ∣∣
01

+ 4∇3ψ∣∣
01
.∇b0

∣∣
01

ce qui donne(iii).µ1 6= 0, car sinon on aura∇pψ∣∣
01

= 0,∀p ∈ IN, doncψ devient partout constante.
�

REMARQUE 6.5 : Il suffit de construire pour les molécules non planes, la fonction propre approchée
w (x, y;h) deP dans01 car la fonction proprẽw (x, y;h) dans02 s’obtient par réflexion en posant
w̃ (x, y;h) = τw (x, y;h) = w (−x,−y;h).

Le facteurh−(3n−ν)/4 dans(6.5) est un facteur de normalisation de eψ/hw (h).

Preuve du théorème 6.3 :On adopte ici la stratégie de [1] utilisée dans le cas diatomique en s’appuyant
sur les résultats des sections 4 et 5. Remarquons d’abord queP ζ = P et w1 = u1 sur λ−1

1 (I ) et
considérons l’opérateur de Grushin :

Pj (λ) = UjP (λ)U−1
j =

(
UjPU

−1
j − λ u1,j (x, y)

< ., u1,j (x, y) >Y 0

)
(6.8)

définit sur l’espace des séries formelles e−ψ/h ∑
j≥0

h−m+j/2sj , sj ∈ C∞ (
�j ,H

2
(
IR3p

)⊕ lC
)

et

u1,j (x, y) = Uj (x) u1 (x, y) ∈ C∞ (
�j ,H

2
(
IR3p

))
.Pj (λ)est alors un opérateur h-pseudo-différent-

iel matriciel formel de symbolẽpj (x, ξ ; λ) = ∑
j≥0

hj cj (x, ξ ; λ), λ ∈ lC, les coéfficientscj sont des

fonctionsC∞ en(x, ξ) pourx ∈ � et ξ assez proche de(−i∇ψ (x)) et de symbole principal

p̃0,j (x, ξ ; λ) =
(
ξ2 +Qj (x)− λ u1,j (x, y)

< . , u1,j (x, y) >Y 0

)
(6.9)

D’autre part, du fait que(∇ψ)2 (x) = λ1 (x) − λ0 et en vertu de l’hypothèse(H1), il est facile de
vérifier que pourλ assez proche deλ0, ∀j ∈ {1, ..., j0} et ∀ (x, ξ) ∈ �∗

j , l’opérateur̃p0,j (x, ξ ; λ) est

inversible deH 2
(
IR3p

) ⊕ lC dansL2
(
IR3p

) ⊕ lC. Ceci nous permet de construire l’inverse formel de
Pj (λ) notéEj (λ) tel que sĩqj (x, ξ ; λ) est son symbole, alors :{ (

p̃j #̃qj
)
(x, ξ ; λ) = 1L2

(
IR3p

)⊕ lC(
q̃j#p̃j

)
(x, ξ ; λ) = 1H2

(
IR3p

)⊕ lC
(6.10)

©2001 CNRC Canada



Messirdi et Senoussaoui 769

en écrivant

Ej (λ) =
(
Ej (λ) E+

j (λ)

E−
j (λ) E−+

j (λ)

)

il apparaît de(5.3) queEj (λ) , E
±
j (λ) etE−+

j (λ) sont des opérateurs h-pseudo-différentiels formels

de symboles analytiques pour(ξ, λ) assez proche de(−i∇ψ (x) , λ0) et oùE−+
j (λ) a pour symbole

principalλ− ξ2 − λ1 (x) , ∀j ∈ {1, ..., j0}.
Grâce aux conditions de compatibilités :

El (λ) = UlU−1
j Ej (λ)UjU−1

l sur �j ∩�l
et par recollement desE−+

j (λ) sur les ouverts�j , on peut définir comme au théorème 5.1 un opérateur
h-pseudo-différentiel formel globalE−+ (λ), SO (3)-invariant. De plus, on a :

σ
(
E+
j (λ)

)
= u1,j (x, y)+ O (h)

σ (E−+ (λ)) = λ− ξ2 − λ1 (x)− h2

c1 (x)+
∑

1≤i,j≤3n

ξiξj cij (x, ξ)

+ O
(
h3
)

(6.11)

où c1 (x) =< −1xu1 (x, y) , u1 (x, y) >Y , et cij est un symbole d’ordre−2 enξ .
Pour terminer la preuve on démontre la proposition suivante :

Proposition 6.6.Sous les hypothèses(H1) à (H4) et pourh > 0 assez petit, il existe une valeur propre

µ(h) =
+∞∑
j=0
µjh

j ; µ0 = λ0, µ1 = 1ψ (x)∣∣
01

et un symbole formel

β (x;h) = e−ψ(x)/hh−(3n−ν)/4+∞∑
j=0
bj (x) h

j , avecbj ∈ C∞ (�) et b0 est donné par (6.6), tels que :

E−+ (µ(h)) β (x;h) = 0 dans e−ψ(x)/hS(3n−ν)/4 (�) , ‖β (x;h)‖L2(�) = 1

En effet, en posantωj (h) = U−1
j E+

j (µ(h)) β (h), alors le théorème s’obtient par recollement des

fonctionsωj (h) sur les ouverts
(
�j
)j0
j=1.

Preuve de la proposition 6.6 :∀M ∈ IN, cherchons les solutionsµM(h) =
M∑
j=0
µjh

j et βM (x;h) =

e−ψ(x)/hM−1∑
j=0

bj (x) h
j du problème :

{
E−+

(
µM(h)

)
βM (h) = e−ψ/hrM (h) , rM (h) ∈ S−M−1 (�)

bj ∈ C∞ (�) , bj (Rx) = bj (x) , ∀R ∈ SO (3) , ∀x ∈ � (6.12)

La résolution se fait par récurrence surM ∈ IN, en s’appuyant sur(6.11).(
µ1(h)−

[
−h21x + λ1 (x)

])
β1 (h) =

(
µ0 + (∇ψ)2 (x)− λ1 (x)

)
b0 e−ψ/h

+
(
h (µ1b0 − 2∇ψ∇b0 − b01ψ)− 2h21b0

)
e−ψ/h
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E−+
(
µ1(h)

)
β1 (h) =

(
µ0 + (∇ψ)2 (x)− λ1 (x)

)
b0e−ψ/h

+h (µ1b0 − 2∇ψ∇b0 − b01ψ)e−ψ/h + e−ψ/hr1 (h)

pour qu’on ait(6.12) il faut prendre :{ (
µ0 + (∇ψ)2 (x)− λ1 (x)

)
b0 = 0 sur �

2∇ψ∇b0 + (µ1 −1ψ) b0 = 0 sur �
(6.13)

ce qui donneµ0 = λ0 et b0 solution du problème(6.6). En particulier, puisque(∇ψ)∣∣
01

= 0 alors
1ψ∣∣

01
= µ1 etb0 estSO (3)-invariant.

Supposons l’existence des solutionsµM etβM de(6.12) pourM ∈ IN∗ et cherchonsµM+1 etβM+1,

notonsrM,1 le coefficient dehM+1 dans le développement derM (h), alorsrM,1 estSO (3)-invariant et
on a :

E−+
(
µM+1(h)

)
βM+1 = E−+

(
µM+1(h)

) (
βM+1 − βM

)
+ E−+

(
µM(h)

)
βM

+
(
E−+

(
µM+1(h)

)
− E−+

(
µM(h)

))
βM

E−+
(
µM+1(h)

) (
βM+1 − βM

)
=
(
µ0 + (∇ψ)2 (x)− λ1 (x)

)
bMh

Me−ψ/h + e−ψ/hr1
M+1 (h)

+ (µ1bM − 2∇ψ∇bM − bM1ψ) h
M+1e−ψ/h

(
E−+

(
µM+1(h)

)
− E−+

(
µM(h)

))
βM = hM+1µM+1b0e−ψ/h + e−ψ/hr2

M+1 (h)

E−+
(
µM(h)

)
βM = hM+1e−ψ/hrM,1 + e−ψ/hr3

M+1 (h)

où r1
M+1 (h) , r

2
M+1 (h) , r

3
M+1 (h) ∈ S−M−2 (�). Ces équations montrent quebM est solution du

problème de Cauchy :{
2∇ψ∇bM + (1ψ − µ1) bM = −µM+1b0 − rM,1 sur �

bM
∣∣
01

= 0

et−µM+1 = rM,1
∣∣
01
. �

D’après [7] et la proposition 1.5 de [1], siε eth > 0 sont suffisament petits,P admet exactement
une valeur propre dans l’interval leI = ]−∞, λ0 + hµ1 + h2µ2 + εh5/2

]
dans le cas linéaire et plane

et deux valeurs propres dans le cas des molécules non planes.
On montre maintenant que la valeur propre approchéeµ (h) ainsi construite dansI approxime

correctement la vraie valeur propre moduloO (h∞) .
Précisément, on a le résultat suivant :

Théorème 6.7.Soitχ ∈ C∞
0 (�) une fonction troncatureSO (3)-invariante etπ le projecteur spectral

deP dans l’interval leI . Alors siω (h) est la fonction propre approchée deP obtenue dans le théorème
6.3, u (h) = ‖πχω (h)‖−1πχω (h), vérifie∀ε > 0,

u (x, y;h) = c (h) χ (x) ω (x, y;h)+ O (
h∞) dans H 2

(
IR3(n+p)) (6.14)
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c (h) = ‖χω (h)‖−1 =
+∞∑
j=0

cjh
j , c0 6= 0 (6.15)

D’autre part, pour les molécules linéaires et planes l’unique valeur propreE (h) deP dansI vérifie :

E (h) = µ (h)+ O (
h∞) (6.16)

et u (h) est la fonction propre normalisée associée àE (h).
Pour les molécules non planes, les deux valeurs propresE+ (h) et E− (h) deP dansI vérifient

aussi(6.16) et les fonctions propres normalisées sont données par :

v± (h) = 1√
2 (1± < u, τu >)

(1 ± τ) u (h) (6.17)

Le développement BKW dev± (h) s’obtient en reportant(6.14) dans(6.17).

Preuve :En vertu du théorème 3.2 de [1], il suffit de montrer(6.15) et (6.17). On a :

u (h) = (1 + τ)

2
u (h)+ (1 − τ)

2
u (h) = ṽ1 (h)+ ṽ2 (h)

avecτ ṽ1 (h) = ṽ1 (h), τ ṽ2 (h) = −ṽ2 (h) et par normalisation on obtientv+ (h) etv− (h). Soit
{
ρj
}j0
j=1

une partition de l’unité subordonnée au recouvrement
{
�j
}j0
j=1 de�,

‖χω (h)‖2 = <

j0∑
j=1

χρjU
−1
j E+

j (µ (h)) β (h) ,

j0∑
k=1

χρkU
−1
k E+

k (µ (h)) β (h) >

=
j0∑

j,k=1

< χ2ρjE
+
j (µ (h)) β (h) , ρkUjU

−1
k E+

k (µ (h)) β (h) >

or, UjU
−1
k E+

k (µ (h)) = E+
j (µ (h)) sur�j ∩ �k, alors par le théorème de la phase stationnaire, on

obtient :

‖χω (h)‖2 =
+∞∑
j=0

c̃j h
j , avec c̃0 6= 0 car b0

∣∣
01

= 1

ceci nous permet d’inverser
+∞∑
j=0̃
cjh

j et on obtient(6.15) avecc0 = c̃−1
0 6= 0. �
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