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0.1 Introduction

Du point de vue contenu, le présent manuscrit couvre le programme officiel d’algébre linéaire
(Algebre 2) pour les étudiants de premiére année du domaine "Mathématiques et Informatique".
Sur la base d’une expérience de plus années d’enseignement de cette matiére, j’ai jugé plus profi-
table pour I’étudiant de modifier 'ordre officiel des chapitres. Ainsi, les trois premiers chapitres
sont consacrés au calcul matriciel, le calcul des déterminants, et la résolution des systémes
linéaires d’équations. Aprés cela, viennent les chapitres classique "Espaces vectoriels, Appli-
cations linéaires et matrices associées". Parmi les avantages (de mon point de vue) de cette
nouvelle disposition, on peut en particulier citer :

1. L’étude de la dépendance et 'indépendance linéaire dans les espaces vectoriels se raméne
toujours & la résolution de systémes linéaires dont ’approche matricielle est une méthode per-
tinente et efficace.

2. Cette nouvelle disposition permet a ’étudiant d’acquérir certains automatismes qui lui per-
mettront d’entamer avec plus d’aisance la partie relative & la liaison "Applications lunéaire -

matrices".

Les concepts et résultats fondamentaux sont clairement énoncés et illustrés par des exemples
choisis aussi simples que possible afin de faciliter ’assimilation. Chaque chapitre contient a sa
fin une série d’exercices corrigés afin de permettre la consolidation des connaissances acquises.
Le lecteur du présent manuscrit rencontrera de temps a autre des exprssions du type " Il est
clair que, Il est facile de vérifier que, ... Dans ces situations, je l'invite (avec insistance) de
s’assurer lui meme qu’en effet, les faits cités sont ou born évidents ou bien ont déja traités dans
les chapitres et sections précédentes. Cela ne peut que consolider ses connaissances ainsi que

leur maitrise.

Lors de la conception de cet ouvrage, ma préoccupation principale était rendre 1’étudiant
capable de :
a) Résoudre les systémes linéaires a I’aide des matrices, en particulier les systémes de Crammer
et autres s’y rapportant.
b) Reconnaitre une base, la construire soit par complétion, soit par extraction.
c¢) Reconnaitre les applications linéaires a partir de leurs expressions.

d) Partir des applications linéaires pour arriver aux matrices et inversement.
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Chapitre 1

Calcul matriciel

Dans ce chapitre et tout au long du manuscrit, K = (K,+,.) est un
0 corps commutatif. Ox son élément neutre pour I’addition (zéro), K et 1x
son élément neutre pour la multiplication (unité). De plus, si 2 est un
élément de K alors, —z désignera son symétrique pour la loi +. L’inverse

de tout = # Ox sera noté z~—! or %

1.1 Deéfinitions générales et exemples

Définition 1.1.1. Une matrice n X m a coefficients dans le corps K est un tableau

rectangulaire de la forme :

aip a2 o Aim
az1 G2 - G2m o

A= . . . , ai; €K, (i,5) €41, ...,n}x{1, ..,m}. (1.1.1)
anil an2 Anm

Les scalaires a;; sont appelés "éléments" ou "coefficients" de la matrice.
L’éléments a,; est I'intersection de la ligne ¢ avec la colonne j.
L’ensemble des matrices n x m with elements in K est noté K"*™.

Si A est un élément de K™*™, on écrit A = (az‘j)?ﬁl-

AN

Sin = m, on dit que A est une matrice carrée et les scalaires a;;,7 = 1, ..., n sont appelés
éléments diagonaux de A.

6. Deux matrices A = (a;;); /", and B = (b;;);/, sont égales si,

Q5 = bij, V(L]) S {1, ,n} X {1, ,m}
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Définition 1.1.2. La matrice nulle de K™"*™ est la matrice ayant tous ses éléments

égaux 6 Og. On la note Ognxm :

Ok Ox --- Og
O Ox o0 Oz

OKnXm = a_ . . (]..]..2)
OK OK 600 O]K

Définition 1.1.3. La matrice unité d’ordre n est la matrice I, € K"*™ vérifiant les

conditions : Chaque élément diagonal est égal a 1k et tous les autres sont égaux a Og :

r 1k Ox Og
I = (1x), 12:< K K), L= 0 1x Ox |.

0 1
©oe Ok Ox 1k

Définition 1.1.4. Une matrice carrée A = (a”ij)?jzl est dite triangulaire supérieure si,
1§j<i§n:>aij:OK,

c’est o dire que tous les éléments sous la diagonale sont égaux a Ok.

Elle est dite triangulaire inférieure si,
1§i<j§n:>aij=OK,

c’est a dire que tous les éléments au dessus la diagonale sont égauz a Ok.

Exemple 1.1.5. La matrice

1 0 0 0
A -1 2 0 0
0 1 0
2 -1 3
est triangulaire inférieure.
La matrice
1 0 2 2 1
0o -1 0 1 3
B=]10 0 0 -1 4
0 0 0 5 =2
0o 0 0 O 1

est triangulaire supérieure.
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Définition 1.1.6. Une matrice carrée est dite diagonale si elle est triangulaire supé-
rieure et triangulaire inférieure en méme temps. En d’autres termes, tous les éléments

non diagonauz sont égauz o Ok.

Exemples 1.1.7. (i) La matrice carrée nulle et la matrice unité sont diagonales.

(ii) La matrice A ci-dessous est diagonale :

1 0 0 0 O
0 -1 0 0 O
B=]10 0 0 0 0
0 0 0 5 0
0 0 0 0 1

1.2 Operations sur les matrices

1.2.1 Somme de matrices

Définition 1.2.1. Soit A = (ai;); ", et B = (b)), deus éléments de K"*™. La
somme de A et B est la matrice notée A+ B = (¢;;); 7"

ij—1 et vérifiant :

Cij:aij+bij7 (Zaj)e{laan}x{lvam}

10—2+231_33—1
01 5 4 -1 1) \4 0 6

o Remarque 1.2.3. (i) Malgré que nous utilisons le méme symbole + pour dé-
signer l'addition scalaire et l’addition vectorielle, le lecteur doit étre capable

Exemple 1.2.2.

de distinguer les deux situations.
(ii) La somme de deux matrices n’a de sens que si elles ont le méme nombre

de lignes et le méme nombre de colonnes. Par exemple, la somme :

()05 )

n’est pas définie car les deux matrices n'ont pas le méme nombre de co-
lonnes.

En utilisant les propriétés de 'addition scalaire, il est facile de vérifier que :
(i) La somme matricielle est une opération interne dans K™*™.
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(ii) La somme matricielle est commutative :
VA,Be K"™™ A+ B=DB+A.
(iii) La somme matricielle est associative :
VA,B,C e K™ (A+B)+C=A+(B+C).
(iv) La matrice nulle Ognxm est ’élément neutre pour la loi + dans K™**™ :
VA e K™ A+ Ognxm = Ognxm + A= A.

(v) Chaque élément A € K™*™ posséde un symétrique notée —A pour la loi 4. De plus,

A= (—aij); " = —A=(—aij); "

i.j=1 ig=1"

Résumant les propriétés précédentes, on obtient le résultat suivant

Theorem 1.2.4. Le couple (K™*™ +) est un groupe commutatif. ]

o Remarque 1.2.5. D’aprés les notations adoptées, les éléments du symétrique
de tout élément de K"*™ sont obtenus en prenant les symétriques dans K des

éléments de la matrice initiale. De plus, A — B désigne la somme A+ (—B).

1.2.2 Multiplication par un scalaire

Définition 1.2.6. Soit A = (a;;);;", € K"™™ et X € K. La matrice X\.A est U'élément
de K™*™ définie par
A (O

B,j=1"

2231_462
‘N4 -1 1) 8 -2 2

En utilisant les propriétés de la multiplication scalaire, on obtient le résultat suivant

Exemple 1.2.7.
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Proposition 1.2.8. Soient A et B deux éléments de K™, o et B deux scalaires.
Alors,

(vi) OKA = OKW,Xm.

(vii) . (A+ B) = a.A + «a.B.

(viii) (a+ B) . A=a.A + B.A.

(iz) a.(B.4) = (a.p) .A.

1.2.3 Produit de matrices

Définition 1.2.9. Soit A € K"*P et B € KP*™. Le produit noté A x B des matrices A

et B est la matrice C € K™"*P dont les coefficients c;; sont donnés par la formule :

p
Cij = Z @ikbrj = a;1.015 + az2.baj + - -+ aip.by; (1.2.1)
k=1

o Remarques 1.2.10. 1. L’élément c;; du produit A x B s’obtient en multi-
pliant terme o terme les éléments de la ligne i de A avec les éléments de la

colonne j de B, puis en sommant les produits obtenus.

2. 11 faut bien moter que le produit A X B n’a de sens que si le nombre de
colonnes de A coincide avec le nombre de lignes de B. On exprime ce fait
par linclusion

K%P x KPX™ C KX,

Exemple 1.2.11. Considérons les matrices

2 3 2 3
A=14 -1 1|, B= -1
0 0 0 1 1
Alors,
22434411 234+3.—1+1.1 17 4
AxB=] 42+ -14+11 43+-1.—-1+11 | = 5 14
0.24+0.4+4+0.1 0.3+0.—140.1 0 0

Par contre, le produit B x A n’existe pas car, le nombre de colonnes de B différe du nombre de
lignes de A.
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o Remarque 1.2.12. Méme, si les produits A x B et B x A ezistent, ils ne sont pas
forcément égauzx. En d’autres termes, le produit matriciel n’est pas commutatif. En

effet, si l'on pose

Alors,

Proposition 1.2.13. Soient A = (a;;);""_, € K", B = (bj;))""_, € KP*1 et C =

3,5=1 i,j=1
(cz])fjm1 e K9*™_ Alors, on a la formule d’associativité
(AxB)xC=Ax(BxC).
Preuve.
P P.q
(A X B) xC = az] z] 1 U)p;]q 1) X (cij)g:jil = <Z aikbkj> X (CZJ);L] 1

k=1 i,j=1
q

(
(S (Sem)er) - (B (Gowes))
(

p n,m q p,m
Zazk (Z bkrcr]>> = (aik)Z}gpzl X (Z bkrcrj>
= j=1

k=1 i,j= r=1 k,j=1
= (@)t % (eI x (en) Ty )
= Ax(BxC).

Proposition 1.2.14. Le produit matriciel est distributif par rapport a la somme des
matrices :

1) V(A,B,C) e K"P x KP*™ x KP*™ : Ax (B+C)=AxB + AxC.

2) V(A,B,C) e K"P x K"P x KP*™ : (A+ B)xC=AxC + BxC.
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Preuve. 1. On a :

Ax(B+C) = (ay)il, x ((b”)f’] L+ (C”)wml) = (ai)7y % (b + )P,
p n,m p n,m
= (Z ;L (bk]’ + ij)> = <Z aik.bkj + aik.ck])
k=1 ij=1 k=1 ij=1
p n,m P n,m
= (Z ailc~bkj> + (Z aik-ckj>
k=1 ij=1 k=1 ij=1
= AxB + AxC.
La deuxiéme formule de distributivité se démontre de maniére analogue. O

Proposition 1.2.15. Pour toute matrice A € K"*™,

I, x A=A=AXxI,.

Preuve. Posons

1 si i=j

I, = (5ij)zj:1 b0y = { 0 si i#]

n,m
Inx A = (0i); oy % (aig)g 2y = (Z 61’“%) = (Biiaig); 0, = (aig); 0, = A.
Jj=1

i,j=

De maniére tout a fait analogue, on démontre la relation A = A x I,,. O

Proposition 1.2.16. Le triplet (K"*", 4, X) est un anneau unitaire.

Preuve. La preuve découle directement de la définition d’un anneau unitaire et des propo-
sitions 1.2.13, 1.2.14. g

1.2.4 Transposition et symétrie

Définition 1.2.17. Soit A = (a;;); ", € K™ une matrice donnée, on appelle trans-
posée de A la matrice AT € K™*" définie par AT = (b;; := aﬂ)] .1+ Bn d’autres termes,

la ligne j de AT est la colonne j de A.

Exemples 1.2.18. —



CHAPITRE 1. CALCUL MATRICIEL 11

A:<1 _1>:>AT:< 1 1>.
11 11

Définition 1.2.19. Une matrice carrée A = (a’ij)?jzl € K™*" est dite symétrique si,

elle coincide avec sa transposée :

A= (aij)zjzl e K™ symétrique <= a;; = aj; , Y (i,7) € {1,...,n}>.

Il est clair que pour tout naturel n la matrice unité I,, est symétrique.

Exemple 1.2.20. La premiere des deux matrices suivantes est symétrique. La seconde ne l’est

pas :
1 1 =2 1 0 2
1 0 3 , 1 0 2
-2 3 5 -2 3 5

Proposition 1.2.21. On a les propriétés suivantes :
(1)
(A+B)" = AT + BT, V(4,B) e K™™ x K™™,
(i)
T T T nx xXm
(AxB) =B" x A", V(A,B)eK"P x K™,
(iii) La transposée d’une matrice triangulaire supérieure (res. inférieure) est une

matrice triangulaire inférieure (resp. supérieure)

Preuve. Les propriétés (i) et (iii) sont directement vérifiables. Montrons cependant la se-

conde. Pour cela, posons :
A= (az‘])” L€ K"*P . B= (bij)fj;il c KPxm,

On a donc,

T

p m,n
= (Z ajkb;“) . (122)
k=1

i,j=1

p n,m
(A X B)T = (Z aikbk])
k=1

ij=1
D’autre part,
m,n
Tx AT = (b)) x (ag)L ) = (ijkakz> : (1.2.3)
jri=1

Les relations 1.2.2 et 1.2.3 qu'on a bien (A x B)" = BT x AT. O
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1.2.5 Inversion des matrices

Définition 1.2.22. Une matrice carrée A = (aij)?j:1 € K"*™ est dite inverse (ou que

A admet un inverse) s’il existe dans K"*™ une matrice notée A=" telle que :
Ax A t=A"1xA=1,.

La matrice A~ est appelée inverse de A.

Notons que pour tout naturel n, la matrice I,, est inversible et I, = I,,.

Proposition 1.2.23. On a les propriétés suivantes des matrices inversibles.
(i) Si une matrice A est inversible alors son inverse est unique.
(ii) le produit de deux matrices inversibles A et B est une matrice inversible et on

a:
(AxB) '=B1x A

(i3i) La transposée d’une matrice inversible A est une matrice inversible et on a :

(A7) = (47

Preuve.
(i) Supposons que la matrice A admet deux inverses A~! et B. En utilisant I’associativité

du produit de matrices, on obtient,
B=BxI,=Bx (AxA ") =BxA)xA =1, xA =41
(ii) Par définition de la matrice inverse et par associativité du produit de matrices, on a :
(BT'xA ) x(AxB)=B'"x (A" xA)xB=(B'x1I,)xB=B'xB=1,
et
(AxB)x (BT'xA ) =Ax (BxB ) x A '=(AxI,)xA ' =Ax A =1,

Ces deux derniéres formules montrent que (A x B) " = B~1 x A~1.

(iii) De maniére analogue, on a :
(AN xAT=(Axa ) =17 =1,

et



CHAPITRE 1. CALCUL MATRICIEL 13

1.3 Exercices corrigés

0 Exercice 1.3.1. On considére les matrices

1 2 1 1 2 3 “2 3 4
A:( ) B:( ) o s 1 s3]
2 1 1 2 1 -3
1 -2 0
-1 -2 0 -1
p=| 2 1 o ,E=(111), F=

-2 1 0

Calculer A+ B, C+D, AxB, AxC, CxA, CxD, DxC, ExC, Ex
F, FxE, CxF.

Solution : On a :
1)

0 4 2 -3 L4

A+ B = , C+D= 9
(10 2) e [50
-1 -1 0

2) Le produit A x B n’existe car, le nombre de colonnes de A n’est pas égal au nombre de
lignes de B. Pour les mémes raisons, les produits C' x A et C x E n’existent pas.

3)
Aaxc=|( 3 T 2}
6 3 11
4)
0 11 0 8 -5 2
cxD=| 5 -8 0|, pxc=| -1 7 5
5 —4 0 7 5 —11
5)
ExC:(2 2 1), C’xF:(G —6 71)
6)
1 -1 -1
Esz(O), FxE=| 0 0o o
111
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0 Exercice 1.3.2. Soient A et B deux matrices données. Montrez que

1) Si le produit A x B eziste alors, le produit BT x AT existe aussi.

2) Si la somme A+ B existe alors, le produit AT x B existe aussi.

3) Siles produits A x B et B x A existent alors, la somme A+ BT existe aussi.

Solution :
1)

A x B existe = le nombre de colonnes de A est égal & celui des lignes de B

=  par transposition, le nombre de colonnes de BT est égal a celui des lignes de AT
= BT x AT existe.
2)
A+ B existe =  les matrices A et B ont le méme nombre de lignes
=  par transposition, le nombre de colonnes de AT est égal & celui des lignes de B
= AT x B existe.
3)

AxB ot BxA existent —o { le nombre de colonnes de A est égal a celui des lignes de B

le nombre de colonnes de B est égal & celui des lignes de A

{ le nombre de colonnes de A est égal & celui des colonnes de B”

le nombre de lignes de BT est égal & celui des lignes de A

= A + BT existe.

0 Exercice 1.3.3. Montrer que

1) Le produit de deux matrices symétriques et commutantes est une matrice
symétrique.

2) La transposée d’une matrice triangulaire supérieure est une matrice trian-
gulaire inférieure.

3) Le produit de deux matrices diagonales est une matrice diagonale.

4) Le produit de deuz matrices triangulaires supérieures est une matrice tri-
angulaire supérieure.

5) Le produit d’une matrice triangulaire supérieure et d’une matrice triangu-

laire inférieure peut ne pas étre triangulaire (ni inférieure ni supérieure).

Solution : Rappelons tout d’abord que les concepts de matrice symétrique, triangulaire,
diagonale ne sont valables que pour les matrices carrées.
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1)

Soient A = (aij)?jzl et B = (b”)
donc,

?j:l deux matrices symftriques commutantes. On a

A=AT, B=B", e AxB=BxA.

Par conséquent,
AxB)" =BT xAT=BxA=AxB

ce qui signifie que le produit A x B est symétrique.

On a,

A= (aij)!

=1 triangulaire supérieure = a;; =0k, si¢>j
= Qj; = Og, si )
n

T _ [ . s e s
= A" =(aji); ;_, triangulaire inférieure.

Soient A = (a;;); ;_, et B = (b;); ;,_, deux matrices diagonales. On a donc,
Qi = OK = bij, sii 75]

D’autre part,
n

n

Ax B= (Z aikbkj)

k=1 ij=1
et

n
i =Y aixby; = 0x,
k=1

ce qui signifie que le produit A x B est aussi une matrice diagonale.

Soient A = (a;;); ,_, et B = (b;;);

i i1 deux matrices triangulaires supérieures. On a

donc,

aij = Og = bij7 sit < j.
Par ailleurs,

n n

1< j] = Zaikbkj = Zaikbkj =0k
k=1 k=1

car,

k<i et i<j=k<j= by =0Ok.

Ainsi, le produit A x B est une matrice triangulaire supérieure.

A:<1 1) o B:<1 0)
0 1 11

sont respectivement triangulaire supérieure et triangulaire inférieure. Par contre, le pro-

duit
A><B:<2 1)
1 1

n’est pas une matrice triangulaire.

Les matrices
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O
0 Exercice 1.3.4. On considére la matrice
2 2
A= .
2 -1
1) Calculer A% puis A% — A.
2) En déduire que A est inversible et trouver son inverse.
Solution : On a
42— 2 2 o 2 2 [ 8 2
2 -1 2 -1 2 5
et
8 2 2 2 6 0
A2 — A= — = = 6[2
2 5 2 -1 0 6
D’apreés ce qui précéde,
1,5 1 1
IQZ*.(A —A): *.(A—Ig) x A=Ax 7.(A—IQ) .
6 6 6
On en déduit que A est inversible et
1 1 1 2
A =2 (A-1) = -. .
g (A R)=75 ( 2 -2 )
O

0 Exercice 1.3.5. On considére la matrice

1) Calculer A? puis A3.

2) Déterminer les trois constantes v, 3, v vérifiant l’égalité
A3+ aA? + B.A + 4.3 = Ogsxs.

3) En déduire que A est inversible et exprimer A~".




CHAPITRE 1. CALCUL MATRICIEL 17

0 Exercice 1.3.6. Le présent exercice a pour but de montrer comment a partir
des opérations du corps K, on définit les opérations sur les matrices a coefficients
dans K™*". Soit donc le corps commutatif (K, x, L). On désigne par e. l’élément
neutre de la loi %, e) 1’élément neutre de la loi L. De méme, sym(x) désignera le
symétrique de x pour la loi x et inv(x) le syméltrique de x # e, pour la loi L.

1) Définir les opérations d’addition, produit et de multiplication par un scalaire
dans ’ensemble des matrices a coefficients dans K2*2.

2) Déterminer la matrice nulle et la matrice unité dans K**2.

3) On considére maintenant le corps commutatif (R, *, L) avec,
rxy=x+y+1 , zly=x+y+xy.

Calculer A+ B, MA, Ax B, —A dansle cas ou,
a1 CB- -1 3\
0 2 2 -1

Solution : 1) L’addition des matrices dans K2*2 utilise uniquement la premiére loi du corps

selon la régle suivante :

a a b b ajy xb ajz *b
A+ B— a2 ) o 012 ) nxbi aizxbi2 )
azy a2 ba1  bao azy * ba1  ag * by
La multiplica d’une matrice dans K?*2 par un scalaire A € K, utilise uniquement la deuxiéme
du corps selon la régle suivante :

a a Ala Ala
A= A 1 a2 | _ 11 12)
a21 Q22 )\J_agl )\J_GQQ
La produit de deux matrices dans K2*2 utilise successivement la deuxiéme et la deuxiéme
opérations suivant la régle suivante :

Ax B = a1l a2 % bi1 bi2
az1 A22 ba1  ba2
_ (a111b11) * (@12Lbo1)  (a11Lb12) * (@12 Lbao)
(a21Lb11) * (a22Lb21)  (@21Lb12) * (agaLbaz)
2) Par définition, la matrice nulle et la matrice unité de K2*2 sont respectivement données par
OKm:(e* 6*) , @:(“ 6*).
€x € ex €L

3) On vérifie facilement que dans ce cas, e, = —1, e; =0, sym(z) = —2 — z. par conséquent,

1%—1 1%3 1 5
A4 B— * * _ ’
0x2 2% —1 3 2

les formules
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A [ ALY 21 2a+1
Tl Ao a2 /LA 3N+2 )7
Awpo [ OL=Dx012) (L3)«AL-1) ) _( 1«5 7Tx-1) _(5 7
Sl (0L -1 %(212) (0L3)x(2L—-1) /] \ —1%8 3x—-1 ) \ 8 3 )’

Enfin,
A sym(1) sym(1) [ 3 -3
sym(0) sym(2) -2 —4 )



Chapitre 2

Calcul des déterminants

2.1 Développement suivant une ligne

Définition 2.1.1. Soit A = (aij)?jzl € K™*™ une matrice carrée donnée. On appelle

déterminant de A le scalaire det(A) défini par :
(i) Si A= (a) alors, det(A) = a.

(i) Si A= Zu le alors, det(A) = aj1a22 — ag1a12.
21 22
(iii) Si A = (aij)?jzl , n > 2 alors, on choisit une ligne i et on définit det(A) par

récurrence conformément a la formule :

det(A) = Zn:(—l)i'”aij det(A;;) (2.1.1)

Jj=1

ot A;j est la matrice carrée obtenue & partir de A en supprimant la ligne i et la
colonne j. On dit dans ce cas que le déterminant de A est développé suivant la
ligne choisie 1.

o 1) La matrice A;; dans la formule 2.1.1 est un élément de K(»—Dx(n=1),
det(A) = OK

cette formule pour ¢ = 1, on obtient :
det(A) = (—1)1+1a11a22 + (—1)1+2a12a21 = a11Q22 — a12021.
De méme, si on développe suivant la ligne ¢ = 2, on obtient :

det(A) = (—=1)* agia1s + (—1)*2agear; = —as1aia + azas;.

19

2) Si au moins une ligne de A posséde tous ses éléments égaux a Ok alors,

3) La formule 2.1.1 s’applique méme au cas n = 2. En effet, en appliquant
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Remarque 2.1.2. On remarque que dans le cas n = 2, le déterminant est indépendant du
choix de la ligne © par rapport a laquelle se fait le développement. Cette propriété est en fait
vraie pour tout n. Nous allons ici (et 4 titre d’entrainement) la vérifier pour le cas n = 3. Soit
donc
air a2 as
A= a2z azx ax
aszr azz2 ass

En développant par rapport a la ligne © = 1, on obtient
det(A) = (—1)1“&11 det(An) + (—1)1+2a12 det(Alg) + (—1)1+3a13 det(Alg)
—  ayq det age Gz | a1 det az1 a23 + g3 det az1  G22
as2 as3 asy ass asy  as2
= ai1(aas3 — azsazz) — ai2(ag1a33 — azzaszy) + a13(ag1asz — azzas:).
En développant suivant la ligne i = 2, on obtient
det(A) = (*1)2+1CL21 det(Agl) —+ (71)2+2CL22 det(AQQ) —+ (71)2+3CL23 det(Agg)
= —as9; det @2 13 + ago det i dis — ag3 det - dr
as2 as3 asy  ass asy as2
= —a21(a126l33 - a13a32) + a22(a11a33 - a13a31) - a23(a11a32 - a12a31)-
En développant suivant la ligne i = 3, on obtient
det(A) = (—1)3+1a31 det(Agl) + (—1)3+2a32 det(Agg) + (—1)3+3a33 det(Agg)
a3 det @z a1 ) aos det s + aszz det a2
a2 Aa23 a21 ag23 a1 a2

= a31(a12a23 - a22a13) - a32(a11a23 - 013021) + a33(a11a22 - a21a12)-

On vérifie facilement que ces trois quantités sont égales.

Exemple 2.1.3. Calculer det(A) avec,

0 -1 2 3
A 0 1 0 2
1 -1 -1 1
1 1 1 1

Puisque le déterminant est indépendant du choix de la ligne swivant laquelle on développe et

afin de diminuer le nombre d’opérations, nous allons développer ce déterminant par rapport a
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la ligne 1 = 2 qui contient le mazimum de zéros. Ainsi,

0 2 3 0 -1 2
det(4) = (=1)*T2det| 1 -1 1 | +(=1)*"™2.det| 1 -1 -1
11 1 1 1

0 2 3 0 -1 2

= det| 1 -1 1 +2det| 1 -1 -1

1 1 1 1 1 1

fom (i 1o ool )3 )

= {-20+32}+2{2+22} =18

Le déterminant d’une matrice triangulaire A (et donc aussi d’une matrice diago-

o nale) est égal au produit des éléments de la diagonale. En effet, si A est triangulaire
supérieure, il suffit de développer suivant la deniére ligne. Si A est triangulaire
inférieure, il suffit de développer suivant la premiére ligne. En particulier, le dé-
terminant de la matrice unité I,, est égal a 1.

2.2 Reégles de calcul des déterminants

Nous allons dans cette section établir les propriétés fondamentales du déterminant. Ces
propriétés sont trés utiles et permettent de réduire et simplifier sensiblement les calculs surtout

dans le cas des grandes matrices. Soit

a1 a2 -+ Qin
a1 Ag2 -+ A2p
A p—
apl  Ap2 -+ Qpp
et posons
Ly = (a11,a12, -+ ,a1n), Lo = (as1,a22,- - ,a2y), Ly, = (an1,an2, - ;0nn) -

En d’autres termes L; est la ligne i de la matrice A. Nous allons dans ce qui suit, adopter les

écritures suivantes :

L1 Ll

L2 L2
A= ) et det(A):=det

L, Ly,
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Proposition 2.2.1. Le déterminant est homogéne par rapport a chaque ligne, c’est a
dire que pour tout A € K et tout 1 <1i < mn,

Ly Ly
det | A.L; =Adet| L;
Ly, Ly

Preuve. En développant suivant la ligne ¢, on obtient :

Ly
det )\Lz = (—].)ZJFJ)\(IZ] det(AZj) =\ Z(—l)lJrja” det(AZ])
. j=1 j=1
Ly,
Ly

A.det(A) = X.det | M\.L;

Ly,

Proposition 2.2.2. Le déterminant est linéaire par rapport 4 chaque ligne, c’est a dire,
(2)

%

que si pour une ligne i, on a L; = Lgl) + L
Ly Ly
det(A) = det Lgl) + det ng)

Ly, Ly,

Preuve. Si on pose

Li = Lgl) + Lz(2) = (a’il +a217 a;2 +a;;27 ceey Qi+ agn),
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et on développe suivant la ligne ¢, on obtient :
det(A) = 3 (=1)" (ay; +al;) det(Ay)
j=1

= Z(*l)i+jaij det(Aij) + i(*l)i+ja;j det(Aij)

i=1 =1
Ly Ly

= det| £V | +det| L?

L, L,

O

Proposition 2.2.3. Si deuz lignes L;, et L;, coincident alors le déterminant est égal
Ok -

L,

L;,

L;, = L;, = det : = Ok.
L;,
L,

Preuve. Nous allons raisonner par récurrence. La propriété est triviale si n = 2 car, dans

ce cas, la matrice considérée est de la forme :

(2)

Supposons que cette propriété est vraie pour n et montrons qu’elle reste vraie pour n + 1. Dans
ce cas, on a affaire avec une matrice appartenant a K +1)x(+1) ot possedant deux lignes L;,
et L;, égales. Soit g ¢ {i1, i2}. En développant suivant la ligne ¢, on obtient :

Ly
Lil n+1
det = Z Qgqj det(qu).
Li, =1
Ly,
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Par construction, & la ligne L;, correspond dans la matrice A,; la ligne L; qui n’est autre que
la ligne L;, privée de 1(’elément a;, ;. De laméme maniére, & la ligne L;, correspond dans la
matrice Ag; la ligne L] qui n’est autre que la ligne L;, privée de 1(’elément a;,;. Il est facile de
voir que dans la matrice Ag;, les lignes Lgl et L;z coincident. D’autre part, A,; est un élément
de K™*™. Ainsi, d’aprés I’hypothése de récurrence, det(A,;) = Og. Comme ceci est vrai pour

tout 1 < 7 < n alors,
n+1 n+1

Z agj det(Ag;) = Z agqj.0x = Ok.
Jj=1 J=1

O
Corollaire 2.2.4. Si on permute deuz lignes entre elles en laissant les autres lignes
inchangées alors le déterminant change de signe :
Ly Ly
L; L;
det = —det :
L; L;
L, Ly,

Preuve. s’obtient en appliquant les propositions 2.2.2 et 2.2.3 & la quantité

L,

L;+ Lj
det :
Li+ L
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Proposition 2.2.5. Si a une ligne donnée, on ajoute une combinaison linéaire des

autres lignes alors, le déterminant ne change pas :

L1 Ll
L, Ly,

pour tous scalaires \;.

Preuve. En utilisant successivement les propositions 2.2.2 et 2.2.1, on obtient :

Ly Ly Ly
det Li + Zg#z )\jL] = det Li + Z det )\]LJ
. VE)
L, L, Ly,
L1 Ll

= det Li + Z >‘j . det —\Lj
j#i .

En remarquant qu’en fait dans chacun des termes

Ly

det L

s

Ly,
la ligne L; figure deux fois (dans sa position initiale j et dans la position 7), on conclut d’apres
la proposition 2.2.3 que
Ll L1 Ll
. . J#i .
O

La propriété 2.2.5 est surtout utilisée pour faire apparaitre des zéros dans une ou plusieurs
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lignes ce qui comme souligné plus haut permet dans beaucoup de cas de sensiblement réduire

et simplifier les calculs.

Exemple 2.2.6. Considérons la matrice

e
|
—_
|
—
|
—_

En remplacant Lo par Lo + L3 et en développant suivant la deuziieme ligne de la nouvelle

matrice, on obtient :

1 2 1 -1
2.0 0 0 2 b
det(A) = det =—2det| -1 -1 -1
1 -1 -1 -1
2 1 2
1 2 1 2
En remplacant maintenant Lo par Lo + %Ll, on aura
2 1 -1
det(A) = —2det | 0 -1 -3
2 1 2
En remplacant enfin Ly par Ls — L1, on arrive @ :
2 1 -1 2 1 -1
det(A) = —2det | 0 —1 -3 [=det(Ad)=—-2det| 0 -3 -3
2 1 2 0 0 3

La derniére matrice obtenue est triangulaire et donc, son déterminant est le produit des éléments

de diagonale. D’o1,

det(A) = —2. <2._21.3> = 6.

Comme le montre le contre-exemple suivant, d’'une maniére générale, le déter-
minant de la somme de deux matrices n’est pas pas égal & la somme des deux

déterminants correspondants. En effet, pour les matrices
1 1 1
A= , B= 0 ,
2 1 0 1
on a, det(A) 4+ det(B) = —1 + 1 = 0 mais,

2 1
det(A + B) = det = 2.
et(A+ B) e<22>
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2.3 Développement suivant une colonne

Nous commengons la présente section par le résultat fondamental suivant.

Theorem 2.3.1. Le déterminant d’une matrice carrée est égal au déterminant de sa

transposée.

Ce résultat est directement vérifiable pour A appartenant a
Kn)(’n

avec n assez petit. Sa vérifiaction pour n quelconque utilise la définition de déterminant basée
sur les propriétés de ensemble S, des permutations d’un ensemble & n éléments [1, 3]. Cette

approche étant hors du cadre du présent cours, nous admettrons ce résultat.

n

nxn .
ij=1 €K™, on ala formule :

Corollaire 2.3.2. Pour toute matrice A = (a;;)

det(A) :Zn:(—l)”jaij.det(Aij), vje{l, .., n} (2.3.1)

=l

appelée formule de développement du déterminant suivant la colonne j.

Preuve. Notons tout d’abord la différence entre la formule 2.1.1 et la formule 2.3.1. Dans
la premiére, on fixe une ligne de développement et on fait varier 'indice des colonnes. Dans la
seconde, c’est une colonne de développement qui est fixée et I'indice des lignes qui varie.

Pour la preuve de ce corollaire, posons : AT = (b;; = aij);iizl. En développant det(AT) suivant

la ligne j, on obtient d’aprés le théoreme 2.3.1 :

det(A4) = det(AT) = S (1) *by;. det((AT);5) = S (= 1) ayy. det((AT);).
i=1 i=1
Pour avoir le résultat souhaité, il suffit de remarquer que (AT);; = A;;. d

Exemple 2.3.3. En développant suivant la premiére colonne, on obtient :

1 -1 2
-1 1 -1 2 -1 2
det| 0 -1 1 1.det — 0.det + 2.det
9 3 1 3 1 3 1 -1 1

= —A40.(=T)+21=-2

Soit A = (a;;) € K™*™ une matrice carrée donnée. Pour tout 1 < j < n posons :

n
ij=1
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En d’autres termes, C; est la colonne j de la matrice A. On peut donc écrire :
AZ(017027 ety Cn) et det(A):det(Cl,Cg, Tty Cn)

Comme les matrices A et AT ont le mrhe déterminant et puisque les colonnes de A sont les lignes
de AT alors, les régles de calcul 2.2.1, 2.2.2, 2.2.3, 2.2.4 et 2.2.5 peuvent étre respectivement
réécrites somme suit :

Proposition 2.3.4. le déterminant est homogéne par rapport & chaque colonne, c’est a
dire que pour tout scalaire A et tout 1 < j < n,

det (C1, ---, ACj, ---, Cp) =Adet (Cy, -, Cj, -+, Cp)

Proposition 2.3.5. Le déterminant est linéaire par rapport a chaque colonne, c’est a

dire que st pour colonne jdonnée, on a C; = Cj, + C}, alors,

det(A) = det (C1, -+, Cjy, -+, Cp)+det (Cy, -+, Cjyy =+, Cn).

Proposition 2.3.6. Si deuzx colonnes coincident alors, le déterminant s’annule :

le :Cj2:>det(cla Ty lea ) ij M) CH)ZOK

Corollaire 2.3.7. Si on permute deux colonnes entre elles en laissant inchangées les

autres colonnes alors, le déterminant change de signe :

det(cly R C] R CZ Tty On):—det(01, Tty Cia Y O]a R On)

Proposition 2.3.8. Si a une colonne, on ajoute une combinaison linéaire des autres
colonnes alors, le déterminant :

det [ Cy, -+, Cj+ Y NiCi, -, Cp | =det(Cy, -+, Cjy -+, Cp)
i#]

pour tous scalaires \;.

Exemple 2.3.9. Considérons la matrice

1 1 -1

1 1 1
A =

1 -1 -1 -1

1 2 1 2
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En remplacant Cy par Cy — Cy, on obtient

13 1 -1

1 0 1 1 ! !

det(A) = det =-3det| 1 -1 -1
1 0 -1 -1

1 2
1 0 1 2

En remplacant maintenant Cs par C3 — Cs, on obtient

1 0
det(A)=—-3.det | 1 -1 0
1 1

En éveloppant suivant la troisiéme colonne, on obtient finalement

det(A) = —3.1.det ( 1 11 > = 6.

2.4 Inversion des matrices

Nous commencons cette section par le résultat fondamental suivant.

Theorem 2.4.1. Si A et B sont deux matrices carrées appartenant o K™*" alors,
det(A x B) = det(A).det(B)
et

A x (com(A))T = (com(A))T x A = det(A).I,. (2.4.1)

\ J

Nous admettrons sans preuve ce résultat pour les mémes raisons citées pour ’égalité entre
le déterminant d’une matrice et celui de sa transposée. Cependant, il appartient au lecteur de

vérifier sa véracité pour les petites valeurs de n.

Définition 2.4.2. Soit A = (“ij)ijl € K" ™ une matrice carrée donnée. On appelle :
(i) Mineur d’ordre (i,7) le scalaire det(A;;) ou A;; est la matrice obtenue a partir

de A par suppression de la ligne i et de la colonne j.

(ii) Co-facteur d’ordre (i,7) le scalaire (—1)""7 det(A;;).

(i1i) Co-matrice de A, la matrice des co-facteurs. On la note com(A).

1 -1 2
Exemple 2.4.3. SiA=| 0 -1 1 | alors, det(A) = -2,
2 3 1
det(Ayy)  —det(Az)  det(Ays) -4 2 2
CO?’I’L(A) = — det(A21) det(AQQ) — det(Agg) = 7 -3 -5

det(Agl) — det(A32) det(Agg) 1 -1 -1



CHAPITRE 2. CALCUL DES DETERMINANTS 30

et
-2 0 0
A x (com(A)T = (com(A)T x A = 0 -2 0 = det(A).I5
0 0 -2

Theorem 2.4.4. Une matrice carrée A = (aij)?jzl est inversible si et seulement si,
det(A) # 0. Dans ce cas,

_ 1
~ det(A)

A1 o (com(A))T. (2.4.2)

Preuve. Supposons que A est inversible. Il existe donc une matrice carrée A~! vérifiant
Ax A7V =1, = A= x A. Par application du théoréme 2.4.1,

1 = det(I,) = det(A). det(A™Y),

ce qui implique que det(A) # 0. La formule 2.4.1 nous donne,

Ax ( detl( 5 (com(A))T> - ( detl( 3 (com(A)))T x A =1,

On a donc obligatoirement A~! = ﬁ(fl) e (com(A))T.

Inversement, si det(A) # 0 alors, la formule 2.4.1 montre clairement que A est inversible. O

1 -1 2
Exemple 2.4.5. Pour la matrice A= 0 —1 1 |, on a déji vu que
2 3 1
-4 2 2
det(A)=—-2 et com(A)= 7 -3 -5
1 -1 -1
Par conséquent, A est in versible et
1 1 -4 7 1
Al = AN = — 2 -3 -1
dena) * (comA)T = 5. 3
2 =5 -1
Exemple 2.4.6. Soit la matrice
1 2 1 -1
1 1 1 1
A =
1 -1 -1 -1
1 2 1 2

Nous avons déja vu plus haut (voir section : Régles de calcul des déterminants) que det(A) = 6.

Cette matrice est donc inversible. Sa co-matrice est donnée par la formule :

o 2 0 =2
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Finalement, en utilisant la formule d’inversion 2.4.2, on obtient :

0o 3 3 0

gL 2 6 0 4
6

2.5 Exercices corrigés

e Exercice 2.5.1. Pour chacune des matrices suivantes, calculer le déterminant et

trouver la matrice inverse quand elle existe :

31 1 1
5 4 0 11 1311
A= , B=|10 1], Cc=
6 5 1131
110
111 3

Solution :

(i) det(A) = 1. De plus,

com(A) = ( _54 _56 > et A7 = detl(A) (com(A))T = < —56 _54 ) .

(ii) En développant suivant la premiére ligne, on obtient :

1 1 1
det(B) = —det + det 0) = 1+1=2.
1 0 11

(com(B))"

D’autre part,

com(By= 1 -1 1 et B~!'=

det(B)

(iii) En remplagant la ligne Ly par Ly — Lo, on obtient :

2 -2 0 0

1 11
det(C) = det

1 3 1

1 1 1 3

En remplacant la colonne Cy par C5 + C1, on obtient :

2 0 00

1 4 1 1 il

det(C) = det =2det| 2 3 1
1 2 3 1

2 1 3
1 2 1 3
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En remplacant C5 par C3 — Cs, on obtient :

0
det(C) =2det | 2 3 -2
1 2

En remplacant finalement Lo par Lo + L3, on aura :

4 1 0 41
det(C)=2det | 4 4 0 | =4det < 44 > = 48.
2 1 2

Un calcul direct permet de vérifier que com(C') est la matrice symétrique suivante

20 -4 -4 -4
-4 20 -4 -4

com(C) =
-4 -4 20 —4
-4 -4 -4 20
Par conséquent,
20 -4 -4 -4
_ 1 r 1 -4 20 -4 —4
ct= C —

der ) MmO = w4 e 4

o Exercice 2.5.2. Trouver sans les calculer directement les déterminants des ma-
trices suivantes :

Solution :

1) En remplacant la ligne Ls par L3 + Ly et en utilesant les prpositions 2.2.1 et 2.2.3, on
obtient :

1 1 1 1 1 1
det(A) = det a b c =(a+b+c)det| a b ¢ | =0.
a+b+c b+a+c cH+a+bd 1 11

2) En remplagant la ligne Ly par Ly + Lo + L3 et en appliquant la proposition 2.2.1, on

obtient :
1 1 1

det(B)=(a+b+c)det | 2b b—a—c 2b
2c 2¢ c—a—2>b

1 1 1 a—b—c 2a 2a
A= a b c , B= 2b b—a—c 2b , C =
b+c a+c a+bd 2¢ 2¢ c—a—2>b

—_ = =

Qo o8
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En remplacant la colonne C; par la colonne C; — C5 et en développant suivant la ligne
2, on obtient :

2c ¢c—a—>

det(B):(a+b+c)2det< ! ! ) = —(a+b+c)

3) En remplacant Ly par Ly — Ly et L3 par Ly — L1, on obtient

1 a a? a®
0 b—a bV —-0a?2 -0
det(C) = det ) . 2 3
0 d—¢c d&*—-¢ &#-¢2
1 a a? a®
0 b—a (b—a)(b+a) (b—a)(a®+ab+b?)
= det
1 c 2 c
0 d—c (d=c¢)(c+d) (d—c)(c®+cd+d?)

D’ou, par application de la proposition 2.2.1,

1 a a? a®

0 b— b 2 b+ b2
det(C) = (b — a)(d — ¢) det @ pra ot

1 c c c

0 1 c+d A +cd+d?

En remplacant maintenant L3 par Lz — L1 et en appliquant & nouveau la proposition
2.2.1, on obtient :

1 a a? a®
0 1 b+a a?>+ab+b?
det(C) = (b—a)(d— c)det
f€) = G-ad-odet| - T IO
0 1 c+d c+cd+ d?
1 a a? a®
0 1 b 2 b+ b2
= (b—a)(d—c)det T “ —|—2a i 9
0 c—a (c—a)lc+a) (c—a)(a®+ac+c?)
0 1 c+d 2 +cd+ d?
1 a a? a®
0 1 b+a a®+ab+1?
= (b—a)(d— —a)det
p-ad—ce—ade| o 00T
0 1 c¢c+d +cd+d?
1 b+a a®+ab+b?
= (b—a)d—c)(c—a)det [ 1 a+c a?+ac+c?
1 c+d +ecd+d?
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En remplagant L1 par L1 — Lo et L3 par L3 — Lo et toujours d’aprés la proposition 2.2.1,

b—c (ab—ac)+ (b* —c?)
a—+c a’+ac+c?
d—a +(cd—ac)+ (d? —a?)

det(C) = (b—a)(d—c)(c—a)det

b—c (b—c)lat+b+c)
a+c a?+ac+c?
d—a +(d—a)la+c+d)

0 1 a+b+c
= (b—a)d—c)(c—a)b—c)(d—a)det | 1 a+c a®+ac+c?
0 1 a+c+d

1 a+b+c>

= (b—a)(d—c)(c—a)det

SO =R O O = O

= —(b—a)(d—c)(c_a)(b_C)(d_a)det( 1 a+c+d

= (b—a){d—-c)(c—a)(b—c)(d—a)b—d).

o Exercice 2.5.3. Déterminer les parmétres réels m pour lesquels la matrice A,,

est inversible.

Solution : En remplacant Ly par Li + Lo + L3 + L4, on obtient

m—2 m—2 m-—2 m-—2 1 1 1 1

-1 -1 0 -1 -1 0
det(A,,) = det " = (m —2)det "

0 -1 m -1 -1 m -1

-1 0 -1 m -1 0 -1 m

En remplacant C; par C; — Cs, on a :

0 1 1 1 0 1 1 1

0 -1 -1 0
det(A,,) = (m—2)det m 0 = —m(m — 2) det 0 m

-m -1 m -1 1 -1 m -1

0 0 -1 m 0 0 -1 m
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Par conséquent, la matrice A,, est inversible si et seulement si, m ¢ {—2,0,2}. O

0 Exercice 2.5.4. On considére le déterminant

2 0 0
1 2 1 0 0
0
D, = det
0
0
0O -« .- 0 1 2

(i) Calculer Dy, Do, D3, Dy.

(ii) En développant suivant la premiere colonne, exprimer D,, en fonction de
D,_1 et D,_o.

(iii) En déduire D,,.

Solution :

(i) Un calcul direct nous donne :

D=2, Dy=3, D3=4, Dy=5.

21 0 --- 0 1 0 0
1 1 2 1
0 0 1 0 0 1 2
1 0 0
1 2 1
= 2Dn_1 — det 0 1 0
o --- 0 1 2

En développant le déterminant restant suivant la ligne 1, on aura :
D,=2D, 1— D, .
(iii) On remarque du point (i) que

Di=1+1, Dy=2+1, D3y=3+1, Dy=4+1.
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La formule générale qui se dégage est donc D,, =n + 1.
Montrons par récurrence que cette formule est vriae pour tout naturel n > 1. Pour cela,
supposons qu’elle est vraie pour toutes les valeurs naturelles inférieures ou égales a n

donné et montrons qu’elle est encore vraie pour n + 1. D’aprés le point (i),

Dn+1:2.anDn_1:2(n+1)fn:n+2.



Chapitre 3
Systémes linéaires d’équations

3.1 Définitions générales et exemples

Définition 3.1.1. Un systéme linéaire S a n équations et p inconnues est une expression
de la forme :

a1121 + a12%2 + - + a1px, = by
2121 + A22%2 + - - - + agpTy = bo
(8): 4 . (3.1.1)
an1T1 + Ap2Ta + -+ - + AppTp = b,
ou sous forme condensée

P
> ajz=b, 1<i<n. (3.1.2)

j=1
Les a;; appartiennent au corps commutatif K et sont appelés coefficients du systéme (.S).

1,T2, - , T, sont les inconnues de ce systéme.

Résoudre le systéme (S) c’est trouver tous les p -uplets z1,x9,--- ,x, vérifiant
o en méme temps les n équations de 3.1.1. L’ensemble de ces p -uplets est appelé

ensemble solution du systéme (5) et est noté Sol(S).

Si, 'ensemble Sol(S) est vide, on dit que le systéme (S) est incompatibe. Cela

signifie qu’au moins deux de ses équations sont, contradictoires.

Exemple 3.1.2. Le systéeme a 3 équations et deux uniques inconnues

r+2y=3
(S1):¢ z—-2y=-1 (3.1.3)
z+3y =4

37
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admet une solution unique : Sol(S1) = {(1,1)}. En effet, on voit aisément que (xo,yo) =
(1,1) est le seul couple vérifiant simultanément les équations 1 et 2 du systéme (S1). De plus,
(zo,y0) = (1,1) vérifie aussi la derniére équation.

Exemple 3.1.3. Le systéme a 3 équations et deur uniques inconnues

r4+2y=3
(S2): ¢ z—2y=-1 (3.1.4)
x+3y=>5

est incompatible (n’admet pas de solution). En effet, d’aprés ’ezemple précédent, (zo,yo) = (1,1)
est le seul couple vérifiant simultanément les équations 1 et 2. Mais, (xo,y0) = (1,1) ne vérifie

pas la derniére équation.

Exemple 3.1.4. Le systéme a 3 équations et deux uniques inconnues

r+2y=3
(S3): ¢ 20 +4y=6 (3.1.5)
3r+6y =29

admet une infinité de solutions. En effet, ce systéme se réduit 4 une seule équation (Ss) :

x + 2y = 3 dont ’ensemble solution est

Sol(S3) = {(x, S

): meR}.

Définition 3.1.5. Le systéeme 3.1.1 est dit homogéne si by = by = --- = b, = Og. Dans

le cas contraire, il est dit non homogéne.

Définition 3.1.6. Le systéme (S) est dit réductible si au moins 'une de ses équations

Il est important de noter que ’ensemble solution d’un systéme homogéne n’est

jamais vide car, il contient au moins le p -uplet (Og,0k, - - ,0k).

s’écrit comme combinaison linéaire des autres équations. Dans le cas contraire, le systeme

est dit irréductible.

Exemple 3.1.7. Le systéme (S3) est réductible a la seule équation x + 2y = 4.

Définition 3.1.8. Deux systémes (S1) et (S2) sont dits équivalents si leurs ensembles
solutions coincident : Sol(S1) = Sol(S2).

Exemple 3.1.9. 1) Le systéme (S1) est équivalent au systéme :

r+2y=3
(Sq): 4 20 —2y=-1
r+3y=4

2) Les systémes (S1) et (S2) ne sont pas équivalents. De méme pour les systémes (S1) et (Ss3).
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Remarque 3.1.10. Il est clair que pour un systéme réductible, on peut réduire le nombre
d’équations en éliminant les équations qui sont combinaisons linéaires des autres. Le nouveau
systéme ainsi obtenu est équivalent a l’initial.

3.2 Ecriture matricielle d’un systéme linéaire

Le systéme 3.1.1 peut étre réécrit sous forme d’égalité matricielle comme suit :

Ax X =B (3.2.1)
ou,
a a .. .a
1 012 1p T b1
az1 G2 . . . Q2
Ao . e L X = . . B= ) ) (3.2.2)
J?p bn
anl Gp2 - . . Gpp

A est appelée matrice du systéme, X -vecteur des inconnues et B -second membre.

Exemple 3.2.1. Les systémes (S1), (S4) ci-dessus admettent respectivement les écritures ma-

tricielles suivantes :

12 3 1 2 3
SH:| 1 -1 x<x>: R AR B x<x>: 1
1

Définition 3.2.2. Le systéeme 3.2.1 est dit homogeéne si toutes les composantes du second

membre B sont égales a Ok.

3.3 Systémes de Cramer

Si le system est homogéne alors, son ensemble-solutions n’est jamais vide car, il

contient au moins la solution 1 =29 = -+ =z, = Ok.

Définition 3.3.1. Le systéeme 3.1.1 est dit de Cramer si, la matrice associée est carrée

et inversible ce qui équivaut a dire qu’elle est carrée et a déterminant non nul.

Exemples 3.3.2. 1) Aucun des systémes (S1), (S2), (S3), (S4) n’est de Cramer car, les matrices
associées nme sont méme pas carrées.

2) Le systéme suivant est de Cramer :

2y =3 1 2
T2y . det — 440
r—2y=-1 1 -2
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Le systéme suivant n’est pas de Cramer :

rT+2y+2=3 1 2 1
x—2y+z=-1 ; det| 1 -2 1 | =0.
r+z=1 1 0 1

Theorem 3.3.3. Tout systéme de Cramer (S) d’écriture matricielle A x X = B admet

une solution unique X = A~ x B.

Preuve. Comme la matrice A est inversible alors,

X=I,xX=(A"xAxX=A4A"x(AxX)=A""xB.

Exemple 3.3.4. Soit le systéme (S) d’écriture matricielle A x X = B,

1 -1 2 T 1
A=]0 -1 1  X=1|y . B=| 2
2 3 1 z —1

On sait déja (voir chapitre : Calcul des déterminants, section : Inversion des matrices) que A

est inversible avec

e
det(A) = —2 et A—1=7. 2 -3 -1
-5 -1

Par conséquent l'unique solution est donnée par la formule

-4 7 1 1 9

—;1 2 3 1 X 2 —;1 3
=5 -3 - = -

z 2 -5 -1 -1 -7

Nous allons maintenant proposer une méthode de résolution plus pratique pour un systéme
de Cramer. Son avantage principal réside dans le fait qu’elle nous évite le calcul de l'inverse de
A ce qui en soit constitue un grand acquis dans le cas des matrices de grandes tailles.
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Theorem 3.3.5.
ail
a21

A =
an1
Alors,
de B.

a12 A1n

T bl
a22 QA2n,

;X = ; B=

B by,
an2 Apn
e det(A) oy det(As) S det(A,,)
YT det(A) T det(4) T T det(A)

ou, A; est la matrice en remplacant dans A les éléments de la colonne i par les éléments

Soit (S) un systéme de Cramer d’écriture matricielle A x X = B oq,

Preuve. En utilisant les propriétés de linéarité et d’homogeneité des déterminants par

rapport aux colonnes, on a d’une part

Zi.a11 G012 A1n
T1.a21  a22 a2n
det = x1.det(A) (3.3.1)
T1.Gn1  Ap2 Gnn
et d’autre part,
n
T1.a11  A12 A1n by — ijg a1;r; a2 A1n
b n
T1.G21  A22 a2n 2 — ijg a2  a22 a2n
det = det
n
T1.Gp1 G2 Ann bn — 3252 AnjTj an2 Ann
by ai A1n
by a2 a2n
= det = det(4,).
bn an2 Gnn
_ dCt(Al)

En comparant avec 3.3.1, on obtient que

= det(A) -
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Pour trouver x5, on raisonne de maniére analogue et on montre que d’une part,

aip ZT2.a12 . . . Qin
a1 Io.Q22 . . . Q2pn
det ' ' D = x9.det(A)
an1 X2.Gp2 . . . Qpp
et que d’autre part,
n
a1 T2.a12 . . . Qip a1l bl—zj?ﬂaljm‘j . . . Qin
b n
a1 I2.a22 .. . Qo2p a21 2 — Zj7$2 25T .. . Qop
det = det
n
ani T2.Gp2 . . . Qpn an1 bn—zj;éQanjxj R e
ail bl . . . Q1p
a1 b2 .. . Q2p
= det ' R ' = det(As).
an1 bn LI - OGnn
D’oti, aprés comparaison, xy = Set(42)
, ap p y L2 — det(A) °

Le méme raisonnemenent peut étre appliqué pour étendre le théoréme aux autres inconnues. [J

Exemple

Si on désigne par C'j la colonne j de la matrice A alors, la solution du systéme
A x X = B s’écrit sous la forme :

o det(B,Cz,--~ ,Cn) - det(Cl,B,Cg,--~ ,Cn) - det(01,027~-~ ,B)

e det(A) 2= det(A) I det(A)

3.3.6. A titre d’application, nous allons vérifier la validité du théoréme 3.3.5 sur

l’exemple précédent. On a :

Z1

1 bo-b2 9 1 2 3
:_—2.det 2 -1 1 =5 > xgz_—2.det 0o 2 1 =3
-1 3 1 -1 1
1 -1 1
7
x3:_—2.det 0 -1 2 25
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3.4 Systémes linéaires surjectifs

Définition 3.4.1. Soit (S) un systéme linéaire d’écriture matricielle A x X = B ou
A e K" P | n <p. Le systéeme (S) est dit surjectif si A contient n colonnes qui forment

une matrice carrée inversible.

Exemple 3.4.2. Le systéme (S) suivant est surjectif :

Dans un systéme surjectif, le nombre p des inconnues est supérieur au nombre n

d’équations. Si n = p alors, (S) est surjectif si et seulement si, il est de Cramer.

r+y—z+t=1
r+y—2z—t=0

En effet la matrice associée & ce systéme est

A:<1 1 -1 1 )

11 —2 -1
1 -1

C1,C3) =

(17 3) (1 _2>

est inversible. Cela permet de regarder r et z comme inconnues par contre, y et t comme

et (par exemple) la sous-matrice

parameétres variables. Ainsi, poury,t fixés, le systéme (S) est équivalent aus systéme de Cramer :

r—z=1—y—t
(Sy,e) : _
r—2z2=—-y+t

Pour les ensembles solutions, on a :
Sol(Sy ) ={(z,2) =(2—y—3t,1—2t)},
Sol(S) ={(2—y—3t,y,1 —2t,t) : y,t € R}.

Remarque 3.4.3. On remarque que la matrice

(C5,C) = ( o4 >

est aussi inversible cela signifie qu’on considérer z et t comme inconnues, x et y comme pa-

rameétres variables. Dans ce cas, pour x,y fizés, le systéme (S) est équivalent aus systéme de

—z4+t=1—-2z—y
(Say) : { 9 .
—2z—t=—-x—y

Cramer :
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Pour les ensembles solutions, on a :

20+2y—1 —x—y+2
Sol(5,.) = { (e) = (2L T2

2 20—1 —x — 2
Sol(S)z{(m,y, Tt 2y Tyt ):x,yeR}.

3 ’ 3
Dans le cas général, on procéde comme suit : Si (S) est un systéme linéaire d’écriture

matricielle : A x X = B alors,

1) On choisit dans A p-colonnes C;,,Cj,, -+ - ,Ci, telles que la matrice carrée A; i,.. i, =
(Ciy,Ciy,y -+, Cy) soit inversible.
2) On résoude le systéme de Cramer (S;, ... ;, dans lequel x; ,z;,,---,x;, sont regardées

comme inconnues et x; : j # ¢; comme paramétres variables.

3) On écrit les ensembles solutions comme montré dans ’exemple.
Exemple 3.4.4. Considérons le systéeme :
T—y—t=2

A:2123.
1 -1 0 -1

On remarque par exemple que la matrice carrée A, o formée par les deux premiéres colonnes est

20 +y+2z2+3t=1
(5): {

La matrice assosciée est

inverssibles. (S) est donc un systéme surjectif. Le systéme de Cramer correspondant est :
20 +y=1—2z -3t
(S12)
r—y=2+1t
ot z,t sont considérés coomme des parameétres variables. Pour les ensemles solutions, on a :

3—2z—-2t -3—-2z—-25t
sol(s12) = { (e = (22252, 22220

9,92 —3-922—
Sol(S)z{(3 ; t, 3 3Z 5t,z,t>:z,t€R}.

3.5 Exercices corrigés

0 Exercice 3.5.1. Donner l’écriture matricielle de chacun des systémes suivants,

puis le résoudre.

20 —dy+3z+t=5

3z +Ty+3z2—t=-1
or — 9y + 62+ 2t = —7
dr — 6y + 32+t = -8

r+y—z=1
(S1) : 2y —z=—2 , (S2):
3r—4y+22=0
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Solution : 1) Le systéme (S7) admet Pécriture matricielle : A; x X = By ou,

Un calcul direct permet de vérifier que det(A4;) = 3 # 0. Le systéme (S7) est donc de Cramer.
En appliquant le théoréme 3.3.5, on obtient :

1 1 1 -1 1 1 1 -1 1 1 1 1
x:§det -2 2 -1 , y:§det 0 -2 -1 ) z=§det 0o 2 =2
0 -4 2 3 0 2 3 -4 0

2) Le systéme (S2) admet Iécriture matricielle : Ay x X = Bs ou,

2 =5 3 1 z )
-1 -1
A2 - 3 7 3 5 X = y s B2 =
5 =9 6 2 z -7
4 -6 3 1 t -8

Un calcul Un calcul direct nous donne det(Az) = 54 # 0. Le systéme (S2) est donc de Cramer.
En appliquant le théoréme 3.3.5, on obtient :

5 -5 3 1 2 5 3 1
1 17 3 -1 1 3 1 3 -1
— — det Y= — det ,
TR 27 9 6 2 Y751 5 7 6 2
8 -6 3 4 -8 3
2 =5 5 1 2 -5 3 5
1 -1 - —
B N B o PN Y I B N B
54 5 -9 -7 2 54 5 -9 6 -7
4 -6 -8 4 -6 3 -8

0 Exercice 3.5.2. On considére la matrice

1 0 -1
A= 2 1 =2
-3 0 1

1) Montrer que A est inversible et calculer son inverse A~'.

2) Résoudre le systéme

r—z=1
(S): 20 +y—2z=1
—3r+2=3
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Solution :

1) Un développement selon la premiére ligne nous donne det(A) = —2 # 0. La matrice A est
donc inversible.

La comatrice associée & A est la matrice

4 3
com(A)=| 0 -2 0
1 0 1
D’o,
0
A=Y comanT =1 4 2 0
~ det(A) 2
3 0
2) Le systéme () admet I’écriture matricielle
T 1
Ax| y | =
z

1 ) 1 0 1 1 )
=A'x| 1 |= 3 4 -2 0 |x|1|=] -1
2 3 3 0 1 3 -3

0 Exercice 3.5.3. Soit le systéme

20 +y+2=2
(Sa) : x4 2ay + 2z =2« , a €R.
r+y+ 20z =20+2

1) Donner ecriture matricielle de (Sy).

2) Pour quelles valeurs de «, le systéme (S,) est-il de Cramer ?
3) Résoudre (Sy).

Solution : 1) L’écriture matricielle du systéme (.S, ) est :

200 1 1 x 2
20 1 x| v = 2a
1 1 2« z 200 + 2




CHAPITRE 3. SYSTEMES LINEAIRES D’EQUATIONS 47

2) Le systéme (S,) est de Cramer si et seulement si, sa matrice A, est inversible, ce qui revient
a det(Ay) # 0. En utilisant les propriétés des déterminants, on obtient :

20 1 1 20 1 0
det(A,) = det 1 2a 1 = det 1 2a 1-2«
1 1 2« 1 1 2a-1
20 1 0 2a 1 0
= (2a—1).det 1 2o -1 | =QRa—-1).det| 2 2a+1 0
1 1 1 1 1 1

= (2a—1)(4a® +2a —2) =2(a + 1)(2a — 1)2

Ainsi, (Sq) est de Cramer si et seulement si, o ¢ {—1,%}.

3) Résolution du systéme : Si, a ¢ {71, %}, le systéme (S, ) admet une solution unique de

la forme :
2
Y :Aglx 2c
z 200+ 2
Si o = 3, le systéme devient :
TH+y+z=2
(S1): rt+y+z=1
r+y+z=3

On voit bien que ces trois équations sont incompatibles et donc, le systéme (51 ) n’admet aucune

1
2

solution.
Si a = —1, le systéme devient
—2r4+y+z=2
(S-1): x—2y—+z=-2
r+y—22=0

Il est équivalent au systéme

z+y=2z
T—2y=-2—-z2

Par rapport aux deux inconnues z et y c’est un systéme de Cramer dont les solutions pour

chaque valeur fixée de z, sont

_32—2 3z4+2

3 ; y(z) = :

x(2) 3

Ainsi, ’ensemble des solutions du systéme (S_1) est

Sol(S_1) = {(x,y,z) = (323_2, 3Z;—2,z> P ZE R}.




CHAPITRE 3. SYSTEMES LINEAIRES D’EQUATIONS 48

0 Exercice 3.5.4. Soit la matrice

1 1 1
A=10 1 2
1 -1 1

3 2
A7t = il -2 0 2
-1 2 1

2) Déterminer tous les polynémes réels P de degré inférieur ou égal a 4 et vérifiant
les conditions :
P(1)=0=P'(1), P'(-1)=1.

Solution : 1) On vérifie facilement que
1 3 -2 1 3 -2 1 1
1 2 x| -2 0 2 |=| -2 x| 0 1 2 |=41
-1 1 -1 2 1 -1 2 -1 1

3 2
A7t = 7l 2 0 2
-1 2 1

2) Les polynomes recherchés sont de la forme :
P = ag + alX —+ a2X2 + (L3X3 —+ a4X4
ot, les coefficients réels vérifient le sytéme

ap+ai+as+az+ag =0 —>(P(1):0)
(Sp) : a1 + 2a3 + 3az +4a4 =0 — (P'(1) =0)
ap—a;+as—az+as=1 — (P(-1)=1)

On a donc un systéme de trois équations et & cinq inconnues. Son écriture matricielle est

ao
1 1 1 1 ay 0
2 3 4 X az =
1 -1 1 -1 1 as 1
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On remarque que les trois premiéres colonnes de la matrice associée & ce systéme est la matrice
inversible A. Cela signifie que (Sp) est surjective et qu’il est possible d’exprimer (et de maniére
unique) les coefficients ag, a1, as en fonction des coefficients ag, a4 selon la formule :

ag —a3 — ay 1+ 4ag + 4ay
a = A1 x —3a3 — 4ay = 1 2+ 4ag
as 1+as—ay 1 —4az — 8ay

En faisant varier az et as dans R, on on obtient toutes les possibilités pour P. On peut donc

conclure que les polynémes reherchés sont de la forme :

I+4a+4b 2440 1—4da—8h
+ Z+ ¥ Z“X+ ; 80 %2 4 aX3 £ bX, (a,b) € R,




Chapitre 4

Espaces et sous-espaces vectoriels

4.1 Espaces vectoriels

4.1.1 Définitions et exemples

Définition 4.1.1. Un espace vectoriel sur un corps commutatif K est un ensemble non
vide muni d’une opération interne + : E X E — E et d’une opération . . K x E — FE
"dite opération externe sur E" telles que :

(vectl) Le couple (E,+) est un groupe commutatif.

(vect2) Pour tout couple (z,y) € E X E et tout « € K :

a.(z+y) = (a.z) + (a.y)

(vect3) Pour tout x € E et tout couple (a, f) € K x K :

(a+p).x = (az)+ (B.2)

(vect}) Pour tout x € E et tout couple (a, ) € K x K :
a.(B.x) = (a.f).x

(vect5) 1g.x = x pour tout x € B

Le lecteur remarquera que dans la définition, nous avons utilisé les mémes symboles
+ et . pour désigner les opérations dans ’espace vectoriel E et les opérations dans
le corps K. Il lui appartient donc & chaque fois de distinguer dans quelle situation
on est.

Convention 4.1.2. Si E est un espace vectoriel sur le corps commutatif K alors,

- Les éléments de E sont appelés vecteurs, les éléments de K sont appelés scalaires.

B

- Les opérations + et . sont respectivement appelés ” addition ou somme vectorielle ” et 7

50
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multiplication d’un vecteur par un scalaire ”.

- L’élément neutre du groupe commutatif (E,+) se note Og et est appelé ” le vecteur nul
de l’espace vectoriel 7 E

- Si x est un vecteur dans E alors, son symétrique pour l’addition vectorielle + sera noté
—x. Pour cela, lécriture x — y signifiera x + (—y).

- Afin d’alléger le texte, on écrira (par fois) dans la suite : E est un K -e.v. pour signifier
que E est espace vectoriel sur le corps commutatif K.

- Dire que E est un espace vectoriel réel (respectivement compleze) signifie que K = R

(respectivement K = C).

Exemple 4.1.3. Soient K un corps commutatif et n > 1 un entier naturel. Définissons les

opérations + et . comme suit :

y=(y, - ,yn) €K”
a.r = (ax1,  ,0.2y)

x=(x1, ,xn) €EK"
" :>{m+y:(m1+y17"'7mn+yn)
acK

1l est clair que + est une opération interne dans E et que . est une externe sur E. Muni de ces
deux opérations, l’ensemble K" est un K -e.v. En effet, en utilisant les propriétés du corps K
on vérifie son grande difficulté que l’addition vectorielle + est commutative, et associative dans
K™. L’élément neutre pour cette opération est le n-uplet Oxn = (Ok, -+ ,Ok). Le symétrique de
x= (21, ,x,) EK" est —x = (—xq, -, —xp). Ainsi, (K", +) est un groupe commutatif.
Par ailleurs, pour tout (a, 3) € K? et tout (x,y) € K* x K"

1)

a(x—i—y) = Ol.(.’ﬂl +y1,‘ oy Tn +yn) = (a-(xl +y1)7 e 70[.($n +yn))
= (ax)+ oy, ,qz, + ays)
= (a.x1, - ,0.xy) + (Qyr, -, Qyn)

2)

(a+B)z = (a+p)(z1, - 2n) = (a+ B)ay, -, (a+ B).an)
= (a.x1+ P21, 02, + f.2,)
= (ax1, - ,axy) + (Bar, -, B.2n)
= (az)+(B.3)

3)

a.(fx) = a.(Bxy, -, Ban) = (a.(B.x1),  ,0.(B.xy))
= ((a.B)x1, -, (a.fB)xy) = (a.B). (21, ,2n)
= (a.f)x

4)

Iz = 1g.(x1,,2n) = (lgx1, -, lg.2n) = (X1, ,x,) = @.
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Remarque 4.1.4. Il découle de l’exemple 4.1.3 que tout corps commutatif K peut étre regardé
comme un espace vectoriel. En d’autres termes, ces éléments peuvent étre regardés comme sca-

laires ou comme vecteurs.

Exemple 4.1.5. Soit X un ensemble non vide et soit F(X,R) l'ensemble des applications

(fonctions) [ définies sur X et a valeurs R. Définissons les opérations + et . comme suit :

frg: X =R wr— (f+9)(x) = f(x) +9()

Vo €R, V(f,9) € F(X,R) x F(X,R) : { af: X —R 2+ (a.f)(z) = a.f(x)

Par définition, + est une opération interne dans F(X,R) et . est une opération externe sur
F(X,R). Montrons que muni de ces deux opérations F(X,R) est un R -e.v.
1) Pour toutes applications f, g appartenant ¢ F(X,R) et pour tout v € X :

(f+9)(x) = f(z) +g(x) = g(z) + f(z) = (9 + ().

commutat. de + dans R

Ainsi, f+g=g+ f et donc, + est commutative dans F(X,R).
2) Pour toutes applications f, g, h appartenant & F(X,R) et pour tout x € X :

(f+9)+hl(z) = (f+9)(@)+h=)=f(z)+9(x))+h=z) = f(z)+ (9(z) + h(z))
assoctat. de + dans R

= f@)+(g+h)@)=1[f+(g+h)](z).

Ainsi, (f+9)+h=f+(g+h) et donc, + est associative dans F(X,R).
3) Soit lapplication
O0: X —R;, 2+— O(x)=0.

C’est un élément de F(X,R). De plus, pour tout f € F(X,R) et tout x € X,

(f+0)(x) = f(z) + Ox) = f().

Cela signifie que f + O = f pour tout f € F(X,R). En d’autres termes l’application O

est I’élément neutre pour la loi +.
4) Soit f € F(X,R) et définissons l'application

- X — R x— (=f)(@) = —f(2).
L’application —f est un élément de F(X,R). De plus, pour tout z € X,

(=) + D) = (=H)@) + f(z) = = f(z) + f(z) = 0.

Cela signifie que (—f) + f = O. En d’autres termes, tout élément f de F(X,R) admet
un élément symétrique qui est l’application — f.
En résumé, nous avons prouvé que (F(X,R),+) est un groupe commutatif.
Montrons maintrenant que ['opération externe . vérifie les propriétés requises pour un espace
vectoriel.
Pour tous f,g € F(X,R) , tous réels o, 8 et tout x € X, on a :
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5)
[ (f+9)l(z) = a(f+9)(x) = a.(f(z) +g(z)) = a.f(z) + a.g(z)

distribut. dans R
= (af)(@) + (g)(x) = [(a.f) + (a.g9)] (z).
Do, a.(f +9) = (anf) + (aug).
6)

[(a+B).fl(x) = (a+p).flx)=af(x)+p.f(z)
distribut. dans R
= (af)(@) + (B.5)(@) = [(a.f) @ (B./)] ().
Dot, (a+ B).f = (a.f) + (B.f).
7)

[a.(8.)] (z) = . [(B.f)(2)] = . [8.f (2)] = [a.B] .f (x) = [(a.).f] ().

associat. dans R

D’ow, a.(B.f) = (a.5).f.
8)

(Ir-f)(@) = (L.f)(z) = 1.f(z) = f(2).
D'oi, 1g.f = 1.f = f.

Remarque 4.1.6. Sachant que toute suite réelle est une application de N dans R, on peut
sur la base de lexemple qu’on vient juste d’étudier affirmer que l’ensemble F(N,R) des suites

réelles est aussi un espace vectoriel réel (R -e.v.) pour les mémes opérations + et ..

Remarque 4.1.7. Dans l’exemple /.1.5 et la remarque 4.1.6, on peut remplacer R par n’importe

quel autre corps commutatif.

Exemple 4.1.8. L’ensemble K"*™ des matrices (n -lignes et m -colonnes, a coefficients dans
K) est un K -espace vectoriel pour l’addition + et la multiplication e par un scalaire. En effet,
on sait déja (voir chapitre 1) que K™*™ est un groupe commutatif. Le lecteur peut aisément

voir que l’opération externe o vérifie les conditions recquises pour un espace vectoriel.

4.1.2 Reégles de calcul dans un espace vectoriel

Dans un K -e.v. F, on a les régles de calcul suivantes. Ces régles sont les extensions au cas

général de celles connues en analyse vectorielle élémentaire.

Proposition 4.1.9. En multipliant le vecteur nul de E par n’importe quel scalaire, on
retrouve le vecteur nul :
a.0g =0, VYaek.
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Preuve. Sachant que O est ’élément neutre pour l'opération @, on a
a.0g = a.(0g +0g) = (a.0g) + (a.0g).
Cela implique que

0 = (—(a.OE)) + (a.OE)
= (—(a.0g))+ [(a.0g) + (a.0r)] = [(—(a.0g)) + (a.0g)] + (a.0g)

associat. de +

(OE) + (OéOE) = a.OE.

Proposition 4.1.10. En multipliant n’importe quel vecteur de E par le zéro de K, on

retrouve le vecteur nul de E :

Ox.x =0, VrxekFk.

Preuve On a:
Ox.x = (0g + Og).x = (Og.z) + (Og.).

En raisonnant maintenant de maniére analogue & la preuve de la proposition précédente, on
obtient

O = (—(OKJ?)) + (OKl‘) = (—(OKJ))) + [(OKJ?) =+ (0]}{1‘)]

Proposition 4.1.11. Le produit d’un vecteur par un scalaire est égal au vecteur nul si

et seulement si, l’'une des deux composntes du produit est nulle :

V(iwz) E KX E:ax=0g<=a=0 ou z=0g.

Preuve. L’implication inverse est une conséquence directe des deux précédentes proposi-
tions. Pour montrer 'implication directe, nous allons procéder par exclusion des cas. Pour cela,

on montrera que si a.x = 0 avec a # Ok alors, forcément = = Og. En effet,
a#0g =3B eK:ap=pa=1k.
Par conséquent,

ar=0p = pB.(ax)=Lp0=0g
- (ﬁ.a).x:OE:>1K.x:OE

— 2 =0g.
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Proposition 4.1.12. Pour obtenir le symétrique du produit d’un vecteur par un scalaire,
il suffit de remplacer dans le produit I'une des deux composantes par son symétrique dans
l’ensemble correspondant :

V(o,z) e KX E: —(a.x) = (—a).x = a.(—x).

Preuve. on a d’aprés ce qui précéde,
Op =0g.z = [a+ (—a)] .2 = (a.2) + ((—a).2) = (—a).x = —(a.x).
De maniére analogue,

Op =alp =a.[z+ (—2)] = (a.2) + (a.(—2)) = a.(—z) = —(a.x).

4.2 Sous-espaces vectoriels

4.2.1 Définition, exemples et caractérisation

Définition 4.2.1. Soient E un K -e.v. et F' une partie non vide de E. On dit que F
est un sous-espace vectoriel de E (s.e.v. de E en abrégé) si,

(i) V(x,y) € E?: x+y € E (stabilité pour la somme vectorielle).

(i) V(a,2) e KX E: a.x € E  (stabilité pour la multiplication par un scalaire).

Remarque 4.2.2. En utilisant la condition de stabilité pour la multiplication par un scalaire
et la deuxiéeme régle de calcul (voir section précédente), on voit bien qu’un s.e.v. contient né-
cessairement le vecteur nul 0g. Cependant, un sous-ensemble de E peut contenir le vecteur nul
sans pour autant étre un s.e.v.. Par exemple dans R?, Uensemble

F={(z,y) eR?: 2> +y* <1}

contient le vecteur nul Og>= = (0,0) mais ce n’est pas un s.e.v. de R? car, pour tout o = 1, le
coule a.(1,0) = (o, 0) n'est pas dans F.

Exemple 4.2.3. L’ensemble F' = {v =(z,y) €ER?*: x+y= 0} est un s.e.v. de l’espace vecto-
riel réel R%. En effet, F # () puisque (0,0) € F. D’autre part, pour tous v = (z,y),v" = (2/,y')
dans R? et tout scalaire réel o :

(i) v+v' =(x+2a',y+vy'). De plus,

(x+2)+y+y)=(@+y)+ (@' +y)=0+0=0= v+ € F.
(ii) av = (a.xz,a.y). De plus,

(a.x)+ (ay) =a(z+y)=a0=0= awv e F.
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Exemple 4.2.4. L’ensemble F = {(z +y,x + 2y) : € R,y € R} est un s.e.v. de l’espace vec-
toriel réel R%2. En effet,
(0,0) = (0+0,0+2.0) = (0,0) € F.

D’autre part, pour tous v = (v +y,x +2y), v' = (' +y',2' +2y') dans R? et tout scalaire réel
a:

(i
vt = ((2y)+ (). (a4 2) @ +29) = (@2 )y, (a4 2y+y) = vt € F

(i)

av = (a.(z+y),a(x+2y)) = (ex + oy, ax + 2ay) = av € F.

Theorem 4.2.5. (de caractérisation). Soit E un K -e.v. et F' une partie non vide de
E. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.
(a) F est un s.e.v. de E.
(b) Pour tous x,y dans F et tous scalaires «, 3, le vecteur a.x + .y est aussi dans
F.

Preuve. L’implication (b) = (a) est évidente. Montrons donc 'implication (a) = (b).
En utilisant successivement la stabilité pour la multiplication par un scalaire, puis la stabilité
pour la somme vectorielle, on obtient :

(z,y) € E*€ F et (a,f) € K* = (a.z,B.y) € B> = (o) + (B.y) € F.

Exemple 4.2.6. Montrons en utilisant la caractérisation (b) que l’ensemble
F= {(m,y,z,t) eER*:z =t et x—y+z:0}

est un s.e.v. de R*.

Notons tout d’abord que
veEF<—v=(z,2+22,z), x,z€R
Soient donc vy,vs deux vecteurs de F et «, 5 deux scalaires réels. On a :

v, = (x1,21 + 21,21,21) : £1,21 € R
(Ul,Ug) €F2 ( ) ) ) ) 9
v = (T2, T2 + 22,22, %2) 1 x1,21 €R

Par conséquent,

av + By = (axy + Bas, . (z1 + 21) + B(x2 + 22), .21 + .29, a.x1 + f.x2)
(.1 + B.xa, (@1 + f.xe) + (.21 + B.22), .21 + B.20, a.xy + S.x2).

On a donc la représentation a.vy + vy = (X, X + Z, Z, X) caractéristique des éléments de F.
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Le résultat que nous allons établir maintenant montre le c6té héréditaire de la strucure
d’espace vectoriel.

Theorem 4.2.7. Soit E un K -espace vectoriel. Alors, tout s.e.v F' de E est lui méme
un K -espace vectoriel pour les opérations d’adition vectorielle et de multiplication par

un scalaire, induites par E.

Preuve. Soient + I'addition dans F et . 'opération de multiplication. Si F' est un s.e.v. de

E. Alors, d’aprés le théoréme 4.2.5, pour tout (z,y) € F2,
x—y=I1gx+ (-1g).y € F.

Cela signifie que (F, +) est un sous-groupe du groupe commutatif (E, +). C’est donc lui méme un
groupe commutatif. D’autre part, en utilisant la condition de stabilité de F' pour la multilication
par un scalaire, on vérifie facilement que ’application . : K x F' — F est bien définie et véri-
fie toutes les conditions requises pour un espace vectoriel. Ceci achéve la preuve du théoréme. [J

Nous allons maintenant utiliser le théoréme 4.2.7 pour introduire un exemple important d’es-
pace vectoriel. Il ’agit en l'occurence de Iespace K[X] des polynomes a une indéterminée et a
coefficients dans le corps commutatif K. Tout élément de K[X] s’écrit sous la forme :

P X)=ap+a1. X+ - +a, X" ;a, #0, n=deg(P,). (4.2.1)

Le polyndome P, est en fait la suite P, = (ag,a1, - ,an,0k, -+ ) dont tous les éléments sont
égaux a Og & partir du rang n + 1 (voir cours d’algébre de R. Godement [3]). Conformément a
cette définition d’un polynome, K[X] est un sous-ensemble du K -espace vectoriel des suites a
coefficients dans K. D’autre part, une suite d’éléments de K est une application de N dans K.
En d’autres termes, c’est un élément du K -e.v. F(N, K).
Montrons donc que K[X] est un s.e.v. de F(N,K). On a :

Pn:(ao,al,"',an,OK,"’) aieK,l

<71 <
(P, Py) € K[X] — =se=n
Pm:(b07bla"'7bm70K7"') bzeKaISZSm

Par conséquent,,

(aO—’_bO;al—’_bl,"'aam+bmaam+la'.'70’7170]1(7.'.) n>=m
Py + Py =< (ap+bo,a1+b1,- - ,am + by, 0k, ) n=m
(a/0+b0;a1+bl7"'7an+bn)bn+17”'abm7OK7”') n=<m

De méme, pour tout scalaire «,
a.P, = (a.ap, a1, -+, .an, Og, -+ ).

Conclusion : Dans tous les cas, a.P, et P, + P, sont des suites d’éléments de K dont tous
les éléments sont égaux & Og & partir d’'un certain rang. Ce sont donc aussi des éléments de
K[X], ce qui signifie que K[X] est un s.e.v. du K -espace vectoriel (N, K). Finalemnt, d’aprés

le théoréme 4.2.7, K[X] est aussi un K -espace vectoriel.



CHAPITRE 4. ESPACES ET SOUS-ESPACES VECTORIELS 58

4.2.2 Intersection et réunion de sous-espaces vectoriels

Proposition 4.2.8. Soient £ un K -e.v. et (E;),.; une famille quelconque (finie ou

non) de sous-espaces vectoriels de E. Alors Uintersection (\,.; F; de tous les E; est

iel

aussi un s.e.v. de E.

Preuve. Soient z,y deux éléments de lintersection ()..; E; et «, deux scalaires quel-

il
conques. Alors,

= ax+pyekE, Vie[=>a.x+6.yEﬂEi.

iel

rel; Viel
yek, Viel

Proposition 4.2.9. (i) La réunion de deuzx sous-espaces de E n’est pas forcément
un sous-espace de E.
(ii) La réunion de deuz sous-espaces de E est un sous-espace de E si et seulement

si, l'un deuz est inclus dans 'autre.

Preuve.
(i) Chacun des ensembles Fy = {(2,0): x € R} et Ex = {(0,y) : y € R} est un s.e.v. de
R2. Par contre, F; U F5 n’est pas un s.e.v. de R? car,

1 E,CEIUE
{(’0)6 1 C Ly Ulby mais  (1,1) = (1,0) + (0,1) ¢ E; U Es.

(O,l)GEQCElLJEQ

(ii) Soient maintenant Ey, Es deux s.e.v. de E. Il est clair que si l'un de ces deux s.e.v. est
inclus dans ’autre alors, leur réunion est aussi un s.e.v. car, elle est égale au plus grand
(au sens de l'inclusion) d’entre eux.

Suposons maintenant que F; U E5 est un s.e.v. de E et que de plus, Ey n’est pas inclus
dans E5 et montrons que forcément Fy C FE;. Si E; n’est pas inclus dans Fs alors, il
existe un élément a € F vérifiant a € E; et a ¢ Es. De plus,

a+x € FE; a+x € FE;
relky — a+xeFHUFE, = ou - ou
a+z € By a=(a+zx)+ (—z) € Ey

Par conséquent,
r€FEy=—=a+zx€F = z=(—a)+ (a+2z) € Ey.

Ceci, étant vrai pour tout x € Fs, on en déduit que Ey C Fj.
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4.2.3 Somme de sous-espaces vectoriels

Définition 4.2.10. Soient F et Fy deux s.e.v. d’un K -espace vectoriel E. On définit la
somme F1+FEy comme étant [’ensemble des vecteurs v de EE admettant la représentation :

v =11 + vy, (’Ul,’Ug) € B x Es.

Exemple 4.2.11. L’espace vectotiel réel R? est la somme des sous-espaces vectoriels
Ei={(z,0), xeR} et E;={0,y), y€R}.
C’est aussi la somme des sous-espaces vectoriels

Es={(z,x), xR} et Es={(y,—y), yeR}.

En effet,
v=(z,y) €R?* = v = (2,0)+(0,7).
M~~~
v E€EFE, voEEY
De méme,

r+vy m+y) (x—y y—x)
2 7 2 2 72 '

v3€E3 va€EEy

v=(2,9) €ER? = v =(

Proposition 4.2.12. Soient E un K -espace vectoriel, Fy, Eo deuz sous-espaces de E.

Alors, la somme E1 + Eo est aussi un sous-espace vectoriel.

Preuve. Soient u, v deux éléments de F1+ F» et a, [ deux scalaires dans K. Il faut montrer

que :
au+ v € B+ Es.
On a:
= , , € b xE
u,v € By + By = U=t (u1 u2) ! 2
v=uv; +vy, (v1,v2) € By X By

D’ou, en utilisant ’associativité et et la commutativité de 'addition +,

au+ o= [au + B+ [aug + Bvg) € By + Es.

€ E; € Eo

Définition 4.2.13. Soient E un K -espace vectoriel, E1, FEs et F trois sous-espaces de
E. On dit que F est la somme directe de Ey et Fsy si,

F:E1—|—E2 et ElﬂEQZ{OE}

Dans ce cas, on écrit : F = E1 @ Es.
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Exemple 4.2.14. Dans les deux exemples précédents, on a :
RZ=FE,®Ey=E;®E,.
Exemple 4.2.15. L’espace vectoriel R? est la somme non directe des sous-espaces
Elz{vlz(x,y,z)e]R3: x:yER} et Egz{vgz(x,y,z)€R3: y:z}.

On remarque facilement que le vecteur v = (1,1,1) appartient a lintersection E1 N Es, c’est @
dire que Ey N Ey # {Ogs} = {(0,0,0)}. Il reste maintenant @ montrer que R> = Ey + Es. II
nous faut montrer que tout vecteur v = (z,y, z) de R® peut s’écrire comme la somme vectorielle

v = (a,a,b) + (¢,d,d) ou, a,b,c,d sont des scalaires réels a déterminer. On a :

at+c=x
v=(a,a,b) + (¢,d,d) <= (z,y,2) = (a+c,a+d,b+d) <= < a+d=y
b+d=z

On obtient ainsi un systéme a 3 équations et 4 inconnues. On va donc le résoudre en considérant

par exemple ¢ comme un paramétre. On obtient ainsi une infinité de solutios de la forme :

a=x—c,b=x—-—y+z—c,d=—ax+y+c

Dans cet exemple, nous avons donné la forme explicite des solutions du systéme.
En fait, il suffit de prouver 'existence d’au moins une solution (sans avoir besoin
de la calculer). Pour cela, on note que la matrice associée au systéme est :

1 0
1 1
0 1

o O O
S O 0

De plus, pour be # 0 le déterminant de la matrice carrée constituée par les trois

premiéres colonnes n’est pas nul. Cela signifie que dans ce cas, le systéme est

surjectif (voir chapitre précédent) et donc, posséde des solutions.

Theorem 4.2.16. Soient E un K -espace vectoriel, E, Eo et F trois sous-espaces de
E. Alors,

F=FE®E, <~ YYveF, 3!(1)1,’1)2)6E1><E2: vV = V1 + V2.

Preuve. (=) Supposons que F' = FE; @ Es et soit v € F tel que :
v=v] +vy =u +us, (vi,u1) € B2, (vo,up) € E3.
Nous devons montrer que v1 = uy et v = us. On a :

vy —up € E1NEy
V=101 +V3 =U] + Uy = V] — U] = Uy — V3 —> et
u2 —wvy € By N Ey
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Comme, E; N Ey = {0g} alors, forcément v = uy et vy = us.
(«<=) supposons que

V'UEF, E”(’Ul,’l)g) c By xEy: v=1uv+vs.

1l est clair que sous cette hypothése, F' = E; + Es. Il reste donc & montrer que cette somme est
directe, c’est & dire que 1 N Ey =0g. On a :

v=v+0g € E1 @ E,

veE K NE —
v=0g+ve bk ®&FE

D’apreés 'hypothése de I'unité de la décomposition, v = 0g et donc, E1 N Ey = {0g}. O

4.3 Exercices corrigés

6 Exercice 4.3.1. Dans chacun des cas swivants, dire en justifiant votre réponse

si, I est un s.e.v. de E.
(a) E=R?*, F={v=
(b) E=R*, F={v=
(c) E=R?*, F={v=
() E=R3, F={v=
(e) E=F(N,R), F = l’ensemble des suites bornées.
(f) E=F(N,R), F = l’ensemble des suites croissantes.
(9) E=FN,R
(h) E=FN,R = l’ensemble des suites convergentes vers 0.
(i) E=F(N,R), F = l’ensemble des suites convergentes vers a # 0.

x,y) € R?: ny}.

x,y) € R?: 3:Cy:0}.
z,y) eR?: x—y=2}.
z,y,z) ER': z=1}.

o~~~ —~

), F = Uensemble des suites convergentes.
). F

On rappelle que F(N,R) est I’espace vectoriel des suites réelles (voir remarque
4.1.6).

Solution :

(a) F n’est pas un s.e.v. de F car, v = (2,1) € F mais, —v = (-2,-1) ¢ F.

(b) F n’est pas un s.e.v.de E car,v=(1,0) € F, u=(0,1) € Fmais,v+u=(1,1) ¢ F.

(c) F n’est pas un s.e.v. de E car, Ogz = (0,0) ¢ F.

(d) F n’est pas un s.e.v. de E car, Ogz = (0,0,0) ¢ F.

(e) F estuns.e.v. de E. En effet, F' # (), il contient en particulier la suite nulle. De plus, si
(Zn)n €t (yn)n sont deux suites réelles bornées alors, il existe une constante réelle M > 0
telle que

VneN, |z, <m et |y,| <m.

Par conséquent pour tous réels «, (3,
Vn € N |a.zy + Bynl <l |zn] + 18] - lyn] < (Ja] + |B])m := M.

En d’autres termes, la suite a.(z,)n + B-(Yn)n = (@.zn + B.Yn)n est aussi bornée.
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(f) F n’est pas un s.e.v. de F car, (z, =1— » €st une suite croissante mais, la suite

1)
—(zp)n = (—14+ n%rl)n n’est pas croissante.

(g) F est un s.e.v. de E. En effet, F' # (), il contient en particulier la suite nulle qui
converge vers 0. De plus, on sait du cours d’analyse que si (z,,), et (yn)n sont deux
suites réelles convergentes respectivement vers x et y alors, pour tous réels «, 3, la suite
a.(Tn)n + B-(Yn)n = (.zy, + B.yn)n est aussi convergente et sa limite est a.x + 5.y.

(h) F est un s.e.v. de E. C’est une conséquence directe de la preuve du point (g).

(i) F n’est pas un s.e.v. de E car, il ne contient pas le vecteur nul de E qui n’est autre que
la suite nulle.

0

0 Exercice 4.3.2. On considére dans Uespace vectoriel R les sous-ensembles
Ey={v=_2x,z,2):2,z€R} , Ba={v=(z,z,2) : 2 €R} , B3 ={v=(x,y,2) : 2 —y+ 42 =0}.

1) Montrer que chacun de ces sous-ensembles est un s.e.v. de R3.
2) Montrer que R® = By @ By = Eo @ E3.

3) Montrer que R = E| + E3 mais que cette somme n'est pas directe.

Solution :
1) Pour montrer que E; est u s.e.v. de R?, nous devons prouver que pour tous scalaires a, 3

et tous vecteurs u,v dans Ej, le vecteur (a.u) 4 (8.v) admet la représentation :
a.u+ o= (2a,a,b), a,beR.

Ona:
u,v € B = u=2z,2,2) , v=2y,y,t) ; (z,y,2,t €R).

Par conséquent,

a.u+ v

2a.z, .z, a.2) + (2B.y, By, B.1)
2(a.x + Buy), .z + By, az + B.t) € Ey.
e e e

a a b

Pour montrer que E, est un s.e.v. de R3, nous devons prouver que pour tous scalaires
a, (et tous vecteurs u,v dans Es, le vecteur («.u) + (8.v) admet la représentation :
au+ B =(a,a,a), a €R.
On a:
u,v € By = u=(z,2,2) , v=(y,9,9) ; (z,y €R).
Par conséquent,
au+ o = (az,azx,ocx)+ By, Ly, BYy)
(vx + By, a.x+ py,ax+ B.y) € Es.
—_— —— Y—~—

a a a
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Pour montrer que E5 est un s.e.v. de R3, nous devons prouver que pour tous scalaires

a, B et tous vecteurs u,v dans Ej3, le vecteur (a.u) 4 (8.v) admet la représentation :
au+ B = (a,b,c) avec, a — b+ 4c=0.

On a:
u=(x,y,2); r—y+4z=0
U’UEE?’: (/y/)/ / y/ /
v=(2,y,7); -y +42 =0

Par conséquent,

au+po = (az,ay az)+ (B2,8y,8.2)
(ax+ B.a’ oy + By, a.z + B.2).
— —

a b c

D’autre part,
a—b+dc = (a.z+B.0" ) —(a.y+B.y" ) +4(a.2+8.2") = a.(z—y+42)+8.(x' —y'+42") = 0+0 = 0.

Ainsi, F5 est aussi un s.e.v. de R3.
2) Pour montrer que R® = E; @ F5 , nous allons utiliser la définition d’une somme directe,
c’est & dire que
R*=E,+E, et E;NEy;=1{(0,0,0)}.

Ona:

T =2y
v e T =2y

= = y=2
v € Fy =

v=(z,y,2) € E1NEy — {
rT=y=z

= x=y=2z=0=0v=(0,0,0).
Soit maintenant v = (z,y, z) € R3, on doit montrer qu’il existe trois constantes réelles

a, b, c telles que v = (2a,a,b) + (¢, ¢, ¢).
—_—— ——

(SO € E»

On a:

20+ c=x — (eql)
(z,y,2) = (2a,a,b) + (¢,c,c) <= a+c=y — (eq2)
b+c=2z— (eq3d)

D’autre part,
(eql) — (eq2) = a =z —y.

En remplacant a par sa valeur, on obtient
a=x—Yy,c=y—a=2y—x,b=z—c=x+2—2y.

Pour montrer que R? = Fy @ F3 , nous allons au lieu de la définition utiliser le théoréme

4.2.16, c’est A dire que tout v € R? s’écrit de maiére unique comme la somme d’un
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vecteur de Fo et d’'un vecteur de E3. Cela revient & montrer que pour tous z,v, z, il

existe des constantes uniques «, 3,7, vérifiant simultanément les équations :

(:c,y,z) - (OL,O{,OZ) + (ﬂv’}/v(s) ) 6*’74’45 =0.
Sous forme de systéme d’équations, cela devient

a+pf=x— (eql)
a+y=y— (eq2)
a+d=z— (eq3)

(5): (
B—74+4.0=0— (eqd)

En utilisant (eg4), on obtient

(eql)—(eq2)+4(eq3):>4a:x—y—|—4z:>a:%—Fz.

En remaplacant « par sa valeur dans les trois premiéres équations, on voit que le systéme

(S) admet une solution unique

T — 3r + —x+5 —x +
(04767’7,6):( 4y+z7 y_ y_ y)

1 57y S

et donc, v = (z,y, 2) s’écrit de maniére unique sous la forme :

_ — _ 3 — 5 —
v(m y+z,x erz,x y+z>+(x+yz eryfz ery).

4 4 4 4 ’ 4 T4

(S ) € E3

Pour montrer que R® = E; + Fj, il faut montrer que tout vecteur v = (x,y,2) € R3, il
existe des constantes réelles «, 3,7, d, p telles que :

v=(20,a,B)+ (v,6,p) , y—0+4p=0.

Ces équations conduisent au systéme :

20+v==x

a+d=y

Btu=z

y—30+4.u=0
On a 4 équations et cinq inconnues. Pour résoudre ce systéme, il faut donc exprimer 4
inconnues une fonction de I'inconnue restante (par exemple «). Dans ce cas,

a+y—x
4

B=z-L2

y=z-2a,0=y—a, p= 1

et

U:(&Lmz_a+z—x)+(x_&xy_ma+y—x).

€ Fy € E3

La représentation précédente montre que tout vecteur v de R? s’écrit de plusieurs facons
comme la somme d’un vecteur de E; et d’un vecteur Es. On a donc R? = E; 4+ E5 mais

d’aprés le théoréme 4.2.16, cette somme n’est pas directe.
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0

i) Il était possible de remarquer par exemple que v = (8,4,—1) € E; N E3 et que
donc, By N E3 # {(0,0,0)}.

ii) Notons aussi que pour prouver que tout vecteur v de R? s’écrit de plusieurs
fagons comme la somme d’un vecteur de E; et d’un vecteur Fjs, il suffisait de
prouver que le systéme en question est surjectif. En effet, la matrice associée au
systéme est

2 01 0
100 1 O
010 0 1
0 01 -1 4

De plus, la matrice formée par les colonnes C4, Cs, C3, Cy posséde un déterminant
non nul. Le systéme est donc surjectif.

Exercice 4.3.3. Soit F(R,R) l’espace vectoriel réel des applications définies de
R dans R. Désignons par Fp(R,R) l'ensemble des éléments pairs de F(R,R)
et par Fimp(R,R) l'ensemble de ses éléments impairs. Montrer que F,(R,R) et
Fimp(R,R) sont deux s.e.v. de F(R,R) et que F(R,R) est la somme directe de ces

deux sous-espaces.

Solution :

(a) Soient f,g deux éléments de F,(R,R) et soient «, 5 deux réels. Alors, pour tout = € R,

(o.f +B.9) (—x)

(a.f)(=z) + (B.9)(—z) = a.f(—z) + B.g(—2)
a.f(x) + B.g(z) = (a.f)(z) + (B.9)(x)
= (a.f +B.9)(2).

Cela signifie que av. f+.g est aussi un élément de F,(R, R). En d’autres termes, F, (R, R)
est un s.e.v. de F(R,R).

(b) De maniére analogue, soient f, g deux éléments de Fi,,,(R,R) et soient «, 8 deux réels.

Alors, pour tout = € R,

(a.f+B.g) (—x) (@.f)(=2) + (B-9) (=) = a.f(—z) + B.g(—x)
= —af(x) = f.9(r) = = ((a.f)(@) + (B.9)(z))

= —(f+Bg)(2)

Cela signifie que a.f + 5.g est aussi un élément de Fiy,, (R, R) qui est donc un s.e.v. de
F(R,R).
(c) Soit f € F(R,R) et considérons les fonctions :

f(x) + f(=2)

f(z) = f(==)
5 :

fpa fimp5R—>R§ fp(x): 2

) fimp(x) =
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Il est clair que f, € F,(R,R) et que fimp € Fimp(R,R). De plus, pour tout x € R,

(fp + fimp) () = fp() + fimp(x) = f(2).

Cela signifie que f = f, + fimp et donc, F(R,R) = F,(R,R) + Fimp(R, R). Cette somme
est directe car, le seul élément de F(R,R) qui est a la fois pair et impair est la fonction
nulle (vecteur nul de F(R, R)).

O

0 Exercice 4.3.4. Montrer que tout espace vectoriel compleze est aussi un espace
vectoriel réel et que l'inverse n’est pas vrasi.

Solution : Par définition d'un K -espace vectoriel, les scalaires (éléments du corps K)
n’interviennent que dans les propriétés de I'opération externe .. Comme R C Cet 1c =1 =1g
alors, si les propriétés sont vérifiées pour les scalaires complexes, elles sont & plus forte raison
vérifiées pour les scalaires réels. En d’autres termes tout espace vectoriel complexe est un espace
vectoriel réel.

Montrons maintenant que 'inverse n’est pas vrai. En effet, comme noté dans la remarque 4.1.4,
R est un R -espace vectoriel mais, ce n’est pas un C -espace vectoriel car, si « est un nombre a
partie imaginaire non nulle alors, « = a.1 ¢ R. O

o Exercice 4.3.5. (Transfert de structure).

Soient E un K -espace vectoriel et F' un ensemble non vide quelconque. On suppose
qu’il existe une bijection f: E — F. On définit dans F une addition vectorielle
=+ et une opération externe - comme suit :

utv = f[f~H(u) + [ ()]

V(a,u,v) € K x F7 { au = f [onf 7 (u)]

Montrer que F est un K -e.v. pour les opérations + et -. On dit dans ce cas qu’on
a procédé o un transfert de structure de E vers F.

Solution :
1) Montrons tout d’abord que (F,+) est un groupe commutatif.
(1.1) On a:

(u,v) € F? = (f'(u),f*(v)) € B> = f*(u) + f'(v) € E (+ interne dans E)
= utv=f[ftu)+f )] eF

=—> + -opération interne dans F.
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(1.2) En utilisant la commutativité de +, on a :

(u,v) € F* = fHu)+ f 1 v) =)+ fHw)
= [+ f <>] flre <>+f H(w)]
= utv=v+tu

—> + commutative dans F.

(1.3) En utilisant I’associativité de + et la bijectivité de f, on a :

(w,v,w) € F* = [fH(u)+ f7H(w)] + ( )= 7w+ [ ) + f 7 (w)]
= [ [U+v]+f Hw ) “Hu) + 7
= f{luFo]+fH(w)} = f{f u) + £ foFul}
= [utv]Fw = u+ [vFw]
=—> + associative dans F.

(1.4) Pour tout v € F,

u+f(0p) = f

—

FH@) + fFHFO0R)] = f [fHw) +0p] = f [fH(w)] = u.

On en déduit que 'opération + admet un élément neutre qui est 0p := f(0g).
(1.5) Soient v € F et —(f~!(v)) -le symétrique de f~1(v) pour 'opération + dans E. Alors,

vEf -] = TN TR )] = )+ [~ )]
= f{fw) ()} = f0p)

= Op.

On en déduit que tout élément v de F admet un symétrique —(v) = f [—(f~*(v))] pour
Popération +.

En conclusion, (F,+) est bel et bien un groupe commutatif.

2) Montrons maintenant que I'opération - vérifie toutes les propriétés d’une loi externe dans un

espace vectoriel.

(2.1) On a:

(,v) EKXxF = (o, f'(v)) EKxE=a.f'(v)eFE
= aw=f(a.f'(v)) eF

= ’opération - est bien définie de K x F' dans F.

Soient maintenant «a, 5 deux scalaires quelconques dans K et u,v deux vecteurs quel-
conques de F. En utilisant les propriétés de e on obtient :
(2.2)

a=(utv) = fla.f" (uFv)] = f o (F7H (W) + f7H ()]
= flaf'(w+af ') =7f[f o)+ f(aw)]
= (azu)+(amw).
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(2.3)

(a+pB)u = f [(a + ﬁ).f_l(u)] =f [a.f_l(u) + B.f_l(u)}
= [N amw) + £ (Bu)] = (asu)F(B-u).

o= (B-u)

I
~
—
Q
~
L
P
=
~
|
~—
Q
=
~
L
£
=



Chapitre 5

Bases et dimensions

5.1 Parties génératrices

Définition 5.1.1. Soient E un K -espace vectoriel et A = {vy,- - ,v,} une famille finie
de vecteurs de E. On dit qu’un vecteur v € E est combinaison linéaire des éléments de
A, s’il existe des scalaires aq,--- , o, € K tels que :
n
V=011 + -+ Q. ::Zak~vk. (5.1.1)
k=1

L’ensemble des vecteurs de E qui sont combinaisons linéaires des éléments de A est noté
Vect(A).

J

Exemple 5.1.2. Dans R?, le vecteur v = (4,2) est combinaison linéaire des vecteurs vy = (1,1)
et ve = (1,—1). En effet, v = 3.v1 + va.

Proposition 5.1.3. Soient E un K -espace vectoriel et A = {vy, -+ ,v,} une famille
finie de vecteurs de E. Alors, Vect(A) est un s.e.v. de E.

Preuve. Soient v = ay.v1+ - -+ @.vp, €t W = fr.01 4+ - -+ B0, deux éléments de Vect(A).

En utilisant ’associativité et la commutativité de +, on a pour tous scalaires «, 3,

av+fw = a (oo +-Fanvy)+ 6. (Bro1) + -+ Bnvn)
= (a.a1+8.01) 01+ + (o + B.6n) v, € Vect(A).
~————— N—— ———

71 Tn

69
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Proposition 5.1.4. Soient E un K -espace vectoriel et A = {v1,--+ ,v,} une famille
finie de vecteurs de E. Alors,
(i) Vect(A) est le plus petit (au sens de Uinclusion) s.e.v. de E qui contient A.

(ii) Vect(A) est lintersection de tous les s.e.v. de E qui contiennent A.

Preuve. (i) Remarquons tout d’abord que Vk € {1,--- ,n},
v = Og.v1 + -+ + Og.vp—1 + 1.V + Og.Vk+1 + - - + Ok .Uy

Ceci montre que A C Vect(A).

Soit maintenant F' un s.e.v. de F contenant A. Par définition d’un s.e.v., F' est stable pour
I’addition vectoriell + et pour Popération . de multiplication par un scalaire. Cela entraine que
F contient toutes les combinaisons linéaires d’éléments de A. Ainsi, Vect(A) C F.

(ii) Soit A I’ensemble de tous les s.e.v. de FE qui contiennent A. Posons

Fy = ﬂ F' = Tlintersection de tous les éléments de A.
FeA
D’aprés la proposition 4.2.8, 'ensemble Fg est un s.e.v. de E. De plus, il contient A. Il découle
donc du précédent point (i) que
Vect(A) C Fp.

D’autre part,
Vect(A) € A= Fy C Vect(A).

En conclusion,
Fy = Vect(A).

Définition 5.1.5. Soient F' un s.e.v. d’un K -espace vectoriel E et A = {v1,--- ,v,}
une famille finie de vecteurs de F. On dit que A engendre F (ou que A est une partie
génératrice de F) si, F = Vect(A).

Exemples 5.1.6. (i) La famille A = {e; = (1,0), ea = (0,1)} engendre R%. En effet,
v=(z,y) ER? = v =1.e1 +y.ca.

(ii) La famille B = {vy = (1,1), va = (1, —1)} aussi engendre R?. En effet,

x;y.vl-i- x;y.vg

(iii) La famille A = {e; = (1,0,0), ez = (0,1,0), e3 = (0,0,1)} engendre R3. En effet,

v=(r,y) ER? = v =

v=(2,9,2) ER} = v =1z.61 + .00 + z.€3.

(iv) La famille B = {v; = (1,1,1), va = (1,1,0), v3 = (1,0,0)} aussi engendre R>. En ef-

fet,
v=(r,y,2) ER} = v =1z, + (y — 2).v2 + (x — y).v3.
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0 Exercice 5.1.7. Trouver une partie génératrice du s.e.v.

F:{v:(x,%z)eR?’: x+2y—z:0}

Solution :
Comme on est dans R? et F est caractérisé par une seule équation alors, il faut exprimer les

éléments de F' au moyen de deux variables seulement. Ainsi,
vEF <= v=(x,y,2+2y) = (z,0,2) + (0,y,2y) = x.(1,0,1) + 4.(0,1,2)
La famille A = {v1,v2} engendre donc F' (<= F = Vect {v1,v2}). O

Proposition 5.1.8. Soient F un s.e.v. d’un K -espace vectoriel E, A et B deux parties
non vides de F. Alors,

(a) AC B = Vect(A) C Vect(B).

(b)) [ACB et F=Vect(Ad)] = Vect(B)=F.

Preuve. (a) Posons A = {vy,--- ,v,}. dans ce cas, B = {v1, - ,Un, Unt1," - , Untp}. Alors,
veVet(Ad) =v = a1+ +a,v,+0g
= o.v1 4+ F AUy + 0k Vpt1 + - - + Ok Uptp € Vect(B).
= 0g

(b) En ayant présent a l'esprit le fait que Vect(B) est le plus petit s.e.v. de E contenant B
(voir Proposition 5.1.4 , on a :

[ACB et F=Vect(A)] = F =Vect(A) C Vect(B) = Vect(B) = F

car, I’ est un s.e.v. de FE contenant B. O

5.2 Parties libres, parties liées

Définition 5.2.1. Soient E un K -espace vectoriel et A = {vy,--- ,v,} une famille finie
de vecteurs de E. A est dite libre si, l’égalité

a1.v1 + -+ apv, =0

n’est possible que pour oy = --- = a,, = Og. Dans le cas contraire, A est dite partie liée.
Les vecteurs vy, - - - , v, sont dits linéairement indépendants si A est libre et linéairement

dépendants si, A est liée.

. J

Exemple 5.2.2. Dans R?, les vecteurs u = (1,1) etv = (1, —1) sont linéairement indépendants.
En effet,

a+ =0

o =0 —a=0=0.

au+ B =(0,0) = {
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Exemple 5.2.3. Dans R?, les vecteurs u = (1,1), v = (1,—1) et w = (4,2) sont linéairement
dépendants. En effet,

a+pB+4y=0

U+ 00U+ yaw =
a.u+ B+ yw {aﬂ+250

On voit facilement que ces deux équations ne sont pas vérifiées uniquement pour o« = f =y = 0.

Elles sont aussi vérifiées par exemple pour « =3, =1, v=—1.

Proposition 5.2.4. A est liée si et seulement si, l'un des vecteurs de A est combinaison

linéaire des autres.

Preuve. Supposons que A est liée. Il existe donc des scalaires aq, - - - , a;, non tous égaux a
Ok et tels que :

arvr + -+ apv, =0g.

Soit (& titre d’exemple seulement) oy # Ogx. Comme K est un corps, il existe 8; € K tel que

B.a1 = 1. Par conséquent,

arvr+ - Fagu, =0 = a1 = —{aavg+ -+ apop)}
= Q1.U] = —Qo.U3) — -+ — Qu.Up
= v = (B.a1)v; = 8. (—ag.v3) — - — Qpvy)
= v = —(B.az)va+ - — (B.ap).vp.

Proposition 5.2.5. Soit E un K -espace vectoriel. Alors,
(i) Toute partie de E contenant un seul vecteur non nul est une partie libre.
(i) Toute partie de E contenant le vecteur nul est liée.
(iii) Toute partie contenue dans une partie libre, est elle-méme une partie libre.

(iv) Toute partie contenant une partie liée, est elle-méme une partie liée.

Preuve. (i) Soit A = {v} tel que v # 0. Alors, d’aprés la proposition 4.1.11,
a.v =0 = a = Og = A est libre.
(ii) Supposons que A = {0g, vy, ,v,}. Alors,
1x.0g + Og.v1 + -+ + Og.v,, = 0p = A est liée.
(iii) Soient B = {v1,- - ,vn} , A={v1,-*+ ,VUn,Unt1, " , Untp}. Si A est libre alors,

0Op = o+ +a,v,)=a1.v1+ - +a,v,+0g

= a1.01+ -+ vy + 0k Vpg1 + 0+ ORVngp

=0g
— alz"':anZOK

— B est libre.
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(iv) Soient B = {vy,- -+ ,un} , A={v1, " ,Un,Unt1, "+ ,Unt1}-

(0[1,-“ 7an) #OK”

Blice = F(ag, - ,a,) €eK":
(1 n) {(al.v1+"'+an-vn:0E

= 1.1+ -+ anVp + Ik VUpt1 + -+ Ik Untp) = 0p

— A liée.

Lemma 5.2.6. (fondamental).

Soit E un K -espace vectoriel engendré par n vecteurs. Alors, toute partie libre de E
contient au plus n éléments. En d’autres termes, toute partie de E de cardinal strictement
supérieur a n est liée.

Preuve. La preuve de ce résultat est trés technique. Afin de permettre au lecteur en général
et & ’apprenant débutant en particulier de bien ’assimiler, nous nous bornerons uniquement a
I’étude de deux cas.

Premier cas : E est engendré par un seul vecteur non nul u.

Soit A = {vy, -+ ,v,} , n > 1 une famille de vecteurs qu’on peut supposer tous non nuls
(Pourquoi 7). Dans ce cas,

V1 = A1U, Vg = Aol , -0, Uy = Ap.
Puisque A1 # 0 (Pourquoi ?) alors,
Vg = (Ag.)\fl).vl S, Up = ()\n.)\fl).vl,

ce qui signifie que A est liée.

Deuxiéme cas : F est engendré par deux vecteurs non nuls uy, us.

Soit A ={vy, -+ ,v,} , n > 2 une famille de vecteurs tous non nuls. Dans ce cas,
Vi € {1,2, R ,n} DV = Qq1.U1 + Q.U

Comme v; est non nul alors, au moins I'un des deux scalaires a1, ai2 est non nul. Supposons

par exemple que a;; # 0. Dans ce cas,
-1 -1 -1
up = ajy . (v1 — aj.ue) = ayy w1 — (a11 .a12) Uy

Par conséquent,

Vi € {2, s ,’I’L} DU = @aq1.U1 + Q.U = (ail.afll) 1 + (aiZ — aﬂ.ail.au) U2 (521)
——
i1l Ai2
D’autre part, si tous les Aj2, 7 € {2,--- ,n} étaient nuls, on obtiendrait que

Vi € {2, 7’I’L} D v = N1t
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ce qui signifierait que la famille {vs,...,v,} est liée, de méme que la famille A en vertu de
propriété (iv) de la proposition 5.2.5.
Soit donc p € {2,--- ,n} tel que A\p2 # 0. Dans ce cas,

uQ:APQ Up — (/\ Apt) 01
D’o1, en reportant dans 5.2.1,

i€{2,--,n}=v = N1.v1+ Aigug
= /\1‘1.’01 + >\i2~ (ApQ Up — (/\ )\ ) )
= (/\11 — /\i2->\p2 .)\p1) 21+ ()\i2~)\p2 ) Up

Cette derniére formule montre que chaque v;, 2 < i < n s’écrit comme combinaison de v; et
vp. Ceci prouve que la famille A est liée.

Le lemme 5.2.6 est ainsi entiérement démontré. O

5.3 Bases

Définition 5.3.1. Soit E un K -espace vectoriel, F' un s.e.v. de E e B ={vy, -+ ,v,}
une famille finie de vecteurs de F. On dit que B est une base de F' si, B est libre et
Vect(B) = F.

Exemples 5.3.2. Les exemples traités dans les deux sections précédentes montrent que
erl) B = {vy = (1,1),v9 = (1, —1)} est une base de R?.
ex2) B = {v; = (1,1,1),v2 = (1,1,0),v3 = (1,0,0)} est une base de R3.

Exemple 5.3.3. Considérons dans R* le sous-espace
F={v=(zy,z21) eR*:z=y ANy—z+t=0}.

On a 4 variables et deuz équations. On va donc exprimer les éléments de F grice 4 deux
variables seulement. Ainsi,

veEF — v=(z,x,2,2—x), x,z€R
= v=(v,2,0,—z)+(0,0,2,2), z,z€R
— wv=uz(1,1,0,—-1)42.(0,0,1,1)), z,z€R.
[ — ———
v1 V2

On en déduit que F' = Vect ({v1,v2}). Comme v1,vy sont deuz éléments de F et linéairement
indépendants alors, B = {v1,v2} est une base de F.
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Proposition 5.3.4. Soient K un corps commutatif et n un entier naturel non nul.
Posons :

e; = | Ok, - ,0g,1x, 0k, - -+ , Ok 9 Vi€{1,~-,n}. (531)
—— ———

i

Alors, la famille B, = {e1,--- ,e,} est une base de K™. On l’appelle la base canonique
de K™,

Preuve. Pour tout v = (21, ,2,) € K" ,on a:

vo= (.’17170]](,"',0K)+"'+(OK7"',OK,$n)
- x1~(1KaOK7"' aOK)"_"_ZEn(OKa aOKalK)

= x1.e1+ -+ Tp.€py.

Ceci montre que Vect(B) = K".

La preuve du caractére libre de B étant triviale et immédiate, elle est laissée a ’étudiant. [

Définition 5.3.5. Soient E un K -espace vectoriel et F un s.e.v. de E. F est dit de

dimension finie s’il admet une partie génératrice finie d’éléments de F.

Exemples 5.3.6. 1. Pour tout naturel n, l’epace vectoriel K™ est de dimension finie car, il est
engendré par sa base canonique (voir proposition 5.5./).

La proposition 5.3.4 et les exemples traités précédemment montrent que dans R2,
R3 et plus généralement dans un espace vectoriel, il existe plus d'une base.

Dans la définition précédente de la dimension, on peut avoir F' = E.

2. Dans l’exemple 5.5.3, le sous-espace F' est de dimension finie car, engendré par deux vecteurs.
3. D’une maniére générale, tout sous-espace vectoriel de K" |, n € N est de dimensuion finie
(voir série d’exercices corrigés a la fin du chapitre).

4. L’espace K[X] des polynomes o coefficients dans K est de dimension infinie. En effet, pour
toute famille finie B d’éléments de K[ X], posons :

n= I]glee%(deg(P) , (deg(P)désigne le degré du polynéme P).

Alors, le polynome Q = X" ne peut pas s’écrire comme combinaison linéaire des éléments de
B.

5. Pour tout naturel non nul n, l’ensemble K,,[X] des polynomes de degré inférieur ou égal a n
est un sous-espace de dimension finie de ’espace vectoriel K[X]| (voir série d’exercices corrigés
a la fin du chapitre).
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Nous allons maintenant voir qu’en dimension finie, une partie génératrice contient toujours

une base du sous-espace qu’elle engendre.

Theorem 5.3.7. (Méthode d’extraction,).
Soient E un K -espace vectoriel et F' # {Og} un s.e.v. de E. Si F est de dimension finie

alors, il admet une base de cardinal fini.

Preuve. Puisque F est de dimension finie alors, il existe dans F' une famille finie B =
{v1, - ,v,} qui engendre F. Nous allons extraire de B une base de F' (d’ou, lappellation
“méthode d’extraction”). Pour cela, on procéde comme suit :

a) Si B est libre alors, B est une base & n ¢léments de F et le probléme est résolu.

b) Sinon, au moins un des vecteurs de B (par exemple v1) est combinaison des autres. Posons

BlzB\{Ul}:{’Uz,"' ,’Un}.

Il est clair que By C Bj et que Bj est aussi une partie génératrice de F. Si By est libre alors,
Bs est une base a (n — 1) éléments de F.
c) Sinon, Bs contient un élément qui est combinaison linéaire des autres. En excluant cet

élément, on obtient une nouvella famille By vérifiant :
BsCcBiCB A V@Ct(BQ) =F.

d) Ce processus peut étre répété au maximum (n — 1) fois et le résultat final est une base de F'
de cardinal au plus égal a n. O

Exemple 5.3.8. La famille B = {v; = (1,1),v5 = (1,—1),v3 = (2,0)} est génératrice de R?
(vérifiez!) mais ¢a n'en est pas une base car, v3 = v1 + va. En éliminant vs on obtient la base
{v1,vo} de R? car, vy et vy sont linéairement indépendants.

Theorem 5.3.9. Soient E un K -espace vectoriel et F un s.e.v. de E. Si B est une

base de F' de cardinal fini alors, toute autre base de F' est de cardinal égal a celui de B.

Preuve. C’est une conséqunce directe et immédiate de la proposition 5.2.6. g

Définition 5.3.10. Soient E un K -espace vectoriel et F' un s.e.v. de E.
On dit que F est de dimension n s’il admet une base formée de n éléments. Dans ce
cas, on écrit : n = dimg(F) (ou simplement, n = dim(F) s’l n’ y a pas de risque de

confusion sur le corps K). Si, f = {0g}, on pose par convention : dim(F') = 0.
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i) En vertu du théoréme 5.3.9, la dimension d’un sous-espace est unique et donc,
o la définition 5.3.10 est correcte.

ii) En vertu de la proposition 5.3.4, la dimension du K -espace vectoriel K" est
égale a n.

iii) La dimension dépend du corps de base. En effet, d’aprés le point ii), dim¢(C) =
1. Mais dimg(C) = 2 car,

z=a+ibeC= z=al+bi

et B ={v; = 1,v =i} est une base du R espace vectoriel C.

Proposition 5.3.11. Soient E un K -espace vectoriel et F' un s.e.v. de E. Alors, B =
{vi, -+ ,v,} est une base de F' si et seulement si, pour tout vecteur v de F', il existe un

n -uplets unique (o, -+, ) € K" tel que :
V=a1.01+ -+ Qp.Uy

Les scalaires o, - -+ , oy, sont appelés composantes du vecteur v selon la base B et on
écrit :

v = (al,"' ’an)B.

Preuve. Supposons que B est une base et que v € E admette les deux écritures :
v=01.01+ -+ apv, =1+ -+ Bpvy)

Dans ce cas,
(1 = B1).v1 + -+ + (an = Bn).vn = 0p.
Comme B est libre alors,
041_51:"' aan_BnZO (<:>a1 :ﬁh'" 7an:Bn)~
Inversement, supposons que tout vecteur v € F' s’écrit d’une maniére unique comme combinaison
linéaire des éléments de B. Dans ce cas, Vect(B) = F et de plus,
o+ +apv, =0 = o1+ 4+ apv, =0k 4+ -+ Ogvp,

= o] =---=a, =0k
Par conséquent, B est une base de F'. O
Remarque 5.3.12. [l est clair que

{ u:(xla"' 7In)B

= au+ o= (axs+ By, ,axy+ Byn)p, Va,p.
v = (yla"' 7yn)B

Exemple 5.3.13. On considére dans R? le sous-espace F = {v = (z,y,x +2y) : z,y € R}.
On a :
veF — v=(z,02)+(0,y,2y) =z (1,0,1) +y.(0,1,2)
—— ——

v1 V2
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Comme x et y sont définis de maniére unique par le vecteur v alors, on peut affirmer que
{v1 = (1,0,1),v2 = (0,1,2)} est une base de F'.

Lemma 5.3.14. Soient E un K -espace vectoriel et F' un s.e.v. de E. On suppose que
F' est de dimension finie (dim(F) =n < +o0). Alors,
(i) Toute partie libre B de F contenant n éléments, est une base de F.

(i) Toute partie génératrice B de F contenant n éléments, est une base de F.

Preuve. i) Soit B une partie libre de F' contenant n éléments. Alors,

B n’est pas une base de I’ <= B n’est pas génératrice de F’
<= Il existe dans F' un vecteur v tel que v ¢ Vect(B)
<= Il existe dans F' un vecteur v tel que B U {v} est libre.

Or, ceci est impossible d’aprés le théoréme 5.2.6 car, Card(BU{v}) =n+1 > n.

ii) Soit B une partie génératrice de F' contenant n éléments. Alors,
B n’est pas une base de F' <= B n’est pas libre.

D’apres le théoréme d’extraction 5.3.7, B contient une base B’ de F. On arrive ainsi a la

contradiction suivante :
dim(F) = Card(B') < Card(B) = n = dim(F).

O
Si le théoréme d’extraction 5.3.7 montre qu’une partie génératrice contient en général plus qu’il
n’en faut de vecteurs pour avoir une base, le théoréme que nous allons maintenant énoncer et
établir montre qu’au contraire, une partie libre contient en général un nombre insuffisant de
vecteurs pour avoir une base.

Theorem 5.3.15. (Théoréme de la base incompléte).

Soient E un K -espace vectoriel et F' un s.e.v. de E. On suppose que dim(F) = n < +00.
Alors, pour toute partie libre A de F, vérifiant Card(A) = p < n, il existe (n—p) vecteurs
{Vpt1,---vn} appartenant & F et tels que B =AU {vpy1,---v,} est une base de F.

Preuve. Posons A = {vq,---,v,}. Comme p < n = dim(F'), il existe dans F' un vecteur
Upt1 tel que la famille Ay = {v1, - ,vp, vpy1} est libre dans F. En effet, il suffit de prendre
vpt1 ¢ Vect(A).

Si p4+ 1 = n alors, d’aprés le lemme 5.3.14 A; est une base de F et le probléme est résolu.
Sinon, il existe dans F' un vecteur vp4o tel que Ay = A1 U{vpro} = {v1,- -+ ,vp, Upt1,Vpsa} est
libre dans F'.

Si, p + 2 = n alors, d’aprés le lemme 5.3.14 As est une base de F et le probléme est résolu.
Sinon, on recommence le méme raisonnement et & chaque fois on compare le cardinal de la
partie libre obtenue avec n. Aprés exactement (n — p) étapes, on obtient une partie libre de F
constituée de n éléments. D’aprés le lemme 5.3.14, c’est fotcément une base de F. g
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Exemple 5.3.16. Soit v = (a,b) un vecteur non nul donné de R?. Pour trouver toutes les bases
de R? contenant v, il suffit de trouver tous les vecteurs u = (z,y) de R? tels que A = {v,u} est
libre. Cela est équivalent a :

a.v+ fu=(0,00—a==0.
Sous forme de systéme, cela devient :
aa+ pax=0
() B
ab+By=0

La méthode de Cramer montre que pour que o = 5 = 0 soit ['unique solution de ce systéme, il
faut et il suffit que le déterminant a.y+b.x # 0. On voit bien qu’il y a une infinité de possibilités

pour le choiz de u.

Exemple 5.3.17. Considérons dans le R -espace vectoriel R3 la famille A = {v = (1,—1,1)}.
C’est une partie libre de R3. Pour la compléter en une base de R3, il faut trouver deux vecteurs

u=(a,b,c) et w= (e, f,g) tels que {v,u,w} soit une partie libre de R3. Cela signifie que
av+ fu+yw=(0,0,00—a==~v=0.
Ecrite sous forme de systéme d’équations, 1’égalité précédente nous donne :
a+p.a+ve=0

—a+pBb+v.f=0
a+p.c+vg=0
On a donc un systéme de trois équations et trois inconnues o, 3,y. Pour que o = =~ =10

soit la seule solution, il suffit que le déteminant de la matrice associée a ce systéme soit différent
de 0. C’est a dire :

1 a e
det | —1 b f #0.
1 ¢ g

On voit bien qu’il existe une infinité de possibilités par exemple,

[u=(a,b,c) =(1,0,0), w= (e, f,9) =(0,1,0)] V [u=(a,b,c)=(1,0,0), w= (e, f,g)=(0,0,1)].
Exemple 5.3.18. Considérons dans R3 le sous-espace F = {v = (z,y,x +2y) : =,y € R}. On

a déja vu plus haut qu’il est de dimension 2. Par ailleurs, le vecteur v = (1,1,3) appartient

a F. Pour construire une base de F contenant u, il faut trouver deuz réels a et b tels que les

vecteurs u,v = (a,b,a + 2b) sont linéairement indépendants. Cela signifie que l’égalité
(a+ B.a,a+ B.b,3a + S(a + 2b) = (0,0,0).

Comme,
3a+ Ba+2b) = (o + B.a) + 2(a + B.D),
alors, tout revient 4 montrer que le systéme
a+B.a=0
(5): B
a+5b=0

est de Cramer. En d’autres termes, a # b.
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Nous allons maintenant utiliser le théoréme de la base incompléte pour établir I'un des

principaux résultats sur les dimensions. Il s’agit de la formule de Grassmann.

Theorem 5.3.19. (Formule de Grassmann,).

Soient Fy et By deux sous-espaces d’un espace vectoriel de dimension finie E. Alors,

Preuve. Soient
p1 =dim(E,) , po = dim(Es) , p=dim(E; N Ez) , p < min(p1,p2)

et soit Bg,ng, = {v1,v2, -+ ,v,} une base de E1 N Ey. D’aprés le théoréme 5.3.15 de la base
incompléte, on peut trouver dans E; un nombre de p; — p vecteurs uq, ua,- - ,Up, —p tels que
la famille By = {wi,u2, -+ ,Up,—p, V1, V2, -+ ,Vp} est une base de E;. De la méme maniére,
on peut trouver dans E» un nombre de p» — p vecteurs wi, wa, - ,Wp,—p tels que la famille

By = {v1,v2, -+ ,Up, w1, Wa, -+ ,Wp,_p} st une base de Ey. Posons :
Bp, 1B, :=B1UDBy = {u1,u2, + ,Up, —p, V1, V2, ,Vp, W1, W2, ,Wpy—p} -
On a clairement,
Card(Bp, +g,) = p1 + p2 — p = dim(E;) + dim(E») — dim(E; N Ey).

Par conséquent, le théoréme sera démontré si on prouve que Bg, +g, est une base de Ey + Ejs.
On a,
BE1+E2 CFEi+FE,— Vect(BE1+E2) C Ei + Es.

D’autre part,

v=u+w
veEFE +FE = u € F1 =Vect(By) == v € Vect(B1UBy) = Vect(Bg,+E,)
w € Ey = Vect(Es)
= Fi+ E>; C VECt(BE1+E2).

Ainsi, By + Ey = Vect(Bg, +E,), cest & dire que Vect(Bg, +g,) engendre Fy + Es. Il reste a

montrer que Bg, g, est libre. De I’égalité
Q.U+ F Qpy—pUp—p + B1.01 F -+ BpUp F YW+ F Vpy—pWpy—p) = O0F

découle que le vecteur v;.wq + - - + Yp,—p-Wp,—p appartient & l'intersection £y N E,. On peut
donc ’écrire sous la forme

V1WL F - A Vpy—p Wpy—p = 01.01 + -+ -+ 0p.0p
En reportant dans la formule de départ, on obtient

arug 4 oy ptip —p + (B 01).01 -+ (Bp + 0p).vp = Op.
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Ceci implique forcément que
o =g == 0p _p = 0g. (5.3.3)
En reportant & nouveau les valeurs des «; dans la formule de dépert, on obtient :
Brvr 4+ Bpvp 1. w1+ F Ypy—pWpy—p = 0
ce qui donne,
Br=Bp=71="""Yp—p = Ok. (5.3.4)

Les formules 5.3.3 et 5.3.4 montrent que Bg, 4, est libre. 0

Corollaire 5.3.20. Soient F et Ey deux sous-espaces d’un espace vectoriel de dimen-

sion finie E. Alors,

dim(E) = dim(E;) + dim(Es)

E=F & FE; <
P { dim(E; N Ey) =0

Preuve. (=) On a,

E B eB o { E=E + E, { dim(E) = dim(E}) + dim(Es) — dim(E; N Ey)

E1 N E2 = {OE} d1rn(E1 n EQ) =0
dim(F) = dim(E;) + dim(E>)
dim(E; N Ey) =0

(«<=) Inversement,

dim(E) = dim(E7) + dim(E») . dim(E) = dim(E; + E»)
d1m(E1 N EQ) =0 Ei1NEy = {OE}
E:E1+E2 (car,El +E2QE)
EiNEy= {OE}
— FE=F & FE,.

O
Nous terminons cette section par un résultat pratique permettant de reconnaitre les bases via
les déteminants.
Soient E un K -espace vectoriel de dimension n et B = {vy,--- ,v,} une base de E. Soit aussi

B’ ={uy, -+ ,u,} une famille de n vecteurs de E. Pour tout ¢ € {1,--- ,n}, posons :

u; = a1;.01 + -+ apivp = (a1, i) (voir proposition 5.3.11 ).
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Définition 5.3.21. La matrice

aix -0 ai o ot Qip
, az1 - Q2 o Q2p
MB(B ) = MB(ul, 00 ,Un) =
an1 o Qpg o App
est appelée matrice des coefficients des vecteurs uq,--- ,u, dans la base B.

Theorem 5.3.22. Si, det (Mp(B')) # Ok alors, B’ est une base de E.

Preuve. D’aprés le lemme 5.3.14, tout revient a4 montrer que si det (Mp(B’)) # Ok si et
seulement si, B’ est une partie libre de E.
On a B’ est libre si et seulement si, a1 = - -+ = «,, = Ok est 'unique solution de ’équation

ajug + -+ apau, =0g.

En remplacant les u; par leurs écritures dans la base B, on obtient ’équation :

n n
<Z ak.a1k> RIS <Z ak.ank> v, = 0g. (5.3.5)
k=1 k=1

Puisque B’ est libre, cette équation est équivalente au systéme homogene

@1.a11 + -+ Qp.Q1y = O]K
(5):

o1.0p1 + 0+ ay.pn = Ok

On voit bien que la matrice de ce systéme est exactement la matrice carrée Mp(B’). Par

conséquent, dire que la seule solution possible de ce systéme homogéne est
== oy =0k
équivaut a dire que le déterminant det (Mp(B’)) est non nul. Ceci achéve la démonstration. [J

Exemple 5.3.23. Soit B = {v1,v2,v3,v4} une base d’un espace vectoriel E. Considérons les
vecteurs

W1 = V1 + V2 + V3 — Vg, W =7V1+V2—V3+Vyg, W3 =7V1 —V2+V3+ Vg, Wy = —0V1+Va+ U3+ V4.

La matrice des coefficients des vecteurs wy, ws, w3, wy dans la base B est :

MB(w17w27w3aw4) -
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De plus,
det (MB(wl,wg,wg,w4)) =—-16 75 0.

Par conséquent, la famille By = {wy, we, w3, wy} est une autre base de E.

On peut de maniére identique prouwver que la famille
By = {v1,v1 + v2,v1 + vo +v3,v1 +v2 + U3 + v4}

est aussi une base de E.

5.4 Formule de changement de base et matrice de passage

Position du probléme Soient F un K -espace vectoriel, B = {vy, -+ ,v,} et B = {v{, -+ ,v,}
deux bases de E. On sait que pour tout w € F, il existe deux n -uplets unique (a1, -, ay,) € K®
et (o, - ,al) € K" tels que :
w= (a1, ,0n)p = a1.01 + -+ Qp.Up
et
w= (0, ap) g =01 o a0,
Les scalaires aq, - - , a;, sont alors appelés composantes de w dans la base B et af,--- ,al, ses

compsantes dans la base B

La question naturelle qui se pose est :

Comment passer des composantes oy, -+ ,q, aux composantes o, - ,al, ?

Comme B est une base alors,

’Ull =ay1.V1 + a21.V2 + -+ Ap1.Vp

/
Vy = G12.01 + a92.V9 + -+ - 4+ Ap2. Uy

(5.4.1)
Ul = Q1n01 + A2p V2 + -+ AUy

Définition 5.4.1. La matrice

a1 a2 - Qip

21 Q22 -+ Q2n

.ID(B/7 B) = . (5.4.2)

apl Ap2 - Qpp
est appelée matrice de passage de la base B a la base B'. La colonne j est constituée des
composantes du vecteur v;- € B dans la base B.

Dans I’écriture P By I’ordre est important. En effet, Pp p)permet d’exprimer
les éléments de B en fonction de ceux de B. Par contre P g, p’y qui est la matrice
de passage de B’ vers B permet d’exprimer les éléments de B en fonction de ceux
de B'.
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Exemples 5.4.2. 1) Si E = R?, B.(R?) = {e; = (1,0),e2 = (0,1)} est la base canonique de
R2 et B = {v; = (1,1),v2 = (1,—1)} alors,

: )

2 .

1 1
Pp' B2y = ( 1 1 > v Pe.we)py = (

2) Si E=TR?, B.(R?) = {e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} est la base canonique de R3
et B'={v; = (1,0,0),v; = (1,1,0),v3 = (1,1,1)} alors,

N[ o=

=

1 1 1
P(B/,Bc(Rg')) = 0 1 1 5 P(BC(R?’),B/) = 0 1 -1
0 01 0 1

Nous allons maintenant énoncer certaines propriétés fondamentales des matrices de passage.

Proposition 5.4.3. Si B,B',B" sont trois bases du K -espace vectoriel E alors,
1) P(B, B) = In 9 (n = dlm(E))

2) P, gy =P, ) % Pw, By

3) Une matrice de passage est toujours inversible et :

(P<B’, B))i1 = Ps, -

J

Preuve. La preuve du point 1) est évidente car, si v; est de la base B = {vq,--- ,v,} alors,
v; = Og.v1 +---+ OK.’Uj_l + 1K.Uj + OK.Uj+1 + - Og.vp

Pour la preuve de 2), on écrit premiérement les éléments de B en fonction de ceux de B', puis
ceux de B’ en fonction de ceux de B et on remplace dans la premiére formule. c’est un calcul
simple et direct, attention seulement aux erreurs de calcul.

Pour prouver le point 3), on utilise les deux premiers points. En effet,

In = P(B, B) = P(B,, B) X P(B, Bl)'

Le résultat suivant fournit la réponse a la question posée plus haut.

s )

Theorem 5.4.4. Soient B = {v1,--- ,v,} et B = {v},---,v,,} deux bases d’un K
-espace vectoriel E. Soit aussi w € E tel que :

! A
w = (aly"' aan)B = (ala"' aan)B,'
Alors,
o (e3]
: =P py %
A
an Qnp
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Preuve. Soit w € F et supposons que

w = (ala"' 7an)B = (0/17"' va;)B'

En tenant compte de 5.4.1, on obtient
!/ / /! !/ / !
w = Q.0+ 0y U,
!/
= al.(all.vl “+ a91.v9 +~~~+an1.vn)

—|—O/2. (042.’01 + ag2.V2 + -+ + (ln2.’Un))

/!
+ai,. (a1n01 + G2p V2 + - F Gpp )
Apreés arrangement, on aura

! / /
w = (aj.a11 +a5.a12+ -+ .a1,) U1

/ / !
+ (aj.a21 + aj.a90 + -+ + ), .a9,) V2

/ ! !
+(a).an1 + @5.ap2 + - -+ Al Qny) Up

D’aprés l'unicité des coeffeicients selon une base donnée (voir Proposition 5.3.11), on a forcément

o of.a11 + ab.arg + -+ al.arn o
!/ / ! /

(6 Q7.a21 + Q5.Q29 + - - - + Q, .02, Qi
= : =Py, p) X :

/ / / /

Oy Qq.0p1 + Q5.Qp2 + -+ + A, .App o,

0(1 aq aq
o 1 Qo %
S (P<B’, B)) | . | =Pfwm )X
/
al, an an

0
Exemples 5.4.5. 1) Considérons dans R? la base B = {v; = (1,1), vo = (1,—1)} (voir 5.4.2).

Tout vecteur v = (x,y) de R? s’écrit dans cette base sous la forme : v = (x,y) = a.v1 + B.vg

(3)-rune(3)-(14)-(0)-(5)

2) Considérons dans R? la base B = {v; = (1,0,0), va = (1,1,0), vz = (1,1,1)} (voir 5.4.2).
Tout vecteur v = (z,y, z) de R3 s’écrit dans cette base sous la forme : v = (x,y,2) = a.vy +

o,

N

N N
8

B.vg + v.v3 01,

B |=Pew),my*x| y |=]|0 1 -1 |x|y|=]|]vyv—2
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5.5 Complément : L’espace quotient

Soient F¥ un K -espace vectoriel et F' un sous-espace de E. Considérons dans F la relation
binaire R :
Y(u,v) € E*: uRv<=u—v¢EF.

On vérifie facilement que R est une relation d’équivalence. De plus, pour tout u € E, sa classe
d’équivalence U est I’ensemble

t=u+F:={ut+v: veF}.
En particulier, 6; =F.

Remarque 5.5.1. La relation R est compatible avec les opérations + et . de l’espace vectoriel

E. Cela veut dire ce qui suit :

(cvur)R(auz)

V(u1,u2,uz, ug) € E* | Va € K: { wRuy = { (w1 + ug)R{ua + )
U3RU4

Notre but immédiat est de munir ensemble quotient E/F (ensemble de toutes les classes
d’équivalence) d’une structure d’espace vectoriel sur K. Pour cela, définissons ’addition vecto-
rielle + et la multiplication . par un scalaire dans E comme suit :

Y(u,v) € B2, Ya eK: {“
Q.

ol, a est un représentant de la classe U et b est un représentant de la classe v.

Proposition 5.5.2. Les opérations + et . sont indépendantes du choix des représentants.

En particulier, on peut prendre a = u et b= v.

Proof C’est une interprétation directe de la compatibilité de la relation R avec les opérations

de l'espace vectorielle F. O

Proposition 5.5.3. (E/F,+) est un groupe commutatif. ]

Preuve. i) Pour tout couple (u,v) dans E/F,

—_—

t+v=ut+v=v+u=0+1u.

Par conséquent, + est commutative dans E/F.
ii) Pour tout triplet (u,v,w) dans E/F,

(U4+0)+ 0 = u+v+w0=(ut+v)+w
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D’ou, I’associativité de + dans E/F.
iii) Pour tout u € E/F,
U4+ F=0+0p=u+0g=1a.
Ainsi, + admet dans F/F un élément neutre qui est ’ensemble F' = 61;
iv) Pour tout u € E/F,

_ . ———

i+ -u=u+(—uw)=u—u=0g=F

Par conséquent, tout élément u € E/F admet un symétrique pour l'opération +. Ce symétrique

est —u. En résumé, (E/F, +) est bien un groupe commutatif. O

Proposition 5.5.4. L’opération . de multiplication d’un élément de E/F par un scalaire

satisfait aux conditions d’une opération externe dans un espace vectoriel.

Preuve. Pour tout @, v dans F/F et tous scalaires «, 8 dans K,
v)
a. (T+0) = o (u + U) = oz.(/u:v)

vi)
(a+B8)u = (aﬁ.u-auﬁouzau—kﬂ
= au+pau
vii)

viii)

O
Il découle des propositions 5.5.3 et 5.5.4 que muni des opérations + et ., 'ensemble E/F est

un K -espace vectoriel.

Theorem 5.5.5. Si E est de dimension finie alors, dim(E/F) = dim(F) — dim(F). ]

Preuve. Supposons que dim(E) = n et dim(F) = p , p < n. Soit Br = {v1,---,v,} une
base quelconque de F. D’aprés le théoréme 5.3.15 de la base incompléte, il existe dans E des
vecteurs vpi1,- -,V tels que la famille B = {v1, -+ ,0p, Vpy1, - ,Upn} est une base de E.
Pour établir le résultat recherché, nous allons montrer que la famille B = {Op11,-+ ,Un} est
une base de E/F. On a

veEE = v=o01.01+ 4+ apvptapp1.Upp1 + o+ Uy

EF
o~ —_
= UV =0Qpy1.Upt1 + -+ anUy
— U= p1.Up51 + o+ O
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Ceci prouve que E/F = Vect(B). 1l reste & montrer que B est libre. On a :

—

Qpi1.Upt1 + o+ ¥y =0g/p =0 = app1.Vpr1 + -+ anv, = 0p
=  Qpt1.Vpp1 + - Fapv, €F
=  Qpq1.Vpt1 + -+ an.v, = 0g.
Cette derniére affirmation découle du fait que par construction,
FnVect ({vpg1,--- ,vn}) ={0g}.
Ainsi, en utilisant le fait que les vecteurs vy41,- -+ , v, sont linéairement indépendants, on a :
ap—&-l/lg):l‘i""‘i’an'a:oE/F:OE = ap+1-vp+1+"'+an-vn:OE

= Qpq1 ==V, = Ok.

5.6 Exercices corrigés

0 Exercice 5.6.1. Montrer que si E est un K -espace vectoriel de dimension finie
n alors, tout sous-espace de E est de dimension inférieure ou égale a n.

Solution : Soit F' un sous-espace de E. Supposons que dim(F) = m > n. Cela signifie
qu’on peut trouver dans E une famille libre de cardinal strictement supérieur & n = dim(F).

Or, ceci est impossible en vertu du lemme 5.2.6. g

0 Exercice 5.6.2. Soient E1 et Fo deuz sous-espaces d’un espace vectoriel de di-
mension finie E. On suppose que By est une base de F1, By est une base de Fs.
Montrer que

1) E=E| + Ey < E =Vect(B1 U B3).

2) EyNEy ={0g} < By U By libre.

3) En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que E = E; ® Es.

4) Application : Appliquer les résultats obtenus au cas E = R3,
Ei={u=(2,y,2) €ER®: z4+y—2=0},

Eg:{u:(x,y,z)eRg: r—y+z2=0},
Ey={u=(2,y,2) €R*: 24+y—2=0 A 22=y}.

Pour quels couples (i,j) € {1,2,3}2, a-t-on E=E,® E; ?
Attention : Si un élément u appartient o By, et By en méme temps alors, il

figurera dans la réunion By U By deux fois.
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Solution :

1) Supposons que E = E; + E5. Alors,

U = Uy + Uz
u€FE =< u € E; =Vect(By) C Vect(ByUBy) = u € Vect(B, U Bjy).
us € By = Vect(Bg) C VGCt(Bl U BQ)

Par conséquent, E = E; + Ey C Vect(B; UBs). Comme By U B; est une partie de E = FE; + E»
alors, on a l'inclusion inverse Vect(ByUBy) C E = E; + Ey car, Vect(B; U Bs) est le plus petit
sous-espace contenant By U By. Ainsi,

EFE=F+FE,— F= Vect(Bl @] BQ).

Inversement, supposons que E = Vect(B; U Bs). Tout élément u de Vect(By U Bg) est une
combinaison linéaire d’éléments de By U By. Comme la somme vectorielle est commutative et
associative, u peut s’écrire sous la forme : u = uy + us o, u; , i = 1,2 est un élément de
Vect(B;). Cela signifie que :

Vect(31 U Bg) C Vect(Bl) + Vect(Bg) = FE1 + Es.

Par conséquent,
E = Vect(31 U Bg) — F C B + Es.

Comme on a trivialement F; + Eo C E alors,
E =Vect(B1UBy) = E = E; + Es.
2) Supposons que Fy N Ey = {0g}. D’aprés la formule de Grassmann (voir théoréme 5.3.19),
dim(E; + E2) = dim(E4) + dim(Es) = Card(B;) + Card(Bz). (5.6.1)

Par ailleurs, d’aprés la preuve de la question (1), B; U By engendre E; + E5. Donc, si By U Bs
est liée, on peut affirmer d’aprés le théoréme d’extraction 5.3.7 que By U By contient strictement
une base B de F; + F5. Mais dans ce cas, on aura

dim(Eq + E2) < Card(B; U Bs) < Card(Ey) + Card(E2).
Or, cette derniére formuule est en contradiction avec 5.6.1. Par conséquent,
EiNEy; = {OE} = (Bl @] BQ) libre.

Inversement, supposons que (By U Bs) est libre et que 1N Ey # {0g}. Il existe donc un vecteur
u # Op appartenant & 'intersection F; N Ey. Donc, si on pose

Bl:{ula"' 7up} ) BZZ{Ula"’ avq}a

on peut affirmer qu’il existe des scalaires a;,--- ,a, non tous nuls et des scalaires 51, -, 5,
aussi non tous nuls et vérifiant :

U= Q1.U + - Qplp = 101+ -+ By,
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Mais dans ce cas,

orur + - Fopu, — B — - Bpav, = 0p

avec des coefficients qui ne sont pas tous nuls. Or, ceci contredit I'hypothése By U By libre. Par

conséquent,
(Bl @] BQ) libre = E1 N Ey = {OE} .
3)Ona:
EFE=F&FE
E=E 0B + 19 B2
EinNE;, = {OE}

E = Vect(31 U BQ)
(Bl U BQ) libre
< (ByUBy) base de E.

4) Application : Oun vérifie facilement que

B, = {u=($,y,z)ER3: m—l—y—z:O}:{u:(a:,y,x+y)ER3: z, y € R}
= Vect(u; = (1,0,1) ; us = (0,1,1)).
By
By, = {u:(x,y,z)ER?’: x—y—l—zzO}:{u:(m,x+z,z)€R3: T, zER}
= Vect(v; = (1,1,0) ; vo = (0,1,1)).
B>
By = {u:(x,y,z)eR3: r+y—2=0 A 2m:y}:{u:(x,2x,3x)€R3: xeR}

= Vect(w = (1,2,3)).
~———
B3
D’autre part,

O.u1 + lug — 1L.vg + 0.vg = (0,0,0)

Cela signifie que la famille By U By n’est pas libre et donc, on ne peut pas avoir de somme
directe R® = E; 4+ E,. Par contre, on a la somme simple R3 = E; + F,. En effet, pour tout
u = (z,y,2) € R3, I’équation

u = a.uy + bus + cvy + d.vg

est équivalente au systéme
at+c=zx
(S): b+c+d=y
a+b+d=z

La matrice associée est

N

Il
=
= = O
O =
— = O
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On remarque que la matrice carrée formée par les trois premiéres colonnes est de déterminant
non nul. Cela signifie que le systéme (S) est surjectif et donc admet une infinité de solutions.
En d’autres termes, R3 = Vect(B;UBs) ce qui d’aprés la question (1) équivaut a R? = E; + E.

D’autre part,
1 01
det| 0 1 2 =0.
1 1 3
La famille B; U B3 n’est donc pas libre et on n’a pas la somme directe R® = E; 4+ E3. Par
contre, on a la somme simple R® = E; + E3. En effet, pour tout u = (z,v, 2) € R?, 'équation
u = a.u1 + b.us + cawq
est équivalente au systéme

(S/): { atc=x

b+2c=y

w101
Mo 1 2 )

On remarque que la matrice carrée formée par les deux premiéres colonnes est de déterminant

La matrice associée est :

non nul. Comme dans le cas précédent, cela signifie que R? = Vect(B; U By) et donc, R® =
E; + Es.
Finalement, on a

det =2#0.

=l

0
1
1

W N =

Cela signifie que la famille By U B3 est une base de R? et donc, on a la somme directe R? =
E> @ Es. O

e Exercice 5.6.3. Soient E1 et Foy deuz sous-espaces d’un espace vectoriel de di-
mension finie E. On dit que E et E5 sont supplémentaires dans E si, E = E1®E;.
1) Montrez en utilisant la méthode de la base incompleéte (voir théoréme 5.3.15)
que tout sous-espace propre d’un espace vectoriel de dimension finie, admet

un supplémentaire.
2) Montrez par un exemple dans R? que le supplémentaire n’est pas forcément

unique.

Solution : 1) Soit F' un sous-espace propre de F, (c’est a dire strictement inclus dans F
et non réduit & Og) et posons n = dim(E) , p = dim(F'). Désignons par Bp = {u1,--- ,up}
une base quelconque de F. On a clairement F' = Vect(Bg). D’apreés le théoréme de la base

incompléte, il existe dans ' un nombre fini de n — p vecteurs up41,-- -, up tels que la famille
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B ={u1, - ,Up, Upt1, - ,Un} est unne base de E. Posons
BG = {’pr+1, e aun} AN G= Vect(Bg).

Il est clair que Bg est une base de G. Puisque B = By U B¢ alors, d’aprés le point (3) de
lexercice 5.6.2,on a : F = F @ G et donc, G est un supplémentaire de F' dans F.

2) Dans R?, tout sous-espace propre F est de dimension 1. On a donc forcément F = Vect(u; =
(a,b), a?>+b% # 0. Comme dim(R?) = 2 alors, tout sous-espace supplémentaire G de F est aussi
de dimension 1 (voir corollaire 5.3.20). G est donc de la forme : G = Vect(uz = (¢, d), *+d?* #

0. D’apres toujours le point (3) de l'exercice 5.6.2,
R? = F @G <= {uy,us} base de R

Cela équivaut a dire que

det(Z 2>:ad—bc¢o.

On voit bien que pour a, b donnés, il existe une infinité de valeurs de ¢, d vérifiant la condition
du déterminant non nul. En d’autres termes, tout sous-espace propre de R? admet une infinité
de sous-espaces supplémentaires. O

0 Exercice 5.6.4. On considére dans R* le sous-espace
F= {u: (z,y,2,1) €R4:x—3y+227t:0}.

1) Donner une base Br de F.
2) Montrer que la famille

By = {v1 =(1,0,0,1); va = (1,1,0,-2); vg = (1,1,1,0)}

est une base de F'.

3) Donner les composantes du vecteur w = (2, —2,—3,2) dans chacune des bases
Bp et B.

4) Trouwver la matrice de passage de la base Bp vers la base B',.

5) Utiliser la matrice de passage pour retrouwver les résultats de la question (4).
6) Compléter chacune des bases Br et By en une base de R*.

7) Donner deuz supplémentaires de F dans R*.

solution :

1) On a:

wel < u=(z,y22—-3y+2z)=(2002)+(0,y,0,-3y) +(0,0,2,2z)
<~ w==2x.(1,0,0,1)+y.(0,1,0,-3) +2.(0,0,1,2).
—— —_——— ——

(131 uz us
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Ceci montre que
F =Vect(Br), ou Bp = {uj,us,us}.

Comme Bp est libre (trés facilement vérifiable) alors, Bp est une base de F' et dim(F') = 3.
2) Remarquons tout d’abord que B C F. De plus, d’aprés la question (1), dim(F) = 3
Card(B%). Donc pour prouver que c’est aussi une base de F, il suffit de montrer qu’elle est
libre ou qu’elle engendre F'. Pour les besoins de la suite et afin d’éviter la répétition des calculs,

nous allons montrer que B engendre F. Pour tous z,y, z dans R, on a :
F>v=(x,y,z,x — 3y + 22) = a.vy + B.vg + v.v3

équivaut le systéme

a+f+y=x
/ ﬁ“‘ =
(s):3 D17
v=z

a—2.0=x—3y+2z

qui admet une solution unique (o, 5, v) = (x —y, y — z, z). On peut donc conclure que B
engendre F.
3) En posant dans le systéme (S’) précédent : x =2, y = —2, z = —3, t = 2, on obtient que

F3v=(2-2-32) =4v + 1oz — 303 = (4, 1, =3)p,.

De la méme maniére, pour trouver les composantes de v dans la base Bp, il faut trouver les

scalaires «v, (3, 7 vérifiant la relation :
F>v= (27 _25 _37 2) =aa.uy + 6-'&2 + Y-us.

Sous forme de systéme, cela devient

a=2
RS
CEE S

a—38+2y=2
Le systéme (S) admet une solution unique («, 8, v) = (2, —2, —3). Part conséquent,
Fov=(2-2-3,2)=2u —2us — 33 = (2, =2, —3)p,.
4) On remarque que
vy =(1,0,0)5,; vo=(1,1,0)p,; vs = (1,1,1)5,.

Par conséquent, la matrice P B, Br) de passage de la base B} & la base By est donnée par la

formule :

[

1 1
Pp,, B-ry=1| 0 1
0 1
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5) En appliquant le théoréme 5.4.4 pour la recherche des compsantes par la matrice de passage,

4 1 11 4 2
P(B}T, Br) X 1 = 0 1 1 X 1 = —2
-3 0 0 1 -3 -3

Ainsi, on retrouve comme annoncé par la théorie les composantes du vecteur v = (2, —2, —3, 2)
dans la base Bp.

6) Pour compléter Br en une base de I’espace entier R* dont la dimension est 4, il suffit de
trouver un vecteur uy = (a,b,c,d) € R* tel que B = {uy,uz, us,us} est une partie libre de R*.

Ceci est équivalent a :

1 0 0 a
0 1 0 b
det =a+3b—2c+d#0.
0 0 1 ¢
1 -3 2 d

On peut par exemple prendre ug = (1,1,1,1) ou ug = (1,1,0,0) et ainsi de suite.

De la méme maniére, pour compléter B en une base de I’espace entier R* dont la dimension
est 4, il suffit de trouver un vecteur vy = (a,b,c,d) € R* tel que B = {vy,vs,v3,v4} est une
partie libre de R*. Ceci est équivalent & :

1 1 1 a
0 1 1 b
det =a+b—2c+d#0.
0 0 1 ¢
1 -2 0 d

7) On a vu qu’en rajoutant & B le vecteur u = (1,1,1,1), on obtient une base de R*. Cela
signifie que le sous-espace G := Vect ((1,1,1,1)) est un supplémentaire de F' dans R*. Pour
les mémes raisons, Gy := Vect ((1,1,0,0)) est un autre supplémentaire de F dans R*. O

0 Exercice 5.6.5. On considére dans R* le sous-espace
F= {u: (z,y,2,1) 6R4:3x—y+z—2t20}.

1) Donner une base de F.
2) Compléter la partie By = {up = (1,1,2,2)} en une base de F.

Solution :

1) En exprimant y en fonction de z, z et ¢, on voit facilement que
uw€F < u=(x,3c+2z—2tz2,t) =2.(1,3,0,0) +2.(0,1,1,0) +¢. (0, —2,0,1) .
—— —— —_——
uy uz us

Ceci prouve que Bp = {u1,us,uz} engendre le sous-espace F. Comme c’est une partie libre
(facile a vérifier), elle constitue une base de F' qui est donc de dimmension 3.
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2) Notons tout d’abord que ug € F. Comme dim(F') = 3 alors, pour compléter By en une base
de F, il faut trouver deux vecteurs u; et us vérifiant chacun la condition d’appartenance a F,
c’est a dire :

Uy = (a1,3a1 + b — 201,1)1,01) ; Uy = (a2,3a2 + by — QCg,bg,Cg).

Pour déterminer u, on utilise le fait que le fait que ug et u; doivent étre linéairement indépen-
dants. Cela signifie que @ = 8 = 0 est 'unique solution du systéme :

a+ p.a; =0

a+B.(3a1 +by —2¢1) =0
2.+ .01 =0

2.+ f.c1 =0

(S1) :

En soustrayant la quatriéme équation de la troisiéme, en obtient I’équation S.(by — ¢1) = 0. 1
est clair que pour avoir @ = 8 = 0 comme unique solution, il suffit que 'on ait b; # ¢;. On
peut donc prendre par exemple u; = (1,1,0,1).

Pour déterminer uo, on utilise le fait que les vecteurs ug, u1 et us sont linéairement indépendants.

Cela signifie que o = § = v = 0 est 'unique solution du systéme :

a+ B.a; =0

a+B.(3a1 +by —2¢1) =0
2.4+ .b1 =0

2.a+ f.cy =0

(S2) :

En soustreyant la premiére équation de la deuxiéme, on obtient I’équation v.(2a3+by—2¢2) = 0.
1l est clair que pour avoir v = 0 comme unique solution, il suffit que 2as + by — 2¢o # 0. On
peut donc prendre par exemple us = (1,2, 1,1). Ainsi, la famille

B%‘ = {Uo = (17 172’2)7 up = (15 1?07 1)7 U2 = <1a27 171>}’

est une base de F. O



Chapitre 6

Applications linéaires

6.1 Définition, exemples et premiéres propriétés

Définition 6.1.1. Soient E et F deux espaces vectoriels sur le méme corps commutatif
K. Une application f : E — F est dite linéaire si, elle satisfait auxr deux conditions
suivantes :

(lin1) Condition de linéarité
V(ur, uz) € B¢ fus +us) = flur) + f(uz).
(lin2) Condition d’homogeneité

V(a, u) e Kx E: f(au) = a.f(u).

o 1) De la définition, découle immédiatement que

J0g) =0r, f(~u)=—f(u).

En effet, pour la premiére égalité, il suffit de prendre o« = Ok et pour la seconde
o = _1K-

2) 11 faut noter que dans la condition (linl), le symbole + & gauche désigne la
somme vectorielle dans E alors qu’a droite, il signifie la somme vectorielle dans F'.
De méme, dans la condition (lin2), le symbole . & gauche désigne la multiplication
par un scalaire dans F alors qu’a droite, il désigne la multiplication par un scalaire
dans F.

3) Un simple raisonnement par récurrence, montre que si une f : £ — F est

linéaire alors, pour tout (aq,- -+, ) € K™ et tout (uy,--- ,u,) € E"

flagur+- -+ aru) =aq.f(ur) + -+ an.f(ug).

96
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Exemples 6.1.2. Voici une premiére liste d’exemples triviauz d’applications linéaires
a) L’identité dans E :
Igp: E— FE; ur— Ig(u) = u.

b) L’application nulle dans E :
Op:E— FE; u— Og(u) =0g.
¢) L’application nulle de E dans F :
Opr :E—F; ur— O(E7F)(U) =0p.
d) L’homothétie vectorielle de rapport A € K :
Hy:E— FE; u— Hy(u) =Au

Si E =K alors, ’homthétie vectorielle coincide avec la multiplication usuelle dans K.

E) Fonctions linéaires entre espaces numériques :
f:Kn —>Km; f(‘rh T xn) = (allxl +"'+a1nxn7 ) CLmlxl""""’_a/mn‘rn)~

Nous verrons plus loin que ce sont les seules applications linéaires possibles entre K™ et K™,

Proposition 6.1.3. Si E est de dimension finie alors, toute application linéaire f :
E — F est parfaitement définie par la donnée des images par [ des éléments d’une

partie génératrice de E.

Preuve. Soit B = {uy,--- ,u,} une partie génératrice de E. Cela signifie que
Yu € E, F(aq, - ,an) EK": u=a.us + -+ ay.tp.
Par conséquent,
fu) = floqur + -+ any) = ar. f(ur) + - + o f(un).

Puisque par hypothése, les images f(u1), -, f(u,) sont bien connues alors, f(u) est aussi

connue et bien définie dans F'. O

Exemple 6.1.4. Déterminer Uapplication linéaire f : R3 — R? vérifiant les conditions :
f(1,0,0) = (1,1); f(0,1,0) = (1,0); f(0,0,1) = (0,1).
On sait déja que la famille
B ={e; =(1,0,0); e2 =(0,1,0); e3 = (0,0,1)}

est une base de R® (appelée base canonique de R3). C’est donc une partie génératrice de R3.
De plus,
u=(x,y,2) ER® = u=12.; +y.eo + 2.€3.

En appliquant donc la proposition précédente, on obtient :

f(u) =z fler) +y.f(e2) + 2.f(e3)) = (x +y, 2 + 2).
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Le résultat suivant est une conséquence immédiate de la proposition précédente

Proposition 6.1.5. Deux applications f,g : E — F sont égales si et seulement si,

elles coincident pour au moins une partie génératrice de E.

6.2 Opérations sur les applications linéaires

Soient F et F' deux K -espaces vectoriels. On désignera par L(E, F') Pensemble des applica-
tions linéaires de F dans F. Si E = F', on écrira L(FE) au lieu de L(E, E). Nous allons dans cette
section voir (entre-autres) que L(FE, F) peut étre muni d’une structure de K -espace vectoriel.
Pour cela, nous commencons par donner la caratérisation suivante des applications linéaires.

Proposition 6.2.1. Soient E et F' deur K -espaces vectoriels. Une application f :
E — F est un élément de L(E, F') si et seulement si,

flau+ o) = a.f(u)+ B.f(v) , Y(u,v) € E? |, ¥Y(a, B) € K2 (6.2.1)

Preuve. laissée au lecteur a titre d’exercice. O
Définissons dans £(E, F') addition vectorielle et la multiplication par un scalaire comme suit :

(f+9)w) = fu) +g(u)
Y(f.g) € (L(E,F))*, Yue E, Va e K :
flow) = a.f(u)

Proposition 6.2.2. Muni de ces deuzx opérations, L(E, F) est un K -espace vectoriel.

Preuve. La preuve de ce résultat est une adaptation simple et directe au cas présent de la
preuve donnée pour ’exemple 4.1.5. C’est un trés bon exercice d’entrainement et de consolida-

tion des concepts relatifs aux espaces vectoriels. O

Proposition 6.2.3. Si, f € L(E, F) est inversible alors, f~1 € L(F,E). ]

Preuve. Il s’agit de montrer que si f : E — F est linéaire et bijective alors, f ™' : F — E
est aussi linéaire. Soient donc v = f(uy1),v2 = f(uz2) deux éléments de F' et «, § deux scalires.
Alors,

F v+ Bug) = fTH(af(ur) + B.f(ug)) = f71 (f lovuy + Boug))
= (f'of)laur + Bug) = cvus + Bous
= a.f )+ B.f ).
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Définition 6.2.4. Un élément bijectif de L(E, F) est appelé isomorphisme linéaire de E
dans F. Si de plus, E = F, on parle d’automorphisme linéaire dans E. L’ensemble des
isomorphismes linéaires de E dans F' est noté Iso(E, F) et Iso(E,E) est noté Aut(E).

Proposition 6.2.5. Soient E, I et G trois K -espaces vectoriels. Alors,

[feL(EF) N geL(F,G) = gofeL(EQG).

Preuve. Laissée au lecteur & titre d’exercice. O

6.3 Noyau et image d’une application linéaire

Définition 6.3.1. Soit f € L(E,F). On appelle noyau de [ le sous-ensemble (noté
ker(f) de l’anglais kernel qui signifie noyau) de E, défini par :

ker(f)={ue E: f(u) =0p}.

Exemple 6.3.2. Si f est Uapplication linéaire définie de R® dans R? par : f((z,y,2)) =
(x4+y—z,x+y+2) alors,

v=(z,y,2) € ker(f) <= {x—l—y—z:O <:){x+y:0

r+y+2=0 z=0
D’ou,
ker(f) ={v=(z,—=,0): z € R}.

Proposition 6.3.3. Pour tout f € L(E, F), l’ensemble ker(f) est un sous-espace vec-
toriel de E.

Preuve. Il faut montrer que
[(u,v) € (ker(f))> A (a,pB) € KZ] = f(a.u+ B.v) =0p.
On a:
flautBo) = flaw)+f(B0)=a.f(u) + 6.5 ()
= a0p+ B0 =0r+0F =0p.
O

Nous allons maintenant donner différentes caractérisations d’une application linéaire injective

Proposition 6.3.4. Soit f € L(E,F). Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.
1) f est injective.

2) ker(f) = {0s}.

3) L’image par [ de toute partie libre de E est une partie libre de F.
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Preuve. 1) = 2) : Supposons que f est injective et soit u € ker(f). Dans ce cas,

fu)=0p=f0g) = wu=0g= ker(f)=1{0g}.
finjective
2) = 3) : Supposons que ker(f) = {0g} et soit B = {uq,- - ,u,} une partie libre de E. Il faut
montrer que f(B) = {f(u1),---, f(up)} est une partie libre de F. On a :

ar.f(ur) + -+ ap.f(up) =0p — floqur +---apupy) =0p
o1.Uup + - Oy Up = OE

~—~
par hypoth.

—s ] =+ =Qp = O]K'
~ p
B libre

La famille f(B) est donc une partie libre de F.

3) = 2)) : Soient uy,up deux vecteurs de E vérifiant f(u;) = f(ug). Dans ce cas, la famille
{f(u1 —ug) = 0p} n’est pas libre dans F'. Si on suppose que u; # ug, on obtient que la famille
{u1 — uz} est libre dans E et donc par hypothése, {f(u; —uz) = 0p} est libre dans F. On a
ainsi une contradiction. d
Nous allons maintenant donner un critére nécessaire numérique (il s’exprime en termes de

dimensions) d’injectivité d’une application linéaire.

Proposition 6.3.5. Soient E et F deur K -espaces vectoriels de dimensions finies.
Alors,
feL(EF) injective— dim(F) < dim(F).

Preuve. Soit B = {uy, - ,u,} , (n = dim(F)) une base de E. D’aprés le point (3) de la
proposition 6.3.4, f(B) est une partie libre de F. D’aprés le théoréme de la base incompléte
5.3.15, on a Card(f(B)) < dim(F). D’autre part, Card(f(B) = n = dim(FE)) car, f est
injective. Par conséquent, dim(E) < dim(F). O

Définition 6.3.6. Soit f € L(E,F). On appelle image de [ le sous-ensemble (noté
Im(f)) de F, défini par

Im(f) == f(E) = {v=f(u) : ue E}.

Par définition de 'image, f est surjective si et seulement si, Im(f) = F.

Proposition 6.3.7. Pour tout f € L(E, F), l'ensemble Im(f) est un sous-espace vec-
toriel de F'.

Preuve.

[(’Ul,’Ug) c (Im(f))2 AN (a,fB) € KZ] = (v ev)) ® (Bevy) = Im(f).
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Ona:

(vi,v2) € (Im(f))> = 3(ur,u2) € E*: (v1,v2) = (f(w1), f(uz))
= aw; + e =a.f(ur) + B.f(uz)
=  a.w; + B = flau + B.aug) € Im(f).
—_———

ueE
O
Proposition 6.3.8. Soit f € L(E,F). Alors, les deux assertations suivantes sont équi-
valentes.
1) f surjective.
2) L’image par [ de toute partie génératrice de E est une partie génératrice de F.
Preuve. Soient B = {uj,--- ,u,} une partie génératrice de E et v un élément quelconque

de F'. Alors,
[f surjective A Vect(B) = F] YoeF, Jue E:v=f(u)

YoeF, I, ,0q) €K' tv=f | arur + -+ ag.uq

u

Vo e F, 3o, ,aq) €KY v=acq.f(u1) + -+ ag.f(ug)
Vect(f(B)) =F
f(B) partie génératrice deF.

[

Il découle de la preuve précédente le résultat suivant.

Corollaire 6.3.9. f € L(E, F). Alors, pour toute partie B génératrice de E, la famille
f(B) est une partie génératrice du sous-espace Im(f).

Exemple 6.3.10. Soit l’apllication linéaire
fiRY —R?: u=(2,y,2) — flu) = (z+y,y—2).
D’apres le corollaire précédent, la famille
vr = f(1,0,0) = (1,0); vz = f(0,1,0) = (1,1); w3 = £(0,0,1) = (0,-1)

est une parrtie génératrice de de Im(f), c’est a dire que Vect(vy,ve,v3) = Im(f). Ce résultat
peut étre amélioré en remarquant que vo = v; — vs et on aura Im(f) = Vect(vy,vs).

Comme dans le cas d’une application linéaire injective (voir proposition 6.3.5), nous allons

maintenant donner un critére numérique nécéssaire de surjectivité.
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Proposition 6.3.11. Soient E et ' deux K -espaces vectoriels de dimensions finies et
soit f € L(E,F). Alors

f surjective = dim(FE) > dim(F).

Preuve. Soit B = {uy, -+ ,u,} , (n =dim(F)) une base de E. Comme déja vu, la famille
f(B) = {f(u1), -, f(u,)} est une partie génératrice de Im(f) = F. D’aprés le théoréme
d’extraction 5.3.7, la famille de f(B) contient une base de F'. D’ou,

dim(F) < Card(f(B)) =n = dim(E).

d

Le théoréme que nous allons maintenant énoncer et établir est fondamental dans I’étude des

applications linéaires en dimension finie.

Theorem 6.3.12. (des trois dimensions).
Soient E et F' deuz K -espaces vectoriels de dimensions finies et soit f € L(E, F). Alors,

dim(E) = dim(ker(f)) + dim(Im(f)).

Preuve. Considérons lespace quotient F/ker(f). On sait (voir chapitre précédent) que
c’est un espace vectoriel de de dimension dim(F) — dim(ker(f)). Ses éléments sont des classes
d’équivalence de la forme :

Ti=z+ker(f)={r+u: ueker(f)} , z €E.
Soit II la surjection canonique de E dans E/ ker(f). Elle est définie par :
I:z€ Ev— T € E/ker(f).

Comme son nom 'indique, c’est une application trivialement surjective. Elle est de plus linéaire.

En effet, comme déja vu au chapitre précédent, pour tout (u,v) € E? et tout (o, 3) € K2 :
II(u+ Bw) = oz.m.v =a.u+ .0 = all(u) + B.I(v).
Soit maintenant "application

FiE/ker(f) — F ; — f(3) = f(u).

Montrons tout d’abord que fest indépendante du choix du représentant. C’est & dire qu’on
peut remplacer f(u) par f(a) ou, a est n’importe quel autre représentant de la classe u. En
effet, soit a un autre représentant de la classe u. Dans ce cas, a = u+ v , v € ker(f). par
conséquent,

~

fla) = flu+v) = f(u) + f(v) = f(u) + OF = f(u) = f(@).
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La linéarité de f entraine de maniére naturelle la linéarité de f Enfin, fest injective. En effet,

F@) =0 = f(u)=0g
= u € ker(f)
= ker(f) = OE/F

<)

=

On vérifie facilement que
f=Foll A Im(f)=Im(f).
En utilisant maintenant la proposition 6.3.4 et le corollaire de la proposition 6.3.8, on obtient

dim(Im(f)) = dim(Im(f)) = dim(E/ ker(f)) = dim(E) — dim(ker(f)).

Ceci, est exactement le résultat recherché. O
Comme conséquence immédiate du théoréme des trois dimensions, on a le résultat pratique

suivant.

Theorem 6.3.13. Soient E et F' deuz K -espaces vectoriels de méme dimension finie
et f € L(E,F). Alors, on a les équivalences :

f bijective <= f injective <= f surjective.

Preuve. Il suffit démontrer ’équivalence
f injective <= f surjective.
En utilisnat le théoréme des trois dimensions et ’hypothése dim(E) = dim(F'), on obtient

f injective ker f = {0g}

dim (ker(f)) = 0
dim(E) = dim (Im(f))
dim (Im(f)) = dim(F)
Im(f) = F

f surjective.

rttree

Exemple 6.3.14. Montrer que lapplication linéaire f défini de R? dans R? par :
f(U: (l‘,y,Z)) = ($+y—27$—y+za—$+y+z)

est bijective. D’aprés le corollaire qu’on vient juste de démontrer, il suffit de prouver que f est
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injective. On a

z+y—2=0
v=(x,y,2) €ker(f) <= (9): r—y+2=0
—xr+t+2=0
1 -1 0
= -1 1 x| vy | =120
-1 1 z 0
A

Il est clair que (z,y,2z) = (0,0,0) est solution dus ystéme (S). Puisque det(A) = —2 # 0 alors,
A est inversible et donc (S) est un systéme de Cramer. Cela signifie que (z,y,z) = (0,0,0) est
lunique solution de ce systéme. En d’autres termes, f est injective et donc bijective.

6.4 Matrice associée & une application linéaire

Dans tout ce qui et sauf indication contraire, I’écriture (X, Bx) signifiera que X est un

espace vectoriel de dimension finie dans lequel, une base Bx a été choisie.

6.4.1 Définition et propriétés fondamentales

Soit f : (E, Bg) — (F, Br) une application linéaire. On suppose que

Bp ={ui,--- un} A Brp={v,--om}.

Définition 6.4.1. On appelle matrice de f (ou associée o f) dans les bases Bg, Br la

matrice :
air Qa2 -t Qlp
ag1 Q22 -+ Q2p
M(f,Bg, Br) = , o _ e R™"(K). (6.4.1)
Am1 Am2 o Amn

ou, la colonne j , 1 < j < n est constituée des composantes du vecteur f(u;) dans la
base Br. En d’autres termes,

f(uj) = aj1.v1 + aj.v2 + -+ + Gjm - Um = (051, 052, - aajm)BF .
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De la définition découle que :
o i) le nombre de lignes de la matrice associée a une application linéaire est égal a
la dimension de ’espace d’arrivée F' et le nombre de colonnes a la dimension de
I’espace de départ E.
ii) Si f est application nulle alors, la matrice correspondante est la matrice nulle
dans R™*"(K) indépendemment du choix des bases au départ et a l’arrivée.
iii) Si f = Idg alors, M(f = Idg, Bg, Bj) est la matrice de passage de la base
B, vers la base Bg (voir définition au chapitre 5). En particulier, si Bp = B},
alors M(Idg,Bg) := M(Idg, Bg, Bg) = I, avec n = dim(FE).

Exemple 6.4.2. Soit l’application linéaire
f : (Rz, B]Rz) — (RB’ B]RB) ; f(‘T,y) = ($,$ - yay)

1) Si, Bge est la base canonique de R? et Bys est la base canonique de R3 alors,

f(1,0)=(1,1,0) = (1,0,0) + (0,1,0) 1 0
= M(f, Bgz, Brs) = 1 -1
f(0,1) =(0,-1,1) = —(0,1,0) 4+ (0,0,1) 0 1

2) Si, Brz = {u; =(1,0); uz = (1,1)} et Brs = {13 = (1,0,0); v2 = (1,1,0); vs =(1,1,1)}

alors,

flur) = (1,1,0) = vy 0 1
— M(f,Bg2,Bas) = | 1 -1
flu2) = (1,0,1) = vy —ve + v3 0 1

Cet exemple illustre bien le fait que la matrice associée a4 une application linéaire dépend
du choix des bases au départ et a I’arrivée. Nous verrons plus loin comment s’effetue le passage
d’une situation a une autre.

Nous allons maintenant voir comment retrouver ’expression d’une application linéaire & partir

de sa matrice associée.

Proposition 6.4.3. Soit f : (FE, Bg) — (F, Br) une application linéaire et soit u € E.

Si: U= (xly' te 7'7:71)BE et f(u) = (y17 o aym)BF alors,
(y17"' 7ym) = (mla"' ,Sﬁ'n) X [M(f7BE7BF)]T

oi, [M(f, Bg, Br)]" est la transposée de la matrice M(f, Bg, Br).

Preuve. Posons
BE:{Ul,"',Un} /\ BF:{U17"'7Um}

a1l aiz -+ Ain

a21 az2 A2n
M(fa BE’a BF) =

Am1l  Am2 ot Gmn
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Soit aussi u € E tel que v = (z1, - ,Zn)B, et f(u) = (Y1, - ,Ym)Bp. Par définition des
composantes d’un vecteur dans une base, on a :

u=x1.u1 4+ F Tntln, flu)=yro1+ -+ YmUm-

En utilisant maintenant la linéarité de f et la définition des colonnes de la matrice associée, on
obtient :

fw) = fzrur+- +xpun) =x1.f(ur) + -+ xpn. f(un)
= zi.{anvi+- -t amivmt+ o+ on - {o1nv1 F o+ GnUm}
= {azllxl + alnxn} N R o {amlxl + - ainmxn} -Um,

= (a1 + - 1T, 5 Gpa T+ Q) g, -

Alinsi,
fw) = (1, ym)g, = (@121 + -+ Qinln, -+, G 1 + - Qi) g, -

D’aprés 'unicité des composantes (voir proposition 5.3.11), on a obligatoirement

Y1 1121 + -+ + A1 Tn ai; a2 -+ Qlp Ty
Y2 2121 + +++ + A2pTy a1 Q22 -+ A2y i)
= = X
Ym Am1x1 + -+ ATy Aml Am2 - Qmn Tn
Tl
T2
= M(f, Bg,Br) x
Tn
s s
D’o,
Y1 Z1
= M(f, Bg, Br) x
Ym Tm

En prenant la transposée dans chacun des deux cotés de cette derniére inégalité, on obtient le
résultat recherché. O

Exemple 6.4.4. On suppose que ’espace R? est muni de la base Brz = {u1 = (1,0) ;us = (1,1)}
et que l’espace R? est muni de la base Bgs = {v; = (1,0,0) ;v = (1,1,0) ;v3 = (1,1,1)}. Don-

ner Uexpression de Uapplication linéaire f : R2 — R3 vérifiant :

1 -1
M(f Bge,Bga)=| 1 0
0 1

On a
u=(z,y) ER* = u=(z—y)u +yu = (z-y, y)p

k2
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Ceci nous donne

1 10

= (z -2y, — y,9).
10 1) (z —2y,2—y,y)

(€ —y,y) x [M(f, Baz, Bes)]" = (¢ — y,) x (
Par conséquent, l’expression de f est

flz,y) = (& — 2y)v1 + (x —y).v2 + y.v3 = (22 — 2y, 2,y) .

De la proposition précédente, on déduit immeédiatement le résultat suivant :

Proposition 6.4.5. Soient f, g : (E,Bg) — (F,Bp) deuz applications linéaires.
Alors,
f:g<:>M(faBEaBF) :M<g7BE7BF)

Proposition 6.4.6. Soient f, g : (FE,Bg) — (F,Br) deuz applications linéaires.

Alors, pour tous scalaires o, 8 dans K,

M(a.f + B.9, Be, Br)=a e M(f, Bg, Br)+ 3 M(g, Bg, Br)).

Preuve. C’est un calcul direct qu’on recommande au lecteur d’effectuer a titre d’exercice.

O
Proposition 6.4.7. Soient f : (F,Bg) — (F,Br) et g : (F,Br) — (G, Bg) deux
applications linéaires alors,
M(gof7BE7BG) = M(gaBF7BG) X M(vaEvBF)
Preuve. Posons :
Bg = {Ul,"' ’un}, Br = {Ul,"' ,Um}, Bg = {wl,"' ,U)p}
et

M(f, Bg, Br) = (ai;); ", M(g,Br,Bg) = (bij)}"

1,j=1" 2,j=1"

La colonne j de la matrice produit M (g, Br, Bg) x M(f, B, Br) est le vecteur colonne

c1j biiai; + bizag; + -+ 4+ bimGmj
= : . (6.4.2)

Cpj bpraij + bp2azj + -+ + bpmam;

Ainsi, pour démontrer la proposition, il suffit de prouver que

(gof)(uj) = (Clj702j"" 7C;Dj)BGv (1 <j< Tl)
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En utilisant la remarque 5.3.12, on obtient pour tout 1 < j < n,

(9o N)u;) = g(f(uy))
= g(aijv1+agj.v2+ -+ amjUm)
= aij.9(v1) +ag.g(v2) + - + amj.g(vm)
= ay;.{b11.w1 + bag.wa + - - - + bpl.wp} + agj. {b12.w1 + bag.wa + - - - + bp2.wp}
+ -+ Amyj. {bim w1 + Do wa + - - + by wp}
= {bi1.a1; +bi2.agj + - + bim.am; } w1 + {ba1.a1; + baz.agj + - -+ by b wo
+- -+ {bpr.a1j + bp2.ag; + -+ bpm.amj}wp

= (e ez, 5 0pj)p,, -

Proposition 6.4.8. Soit f : (E,Bg) — (F, Br) une application linéaire. On suppose
que dim(E) = dim(F) = n. ALors,

f bijective <= M (f, Bg, Br) inversible.

Dans ce cas,
M(f~',Bp,Bg) = [M(f,Bp,Br)] " .

En d’autres termes, la matrice de l'application inverse est égale a l’inverse de la matrice
de Uapplication initiale.

Preuve. Supposons que f est bijective. Dans ce cas,
flof=Idg N fof ' =Idp.
En utilisant la proposition 6.4.7, on obtient :
I, =M(Idg,Bg) = M(f "o f,Bg) = M(f~",Br, Bg) x M(f, Bg, Br)

et
I’ﬂ:M(IdF7BF):M(fof_17BF>:M(faBEaBF) XM(f_laBF7BE)-

Ainsi,
M(f~',Br,Bg) x M(f,Bg,Br) = I, = M(f,Bg, Br) x M(f~', Br, Bg).

Ce qui signifie que la matrice M(f, Bg, Br) est inversible et que M(f~!, Br, Bg) est son
inverse.

Supposons maintenant que la matrice M (f, Bg, Br) est inversible et montrons que I’application
f est bijective. Comme dim(E) = dim(F) < +oo, il suffit pour cela de prouver que f est
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injective, ce qui est équivalent a ker(f) = {Og}. La proposition 6.4.3 nous donne :

u = (xlf" axn)BE
A = (-751,"'axn)x(M(f,BE»BF))T:(OKa""OK)

f(u) = (OK’ T aK)BF
— (@) = O 00) x (. B Be)T)

(M(filaBFVBE)T)

(xlv"' axn):(oﬂ(a"' 70K)

U:OE.

!

f injective.

Exemple 6.4.9. Soit I’application linéaire f : R? — R3 définie par :
u = (‘Tay7z) :>f(u) = (x+y—z,x—y+z,fx+y+z)

On vérifie facilement que f est injective et donc aussi bijective. Si B, est la base canonique de
R3 alors,

1 1 -1
M(f7BC7Bc) = 1 71 1
-1 1 1
Cette matrice est inversible est son inverse est
. 1 1 0
M(filchch)zi‘ 1 0 1
0 1 1

Pour trouver lexpression de f~', on utilise la proposition 6./.3 et on obtient :

f_l(v = (l‘,y,Z)) = (l‘vy’z) X (M(f_lvaBc))T = %.(Jc,y,z) X

e
=
_ = O

r+y T+z Yy+=z
27 2 7 2 '

6.4.2 Matrice associée et changement de bases

Position du probléme : Soient f : (E, Bg) — (F, Br) une application linéaire et M (f, Bg, Br)

la matrice de f dans ces deux bases. Soit maintenant B, une autre base de E et B}, une autre
base de F'. La question naturelle qui se pose est comment passer de la matrice M(f, Bg, Br) a
la matrice M(f, By, By)?

Conformément & la chaine suivante

(E,By) "% (E,Bg) 5 (F,Br) 4 (F, By,
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et la proposition 6.4.7,
M(f, By, Bp) = M(Idpofoldg, By, By) = M(Idp, Br, Bp)x M (f, Bg, Bp)xM (Idg, By, Bg).

En ayant présent a Uesprit le fait que M (Idg, By, Bg) est la matrice P(p; p,) de passage de
Bp & By et que M(Idp, Br, By) est la matrice P(p,. p; ) de passage de By, & Br, on obtient

finalement le résultat suivant.

Theorem 6.4.10. Soit f : E — F une application linéaire et soient Bg, B, (respec-
tivement, Bp, Bp) deuz bases de E (respectivement de F). Alors,

M(f, Bg, Bp) = P,,By) X M(f, Bg, BF) X P(B1, Bpy)-

o La formule précédente admet les cas particuliers suivants :

1)
Bg = By = M(f, By, By) = M(f, Bg, By) = PB,.B,) x M(f, B, Br)

car, dans ce cas, P(p; By) = P(By.By) = In, n = dim(E).
2) De maniére analogue,

Bp = By = M(f, By, Bp) = M(f, B, Br) = M(f, Bg, Br) X P(p; By)-

3) Si, E = F, Bg = Bp, B = B} alors,

—1
M(f, By, Bg) = Py,By,)xM(f, Be, Be)xP(p; Bg) = (P(B;E,BE)) xM(f, Bg, Be)x P, Bp)-

Exemple 6.4.11. Soit f : (R?, B) — (R3, B") lapplication linéaire définie par :
u=(z,y) — f(u) =v=(2,9,2+y)
1) Si, B est la base canonique B.(R?) = {e1, ez} de R? et B’ est la base canonique B.(R3) ==

{€}, €, e4} de R? alors,

{ f(el):f(]-vo): 1,0,1)26/1+€é :>M(fB(R2) B(RB): (1)
(0,1) = R X

— = O

2) Si B = B.(R?) et B} = {v} = (1,0,0), v4 = (1,1,0), v = (1,1,1)} est la nouvelle base de
R3 alors,

¢t = (1,0,0) = v} 1 -1 0

e, =(0,1,00=—vj+v), = | 0 1 -1

eh =(0,0,1) = —vh + v} 0 0 1
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et donc,
M(f7 BC(RQ)vBi) = P(BC(]RS),BQ X M(f, BC(R2)7‘BC(R3)
1 -1 0 1 0 1 -1
= 0o 1 -1 X 0 1 = -1
0 O 1 11 1 1

3) Si on choisit dans R? une nouvelle base By = {u; = (1,0), uz = (1,1)} alors,

Uy = e 1 1
—t P, =
{ Up = €1 + ez (B, Be () ( 0 1 )

et donc,
M(f,B1,Be(R%) = M(f, Bc(R?), B.(R?)) x P(p, B, (®2)
1 0 1 1
1 1
0 1
1 1 1 2

4) Finalement, d’apres le théoréme 6.4.10,

/ 2
M(f,B1,B]) = P, @5 %X M(f, B(R?), B(R%)) x P, p.®2)
1 -1 O 1 0
1 1 1 1
0o 1 -1 X X = -1 -1
0 1 0 1
0 O 1 1 2

6.4.3 Rang d’une application linéaire, rang d’une matrice

Définition 6.4.12. Soient E et F' deux K -espaces vectoriels de dimensions respectives
n et m finies et soient f : E — F une application linéaire. On appelle rang de f Uentier
naturel rg(f) := dim(Im(f)).

o De la formule
n = dim(E) = dim(ker(f)) + dim(Im(f))

découle immédiatement que rg(f) < min(n,m). De plus,

[rg(f) =n <= f injective] A [rg(f) = m < f surjective] .

Soit maintenant A € K™*™ une matrice & m lignes et n colonnes. Soit f : K* — K™

I’application linéaire vérifiant

M(f, Bo(K"), B.(K™)) = A
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ot, B.(K") (respectivement B.(K™)) est la base canonique de K" (respectivement K™).

Définition 6.4.13. On appelle rang de la matrice A (noté rg(A) le rang de l'application
linéaire associée f.

Supposons que B.(K") = {ey, -+ ,e,}. Comme la colonne j de la matrice A est constituée
des composantes du vecteur f(e;) et que la famille f(e1),---, f(e,) engendre Im(f) alors, on
peut énoncer le résultat suivant.

Proposition 6.4.14. Soit A une matrice ¢ m lignes et n colonnes. Alors, rg(A) est
le plus grand nombre de colonnes linéairement indépendantes de A. De plus, rg(A) <
min(n,m).

Exemple 6.4.15. Considérons la matrice

1 -1
A= 0 .
01 1
C’est une matrice a 2 lignes et 3 colonnes. Donc, rg(A) < 2. Comme les colonnes 1 et 2 sont

linéairement indépendantes alors, rg(A) = 2.

Exemple 6.4.16. Considérons la matrice

1 2 -3
B = .
-1 -2 3
C’est une matrice a 2 lignes et 3 colonnes. Donc, rg(A) < 2. Comme il est impossible de trouver

deuz colonnes linéairement indépendantes alors, rg(A) = 1.

Nous terminons cette section par énoncer le résultat pratique suivant.

Theorem 6.4.17. Soit A une matrice & m lignes et n colonnes. Alors,

1) rg(A) est plus grand nombre de colonnes linéairement indépendantes de A.
2) rg(A) est plus grand nombre de lignes linéairement indépendantes de A.

3) Si, rg(A) = n alors, application linéaire associée est injective.

4) Si, rg(A) = m alors, Uapplication linéaire associée est surjective.

5) Sin = m alors, rg(A) = n si et seulement si, ’application linéaire associée est

bijective.
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6.5 Exercices corrigés

e Exercice 6.5.1. Déterminer 'application linéaire f : R — R?, vérifiant les
conditions :

f(,1,1)=(0,1), f(1,1,0)=(1,0), f(0,1,1)=(1,-1).

Solution : Soit u = (z,y, z) un élément de R3. Pour trouver f(u), on écrit d’abord u sous
la forme :
u=a.(1,1,1) + £.(1,1,0) +7.(0, 1, 1).

Cela conduit a résoudre le systéme :

a+fB==
(S): § a+B+y=y
BH+vy==z

dont la solution est :
(Ol7ﬂ,’)/) = (fE _y+Zvy_Zay _1')'

Par conséquent, en utilisant la linéarité de f,

flu=(z,y,2)) = af(1,1,1))+5.£(1,1,0) +~.f(0,1,1))
(z—y+2).0,1)+ (y — 2).(1,0) + (y — z).(1, 1))
(—x 42y — 2,22 — 2y + 2).

0 Exercice 6.5.2. Déterminer Uapplication linéaire f : R? — R2?, vérifiant les
conditions :

f0,1)=(1,1,1), f(1,-1)=(0,1,1).

Solution : On raisonne comme dans ’exercice précédent. On écrit d’abord le vecteur u =
(x,y) sous la forme :
U= Oé.(07 1) =+ B(lv _1))

puis, on calcule f(u) en utilisant la linéarité de f. Si vous avez bien fait les calculs (qui sont

simples), vous trouverez :

flu=(z,y)) = (x +y,22 +y,22 + y).
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0 Exercice 6.5.3. Montrer que si E est un K -espace vectoriel de dimension 1
alors, toute application linéaire de EE dans E est une homothétie vectorielle dont

on déterminera le rapport.

Solution : Puisque E est de dimension 1 alors, il existe un vecteur non nul ug € tel que
Vu e E, Ja, € K: u=ay.up.

Cela implique en particulier qu’il existe A\g € K tel que f(up) = Ao ® ug. Par conséquent et en
vertu de la linéarité de f,

fu) = faw.ug) = . f(ug) = (u-Ao).ug = Ag.u.

Cela signifie que f est ’homothétie vectorielle de rapport Ao vérifiant : f(ug) = Ag.uo- O

0 Exercice 6.5.4. Répondre en justifiant aux questions et affirmations suivantes :
1) Eziste-t-il des applications linéaires injectives de R dans R? ?

2) Toutes les apllications linéaires de R? dans R3 sont injectives.

3) Existe-t-il des applications linéaires surjectives de R? dans R3 ?

4) Toutes les apllications linéaires de R® dans R? sont surjectives.

Solution : 1) Non il n’existe aucune application linéaire injective de R® dans R? car, dans
ce cas, on aura dim(ker(f)) = 0 et donc, d’aprés le théoréme des trois dimensions 6.3.12, on
aboutit & la contradiction suivante :

3 = dim(R?) = dim(ker(f)) + dim(Im(f)) <0+ 2 = 2.

2) Une application linéaire f : R? — R? peut étre injective, comme elle peut ne pas I'étre. Par
exemple Papplication f(z,y) = (x,y,0) est linéaire injective. Par contre, I’application g(z,y) =
(z —y,0,0) est linéaire mais non injective.

3) Il n’existe aucune application linéaire surjective de R? dans R3 car dans ce cas, on aura
dim(Im(f)) = 3 et donc, toujours d’aprés le théoréme des trois dimensions, on aboutit a la
contradiction suivante :

2 = dim(R?) = dim(ker(f)) + dim(Im(f)) > dim(Im(f)) = 3.

4) Une application linéaire f : R®> — R? peut étre surjective comme, elle peut ne pas I’étre.
Par exemple, l’application f(z,y,2) = (x,y) est linéaire surjective. Par contre, ’application
g(z,y, 2) = (x,0) est linéaire mais non sutjective puisque I’élément (0,1) € R? n’est I'image par
g d’aucun élément de R3. 0
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0 Exercice 6.5.5. Soit f: R" — R™ une application. Montrer que f est linéaire
si et seulemnt si, il existe n x m constantes réelles a;j, 1 <i<n, 1 <j<m
telles

flxr, - xn) = (an1z1 + a1222 4+ -+ + A1nTr, - A1Z1 + Gma2 + -+ AmpZa(6.5.1)

Solution : Il n’est pas difficile en appliquant la définition de vérifier que si une application
f est de la forme 6.5.1 alors, elle est linéaire.
Inversement, supposons que f : R® — R™ est une application linéaire et soient B.(R") =
{e1, -+ ,en} la base canonique de R", B.(R™) = {e},--- ,el,} la base canonique de R™. La

matrice associée & f dans c’est deux bases est de la forme :

bir bz -+ bin
. . bar  baz - b2,
M(f, Be(R"), B.(R™)) = ) . . ; bij € R.
bml bm2 e bmn
Posons
ai; a2 -0 Aim
n AT a21 Q22 -+ G2m
(M(f, B(R™), B.(R™)))" = S . s @i = byi.
an1 ap2 **° OGnm
D’aprés la proposition 6.4.3,
aip aiz -+ Qim
a1 G2 - d2m
f(.r1,x27"',x7l):($1,x2,"'7xn)x
an1 an2 e Anm
ce qui donne l'expression 6.5.1 recherchée de f. O

0 Exercice 6.5.6. Soit f : R? — R3 ’application définie par :

u=(z,y) — f(u) = (y,z,7 +y).

1) Montrer que [ est linéaire.
2) Trouver ker(f). Que peut-on dire de f ¢
3) Montrer que Im(f) = {(v=(a,b,c) ER*:a+b—c=0}.

4) Soit maintenant application linéaire g définie de R dans R? par :
v=(z,y,2) —> g(v) = (—x+y+z,z—y+2).

Montrer que f o g est linéaire. Trouver ker(f o g) et Im(f o g).
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Solution : 1) L’application f est linéaire en vertue de I’exercice 6.5.5.
2) Calcul de ker(f). On a

u=(z,y) €ker(f) <= f(u)=(y,z,z+y)=(0,0,0)<=2x=y=0

> ker(f) ={(0,0)}.

On en déduit que dim(ker(f) = 0 et que f est injective.
3) On vérifie facilement que l'ensemble F = {(v = (a,b,c) € R®:a+b—c=0} est un sous-
espace vectoriel de R? de dimension 2 (¢a, on sait déja le faire depuis le chapitre précédent).
De plus,

Va,b € R: (a,b,a +b) = f(a,b).

Par conséquent, on a l'inclusion F' C I'm(f). Donc, pour montrer qu’on a égalité ensembliste,

il suffit d’établir qu’on a égalité des dimensions. D’aprés le théoréme des trois dimensions,
dim(Im(f)) = dim(R?) — dim(ker(f)) = 2 — 0 = 2 = dim(F).
4) L’application f o g est définie de R® dans R? par :
v=(r,y,2) — (fog)v) = (@ —y+z,—r+y+222)
Elle est linéaire car, c’est la composée de deux applications linéaires. D’autre part,

v=(z,y,2) €Eker(fog) <— (z—y+z,—x+y+222)=(0,0,0) < v=(x,z,0)
< ker(fog)=Vect(vy = (1,1,0)).

Soit maintenant B.(R3) = {ej, ez, ez} la base canonique de R?. D’aprés le corollaire de la pro-

position 6.3.8, (Fog)(Be(R)) = {(f 0 g)(e1), (f 0 9)(ea), (f ©g)(es)} est une partie generatrice
de Im(f). Comme

(fog)lez) = (f0g)(0,1,0) = (=1,1,0) = =(f o g)(e1)
alors, on peut conclure que
Im(f) = Vect({(f o g)(er) = (1=1,0), (fog)(es) =(1,1,2)}.

D’apreés ce qui précéde By = {vg = (1,1,0)} est une base de ker(fog) et By = {(f o g)(e1), (fog)(es)}
est une base de Im(f o g). On peut donc affirmer que By U By = {vg, (fog)(e1r), (fog)(es)}
est une partie génératrice de ker(f) + I'm(f). Par ailleurs,

1 1 1
det(vo, (fog)ler), (fog)les)=det| 1 -1 1 | =—-4#£0.
0 0 2

Donc, d’aprés le théoréme 5.3.22, {vg, (fog)(e1), (fog)(es)} est une base de I'espace somme
ker(f o g) + Im(f o g). On a donc forcément ker(f o g) & Im(f o g) = R3. De plus, d’aprés la
question (3) de l'exercice 5.6.2, cette somme est directe. Ainsi,

R3 = ker(f o g) @ Im(f o g).
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0 Exercice 6.5.7. Soit lapplication f : R? — R3 définie par :

uz(x,y,z)%f(u)z(x—y,y—z,z—x).

1) Montrer que f est linéaire.
2) Trouver dim(ker(f) et dim(Im(f)).
3) Montrer que Im(f) ={v=(z,y,2) € R®:x+y+2z=0}.

Solution : 1) L’application f est linéaire en vertu de 'exercice 6.5.5.
2) On a,

u=(z,y,2) €ker(f) <= fluy=@@-yy—22—2)=(0,0,0)<=z=y==2
< ker(f) =Vect{up=(1,1,1)}.

Par conséquent, d’aprés le théoréme des trois dimensions, dim(ker(f)) = 1 et dim(Im(f)) = 2.
3) Posons

F= {v: (z,9,2) ERS:x—l—y—i—z:O}.
On montre facilement que dim(F) = 2. Donc, pour montrer I’égalité Im(f) = F, il suffit de

montrer Pinclusion Im(f) C F. Soit donc ey, e, e3 les vecteurs de la base canonique de R3.
D’apreés le cours, Vect({f(e1), f(ez2), f(e3)}) = Im(f). Puisque,

fler) =(1,0,—-1) € F, f(e2) =(—1,1,0) € F, f(e3) =(0,-1,1) € F

alors,

Im(f) = Veet({f(e), f(ez). f(es)}) C F.

0 Exercice 6.5.8. Soit R3[X] l'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels
et degré inférieur ou égal a 3. On rappelle que B.(R3[X]) = {1, X, X?, X3} est
une base (dite canonique) de R3[X]. On considére I’application

® : R3[X] — R3[X]; P+ &(P) = X?*P".

1) Montrer que ® est une application linéaire.
2) Donner une base de ker(®).

3) Donner une base de Im(®).

4) Montrer que R3[X] = ker(®) @& Im(¢).

5) Trouver la matrice associée & ® dans la base canonique.
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Solution : 1) Soient P, @ deux éléments de R3[X] et «, 8 deux réels. Alors, en utilisant
les propriétés de la dérivation,
X2 (a.P+8.Q)" = X*(a.P" +3.Q")
a.®(P) + B.2(Q).

O (a.P+5.Q)

L’application @ est donc linéaire.
2) On a
PeR3[X] <= P=ap+a1.X +ay.X*+a3.X>.

Par conséquent,
B(p) = 0 <= 2a2.X% + 6a3.X> = 0 <= ay = az = 0.

D’o1,

ker(®) = {P = ap + a1.X, ao, a1 € R} =Vect({1, X}).

On en déduit que By = {1, X} est une base de ker(®).

3) D’aprés le cours,
Im(f) =Vect (®(1), ®(X), ®(X?), ®(X?)) = Vect ({2.X7, 6.X%}) = Vect ({X?, X°})
et donc, By = {X?, X?} est une base de Im(®P).

4) D’apreés le cours, on a :

{ BoU By = Be(Rs[X]) __ Rs[X] = ker(®) @& Im(®).

BonNB; =0

5) On a,

i

(1) =0= (O,O,O,O)BC(R3[X])
(I)(X) = O = (anyoyo)Bc(Rg[X]) — M(‘b, BC(Rg[X])) —
P(X?)=2X2= (0,0,2,0) B, (ry[x])

(

P XS) =6.X3= (O,O,O,G)BC(RS[X])

o O O O
o O O O
S N O O
S O O O
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0 Exercice 6.5.9. On considére l'application linéaire f : R? — R3, définie par :
u = (l’,y,Z) — f(u) = (xfy,w+y,2x—3y)

1) Trouver M(f, B.(R?), B.(R3).

2) Trouwver par la méthode directe la matrice M(f,Bj,B5) ou, B} =
{u1 = (1,0); ue = (1,1)} et By = {v1 =(1,0,0); v2 =(1,1,0); vs = (1,1,1)}.

3) Retrouver ce résultat par la méthode des matrices de passage.

4) Soit maintenant g : R® — R? application linéaire vérifiant :

M(g, Bo(R?), B.(R?)) = ( 1 _21 (1) )

4.1) Donner expression de g.
4.2) Trouwver M(go f, B.(R?), B.(R?)). En déduire si go f est bijective.
4.3) Donner lezpression de (go f)~1.

Solution : 1) On a

f(1,0) =(1,1,2) , ; 1 —1
HO01) = (~1.1,—3) — MUBED),BER)) =1 11

2) Calcul de M(f, By, B}) par la méthode directe.

0o -2
fluy) = (1,1,2) = —vy + 2.v3 = M(/, Bi,Bé) = -1 3
f(u2) = (O’ 2> 1) = 724}1 + 3.1)2 — U3

3) Calcul de M(f, By, B}) par la méthode des matrices de passage. D’aprés la formule de
changement de base (voir théoréme 6.4.10),
M(f, B, By) = Pp, %), By) X M(f, B.(R?), B.(R®)) X P!, p.(r2))-

Par ailleurs,
Uy = €1 P 1 1
:} ’ 2 frng
Ug = €1 + €2 (B, Bo(R?)) 0 1

et
el = 1 -1 0
ey =—vi+v2 = Pp.@)By=|0 1 -1
6/2 = —V2 + U3 0 0 1

En reportant les expressions des matrices de passage dans la formule initiale, on obtient :

1 -1 0 1 -1 11 0 -2
0 O 1 2 =3 2 -1



CHAPITRE 6. APPLICATIONS LINEAIRES 120

41)On a:
g(e,y.2) = (2,y,2) x (M(g, Bo(R?), B.(R?)))"
1 1
= (CL’,y,Z) X -1 2
1 0

= (z-y+z1+2y).
4.2) D’aprés le cours,

M(go f,Bo(R?), Be(R?) = M(g, Bo(R?), Be(R?)) x M(f, Bo(R?), Be(R?))

L’application g o f est bijective car, det (M (g o f, Bo(R?), B.(R?))) # 0.
4.3) D’aprés la théorie,

M@Wﬁﬂﬂﬂ&WD=(Mmﬁ%@ﬂﬂ%ﬁ:<2%>

_ 1f s
17\ =3 2 )7

On en déduit que pour tout u = (z,y) € R?,

_ 1 1 5 r+5y —3x+2y
(9o f) 1(u)(x,y)x{17<_3 2)}( TR )

o Exercice 6.5.10. On considére dans Uespace wvectoriel R3® muni de
sa base canonique B. [Uapplication linéaire f, vérifiant les conditions
fle1) = ez, fle2) =e3, fles) =e1.

1) Trowver M(f, B.) := M(f, B¢, B.).

2) Donner ’expression de f.

8) Montrer que f est bijective et trouver M(f~1, B.).

4) Donner Uezpression de f~1.

5) Calculer de deuzr maniéres différentes M(f,B1) o4, DB =
{v1 = (1,0,0); vo = (1,1,0); vs = (1,1,1)}.
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Solution : 1) Par définition de la matrice associée & une application linéaire,

00
M(f,Be)=1 1 0
0 1

o O =

2) D’aprés le cours, pour tout u = (x,y,2) € R3,

f(u) = ($,y,2) X (M(f’ BC))T = (a:,y,z) X = (Z7x7y)'

= o O
S O =
S = O

3) On a det (M (f, B.)) =1 # 0. Cela signifie (voir cours) que M (f, B.) est inversible et donc,
f est bijective. De plus,

0 1 0
M(f7 B = (M(f,B.)"'=| 0 0 1
1 0 0
4) Comme pour la question (2), pour tout v = (z,y,2) € R3,
T
0 1 0 0 0 1
fFo)=(@y,2)x [ 0 0 1 | =(@y2)x|[ 1 0 0 |=(yz2).
1 0 0 01 0
5.1) Calcul deM (f, By) par la méthode directe : On a,
f(vl) = (07 170) = —Uu + ] -1 -1 O
f(vg):(o,Ll):*’Ul + v3 :>M(f,B]_>: 1 0 0
f(’l)g) = V3 0 1 1
5.2) Calcul deM (f, By) par la méthode des matrices de passage : On a,
_]\4'('](.7 Bl) = P(BC, B1) X M(f, BC) X P(Bl, B.)
1 -1 0 0 0 1 1 1 1
= 0o 1 -1 X 1 0 0 X 0 1 1
0 O 1 0 1 0 0 0 1
-1 -1 0
= 1 0 0
0 1 1
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0 Exercice 6.5.11. Soit & un K -espace vectoriel. On suppose que EE = E1 ® Es
somme directe de deux sous-espaces Fy et FEy. On sait d’aprés le cours que tout

vecteur u de E s’écrit de maniére unique sous la forme :
u=uy +us, uy € B, us € Fs.
Considérons ’application
Pl ZEHEl; U = uy +’LL2'—>P1(U) = Ui.

Cette application est appelée la projection de E sur Ey parallélement a la direction
Es5. La projection de E sur Ey parallélement a Eq se définit de maniére analogue
et on a trivialement P, + P, = Idg.

1) Montrer que Py est linéaire.

2) Déterminer ker(Py) et Im(Py).

3) Montrer que Py o P = P;.

4) On suppose maintenant E est de dimension finie n. Montrer qu’il existe dans

E une base B telle que

Ir On—r r
M(f,B)—<O o )
rx(n—r) (n—r)x(n—r)
ot, I, est la matrice unité (r x r) et Ogxt - la matrice nulle (s x t).
5) Montrer que si une application linéaire f : E — E vérifie f o f = [ alors,

E = Im(f) & Im(Idg — f).

6) En déduire que toute application linéaire f : E — E, satisfaisant a la condition
fof=/f est une projection dont on déterminera la direction et le sous-espace de

projection.

Solution : 1) Pour tous u,v dans E et tous scalaires «, 3,

= au+ o= (au + S.or)+ (@us + Bus).

€k, cEy>

u=uy+uy: uy € Ky, ug € Fo
V=01 +V2: U1€E1, vy € Fy

On en déduit que
Py (au+ Bv) =au + B = a.Py(u) + B.P(v).

La projection P; est donc une application linéaire.
2) On a Im(P;) = E; par définition de la projection P;. De plus,

U= Uy + U Eker(Pl) < U1 :Pl(u) =0g < u € Es.

Par conséquent, ker(P;) = Es.
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3) Pour tout u =uy +ug € E,
PioP)(u)=P(uy)=Pi(u; +0 =u = Pi(u).
(ProPr)(u) = Pi(ur) = Pi( w E)=u1 = Pi(u)
(S (S

D’Ofl, Pl @) P1 = Pl.
4) Soient By = {wy, -+ ,w,} une base de F et By = {w,41,- - ,w,} une base de Ey. Puisqu’on

a la somme directe E = E1 4 E5 alors, B = By U B est une base de E. On vérifie facilement

Pl(wi):{

que

Op 7+1<i<n

La matrice M (Py, B1) est donc nécessairement de la forme annoncée dans la question (4).
5) Supposons que f : E — E est une application linéaire vérifiant fo f = f. On a alors,

veE=u=f(u)+ (u— f(u) = @ +{dg + f)(u).
eIm(f) elm(ldg—f)

On en déduit que E = Im(f)+ Im(Idg — f). Pour montrer que cette somme est directe, il faut
montrer que Im(f)NIm(Idg — f) = {0g}.
On a,

v=f(u) uekl

v=w-—f(w) weE (65.2)

veIm(f)NnIm(ldg — f) < {

La condition f o f = f nous donne,

fw)=(fof)u)=f(u)=wv.

En reportant dans la seconde égalité de 6.5.2, on obtient :

v=f(v) = f(w = f(w) = fw) = (fo f)w) = fw) = f(w) = 0p.

Ainsi, Im(f)NIm(Idg — f) = {0g}.
6) Supposons que f : E — FE est une application linéaire vérifiant f o f = f. D’aprés la
question précédente, tout vecteur v de E, s’écrit de maniére unique sous la forme :

0= fu)+ (Idp — )(w); w,w € B,
~

De plus,
f)=(fo f)w) +(fo(fof)w)=f(u)+0p=r:.
On peut donc conclure que f est la projection sur I'm(f) parallélement & Im(Idg — f). O

On peut sans difficulté établir qu’une projection est toujours surjective mais non
injective (sauf si E = F; car, dans ce cas, P, = Idg).
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0 Exercice 6.5.12. Le présent exercice est une application simple et directe du
précédent.
1) Montrer que Uapplication f : R® — R3, définie par :

u=(z,y,2)f(u) = (z,y,0)

est une projection.

2) Définir une projection de R* sur le sous-espace

F={u=(z,y,2z,t):x+y+2z—t=0}.

Solution : 1) Un calcul direct nous donne f o f = f. Par conséquent, f est la projection
sur I'm(f) parallélement au sous-espace Im(Idgs — f). On vérifie facielement que

Im(f) ={v=(2,9,0): z,y € R}

et
Im(Idgs — f ={v=1(0,0,2): z € R}.

2) On a

|
|

{v=(z,y,z,x+y+2: x,y,z € R}
Vecet ({v; = (1,0,0,1); vy = (0,1,0,1); v3 =(0,0,1,1)})

De plus, Bp = {v1 = (1,0,0,1); va =(0,1,0,1); v3 = (0,0,1,1)} est une base de F. D’aprés le
théoréme de la base incompléte, il existe vy € E tel que B = {v1, va, vs, v4} est une base de
E. Dans ce cas, R* = F @ Vect(vs). Cest & dire, que tout vecteur v € E s’écrit de maniére
unique sous la forme :

vER = v = a1.01 + az.v2 + 3.3 + a4.04.
Finalement, une projection de R* sur F' est ’application
v+— Pp(v) = a1.v1 + @g.v3 + a3.v3.
O

Comme le supplémentaire de F' n’est pas unique (voir exercice 5.6.3, question (2))
alors, la projection Pr qu’on vient de définir n’est pas unique. C’est pour cela que
dans ’énoncé, il est dit : Définir une projection de R* sur F et non pas : Définir

la projection de R* sur F.
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