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Résumé

Dans ce mémoire, on va dé�nir plusieurs types de fonctions convexes. Ainsi, on va donner

des résultats liés aux inégalités de type Hermite-Hadamard suivis par des preuves. Puis on

présentera également des inégalités de type Hermité-Hadamard-Fejèr pour certains cas de

convexité.



INTRODUCTION

Les inégalités jouent un rôle important dans le développement de toutes les branches

de la mathématique. L�un des résultats les plus in�uents de la théorie des fonctions convexes

est l�inégalité d�Hermite-Hadamard ou ses versions pondérées. Cette inégalité à été découverte

par Charles Hermite en 1883, et à été prouvée par Jaques Hadamard en 1893. Une richesse de

littérature des inégalités mathématiques est due à des fonctions convexes également détermi-

nées par l�inégalité d�Hadamard.

Le concept des fonctions convexes à e¤ectivement trouvé une place importante

dans les mathématiques modernes, comme on peut le voir dans un grand nombre d�articles

de recherche et des livres consacrés au domaine de nos jours. Dans ce contexte, l�inégalité

d�Hermite-Hadamard qui on peut dire est le premier résultat fondamental pour les fonctions

convexes dé�nies sur un intervalle de nombres réels avec une interprétation géométrique natu-

relle et de nombreuses applications, à attiré et continue d�attirer beaucoup d�intérêt pour les

mathématiques élémentaires. De nombreux mathématiciens ont consacré leurs e¤orts à géné-

raliser, a¢ ner et l�étendre pour di¤érentes classes de fonctions telles que fonctions s-convexes,

m-convexes, log-convexes,... etc (V oir [7; 8; 9]). Au cours des dernières années, plusieurs gé-

néralisations et extensions de la notion classique de fonction convexe ont été introduites,

Cette recherche traite de certaines inégalités liées aux convexités classiques de Ch.Hermite,

J.Hadamard et Lipoèt Fejèr. Ce dernier a établi l�inégalité de Hermite-Hadamard-Fejèr qui est

la généralisation pondérée de l�inégalité Hermite-Hadamard.

L�objectif de ce mémoire est de traiter les inégalités d�Hermite-Hadamard pour di¤é-

rents types de convexité, passant par trois chapitres dont le premier est consacré à quelques

dé�nitions et propriétés sur les types de convexités. Dans le deuxième chapitre, nous présen-

tons un certain nombre d�inégalités de type Hermite-Hadamard qui peuvent être obtenues

pour d�autres concepts de convexités en plus, nous établissons ces inégalités pour le pro-

duit de deux fonctions. Le dernier chapitre consiste à dé�nir quelques inégalités d�Hermite-

Hadamard-Fejèr.



Chapitre 1

Notations et Préliminaire

Dans ce chapitre, on va donner des dé�nitions et leurs propriétés avec des exemples pour

chaque type de convexité.

1.1 Fonction Convexe

Dé�nition 1.1.1 Soit f : I � R! R est dite convexe si

f(tx+ (1� t)y) � tf(x) + (1� t)f(y); (1.1.1)

pour tous x; y 2 I et t 2 [0; 1] :

Exemple

� f(x) = x2 est une fonction convexe dans R:

� f(x) = ex est convexe dans R:

� f(x) = jxj est convexe dans R:

Interprétation Géométrique

Une fonction f : R! R est dite convexe sur [a; b], si la corde prise entre a et b est au-dessus

du graphe de f sur tout l�intervalle [a; b] alors on a

f(x) � f(a) + x� a
b� a (f(b)� f(a)) ; 8x 2 [a; b] : (1.1.2)
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Figure : Fonction Convexe:

Dé�nition 1.1.2 (in�egalit�e de pente)On suppose que f est une fonction convexe dé�nie sur

I � R. Si a; b; c sont trois points de I telle que a < b < c; on a
f(b)� f(a)
b� a � f(c)� f(a)

c� a � f(c)� f(b)
c� b :

Propriétés

1. Une fonction f est convexe sur I � R si et seulement si df (t) est croissante.

2. Soient f; g : I ! R sont deux fonctions convexes, alors f + g convexes aussi.

3. Si f et g sont deux fonctions convexes sur [a; b], alors (f � g) (x) n�est pas nécessairement

convexe. Une condition nécessaire est que f soit croissante.

Preuve.

1. On suppose que f est convexe sur [a; b] ; a < b. D�après l�inégalité de pente on a

f(x)� f(a)
x� a � f(b)� f(a)

b� a � f(b)� f(x)
b� x ; 8x 2 ]a; b[ :
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En faisant tendre x vers a, on obtient

df

dt
(a) � f(b)� f(a)

b� a ;

et en faisant tendre x vers b on en déduit que

f(b)� f(a)
b� a � df

dt
(b);

donc
df

dt
(a) � df

dt
(b):

D�où df
dt
(t) est croissante.

Réciproquement, si df
dt
(t) est croissante, pour tous a < b 2 I et tout x 2 ]a; b[ :

D�aprés le T.A.F, il existe � 2 ]a; x[ , � 2 ]x; b[ tels que

f(x)� f(a)
x� a � df

dt
(�) et

f(b)� f(x)
b� x � df

dt
(�);

puisque � < � donc
df

dt
(�) � df

dt
(�);

d�où
f(x)� f(a)
x� a � f(b)� f(x)

b� x :

Alors

f(x) � b� x
b� af(a) +

x� a
b� a f(b) = f(a) +

x� a
b� a (f(b)� f(a)) :

D�aprés (1:1:2) , on conclut que f est convexe.

2. Supposons que f et g sont convexes sur I; alors on a

f (tx+ (1� t)y) � tf(x) + (1� t)f(y);

g (tx+ (1� t)y) � tg(x) + (1� t)g(y);

pour tous x; y 2 I; t 2 [0; 1] :

Ce qui implique

f (tx+ (1� t)y) + g (tx+ (1� t)y) � tf(x) + (1� t)f(y) + tg(x) + (1� t)g(y)

� t (f(x) + g(x)) + (1� t) (f(y) + g(y)) :
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D�où

(f + g) (tx+ (1� t)y) � t (f + g) (x) + (1� t) (f + g) (y) :

3. Soit g une fonction convexe sur [a; b]; et t 2 [0; 1] alors on a :

g(tx+ (1� t)y) � tg(x) + (1� t)g(y); 8x; y 2 [a; b];

par application de la fonction f et puisque f est croissante. Alors

f (g(tx+ (1� t)y)) � f (tg(x) + (1� t)g(y)) :

D�où

f (g(tx+ (1� t)y)) � tf (g(x)) + (1� t)f (g(y)) :

�

1.2 Fonction s-Convexe

Dans [7] ; Hudzik et Maligranda ont considéré entre autre la classe de fonctions qui sont s-

convexes dans le premier et le deuxième sens. Cette classe est dé�nie de la manière suivante :

Dé�nition 1.2.1 Une fonction f : R+! R est dite s-convexe dans le premier sens si

f (�x+ �y) � �sf(x) + �sf(y) ; 8s 2]0; 1];8�; � � 0: (1.2.1)

Pour tous x; y 2 [0;+1[ avec �s + �s = 1.

Nous désignons cette classe des fonctions par K1s:

Dé�nition 1.2.2 Une fonction f : R+ ! R est dite s-convexe dans le second sens si pour

tous x; y 2 [0;+1[ on a

f (tx+ (1� t)y) � tsf(x) + (1� t)s f(y); 8t 2 [0; 1] (1.2.2)

pour tout s 2 ]0; 1] avec t+ (1� t) = 1.

Nous désignons cette classe des fonctions par K2
s :

Remarque 1.2.1 Pour s = 1, la s-convexité se réduit à la convexité ordinaire sur [0;+1[:
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Exemple

Soit f : [0;+1[! R dé�nie par

f(x) =

�
a , si : x = 0
bxs + c , si : x > 0

; s 2 ]0; 1] ;

est une fonction s-convexe dans [0;+1[:

Propriétés

1. Si f 2 K2
s alors f est positive sur [0;+1[:

2. Soit 0 < s1 � s2 � 1; si f 2 K2
s2
et f(0) = 0 alors f 2 K2

s1
:

3. Soit 0 < s1 � s2 � 1; si f 2 K1
s2
et f(0) � 0 alors f 2 K1

s1
:

4. Soient f; g : R+ ! R; si f; g 2 K1
s alors f + g 2 K1

s :

Remarque 1.2.2 Pour démontrer ces propriétés, W. Orlicz. [19] a redé�nie la fonction s-

convexe dans le second sens comme suit :

Une fonction f : [0;+1[! R est dite s-convexe dans le second sens si

f (�x+ �y) � �sf(x) + �sf(y); 8s 2]0; 1];8�; � � 0: (1.2.3)

Pour tous x; y 2 [0;+1[ avec �+ � = 1.

Preuve.

1. Soit f 2 K2
s : Alors on a

f(x) = f
�x
2
+
x

2

�
� f(x)

2s
+
f(x)

2s
= 21�sf(x);

donc

21�sf(x)� f(x) � 0:

Ce qui implique que

f(x)
�
21�s � 1

�
� 0;

et comme 21�s � 1 � 0: Alors f(x) � 0:

2. On suppose que f 2 K2
s2
; pour tous x; y 2 [0;+1[ et t 2 [0; 1] on a

f (�x+ �y) � �s2f(x) + �s2f(y)

� �s1f(x) + �s1f(y):
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Ce qui signi�e que f 2 K2
s1
:

3. On suppose que f 2 K1
s2
; pour tous x; y 2 [0;+1[ et �; � � 0 on a

�s2 + �s2 � �s1 + �s1 = 1:

Alors on a

f (�x+ �y) � �s2f(x) + �s2f(y) � �s1f(x) + �s1f(y):

4. Supposons que f; g 2 K1
s alors pour tous x; y 2 [0;+1[; �; � � 0 on a

f (�x+ �y) � �sf(x) + �sf(y):

g (�x+ �y) � �sg(x) + �sg(y):

Ce qui implique que

f (�x+ �y) + g (�x+ �y) � �s (f(x) + g(x)) + �s (f(y) + g(y)) :

Donc

(f + g) (�x+ �y) � �s (f + g) (x) + �s (f + g) (y):

�

1.3 Fonction m-Convexe

Dans [15] ; G. H. Toader a dé�nit le concept de m-convexité comme suit :

Dé�nition 1.3.1 La fonction f : [0; b]! R est dite m-convexe, m 2 [0; 1] on a

f(tx+m(1� t)y) � tf(x) +m(1� t)f(y): (1.3.1)

Pour tous x; y 2 [0; b] et t 2 [0; 1]:

On note par Km(b) l�ensemble des fonctions m-convexe sur [0; b]:

Remarque 1.3.1 Pour m = 1, m-convexité se ramène au concepte de convexité habituelle

sur [0; b]:
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Exemple

Soit f : [0; b]! R une fonction dé�nie par :

f(x) =

�
1
2
x ; 0 � x < 1
3
2
x� 1

2
; 1 � x � 2 ;m 2

�
0;
1

2

�
;

est m-convexe sur [0; 2] :

Interprétation Géométrique

Une fonction f : [0; b] ! R est dite m-convexe, m 2 [0; 1] si pour tous x; y 2 [0; b] avec

x � y; le segment entre les points (x; f(x)) et (my;mf(y)) est au-dessus du graphe de f dans

(x;my) :

Propriétés1.3.1

1. Si f est m-convexe et 0 � n < m � 1 alors f est n-convexe.

2. Soient f; g : [0; b] ! R; si f est m1-convexe et g est m2-convexe avec m1 � m2 alors

f + g et �f (� � 0) sont m1-convexe:

3. Si f; g : [0; b] ! R deux fonctions positives, croissantes et m-convexe alors fg est

m-convexe.

Preuve.

1. Soient x; y 2 [0; b] et t 2 [0; 1] alors

f (tx+ n(1� t)y) = f
�
tx+m(1� t)

� n
m

�
y
�

� tf(x) +m(1� t)f
�� n
m

�
y
�

� tf(x) + n(1� t)f(y):

2. Puisque g est m2-convexe et m1 � m2 alors g est m1-convexe(propri�et�e 1:3:1:1) : Ainsi

pour tous x; y 2 [0; b] et t 2 [0; 1] ;

(f + g)(tx+m1(1� t)y) = f(tx+m1(1� t)y) + g(tx+m1(1� t)y)

� t(f + g)(x) +m1(1� t)(f + g)(y):
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D�autre part, on a pour � � 0

(�f)(tx+m1(1� t)y) � �[tf(x) +m1(1� t)f(y)]

= t(�f)(x) +m1(1� t)(�f)(y):

3. Si x � y alors f(x)� f(y) � 0 et g(y)� g(x) � 0 ce qui implique que

f(x)g(y) + f(y)g(x) � f(x)g(x) + f(y)g(y): (1.3.2)

Pour tous x; y 2 [0; b] et t 2 [0; 1] ;

(fg) (tx+m(1� t)y) = f(tx+m(1� t)y)g(tx+m(1� t)y)

� [tf(x) +m(1� t)f(y)][tg(x) +m(1� t)g(y)]

= t2 (fg) (x) +m2(1� t)2 (fg) (y) +mt(1� t)[f(x)g(y) + f(y)g(x)]:

D�aprés (1:3:2) on a

(fg) (tx+m(1� t)y) � t2 (fg) (x) +m2(1� t)2 (fg) (y) +mt(1� t)[(fg) (x) + (fg) (y)]

= t[t+m(1� t)]f(x)g(x) +m(1� t)[t+m(1� t)]f(y)g(y):

Mais t+m(1� t) � 1, alors

(fg) (tx+m(1� t)y) � tf(x)g(x) + (1� t)f(y)g(y)

� t (fg) (x) + (1� t) (fg) (y):

(le même cas pour y � x) : �

1.4 Fonction (s,m)-Convexe

Dans [11] ; V.G. Mihşen a introduit la de�nition d�une fonction (s;m)-convexe suivante :

Dé�nition 1.4.1 Une fonction f : [0; b]! R est dite (s;m)-convexe où (s;m) 2 (]0; 1])2 ; si

pour tous x; y 2 [0; b] ; nous avons

f (tx+m(1� t)y) � tsf(x) +m(1� t)sf(y): (1.4.1)

On note par Ks
m(b) l�ensemble de toutes les fonctions (s;m)-convexe sur [0; b] :
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Remarque 1.4.1 Pour (s;m) = (1;m), la (s;m)-convexité se réduit à m-convexité, pour

(s;m) = (s; 1), (s;m)-convexité se ramène à s-convexité et pour (s;m) = (1; 1), la (s;m)-

convexité devient convexité .

Exemple

La fonction f : [0;+1[! R dé�nie par

f(x) =
1

12

�
x4 � 5x3 + 9x2 � 5x

�
;

est
�
1; 16

17

�
-convexe:

Propriétés

� Soient f; g : [0; b]! R; si f; g 2 Ks
m(b) alors : f + g et �f (� � 0) sont (s;m)� convexe:

Preuve.

Supposons que f; g 2 Ks
m(b) alors pour tous x; y 2 [0; b] et t 2 [0; 1] on a

f (tx+m(1� t)y) � tsf(x) +m(1� t)sf(y);

g (tx+m(1� t)y) � tsg(x) +m(1� t)sg(y):

Ce qui implique que

f (tx+m(1� t)y) + g (tx+m(1� t)y) � ts (f(x) + g(x)) +m(1� t)s (f(y) + g(y)) :

Donc

(f + g) (tx+m(1� t)y) � ts (f + g) (x) +m(1� t)s (f + g) (y):

D�autre part, on a

(�f)(tx+m(1� t)y) � �[tsf(x) +m(1� t)sf(y)]

� ts(�f)(x) +m(1� t)s(�f)(y):

�
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1.5 Fonction h-Convexe

Dans [17] ; S.Varosanec ont introduit la fonction h-convexe comme suit :

Dé�nition 1.5.1 Soit h : J � R ! R est une fonction positive, disons que f : I � R ! R

est une fonction h-convexe si f est positive et pour tous x; y 2 I , t 2 [0; 1] on a

f(tx+ (1� t)y) � h(t)f(x) + h(1� t)f(y): (1.5.1)

On désigne cette classe de fonction par SX(h; I):

Remarque 1.5.1 Pour h(t) = t, toutes les fonctions convexes non négatives appartiennent

à SX(h; I), si h(t) = ts alors K2
s � SX(h; I):

Propriétés

1. Soient h1; h2 deux fonction positives dé�nies sur J , avec h2(t) � h1(t); t 2 [0; 1] : Si f

est SX(h2; I); alors f est SX(h1; I):

2. Si f; g 2 SX(h; I) et � > 0, alors f + g , �f 2 SX(h; I):

Preuve.

1. Supposons que f 2 SX(h2; I); alors pour tous x; y 2 I , t 2 [0; 1] : On a

f(tx+ (1� t)y) � h2(t)f(x) + h2(1� t)f(y)

� h1(t)f(x) + h1(1� t)f(y):

Donc f 2 SX(h1; I):

2. Supposons que f; g 2 SX(h; I); alors on a

f(tx+ (1� t)y) � h(t)f(x) + h(1� t)f(y);

g(tx+ (1� t)y) � h(t)g(x) + h(1� t)g(y);

Ce qui implique

(f + g) (tx+ (1� t)y) � h(t) (f(x) + g (x)) + h(1� t) (f(y) + g (y))

� h(t) (f + g) (x) + h(1� t) (f + g) (y)
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D�où (f + g) 2 SX(h; I):

Soit f 2 SX(h; I); alors Pour tout � > 0 on a

�f(tx+ (1� t)y) � h(t)�f(x) + h(1� t)�f(y)

� h(t) (�f) (x) + h(1� t) (�f) (y) :

D�où le résultat. �

1.6 Fonction log-Convexe

Dans [6] ; Gill et al. ont introduit la fonction log-convexe comme suit :

Dé�nition 1.6.1 On dit que f : I ! ]0;+1[ est une fonction log-convexe si log f est

convexe autrement dit si pour tout t 2 [0; 1] et (x; y) 2 I2 on a l�inégalité suivante

f(tx+ (1� t)y) � f(x)tf(y)1�t: (1.6.1)

Exemple

� f(x) = 1
x
est une fonction log-convexe sur ]0;+1[ :

� f(x) = �(x) est une fonction log-convexe sur ]0;+1[ :

Propriétés 1.6.1

1. Soient f : I � R ! ]0;+1[ , si f est log-convexe alors f est convexe.

2. f est log-convexe si et seulement si pour tout c > 0, cxf(x) est convexe.

Preuve.

1. Soient x; y 2 I et t 2 [0; 1]. Supposons que log f(x) est convexe, on a l�inégalité

log(f(tx+ (1� t)y)) � t log(f(x)) + (1� t) log(f(y))

� log(tf(x) + (1� t)f(y)) (car la fonction log est concave) :

Puis en prenant l�exponentielle on obtient

f(tx+ (1� t)y) � tf(x) + (1� t)f(y):
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2. Supposons que log f(x) convexe et soit c > 0. La fonction

log f(x) + x log (c) ;

est convexe comme somme de deux fonctions convexes, autrement dit log (cxf(x)) est convexe

et donc d�aprés (propri�et�e 1:6:1:1) cxf(x) est convexe.

Réciproquement, supposons que pour tout c > 0, cxf(x) est convexe on a donc, pour tous

x; y 2 I et t 2 [0; 1] ;

ctx+(1�t)yf(tx+ (1� t)y) � tcxf(x) + (1� t)cyf(y):

Soit en divisant par ctx+(1�t)y

f(tx+ (1� t)y) � tc(1�t)(x�y)f(x) + (1� t)ct(y�x)f(y);

L�inégalité étant vraie pour tout c > 0, on va choisir de minimiser celle-ci avec c =
�
f(y)
f(x)

� 1
x�y
,

on obtient

f(tx+ (1� t)y) � t
�
f(y)

f(x)

�1�t
f(x) + (1� t)

�
f(x)

f(y)

�t
f(y):

Ce qui implique

f(tx+ (1� t)y) � f(x)tf(y)1�t:

�

1.7 Fonction r-Convexe

Dans [6] ; Gill et al. ont dé�nit la fonction r-convexe suivante :

Dé�nition 1.7.1 Soit f : [a; b]! R est une fonction positive. On dit que f est une fonction

r-convexe si pour tous x; y 2 [a; b] ; t 2 [0; 1] et r 2 R

f(tx+ (1� t)y) �
�

(tf(x)r + (1� t)f(y)r)
1
r si : r 6= 0

f(x)tf(y)1�t si : r = 0
(1.7.1)

Remarque 1.7.1 Nous avons les fonctions 0-convexe sont simplement des fonctions log-

convexe.



1.7 Fonction r-Convexe 13

Propriétés

1. Si 0 � � � 1 et 0 < r � s; alors l�inégalité suivante est véri�ee pour chaque paire de

nombres réels non négatifs x et y

x�y1�� � (�xr + (1� �)yr)
1
r � (�xs + (1� �)ys)

1
s :

2. Soit f : [a; b] ! [0;+1[ une fonction r-convexe sur [a; b] et 0 � r � s; alors f est

s-convexe. En particulier si f est r-convexe et 0 � r � 1 alors f est convexe.

Preuve.

1. Le côté gauche de l�inégalité est clair par l�inégalité de Young. Le côté droit est évident si

x = 0 ou y = 0.

Soit x > 0 et y > 0, on considère f : [0;+1[! R dé�nie par

f(t) = (�tr + 1� �)s � (�ts + 1� �)r ; (r; s > 0) :

Donc
df

dt
(t) = rs�[tr�1(�tr + 1� �)s�1 � ts�1(�ts + 1� �)r�1]:

Alors t = 1 est un point critique de f . On voit que

d2f

dt2
(1) = rs�(1� �)(r � s) � 0;

Il s�ensuit que f atteint son maximum lorsque t = 1, ainsi f(t) � f(1) = 0 alors

(�tr + 1� �)s � (�ts + 1� �)r: (1.7.2)

Maintenent si on prend t = x
y
dans l�inégalité (1:7:2) on obtient

(�xr + (1� �) yr)s � (�xs + (1� �)ys)r ;

ce qui implique que

((�xr + (1� �) yr)s)
1
rs � ((�xs + (1� �)ys)r)

1
rs ;

Donc

(�xr + (1� �) yr) 1r � (�xs + (1� �)ys)
1
s :

2. Puisque f est r-convexe alors par (propri�et�e 1:7:1:1), on a pour tous x; y 2 [a; b] et t 2 [0; 1]

f (tx+ (1� t)y) �
�
(tf(x)r + (1� t) f(y)r)

1
r � (tf(x)s + (1� t) f(y)s)

1
s , 0 < r � s;

f(x)tf(y)1�t � (tf(x)s + (1� t) f(y)s)
1
s ; 0 = r � s:

Alors f est s-convexe. �



Chapitre 2

Les Inégalités d�Hermite-Hadamard

Dans ce chapitre, on va traiter des résultats liées au chapitre précédent. On commence par

le premier cas :

Cas Convexe

Théorème 2.0.1 Soit f : [a; b] ! R est une fonction convexe, alors l�inégalité d�Hermite-

Hadamard dé�nit comme suit

f

�
a+ b

2

�
� 1

b� a

Z b

a

f(x)dx � f(a) + f(b)

2
: (2.0.1)

Preuve.

On suppose que f est convexe sur [a; b] ; alors on a

f

�
a+ b

2

�
= f

�
a

2
+
b

2
+
x

2
� x
2

�
= f

�
1

2
(a+ b� x) + 1

2
f(x)

�

� 1

2
f(a+ b� x) + 1

2
f(x): (2.0.2)

On pose x = ta+ (1� t)b; avec t 2 [0; 1] on obtient

f(a+ b� x) + f(x) = f (a+ b� ta� (1� t) b) + f (ta+ (1� t)b)

= f ((1� t) a+ tb) + f (ta+ (1� t) b)

� f(a) + f(b): (2.0.3)
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D�aprés (2:0:2) et (2:0:3) on a

2f

�
a+ b

2

�
� f(a+ b� x) + f(x) � f(a) + f(b);

on intègre les deux cotés de l�inégalité sur [a; b] on trouve

f

�
a+ b

2

�
� 1

b� a

Z b

a

f(x)dx � f(a) + f(b)

2
:

�
Dans [12] ; B. G. Pachpatte a établi deux inégalités de type Hermite-Hadamard pour les

produits de fonctions convexes comme suit

Théorème 2.0.2 Soient f; g : [a; b] � R! [0;+1[ deux fonctions convexes sur [a; b], a < b

on a
1

b� a

Z b

a

f(x)g(x)dx � 1

3
M(a; b) +

1

6
N(a; b); (2.0.4)

et

2f

�
a+ b

2

�
g

�
a+ b

2

�
� 1

b� a

Z b

a

f(x)g(x)dx+
1

6
M(a; b) +

1

3
N(a; b) (2.0.5)

où : M(a; b) = f(a)g(a) + f(b)g(b) et N(a; b) = f(a)g(b) + f(b)g(a).

Preuve.

D�une part, supposons que f; g sont convexes sur [a; b] ; alors pour tout t 2 [0; 1] on a

f(ta+ (1� t) b) � tf(a) + (1� t)f(b);

g(ta+ (1� t)b) � tg(a) + (1� t)g(b):

Alors

(fg) (ta+ (1� t)b) � t2 (fg) (a) + (1� t)2 (fg) (b) + t (1� t) [f(a)g(b) + f(b)g(a)] :

De même on a

(fg) ((1� t)a+ tb) � (1� t)2 (fg) (a) + t2 (fg) (b) + t (1� t) [f(a)g(b) + f(b)g(a)] ;

ce qui implique que

(fg) (ta+ (1� t)b) + (fg) ((1� t)a+ tb) (2.0.6)

� (2t2 � 2t+ 1)[(fg) (a) + (fg) (b)] + 2t(1� t)[f(a)g(b) + f(b)g(a)]:



Les Inégalités d�Hermite-Hadamard 16

On intègre l�inégalité (2:0:6) sur [0; 1], on aura

Z 1

0

[(fg) (ta+ (1� t)b) + (fg) ((1� t)a+ tb)] dt

� [(fg) (a) + (fg) (b)]

Z 1

0

(2t2 � 2t+ 1)dt+ 2 [f(a)g(b) + f(b)g(a)]
Z 1

0

t(1� t)dt

=
2

3
[(fg) (a) + (fg) (b)] +

1

3
[f(a)g(b) + f(b)g(a)] :

D�où
1

b� a

Z b

a

f(x)g(x)dx � 1

3
[f(a)g(a) + f(b)g(b)] +

1

6
[f(a)g(b) + f(b)g(a)] :

D�autre part, on a
a+ b

2
=
ta+ (1� t)b

2
+
(1� t)a+ tb

2
:

Alors

f

�
a+ b

2

�
g

�
a+ b

2

�
= f

�
ta+ (1� t)b

2
+
(1� t)a+ tb

2

�
g

�
ta+ (1� t)b

2
+
(1� t)a+ tb

2

�
� 1

4
[f (ta+ (1� t)b) + f ((1� t)a+ tb)] [g (ta+ (1� t)b) + g ((1� t)a+ tb)]

� 1

4
[(fg) (ta+ (1� t)b) + (fg) ((1� t)a+ tb)]

+
1

4
[tf(a) + (1� t)f(b)] [(1� t)g(a) + tg(b)]

+
1

4
[(1� t)f(a) + tf(b)] [tg(a) + (1� t)g(b)]

� 1

4
[(fg) (ta+ (1� t)b) + (fg) ((1� t)a+ tb)] +

+
1

4

�
2t(1� t) [(fg) (a) + (fg) (b)] +

�
t2 + (1� t)2

�
[f(a)g(b) + f(b)g(a)]

	
:

On intègre les deux cotés de l�inégalité sur [0; 1], on obtient

f

�
a+ b

2

�
g

�
a+ b

2

�
� 1

4

Z 1

0

f(fg) (ta+ (1� t)b) + (fg) ((1� t)a+ tb)g dt

+
1

12
[f(a)g(a) + f(b)g(b)] +

1

6
[f(a)g(b) + f(b)g(a)] :

Ce qui donne

2f

�
a+ b

2

�
g

�
a+ b

2

�
� 1

b� a

Z b

a

(fg) (x)dx+
1

6
[(fg) (a) + (fg) (b)]+

1

3
[f(a)g(b) + f(b)g(a)] :

�
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Cas s-Convexe

Dans [4] ; Dragomir et Fitzpatrick ont prouvé l�inégalité de type Hadamard pour les fonctions

s-convexes au premier sens :

Théorème 2.0.3 Soit f : [0;+1[ ! [0;+1[ est une fonction s-convexe dans le premier

sens où s 2 ]0; 1] et a; b 2 [0;+1[ ; avec a < b; si f 2 L1 ([a; b]) on a

f

�
a+ b

2

�
� 1

b� a

Z b

a

f(x)dx � f(a) + sf(b)

s+ 1
: (2.0.7)

Preuve.

Supposons que f est s-convexe dans le premier sens, alors on a

f(ta+ (1� t)b) � tsf(a) + (1� t)sf(b); ts + (1� t)s = 1:

Donc

f(ta+ (1� t)b) � tsf(a) + (1� ts)f(b)

� ts (f(a)� f(b)) + f(b):

On fait une intégration sur [0; 1] ; alorsZ 1

0

f(ta+ (1� t)b)dt � (f(a)� f(b))
Z 1

0

tsdt+ f(b)

Z 1

0

dt

� f(a) + sf(b)

s+ 1
:

On sait que Z 1

0

f(ta+ (1� t)b)dt = 1

b� a

Z b

a

f(x)dx:

D�où
1

b� a

Z b

a

f(x)dx � f(a) + sf(b)

s+ 1
:

�
Dans [4] ; Dragomir et Fitzpatrick ont prouvé l�inégalité de type Hadamard pour les fonctions

s-convexes au deuxième sens :
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Théorème 2.0.4 Soit f : [0;+1[! [0;+1[ est une fonction s-convexe dans le second sens

où s 2 ]0; 1] et a; b 2 [0;+1[ avec a < b; si f 2 L1 ([a; b]) on a

2s�1f

�
a+ b

2

�
� 1

b� a

Z b

a

f(x)dx � f(a) + f(b)

s+ 1
: (2.0.8)

Preuve.

On suppose que f est s-convexe dans le second sens, alors on a

f(ta+ (1� t)b) � tsf(a) + (1� t)sf(b);

On intègre cette inégalité sur [0; 1] ; on trouve

1

b� a

Z b

a

f(x)dx � f(a)

Z 1

0

tsdt+ f(b)

Z 1

0

(1� t)s dt

� f(a) + f(b)

s+ 1
:

Pour la second inégalité de (2:0:8), on remarque que pour tous x; y 2 [0;+1[

f

�
x+ y

2

�
� f(x) + f(y)

2s
:

Posons x = ta+ (1� t)b , y = (1� t)a+ tb; avec t 2 [0; 1] ; on aura

f

�
a+ b

2

�
� f(ta+ (1� t)b) + f((1� t)a+ tb)

2s
:

Ce qui implique

2s�1f

�
a+ b

2

�
� 1

b� a

Z b

a

f(x)dx:

�
Kirmaci et al. [10] ont établi certaines inégalités pour le produit des fonctions s-convexes

comme suit :

Théorème 2.0.5 Soit f; g : [a; b] ! R; a; b 2 [0;+1[, a < b deux fonctions telle que g

et fg 2 L1 ([a; b]) : Si f est convexe et positive sur [a; b] ; et si g est s-convexe sur [a; b] ;

s 2 ]0; 1] : Alors

1

b� a

Z b

a

f(x)g(x)dx � 1

(s+ 2)
M(a; b) +

1

(s+ 1) (s+ 2)
N(a; b); (2.0.9)

et

2s (fg)

�
a+ b

2

�
� 1

b� a

Z b

a

(fg) (x)dx+
1

(s+ 1) (s+ 2)
M(a; b) +

1

(s+ 2)
N(a; b): (2.0.10)
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Où : M(a; b) = f(a)g(a) + f(b)g(b) et N(a; b) = f(a)g(b) + f(b)g(a).

Preuve.

Puisque f est convexe et g est s-convexe, alors on a

f(ta+ (1� t)b) � tf(a) + (1� t)f(b);

g(ta+ (1� t)b) � tsg(a) + (1� t)sg(b);

pour tout t 2 [0; 1] ; f et g sont positives. Alors

(fg) (ta+ (1� t)b) � ts+1 (fg) (a) + (1� t)s+1 (fg) (b) + t(1� t)sf(a)g(b) + ts(1� t)f(b)g(a):

En intégrant les deux côtés de l�inégalité sur [0; 1] ; on obtientZ 1

0

f(ta+ (1� t)b)g(ta+ (1� t)b)dt =
1

b� a

Z b

a

f(x)g(x)dx

� 1

(s+ 2)
[f(a)g(a) + f(b)g(b)]

+
1

(s+ 1) (s+ 2)
[f(a)g(b) + f(b)g(a)] :

D�autre part on a

(fg)

�
a+ b

2

�
= f

�
ta+ (1� t)b

2
+
(1� t)a+ tb

2

�
g

�
ta+ (1� t)b

2
+
(1� t)a+ tb

2

�
� 1

2s+1
[f(ta+ (1� t)b) + f((1� t)a+ tb)] [g(ta+ (1� t)b) + g((1� t)a+ tb)]

� 1

2s+1
[(fg) (ta+ (1� t)b) + (fg) ((1� t)a+ tb)]

+
1

2s+1
[tf(a) + (1� t)f(b)] [(1� t)sg(a) + tsg(b)]

+
1

2s+1
[(1� t)f(a) + tf(b)] [tsg(a) + (1� t)sg(b)]

� 1

2s+1
[(fg) (ta+ (1� t)b) + (fg) ((1� t)a+ tb)]

+
1

2s+1
(t(1� t)s + (1� t)ts) [f(a)g(a) + f(b)g(b)]

+
1

2s+1
�
ts+1 + (1� t)s+1

�
[f(a)g(b) + f(b)g(a)] :

On intègre sur [0; 1] on obtient le résultat. �
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Théorème 2.0.6 Soit f; g : [a; b] ! R; a; b 2 [0;+1[, a < b deux fonctions telle que g

et(fg) 2 L1 ([a; b]) : Si f est s1�convexe et g est s2�convexe sur [a; b] pour s 2 ]0; 1] ; alors

1

b� a

Z b

a

f(x)g(x)dx � 1

s1 + s2 + 1
M(a; b) +B(s1 + 1; s2 + 1)N(a; b) (2.0.11)

=
1

s1 + s2 + 1

�
M(a; b) + s1s2

�(s1)�(s2)

� (s1 + s2 + 1)
N(a; b)

�
;

où : M(a; b) = f(a)g(a) + f(b)g(b) et N(a; b) = f(a)g(b) + f(b)g(a).

Preuve.

Puisque f est s1�convexe et g est s2�convexe sur [a; b] ; alors on a

f(ta+ (1� t)b) � ts1f(a) + (1� t)s1f(b);

g(ta+ (1� t)b) � ts2g(a) + (1� t)s2g(b);

et comme f et g sont positives. Alors pour tout t 2 [0; 1] ; on a

(fg) (ta+ (1� t)b) � ts1+s2 (fg) (a) + ts1(1� t)s2f(a)g(b) (2.0.12)

+ts2(1� t)s1f(b)g(a) + (1� t)s1+s2 (fg) (b):

On intègre l�inégalité (2:0:12) sur [0; 1] ; on trouve

1

b� a

Z b

a

f(x)g(x)dx

� 1

s1 + s2 + 1
[(fg) (a) + (fg) (b)] + f(a)g(b)

Z 1

0

ts1(1� t)s2dt+ f(b)g(a)
Z 1

0

ts2(1� t)s1dt

� 1

s1 + s2 + 1
[(fg) (a) + (fg) (b)] + f(a)g(b)B(s1 + 1; s2 + 1) + f(b)g(a)B(s2 + 1; s1 + 1)

=
1

s1 + s2 + 1
[(fg) (a) + (fg) (b)] +B(s1 + 1; s2 + 1) [f(a)g(b) + f(b)g(a)]

=
1

s1 + s2 + 1

�
[(fg) (a) + (fg) (b)] + s1s2

� (s1) � (s2)

� (s1 + s2 + 1)
[f(a)g(b) + f(b)g(a)]

�
:

�

Cas m-Convexe

Dans [5] ;Dragomir et Toader ont introduit l�inégalité d�Hermite-Hadamard pour une fonction

m-convexe comme suit :
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Théorème 2.0.7 Soit f : [0;+1[ ! R est une fonction m-convexe avec m 2 ]0; 1] si

0 < a < b+1 et f 2 L1 ([0; b]) alors on a

1

b� a

Z b

a

f(x)dx � min
(
f(a) +mf

�
b
m

�
2

;
f(b) +mf

�
a
m

�
2

)
: (2.0.13)

Preuve.

Supposons que f est m-convexe. Alors on a

f(tx+m(1� t)y) � tf(x) +m(1� t)f(y);

posons x = a , y = b
m
avec m 2 ]0; 1] : Alors on obtient

f(ta+ (1� t)b) � tf(a) +m(1� t)f
�
b

m

�
;

et pour x = b , y = a
m
avec m 2 ]0; 1] ; on a

f(tb+ (1� t)a) � tf(b) +m(1� t)f
� a
m

�
:

Pour tout t 2 [0; 1] ; on a Z 1

0

f(ta+ (1� t)b)dt �
f(a) +mf

�
b
m

�
2

;

et Z 1

0

f(tb+ (1� t)a)dt �
f(b) +mf

�
a
m

�
2

:

On sait que
R 1
0
f(ta+ (1� t)b)dt =

R 1
0
f(tb+ (1� t)a)dt = 1

b�a
R b
a
f(x)dx:

Donc
1

b� a

Z b

a

f(x)dx � min
(
f(a) +mf

�
b
m

�
2

;
f(b) +mf

�
a
m

�
2

)
:

�
Dans [2] ; M.K. Bakula, M.E. Ozdemir et J.Pecaric ont prouvé l�inégalité suivante :

Théorème 2.0.8 Soit f; g : [0;+1[ ! [0;+1[ telle que (fg) 2 L1 ([0; b]) où 0 � a < b <

+1 . Si f est décroissante et m1 � convexe et si g est décroissante et m2 � convexe sur

[a; b] ;alors on a pour tout m1; m2 2 ]0; 1]

1

b� a

Z b

a

f(x)g(x)dx � min fM1;M2g : (2.0.14)
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Où :

M1 =
1

6

�
f 2(a) + g2(a) +m1f(a)f

�
b

m1

�
+m2g(a)g

�
b

m2

�
+m2

1f
2

�
b

m1

�
+m2

2g
2

�
b

m2

��
:

M2 =
1

6

�
f 2(b) + g2(b) +m1f(b)f

�
a

m1

�
+m2g(b)g

�
a

m2

�
+m2

1f
2

�
a

m1

�
+m2

2g
2

�
a

m2

��
:

Preuve.

Puisque f est m1 � convexe et g est m2 � convexe; alors on a

f(ta+ (1� t)b) � tf(a) +m1(1� t)f
�
b

m1

�
;

et

g(ta+ (1� t)b) � tg(a) +m2(1� t)g
�
b

m2

�
:

On utillise l�inégalité élémentaire cd � 1
2
(c2 + d2) (c; d 2 [0;+1[) ; alors on a

1

b� a

Z b

a

f(x)g(x)dx

� 1

2

Z 1

0

�
ff(ta+ (1� t)b)g2 + fg(ta+ (1� t)b)g2

�
dt

� 1

2

Z 1

0

"�
tf(a) +m1(1� t)f

�
b

m1

��2
+

�
tg(a) +m2(1� t)g

�
b

m2

��2#
dt

=
1

2

�
1

3
f 2(a) +

1

3
m2
1f
2

�
b

m1

�
+
1

3
m1f(a)f

�
b

m1

�
+
1

3
g2(a) +

1

3
m2
2g
2

�
b

m2

�
+
1

3
m2g(a)g

�
b

m2

��
=

1

6

�
f 2(a) + g2(a) +m1f(a)f

�
b

m1

�
+m2g(a)g

�
b

m2

�
+m2

1f
2

�
b

m1

�
+m2

2g
2

�
b

m2

��
:

Ce qui implique que

1

b� a

Z b

a

f(x)g(x)dx � 1

6

�
f 2(b) + g2(b) +m1f(b)f

�
a

m1

�
+m2g(b)g

�
a

m2

��
+
1

6

�
m2
1f
2

�
a

m1

�
+m2

2g
2

�
a

m2

��
:

D�où le résultat. �

Cas (s,m)-Convexe

Dans [4] ; Dragomir et Fitzpatrick ont introduit l�inégalité suivante :



Les Inégalités d�Hermite-Hadamard 23

Théorème 2.0.9 Soit f : [0;+1[ ! R est une fonction (s;m)-convexe, avec (s;m) 2

(]0; 1])2 si 0 < a < b < +1 et f 2 L1 ([a; b]) : Alors on a

1

b� a

Z b

a

f(x)dx � min
(
f(a) + smf

�
b
m

�
s+ 1

;
f(b) + smf

�
a
m

�
s+ 1

)
: (2.0.15)

Preuve.

Supposons que f est (s;m)-convexe. Alors pour tous (s;m) 2 (]0; 1])2 on a

f(tx+m(1� t)y) � tsf(x) +m(1� t)sf(y);

posons x = a; y = b
m
alors on obtient

f(ta+ (1� t)b) � tsf(a) +m(1� t)sf
�
b

m

�
;

et pour x = b , y = a
m
: On a

f(tb+ (1� t)a) � tsf(b) +m(1� t)sf
� a
m

�
:

Pour tout t 2 [0; 1] on a Z 1

0

f(ta+ (1� t)b)dt �
f(a) + smf

�
b
m

�
s+ 1

:

Et Z 1

0

f(tb+ (1� t)a)dt �
f(b) + smf

�
a
m

�
s+ 1

:

Ce qui implique que

1

b� a

Z b

a

f(x)dx � min
(
f(a) + smf

�
b
m

�
s+ 1

;
f(b) + smf

�
a
m

�
s+ 1

)
:

�

Cas h-Convexe

Dans [14] ; Sarikaya et al. ont établi l�inégalité d�Hermite-Hadamard pour une fonction h-

convexe comme suit

Théorème 2.0.10 Soit f : I � R ! R est une fonction h�convexe sur I et a; b 2 I; avec

a < b et f 2 L1 ([a; b]) : Alors on a

1

2h
�
1
2

�f �a+ b
2

�
� 1

b� a

Z b

a

f(x)dx � (f(a) + f(b))
Z 1

0

h(�)d�: (2.0.16)
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Preuve.

On suppose que f est h�convexe sur I; c�est à dire

f (�x+ (1� �)y) � h(�)f(x) + h(1� �)f(y); 8� > 0: (2.0.17)

On pose que x = ta+ (1� t)b , y = (1� t)a+ tb et � = 1
2
; on obtient

f

�
a+ b

2

�
� h

�
1

2

�
(f(ta+ (1� t)b) + f((1� t)a+ tb)) ;

et puis on intègre sur [0; 1]

f

�
a+ b

2

�
� h

�
1

2

�
2

b� a

Z b

a

f(x)dx:

Donc
1

2h
�
1
2

�f �a+ b
2

�
� 1

b� a

Z b

a

f(x)dx:

D�où la première inégalité est prouvée.

Soit x = a , y = b dans l�inégalité (2:0:17) ; puis en intégrant par rapport à � sur [0; 1] on

trouve
1

b� a

Z b

a

f(x)dx � (f(a) + f(b))
Z 1

0

h(�)d�:

D�où le résultat. �

Théorème 2.0.11 Soient f 2 SX(h1; I), g 2 SX(h2; I); a; b 2 I avec a < b telle que

fg 2 L1 ([a; b]) ; h1h2 2 L1 ([0; 1]) : Alors

1

b� a

Z b

a

(fg) (x)dx �M(a; b)
Z 1

0

h1(t)h2(t)dt+N(a; b)

Z 1

0

h1(t)h2(1� t)dt; (2.0.18)

et

1

2h1
�
1
2

�
h2
�
1
2

� (fg)�a+ b
2

�
� 1

b� a

Z b

a

(fg) (x)dx (2.0.19)

� M(a; b)

Z 1

0

h1(t)h2(t)dt+N(a; b)

Z 1

0

h1(t)h2(1� t)dt:

Où : M(a; b) = f(a)g(a) + f(b)g(b) et N(a; b) = f(a)g(b) + f(b)g(a).

Preuve.

Soit f 2 SX(h1; I) et g 2 SX(h2; I), on a

f(ta+ (1� t)b) � h1(t)f(a) + h1(1� t)f(b);
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g(ta+ (1� t)b) � h2(t)g(a) + h2(1� t)g(b):

Alors

f(ta+ (1� t)b)g(ta+ (1� t)b) � h1(t)h2(t) (fg) (a) + h1(1� t)h2(1� t) (fg) (b) +

+h1(t)h2(1� t)f(a)g(b) + h1(1� t)h2(t)f(b)g(a):

Puis on intègre sur [0; 1] ; on obtientZ 1

0

f(ta+ (1� t)b)g(ta+ (1� t)b)dt � [(fg) (a) + (fg) (b)]

Z 1

0

h1(t)h2(t)dt+

+ [f(a)g(b) + f(b)g(a)]

Z 1

0

h1(t)h2(1� t)dt:

Alors

1

b� a

Z b

a

f(x)g(x)dx � [(fg) (a) + (fg) (b)]

Z 1

0

h1(t)h2(t)dt

+ [f(a)g(b) + f(b)g(a)]

Z 1

0

h1(t)h2(1� t)dt:

D�où la première inégalité.

D�autre part, on a

f

�
a+ b

2

�
g

�
a+ b

2

�
= f

�
ta+ (1� t)b

2
+
(1� t)a+ tb

2

�
g

�
ta+ (1� t)b

2
+
(1� t)a+ tb

2

�
� h1

�
1

2

�
[f (ta+ (1� t)b) + f ((1� t)a+ tb)]

�h2
�
1

2

�
[g (ta+ (1� t)b) + g ((1� t)a+ tb)]

� h1

�
1

2

�
h2

�
1

2

�
(fg) (ta+ (1� t)b) + (fg) ((1� t)a+ tb)

+h1

�
1

2

�
h2

�
1

2

�
[h1(t)f(a) + h1(1� t)f(b)] [h2(1� t)g(a) + h2(t)g(b)]

+h1

�
1

2

�
h2

�
1

2

�
[h1(1� t)f(a) + h1(t)f(b)] [h2(t)g(a) + h2(1� t)g(b)] ;

puis on intègre sur [0; 1] ; on obtient

1

2h1
�
1
2

�
h2
�
1
2

� (fg)�a+ b
2

�
� 1

b� a

Z b

a

(fg) (x)dx

� [(fg) (a) + (fg) (b)]

Z 1

0

h1(t)h2(t)dt+ [f(a)g(b) + f(b)g(a)]

Z 1

0

h1(t)h2(1� t)dt:

�
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Cas Log-Convexe

Dans [6] ; Gill et al. ont établi l�inégalité suivante :

Théorème 2.0.12 Soit f : I ! ]0;+1[ est une fonction log-convexe, si 0 < a < b < +1;

on a

f

�
a+ b

2

�
� exp

�
1

b� a

Z b

a

ln f(x)dx

�
�
p
f(a)f(b): (2.0.20)

et
1

b� a

Z b

a

f(x)dx � L (f(a); f(b)) : (2.0.21)

Avec L(a; b) est la moyenne logarithmique des nombres réels positifs a et b telle que :

L (a; b) =

� a�b
ln a�ln b ; a 6= b
a ; a = b

:

Preuve.

On suppose que f est une fonction log-convexe, alors log f(x) est convexe donc l�inégalité

d�Hermite-Hadamard donne

ln f

�
a+ b

2

�
� 1

b� a

Z b

a

ln f(x)dx � ln f(a) + ln f(b)

2
:

Ce qui implique que

f

�
a+ b

2

�
� exp

�
1

b� a

Z b

a

ln f(x)dx

�
�
p
f(a)f(b):

D�où le résultat.

Pour l�inégalité (2:0:21), on suppose que f(a) 6= f(b); alors on a

1

b� a

Z b

a

f(x)dx =

Z 1

0

f((1� t)a+ tb)dt

�
Z 1

0

f(a)1�tf(b)tdt

= f(a)

Z 1

0

�
f(b)

f(a)

�t
dt

= f(a)

"�
f(b)

f(a)

�t
= ln

�
f(b)

f(a)

�#1
0

=
f(b)� f(a)

ln f(b)� ln f(a) = L (f(a); f(b)) :
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Pour f(a) = f(b)

1

b� a

Z b

a

f(x)dx =

Z 1

0

f((1� t)a+ tb)dt

�
Z 1

0

f(a)dt = L(f(a); f(a)):

�
Dans [13] ; B. G. Pachpatte ont prouvé l�inégalité d�Hermite-Hadamard pour le produit des

fonctions log-convexes suivante :

Théorème 2.0.13 Soient f; g : I ! ]0;+1[ deux fonctions log-convexe sur I et a; b 2 I

avec a < b: Alors on a l�inégalité suivante

f

�
a+ b

2

�
g

�
a+ b

2

�
� 1

2

�
1

b� a

Z b

a

[f(x)f(a+ b� x) + g(x)g(a+ b� x)] dx
�

� f(a)f(b) + g(a)g(b)

2
: (2.0.22)

Preuve.

On a
a+ b

2
=
ta+ (1� t)b

2
+
(1� t)a+ tb

2
:

On utilisant l�inégalité élémentaire cd � 1
2
[c2 + d2] (c; d 2 [0;+1[) ; alors on a

f

�
a+ b

2

�
g

�
a+ b

2

�
� 1

2

�
f 2
�
a+ b

2

�
+ g2

�
a+ b

2

��
=

1

2

�
f 2
�
ta+ (1� t)b

2
+
(1� t) + tb

2

�
+ g2

�
ta+ (1� t)b

2
+
(1� t) + tb

2

��
� 1

2

h
(f(ta+ (1� t)b))

1
2

i2 h
(f((1� t)a+ tb))

1
2

i2
+
1

2

h
(g(ta+ (1� t)b))

1
2

i2 h
(g((1� t)a+ tb))

1
2

i2
� 1

2
[f(ta+ (1� t)b)f((1� t)a+ tb) + g(ta+ (1� t)b)g((1� t)a+ tb)]

� f(a)f(b) + g(a)g(b)

2
;

et puis on intègre sur [0; 1]. On aura

f

�
a+ b

2

�
g

�
a+ b

2

�
� 1

2

�
1

b� a

Z b

a

[f(x)f(a+ b� x) + g(x)g(a+ b� x)] dx
�

� f(a)f(b) + g(a)g(b)

2
:



Les Inégalités d�Hermite-Hadamard 28

�

Cas r-Convexe

Dans [6] ; Gill et al. ont établit l�inégalité suivante :

Théorème 2.0.14 Soit f : [a; b]! R est une fonction positive et r-convexe sur [a; b] ; alors

1

b� a

Z b

a

f(x)dx � Lr (f(a); f(b)) ; (2.0.23)

avec

Lr (x; y) =

8>>><>>>:
r
r+1

xr+1�yr+1
xr�yr ; r 6= 0;�1 ; x 6= y

x�y
lnx�ln y ; r = 0 ; x 6= y
xy lnx�ln y

x�y ; r = �1 ; x 6= y
x ; x = y

Où : Lr (x; y) est la moyenne logarithmique d�ordre r des nombres positifs a; b.

Preuve. � Si : r 6= 0;�1 et f(a) 6= f(b); on a
1

b� a

Z b

a

f(x)dx =

Z 1

0

f((1� t)a+ tb)dt

�
Z 1

0

((1� t)f(a)r + tf(b)r)
1
r dt:

On pose t (f(b)r � f(a)r) + f(a)r = S on trouve

1

b� a

Z b

a

f(x)dx � 1

f(b)r � f(a)r
Z f(b)r

f(a)r
S

1
r dS

=
r

r + 1

f(b)r+1 � f(a)r+1
f(b)r � f(a)r = Lr (f(a); f(b)) :

Pour f(a) = f(b)

1

b� a

Z b

a

f(x)dx �
Z 1

0

(tf(a)r + (1� t)f(a)r)
1
r dt

= f(a) = Lr (f(a); f(a)) :

� Pour r = �1 et f(a) 6= f(b)
1

b� a

Z b

a

f(x)dx �
Z 1

0

�
tf(b)�1 + (1� t)f(a)�1

��1
dt

=
1

f(b)�1 � f(a)�1
Z f(b)�1

f(a)�1
t�1dt

=
1

f(b)�1 � f(a)�1

�
ln

�
1

f(b)

�
� ln

�
1

f(a)

��
= L�1 (f(a); f(b)) :
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Pour f(a) = f(b)

1

b� a

Z b

a

f(x)dx �
Z 1

0

�
tf(a)�1 + (1� t)f(a)�1

��1
dt

= f(a)�1 = L�1 (f(a); f(a)) :

D�où le résultat. �
Dans [18] ; Zabandan et al. ont dé�nit l�inégalité suivante :

Théorème 2.0.15 Soient f; g : [a; b]! ]0;+1[ sont deux fonctions r-convexe et 0-convexe

réspictivement sur [a; b] et r > 0 alors on a l�inégalité suivante

1

b� a

Z b

a

(fg) (x)dx � 1

2

�
r

r + 2

��
f(b)r+2 � f(a)r+2
f(b)r � f(a)r

�
(2.0.24)

+
1

4

�
g(b)2 � g(a)2

�
ln

�
g(b)

g(a)

�
:

(f(a) 6= f(b)) :

Preuve. Puisque f est r-convexe et g est 0-convexe, pour tout t 2 [0; 1] on a

f(ta+ (1� t)b) � (tf(a)r + (1� t)f(b)r)
1
r ;

g(ta+ (1� t)b) � [g(a)]t [g(b)]1�t ;

alors

1

b� a

Z b

a

f(x)g(x)dx =

Z 1

0

f(ta+ (1� t)b)g(ta+ (1� t)b)dt

�
Z 1

0

[tf(a)r + (1� t)f(b)r]
1
r [g(a)]t [g(b)]1�t dt:

D�aprés l�inégalité de Cauchy on aZ 1

0

[tf(a)r + (1� t)f(b)r]
1
r [g(a)]t [g(b)]1�t dt (2.0.25)

� 1

2

Z 1

0

[tf(a)r + (1� t)f(b)r]
2
r dt+

1

2

Z 1

0

[g(a)]2t [g(b)]2�2t dt:

On pose S = t (f(a)r � f(b)r) + f(b)r on trouveZ 1

0

[tf(a)r + (1� t)f(b)r]
2
r dt =

�
r

r + 2

��
f(b)r+2 � f(a)r+2
f(b)r � f(a)r

�
; (2.0.26)

Et Z 1

0

[g(a)]2t [g(b)]2�2t dt =
1

2

�
g(b)2 � g(a)2

�
ln

�
g(b)

g(a)

�
: (2.0.27)

En utilisant (2:0:25) ; (2:0:26) et (2:0:27). Nous pouvons obtenir le résultat souhaité. �



Chapitre 3

Les Inégalités
d�Hermite-Hadamard-Fejér

Dans ce chapitre, on va rappeler certaines inégalités du type Hermite-Hadamard-Fejér.

Cas Convexe

Dans [3] ; F. Chen a introduit l�inégalité d�Hermite-Hadamard-Fejér pour une fonction convexe

comme suit :

Théorème 3.0.16 Soit f : [a; b] ! R est une fonction convexe et w : [a; b] ! R est une

fonction positive, intégrable et symétrique par rapport à a+b
2
: Alors on a

f

�
a+ b

2

�Z b

a

w(x)dx �
Z b

a

f(x)w(x)dx � f(a) + f(b)

2

Z b

a

w(x)dx: (3.0.1)

Preuve.

Supposons que f est convexe sur [a; b] ; alors pour tout t 2 [0; 1] on a

f

�
a+ b

2

�
� f(ta+ (1� t)b) + f(tb+ (1� t)a)

2
: (3.0.2)

En multipliant l�inégalité (3:0:2) par 2w(tb + (1 � t)a) et puis on intégrant l�inégalité par

rapport à t sur [0; 1], on obtient

2f

�
a+ b

2

�Z 1

0

w(tb+(1�t)a)dt �
Z 1

0

[f(ta+ (1� t)b) + f(tb+ (1� t)a)]w(tb+(1�t)a)dt;
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posons x = tb+ (1� t)a: Donc on a

2

b� af
�
a+ b

2

�Z b

a

w(x)dx � 1

b� a

�Z b

a

f(a+ b� x)w(x)dx+
Z b

a

f(x)w(x)dx

�
� 2

b� a

Z b

a

f(x)w(x)dx:

D�où la première inégalité de (3:0:1) à été prouvée.

Pour la deuxième inégalité, puisque f est convexe alors pour tout t 2 [0; 1] : On a

f(ta+ (1� t)b) + f(tb+ (1� t)a) � f(a) + f(b):

En multipliant les deux cotés par w(tb+ (1� t)a) puis en intégrant l�inégalité par rapport à

t sur [0; 1], on obtientZ 1

0

f(ta+ (1� t)b)w(tb+ (1� t)a)dt+
Z 1

0

f(tb+ (1� t)a)w(tb+ (1� t)a)dt

� [f(a) + f(b)]

Z 1

0

w(tb+ (1� t)a)dt:

Ce qui implique que Z b

a

f(x)w(x)dx � f(a) + f(b)

2

Z b

a

w(x)dx:

�

Cas m-Convexe

Dans [16] ; Tseng, Hwang et Dragomir ont établi l�inégalité suivante :

Théorème 3.0.17 Soit f : [0;+1[ ! R est une fonction m-convexe avec m 2 ]0; 1] ; w :

[a; b]! R; w � 0 est une fonction positive, intégrable et symétrique par rapport à a+b
2
; alors

on a Z b

a

f (x)w(x)dx � min
(
f(a) +mf

�
b
m

�
2

;
f(b) +mf

�
a
m

�
2

)Z b

a

w(x)dx: (3.0.3)

Preuve.
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Puisque f est m-convexe et w est positive, intégrable et symétrique par rapport à a+b
2
; alors

on a Z b

a

f (x)w(x)dx =
1

2

�Z b

a

f (x)w(x)dx+

Z b

a

f (a+ b� x)w(a+ b� x)dx
�

=
1

2

Z b

a

[f (x) + f (a+ b� x)]w(x)dx

=
1

2

Z b

a

�
f

�
b� x
b� aa+m

x� a
b� a

b

m

�
+ f

�
x� a
b� a a+m

b� x
b� a

b

m

��
w(x)dx

� 1

2

Z b

a

�
b� x
b� af(a) +m

x� a
b� a f

�
b

m

�
+
x� a
b� a f(a) +m

b� x
b� af

�
b

m

��
w(x)dx

=
f(a) +mf

�
b
m

�
2

Z b

a

w(x)dx: (3.0.4)

D�autre part, on aZ b

a

f (x)w(x)dx =
1

2

Z b

a

[f (x) + f (a+ b� x)]w(x)dx

=
1

2

Z b

a

�
f

�
m
b� x
b� a

a

m
+
x� a
b� a b

�
+ f

�
m
x� a
b� a

a

m
+
b� x
b� ab

��
w(x)dx

� 1

2

Z b

a

�
m
b� x
b� af

� a
m

�
+
x� a
b� a f (b)

+ m
x� a
b� a f

� a
m

�
+
b� x
b� af (b)

�
w(x)dx

=
mf

�
a
m

�
+ f(b)

2

Z b

a

w(x)dx: (3.0.5)

De (3:0:4) et (3:0:5) on obtient le résultat. �

Cas h-Convexe

Dans [1] ; Bombardelli et Varosanec ont introduit l�inégalité suivante :
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Théorème 3.0.18 Soit f : [a; b]! R est une fonction h-convexe, w : [a; b]! R; w � 0 est

une fonction positive, intégrable et symétrique par rapport à a+b
2
: Alors on a

1

b� a

Z b

a

f(t)w(t)dt � [f(a) + f(b)]
Z 1

0

h(t)w(ta+ (1� t))dt: (3.0.6)

Preuve.

Puisque f est h-convexe, alors on a pour tout x 2 [a; b] et � 2 [0; 1]

f(�a+ (1� �)b)w(�a+ (1� �)b) � [h(�)f(a) + h(1� �)f(b)]w(�a+ (1� �)b): (3.0.7)

f((1� �)a+ �b)w((1� �)a+ �b) � [h(1� �)f(a) + h(�)f(b)]w((1� �)a+ �b): (3.0.8)

De (3:0:7) et (3:0:8) ; on a

f(�a+ (1� �)b)w(�a+ (1� �)b) + f((1� �)a+ �b)w((1� �)a+ �b)

� [h(�)f(a) + h(1� �)f(b)]w(�a+ (1� �)b) + [h(1� �)f(a) + h(�)f(b)]w((1� �)a+ �b);

et puis on intègre par rapport à � sur [0; 1] nous obtenonsZ 1

0

f(�a+ (1� �)b)w(�a+ (1� �)b)d�+
Z 1

0

f((1� �)a+ �b)w((1� �)a+ �b)d�

�
Z 1

0

[h(�)f(a) + h(1� �)f(b)]w(�a+ (1� �)b)d�

+

Z 1

0

[h(1� �)f(a) + h(�)f(b)]w((1� �)a+ �b)d�

=

Z 1

0

f(a) [h(�)w(�a+ (1� �)b) + h(1� �)w((1� �)a+ �b)] d�+

+

Z 1

0

f(b) [h(1� �)w(�a+ (1� �)b) + h(�)w((1� �)a+ �b)] d�

= 2f(a)

Z 1

0

h(t)w(ta+ (1� t)b)dt+ 2f(b)
Z 1

0

h(t)w((1� t)a+ tb)dt:

Ce qui implique que

1

b� a

Z b

a

f(t)w(t)dt � [f(a) + f(b)]
Z 1

0

h(t)w(ta+ (1� t))dt:

�



CONCLUSION

Le but de ce mémoire est de décrire le panorama des mathématiques de la célèbre inéga-

lité d�Hermite et Hadamard. nous avons présenté des nouvelles inégalités intégrales pour les

fonctions non négatives et intégrables liées au résultat d�Hermite-Hadamard. Ces inégali-

tés nous donnent une éstimation de la valeur moyenne (intégrale) d�une fonction convexe

continue. les résultats obtenus dans ce travail sont les ra¢ nements des résultats actuels.
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