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Résumé

Dans ce mémoire, on va définir plusieurs types de fonctions convexes. Ainsi, on va donner
des résultats liés aux inégalités de type Hermite-Hadamard suivis par des preuves. Puis on
présentera également des inégalités de type Hermité-Hadamard-Fejér pour certains cas de

convexité.




INTRODUCTION

Les inégalités jouent un role important dans le développement de toutes les branches
de la mathématique. L’un des résultats les plus influents de la théorie des fonctions convexes
par Charles Hermite en 1883, et a été prouvée par Jaques Hadamard en 1893. Une richesse de
littérature des inégalités mathématiques est due a des fonctions convexes également détermi-
nées par I'inégalité d’Hadamard.

Le concept des fonctions convexes a effectivement trouvé une place importante
dans les mathématiques modernes, comme on peut le voir dans un grand nombre d’articles
de recherche et des livres consacrés au domaine de nos jours. Dans ce contexte, I'inégalité
d’Hermite-Hadamard qui on peut dire est le premier résultat fondamental pour les fonctions
convexes définies sur un intervalle de nombres réels avec une interprétation géométrique natu-
relle et de nombreuses applications, a attiré et continue d’attirer beaucoup d’intérét pour les
mathématiques élémentaires. De nombreux mathématiciens ont consacré leurs efforts a géné-
raliser, affiner et I’étendre pour différentes classes de fonctions telles que fonctions s-convexes,
m-convexes, log-convexes,... etc (Voir [7,8,9]). Au cours des derniéres années, plusieurs gé-
néralisations et extensions de la notion classique de fonction convexe ont été introduites,
Cette recherche traite de certaines inégalités liées aux convexités classiques de Ch.Hermite,
J.Hadamard et Lipoét Fejér. Ce dernier a établi I'inégalité de Hermite-Hadamard-Fejér qui est
la généralisation pondérée de I'inégalité Hermite-Hadamard.

L’objectif de ce mémoire est de traiter les inégalités d’Hermite-Hadamard pour diffé-
rents types de convexité, passant par trois chapitres dont le premier est consacré a quelques
définitions et propriétés sur les types de convexités. Dans le deuxiéme chapitre, nous présen-
tons un certain nombre d’inégalités de type Hermite-Hadamard qui peuvent étre obtenues
pour d’autres concepts de convexités en plus, nous établissons ces inégalités pour le pro-
duit de deux fonctions. Le dernier chapitre consiste a définir quelques inégalités d’Hermite-

Hadamard-Fejer.



Chapitre 1

Notations et Préliminaire

Dans ce chapitre, on va donner des définitions et leurs propriétés avec des exemples pour

chaque type de convexité.

1.1 Fonction Convexe

Définition 1.1.1 Soit f : I C R — R est dite convexe si

fltr+ (1 =t)y) <tf(x) + (1 —1)f(y), (1.1.1)
pour tous x,y € I ett € [0,1].

Exemple
e f(x) = 2? est une fonction convexe dans R.
o f(z) = €” est convexe dans R.

e f(z) = |z| est convexe dans R.

Interprétation Géométrique

Une fonction f: R — R est dite convexe sur [a, b], si la corde prise entre a et b est au-dessus

du graphe de f sur tout Uintervalle [a, b] alors on a

Tr—a

() - f@) Vo€ lab]. (1.1.2)

f(@) < fla) +
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f(b)

Af(a)+(1-Mf(b)

f(a)
fiva+(1-A)b)

a Aa+(1-A)b b

Figure : Fonction Convexe.

Définition 1.1.2 (inégalité de pente) On suppose que f est une fonction convexe définie sur

I C R. Sia,b,c sont trois points de I telle que a < b < ¢, on a

F) = F0) _ 1) = f(@) _ f(&) = f®)

b—a - c—a - c—>b

Propriétés
1. Une fonction f est convexe sur I C R si et seulement si df (t) est croissante.

2. Soient f,g: 1 — R sont deux fonctions convexes, alors f + g convexes aussi.

3. Si f et g sont deux fonctions convexes sur [a, b], alors (f o g) (z) n’est pas nécessairement

convexe. Une condition nécessaire est que f soit croissante.

Preuve.

1. On suppose que f est convexe sur [a,b], a < b. D’aprés l'inégalité de pente on a

Fa) ~ fla) _ f(0) ~ fla) _ F(b) ~ f(x)

T —a - b—a - b—=x

, Vo €la,bl.



1.1 Fonction Convexe

En faisant tendre = vers a, on obtient

df
EM) <

f(0) — f(a)
b—a
et en faisant tendre x vers b on en déduit que
b) —
0=t &,
b—a dt
donc
df df
“a) < ZZ(b).
=g
D’ou j—{(t) est croissante.
daf

Réciproquement, si % (t) est croissante, pour tous a < b € I et tout = € |a, b[.

D’aprés le T.A.F, il existe a € Ja,z[ , B € |z, b] tels que
Fo)— fla) _df, | f0)~ fa) _df

r—a _dt(a)et b—x _dt(ﬂ)’
puisque a < 8 donc » »
(@) < = (6),
d’ou
fz) = fla) _ f(b) — f(x)
r—a —  b—xz
Alors
F) < T fa) + T2 0) = F(@)+ T2 (F(8) ~ f()

D’aprés (1.1.2) , on conclut que f est convexe.

2. Supposons que f et g sont convexes sur I, alors on a
fte 4+ (L=t)y) <tf(x)+ (1 —t)f(y),

g (te+ (1 —t)y) < tg(z)+ (1 —1t)g(y),
pour tous z,y € I, t € [0,1].
Ce qui implique
fllz+ 1 -ty)+gtz+1—-t)y) < tf(z)+ 1 —-)f(y) +tg(z)+ (1 —t)g(y)

< t(f(x) +g(@) + (1 —=1)(fy) +9(y)).
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D’ou
(f+g) e+ A=ty <t(f+g)(x)+ 1A =1)(f+9)(y).

3. Soit ¢ une fonction convexe sur [a, b], et t € [0, 1] alors on a :
gltx + (1 —t)y) <tg(x)+ (1 —1t)gy), Vz,y € [a,b],
par application de la fonction f et puisque f est croissante. Alors
flgltz+ (1 =1)y)) < f (tg(z) + (1 —t)g(y)) -

D’ou

flgltz+ (1 =1t)y)) <tf(g9(x)+ (1 —1)f(9(y)).

1.2 Fonction s-Convexe

Dans [7], Hudzik et Maligranda ont considéré entre autre la classe de fonctions qui sont s-

convexes dans le premier et le deuxiéme sens. Cette classe est définie de la maniére suivante :
Définition 1.2.1 Une fonction f : R+ — R est dite s-conveze dans le premier sens si
flaz+ By) <a’f(x)+ B°f(y) ; Vs €]0,1],Vo, 5 > 0. (1.2.1)

Pour tous x,y € [0, +oo[ avec o + 5 = 1.

Nous désignons cette classe des fonctions par K!.

Définition 1.2.2 Une fonction f : R, — R est dite s-convexe dans le second sens si pour

tous x,y € [0,400[ on a
[tz 4+ (1 =t)y) <t°f(x) +(1—=1)° f(y), vVt €[0,1] (1.2.2)

pour tout s € ]0,1] avec t + (1 —¢) = 1.

Nous désignons cette classe des fonctions par K?2.

Remarque 1.2.1 Pour s = 1, la s-convezité se réduit a la convexité ordinaire sur [0, +o0].
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Exemple
Soit f : [0,400[— R définie par

a , Si:x=

f(:v):{ bx®*4+c , si:xz >0 s €10,1],

est une fonction s-convexe dans [0, +o0.
Propriétés
1. Si f € K2 alors f est positive sur [0, +o0].
2. Soit 0 < s1 < s < 1,si f e K2 et f(0)=0alors f € K.

3. So0it 0 < sy <sp< 1,81 fe K. et f(0)<Oalors f e K, .

4. Soient f,g: R, — R, si f,g € K} alors f +g e KL

Remarque 1.2.2 Pour démontrer ces propriétés, W. Orlicz. [19] a redéfinie la fonction s-

convexe dans le second sens comme suit :
Une fonction f : [0,4+00[— R est dite s-convexe dans le second sens si
flax+ By) <a’f(x) + B f(y), Vs €]0,1],Va, B > 0. (1.2.3)

Pour tous z,y € [0, +oo[ avec o + § = 1.
Preuve.

1. Soit f € K2. Alors on a

donc

217" f(z) — f(z) 2 0.
Ce qui implique que

flz) (22 =1) >0,
et comme 2'7% — 1 > 0. Alors f(z) > 0.

2. On suppose que f € K2, pour tous z,y € [0,4o0[ et ¢ € [0,1] on a

flox+By) < a®f(x)+ 672 f(y)
< ™ f(z) + 57 f(y).
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. . . 2
Ce qui signifie que f € K7 .

3. On suppose que f € K, pour tous z,y € [0, +o0[ et a, 3> 0 on a

S92
0182 +/882 S asl _’_681 — 1

Alors on a
flax+By) <a™f(x) + 7 fy) < o™ fx) + 57 f(y).
4. Supposons que f, g € K! alors pour tous x,y € [0, +o00[, a, 3 > 0 on a
flax+ By) < o”f(z) + B°f(y).
g (az + By) < o’g(x) + B°9(y).

Ce qui implique que

flax+ By) + g (ax + By) < o® (f(x) + g(x)) + 87 (f(y) + 9(y)) -

Donc

(f +9)(ax+By) <o (f+g) () +6°(f+9) (y).

U
1.3 Fonction m-Convexe
Dans [15], G. H. Toader a définit le concept de m-convexité comme suit :
Définition 1.3.1 La fonction f : [0,b] — R est dite m-convexe, m € [0,1] on a
fltxr+m(l —t)y) <tf(x)+m(l—1)f(y). (1.3.1)

Pour tous z,y € [0,0] et t € [0,1].
On note par K,,(b) 'ensemble des fonctions m-convexe sur [0, b].

Remarque 1.3.1 Pour m = 1, m-convexité se raméne au concepte de convexité habituelle

sur [0, b].
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Exemple

Soit f : [0,b] — R une fonction définie par :

o) ={

est m-convexe sur [0, 2].

Interprétation Géométrique

Une fonction f : [0,0] — R est dite m-convexe, m € [0, 1] si pour tous x,y € [0,b] avec
x < y, le segment entre les points (z, f(x)) et (my, mf(y)) est au-dessus du graphe de f dans

(z, my).
Propriétésl.3.1

1. Si f est m-convexe et 0 <n <m < 1 alors f est n-convexe.

2. Soient f,g :[0,b] — R, si f est mj-convexe et g est mo-convexe avec my; < my alors

f+getaf (a>0)sont m-convexe.

3. 51 f,g : [0,b] — R deux fonctions positives, croissantes et m-convexe alors fg est

m-convexe.

Preuve.

1. Soient z,y € [0,0] et ¢ € [0, 1] alors

flz+n(l—ty) = f (ta; +m(l—t) (%) y)
(@) +m=0f ((=)v)
tf(x) +n(l—1)f(y).

IN

IN

2. Puisque g est ma-convexe et m; < mqy alors g est ms-convexe(propriété 1.3.1.1). Ainsi

pour tous z,y € [0,b] et t € [0, 1],

(f+9)te+mi(1—=t)y) = fltz+mi(l—1t)y)+ glte +mi(l—1t)y)

< Hf+g) (@) +mi(1=t)(f + g)y).
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D’autre part, on a pour a > 0

(af)(tz+mi(1=t)y) < aftf(z)+mi(l—1)f(y)]
= taf)(@) +m (1 =t)(af)(y).

3. Siz <yalors f(z) — f(y) <0et g(y) —g(x) > 0 ce qui implique que
f@)g(y) + f(y)g(x) < f(@)g(x) + f(y)g(y)- (1.3.2)
Pour tous z,y € [0,b] et t € [0, 1],

(fg) tz+m(1 —t)y) = ftz+m(l—t)y)g(te +m(l—1t)y)
< [tf(x) +m(l —1t) f(y)]ltg(z) +m(1 —t)g(y)]
= 2 (fg) (x) +m*(1 —1)* (fg) (y) + mt(L = t)[f(x)g(y) + f(y)g(x)].

D’aprés ((1.3.2)) on a

(fg) (tz+m(L—t)y) < *(fg) () +m* 1 —1)*(fg) (y) + mt(1 = 1)[(fg) () + (fg) ()]
= tt+m(1 = ]f(x)g(x) +m1 =)t +m(l = )]f(y)g(y).

Mais ¢t + m(1 —t) < 1, alors

(fg) (tr +m(1—t)y) < tf(x)g(x)+(1—1)f(y)g(y)
< t(fg)(x)+ (1 -1)(fg)(y)

A

(le méme cas pour y < ). O

1.4 Fonction (s,m)-Convexe
Dans [11], V.G. Mihsen a introduit la definition d’une fonction (s, m)-convexe suivante :

Définition 1.4.1 Une fonction f : [0,0] — R est dite (s, m)-conveze ot (s,m) € (]0,1])?, si

pour tous x,y € [0,b], nous avons
[tz +m(l—t)y) <t°f(z)+m(l—1t)°f(y). (1.4.1)

On note par K3 (b) I'ensemble de toutes les fonctions (s, m)-convexe sur [0, b] .
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Remarque 1.4.1 Pour (s,m) = (1,m), la (s, m)-convezité se réduit a m-convexité, pour
(s,m) = (s,1), (s, m)-convexité se ramene & s-convexité et pour (s,m) = (1,1), la (s,m)-

convexité devient converité .

Exemple
La fonction f : [0, +00[ — R définie par
L4 3 2
f(z) :E(x — 52”4 92% — b1)

est (17 i—?)-convexe.

Propriétés

- Solent f,g:[0,0] = R, si f,g € K5 (b) alors : f+ g et af (o> 0) sont (s,m) — conveze.
Preuve.

Supposons que f, g € K3 (b) alors pour tous z,y € [0,b] et t € [0,1] on a
ftr+m(l—t)y) <t f(z) +m(l—1)°f(y),
gtz +m(l —t)y) < t°g(x) +m(l —1)°g(y).
Ce qui implique que
Stz +m(l=t)y) + g (tx +m(l —t)y) <€ (f(z) +g(x) +ml —1)° (f(y) +9()).
Donc
(f+9)(tz+m(l—t)y) <t°(f+9)(x) +ml—=1)° (f+9) (y)
D’autre part, on a

(af)(tz+m(l—t)y) < alt’f(z)+m(l—1)°f(y)]

< tlaf)(@) +m(l =) (af)(y)-
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1.5 Fonction h-Convexe

Dans [17], S.Varosanec ont introduit la fonction h-convexe comme suit :

Définition 1.5.1 Soit h: J C R — R est une fonction positive, disons que f: I C R — R

est une fonction h-conveze si f est positive et pour tous x,y € I , t € [0,1] on a

J(tw + (1= t)y) < h(t) f(x) + (1 = 1) [ (y). (L5.1)

On désigne cette classe de fonction par SX (h, I).

Remarque 1.5.1 Pour h(t) = t, toutes les fonctions convexes non négatives appartiennent
a SX(h,I), si h(t) =t alors K2 C SX(h,I).
Propriétés

1. Soient hi, hy deux fonction positives définies sur J, avec ho(t) < hy(t), t € [0,1]. Si f
est SX (ha,I), alors f est SX(hy,1).

2. Sif,ge SX(h,I)et A>0,alors f+¢g,\f € SX(h,I).

Preuve.

1. Supposons que f € SX(hg, I), alors pour tous x,y € I ,t € [0,1]. On a

flz+ (1 —t)y) < ho(t)f(x) +ha(1 =) f(y)
< ha(t)f(x) +ha(1 =) f(y).

Donc f € SX(hy,1).
2. Supposons que f,g € SX(h,I), alors on a

flte + (1 =t)y) < h(t)f(x) +h(1 =1)f(y),

gtz + (1 = t)y) < h(t)g(z) + h(1 —t)g(y),

Ce qui implique

IN

h(t) (f(x) +g(x)) +h(1—1t)(f(y) +9(y))
h(t) (f +9g) (z) +h(1—t)(f +9)(y)

(f +9)(tz+ (1 —1)y)

IN
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D'ou (f +g) € SX(h,I).
Soit f € SX(h,I), alors Pour tout A > 0 on a

Af(te+ (1 =t)y) < h(HAf(x)+h(1=1)Af(y)
< h(t) (M) (@) + (1 =) (Af) () -

D’ou le résultat. O

1.6 Fonction log-Convexe
Dans [6], Gill et al. ont introduit la fonction log-convexe comme suit :

Définition 1.6.1 On dit que f : I — ]0,4+00[ est une fonction log-conveze si log f est

conveze autrement dit si pour tout t € [0,1] et (z,y) € I* on a linégalité suivante

flte + (1 =t)y) < f2)' fly)' " (1.6.1)

Exemple
e f(z) =1 est une fonction log-conveze sur 0, +oo|.

e f(x) =T(z) est une fonction log-convexe sur |0, +o0] .
Propriétés 1.6.1

1. Soient f: 1 CR —]0,+00[, si f est log-convexe alors f est convexe.

2. f est log-convexe si et seulement si pour tout ¢ > 0, ¢ f(x) est convexe.

Preuve.

1. Soient z,y € I et t € [0, 1]. Supposons que log f(x) est convexe, on a l'inégalité

log(f(tz + (1 —t)y)) < tlog(f(x))+ (1 —1t)log(f(y))

< log(tf(z)+ (1 —t)f(y)) (car la fonction log est concave) .

Puis en prenant ’exponentielle on obtient

fltz+ (1 —=t)y) <tf(z)+ (1 —1)f(y).
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2. Supposons que log f(z) convexe et soit ¢ > 0. La fonction

log f(z) + zlog (c),

est convexe comme somme de deux fonctions convexes, autrement dit log (¢* f(x)) est convexe
et donc d’aprés (propriété 1.6.1.1) ¢® f(x) est convexe.
Réciproquement, supposons que pour tout ¢ > 0, ¢ f(z) est convexe on a donc, pour tous

r,y€lettel01],

ST (b (1= t)y) <t f(x) + (1 — ) f(y).

Soit en divisant par ¢*+(1-ty

fltr+ (1 —t)y) <t fz) 4+ (1 - 1)@ f(y),

1

L’inégalité étant vraie pour tout ¢ > 0, on va choisir de minimiser celle-ci avec ¢ = (%) o

on obtient

Flte+ (1—t) <t (%) @)+ - (%) ).

Ce qui implique
fltz+ (1 —1)y) < f(2) fly) "

1.7 Fonction r-Convexe
Dans [6], Gill et al. ont définit la fonction r-convexe suivante :

Définition 1.7.1 Soit f : [a,b] — R est une fonction positive. On dit que f est une fonction

r-convexe si pour tous x,y € [a,b], t € [0,1] et r € R

3=

Ef(@)" + @A =1)f(y)")" si:r#0

F2)fy) it G =0 (1.7.1)

f(tz+(1—t)y) < {

Remarque 1.7.1 Nous avons les fonctions 0-convexe sont simplement des fonctions log-

convexe.
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Propriétés

1. Sio<a<1let0<r<s, alors 'inégalité suivante est vérifiee pour chaque paire de

nombres réels non négatifs x et y

Sl
o |

2y < (aa” + (L= a)y)" < (0" + (L—a)y’)-.

2. Soit f : [a,b] — [0,+o00] une fonction r-convexe sur [a,b] et 0 < r < s, alors f est
s-convexe. En particulier si f est r-convexe et 0 < r <1 alors f est convexe.
Preuve.
1. Le coté gauche de I'inégalité est clair par I'inégalité de Young. Le coté droit est évident si
r=0ouy=0.

Soit x > 0 et y > 0, on considére f : [0, +oo[ — R définie par

fO)=(at"+1—0a)’ = (at’+1—a)", (r,s>0).

Donc
df r—1 r s—1 s—1 s r—1
E(t)zrsa[t (at"+1—a) " =t (at®+1— )]
Alors t = 1 est un point critique de f. On voit que

f
ar?

Il s’ensuit que f atteint son maximum lorsque ¢t = 1, ainsi f(¢) < f(1) = 0 alors

(1) =rsa(l —a)(r—s) <0,

(at" +1—a) <(at’+1—a)". (1.7.2)
Maintenent si on prend ¢ = ¥ dans I'inégalité (1.7.2) on obtient
(02" + (1= a)y")* < (ox” + (1 - a)y’)",

ce qui implique que

Donc
(" + (1 —a)y")r < (az®+ (1 —a)y’)
2. Puisque f est r-convexe alors par (propriété 1.7.1.1), on a pour tous x,y € [a,b] et t € [0, 1]
e -y { OV HODIO SO G000 0<rss
) fiy) =t < (@f(@)+ 1 =1t) f(y)*) , 0=r<s.

Alors f est s-convexe. 0



Chapitre 2

Les Inégalités d’Hermite-Hadamard

Dans ce chapitre, on va traiter des résultats liées au chapitre précédent. On commence par

le premier cas :

Cas Convexe

Théoréme 2.0.1 Soit [ : [a,b] — R est une fonction convexe, alors l’inégalité d’Hermite-
Hadamard définit comme suit

a ’ a
1(%57) <5 [ s < BT —

Preuve.

On suppose que f est convexe sur [a,b], alors on a

a+b a b x =x
f( 2 > - f(§+§+§—§)

— 1 (Flatr-o+3)

2 2
1 1
< §f(a+b—x)—|—§f(x). (2.0.2)
On pose & = ta + (1 — t)b, avec t € [0, 1] on obtient

flatb—a)+ f(x) = flatb—ta—(1—t)b)+ f(ta+ (1 —t)b)
= f((1—t)a+tb)+ f(ta+ (1 —1)D)

< fla)+ 1 (). (2.0.3)
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D’aprés (2.0.2) et (2.0.3)) on a

of (a;—b

on intégre les deux cotés de l'inégalité sur [a,b] on trouve

f(a—;b> - bia/bf@)d“"é f(a) + f(b)

) < fla+b—2)+ f(x) < fla) + F(b),

2
]
Dans [12], B. G. Pachpatte a établi deux inégalités de type Hermite-Hadamard pour les

produits de fonctions convexes comme suit

Théoréme 2.0.2 Soient f, g : [a,b] C R — [0,400[ deuz fonctions convezes sur [a,b], a < b

on a

b_a/ f(2)g(x)dz < M(a b) + éN(a b), (2.0.4)

et

2f<“;b> (a;b)_b_a/f )z + M(a b)+3N(a b) (2.0.5)
ou : M(a,b) = f(a)g(a) + f(b)g(b) et N(a,b) = f(a)g(b) + f(b)g(a).

Preuve.

D’une part, supposons que f, g sont convexes sur [a,b] , alors pour tout ¢ € [0,1] on a

flta+ (1 —=1)b) <tf(a)+ (1 —1)f(b),
g(ta+ (1 —1)b) <tg(a) + (1 —t)g(b).
Alors
(fg) (ta+ (1 —1)b) <t*(fg) (a) + (1 = 1)* (fg) (b) + (1 =) [f(a)g(b) + f(b)g(a)] .
De méme on a
(f9) (L= t)a+1tb) < (L —1)*(fg) (@) +1*(fg) (b) + ¢ (L — 1) [f(a)g(b) + f(D)g(a)],
ce qui implique que

(fg) (ta+ (1 —1)b) + (fg) (1 — t)a + tb) (2.0.6)
< (27 =2t + 1D[(fg) (a) + (f9) ()] + 2t(1 = )[f(a)g(b) + f(B)g(a)].
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On integre l'inégalité (2.0.6|) sur [0, 1], on aura

/0 ((F9) (ba+ (1 — 1)B) + (F9) (1 — t)a + th)] dt

IA

(f9) (@) + (fg) () / (262 — 2t + 1)dt + 2 [f(a)g(b) + f(B)g(a) / 11— t)di

21(79) (@) + (F0) D) + 5 [F(@)g(6) + F(Bloa)]
D’ou ,
i [ @l <

D’autre part, on a

[f(a)g(a) + f(b)g(b)] + é [f(a)g(b) + f(b)g(a)].

Ll

a+b_ta+(1—t)b+(1—t)a—l—tb
2 2 2 '

Alors

() () -

tat+(1—0b (1—Ba+t\ [(ta+1—0)b (1—tath
( 2 * 2 )g( 2 * 2

IN

IA
+ == S

— R

[(fg) (ta+ (1 = 1)b) + (fg) (1 — t)a + 1b)]

[tf(a) + (1 =) O] = t)g(a) + tg(D)]

IN

On intégre les deux cotés de I'inégalité sur [0, 1], on obtient

a—+b a+b 1 [/t
H(57)o(%57) = 1 Wotara=on+ U0 @ - e+ mpar
s [f(@gla) + FO)90)] + 5 [Fa)g(b) + F(b)gla)].

Ce qui donne

2 ( . b) ] ( . b) < [ U9 @ds 5 [(79) @)+ (79) (943 [F@)g(b) + g(a)).

4

[f(ta+ (1 —=1t)b)+ f((1 —t)a+tb)][g(ta+ (1 —t)b) + g ((1 —t)a + tb)]
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Cas s-Convexe

Dans [4] , Dragomir et Fitzpatrick ont prouvé 'inégalité de type Hadamard pour les fonctions

s-convexes au premier sens

Théoréme 2.0.3 Soit f : [0,400] — [0,+00[ est une fonction s-convere dans le premier

sens ot s € |0,1] et a,b € [0,+00[, avec a < b, si f € L' ([a,b]) on a
a+b fla) +sf(b)
f<2)_b_a/f <=1 (2.0.7)
Preuve.

Supposons que [ est s-convexe dans le premier sens, alors on a
flta+ (1 —=6)b) <t°f(a)+ (1 —=1t)°f(b), t*+ (1 —1t)° = 1.
Donc
flta+ (1 —=1)b) < t°fla)+ (1 —1)f(b)
< *(fla) = £(b) + F(b).
On fait une intégration sur [0, 1], alors

/Of(ta—l—(l—t)b)dt < (f(a)—f(b))/o tSdt+f(b)/0 dt

fla) +sf(b)
s+1

On sait que

/Olf(ta—i—(l—t

L[ o < L0010

s+1

D’ou

b—a
O
Dans [4] , Dragomir et Fitzpatrick ont prouvé I'inégalité de type Hadamard pour les fonctions

s-convexes au deuxiéme sens :
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Théoréme 2.0.4 Soit f : [0, +00[ — [0, +00] est une fonction s-convexe dans le second sens

ou s €)0,1] et a,b € [0,+oo| avec a < b, si f € L*([a,b]) on a

951 (a;b) < bia/a flx)de < w (2.0.8)

Preuve.

On suppose que f est s-convexe dans le second sens, alors on a
flta+ (1 =1)b) <t°f(a) + (1 —1)°f(b),
On integre cette inégalité sur [0, 1], on trouve

bia/abf@)dx < f(a)/OltsdtJrf(b)/Ol(l—t)sdt

fla) + f(b)
s+1

Pour la second inégalité de (2.0.8)), on remarque que pour tous x,y € [0, +00]

() < s

Posons z =ta+ (1 —t)b, y = (1 — t)a + tb, avec t € [0, 1], on aura

a+b\ _ flta+ (1 —=1)b)+ f((1—t)a+th)
f( ! )s . .

b b
g1 (a; )Sbia/ f(z)da.

Kirmaci et al. [10] ont établi certaines inégalités pour le produit des fonctions s-convexes

Ce qui implique

g

comme suit :

Théoréme 2.0.5 Soit f,g : [a,b] — R, a,b € [0,400], a < b deuz fonctions telle que g
et fg € L'([a,b]). Si f est convexe et positive sur [a,b], et si g est s-convexe sur [a,b];
s €10,1]. Alors

I 1 1

b—a ). f(x)g(x)dz < <S+2)M(@ab)+m

N(a,b), (2.0.9)

et

28 (fg)( . )s bia/a (fg) (z)dz + (8+1)1(S+2)M(a,b)+ (Siz)N(a,b). (2.0.10)
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Ou : M(a,b) = f(a)g(a) + f(b)g(b) et N(a,b) = f(a)g(b) + f(b)g(a).
Preuve.

Puisque f est convexe et g est s-convexe, alors on a
flta+ (1 =1)b) <tf(a)+ (1 —1)f(b),
g(ta+ (1 —1)b) <t°g(a) + (1 —1)°g(b),
pour tout ¢ € [0,1], f et g sont positives. Alors
(f9) (ta+ (L =1)0) <t (fg) (a) + (L= )*" (fg) (b) + t(1 = t)° f(a)g(b) + t*(1 = t) f(b)g(a).

En intégrant les deux cotés de U'inégalité sur [0, 1], on obtient

/0f(ta—i—(l—t)b)g(ta—I—(l—t)b)dt = /f

b—a

<

(a)g(a) + f(b)g(b)]
[f(a)g(b) + f(b)g(a)].

(3+2)
1

GG+

D’autre part on a

(f9) <a—2|—b> _ f<ta+(i2l—t)b+ (1—t;a+tb)g<ta+(;—t)b+ (1—t;a—|—tb>

! S [f(ta+ (1 =1)b) + f((1 = t)a+tb)] [g(ta+ (1 = t)b) + g((1 — t)a + tb)]

IN

2
vt [(£9) (Fa + (1 = 1)8) + (fo) (1~ a +1b)

ot [E7(a) + (1= D F B[~ 17g(a) + £9(0)]
23“ (L= 1)f(a) + t70)] [Pgla) + (1~ 1)°9(0)
ot [(£9) (ta + (1= 1)0) + (fg) (1~ o+ 1b)
b (01— 0" + (1= ) [F(a)g(a) + F(B)o(b)]
by (77 (1= 1) [F(@)g(8) + F(B)g(a)]

IN

+

_|_

IA

On integre sur [0, 1] on obtient le résultat. O
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Théoréme 2.0.6 Soit f,g : [a,b] — R, a,b € [0,400], a < b deuz fonctions telle que g

et(fg) € L* ([a,b]). Si f est s;—conveze et g est ss—conveze sur [a,b] pour s € ]0,1], alors

1
b—a

b
/a F@)g(a)de < SITZHM(a,b)JrB(sl+1,32+1)N(a,b) (2.0.11)

1 F<81>F<82)

= — | M(a,b) + s1s
81+82—|—1 ( ) 12F<81+82+1)

N(a,b)|,
ot : M(a,b) = f(a)g(a) + f(b)g(b) et N(a,b) = f(a)g(b) + f(b)g(a).

Preuve.

Puisque f est s;—convexe et g est ss—convexe sur [a, b , alors on a
flta+ (1 —1)b) < t* fa) + (1 —)* f(b),
g(ta+ (1 —1)b) <t*g(a) + (1 —1)*g(b),

et comme f et g sont positives. Alors pour tout ¢ € [0,1], on a

(fg9) (ta+ (1 =1)b) < 77 (fg) (a) + (1 =)™ f(a)g(b) (2.0.12)
+2(1 = )" f(b)g(a) + (1= )7 (fg) (b).

On intégre l'inégalité (2.0.12)) sur [0, 1], on trouve

1
h—

b
- [ s@aae
I
S1+ S2 + 1
1

81+82+1

= [(f) (@) + (f9) B)] + Blsi + 1,5y + 1) [F(a)g(b) + F(B)g(a)]

S1 + Sg + 1
[F(@)g(b) + f<b>g<a>]] .

IA

(F9) (@) + (f9) ()] + F(a)g(b) / (Lt + f(b)g(a) / (1 — t)dt

IN

[(fg) (a) + (fg) ()] + f(a)g(b)B(sy + 1,55 +1) + f(b)g(a)B(sy + 1,51 + 1)

1 I'(s1) I (s2)

= T [(f9) (@) + (f9) (O)] + 152 (514 82+ 1)

Cas m-Convexe

Dans [5], Dragomir et Toader ont introduit I'inégalité d’Hermite-Hadamard pour une fonction

m-convexe comme suit :
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Théoréme 2.0.7 Soit f : [0,400] — R est une fonction m-convexe avec m € 10,1] si

0<a<b+ooetfeL'(0,0]) alors on a

ﬁ/bf(x)dx < mm{f(“) +;"f (%),ﬂb) +;"f () } (2.0.13)

Preuve.

Supposons que [ est m-convexe. Alors on a

[tz +m(l=t)y) <tf(x) +m(l—1)f(y),

b

posons x = a , y = = avec m € |0, 1]. Alors on obtient

Flta+ (1—1b) < tf(a) +m(1—)f (ﬁ> |

m

et pourx =0,y =2 avecm € 0,1], on a

ftb+ (1 —t)a) <tf(b)+m(l—1t)f <3> :

m

Pour tout t € [0,1], on a

fa) +mf ()
2 )

/1 Flta+ (1 —tb)dt <

et

/1 Ftb+ (1 tyaydt < 10 “;f ()

On sait que [, f(ta+ (1 —)b)dt = [ f(tb+ (1 — t)a)dt = ;1= [ f(x)dz.

Donc
L /bf($)dx < min { fla) +mf (%) J(b) + mf (%) }
b—a /, o ’ '

2 2

Dans [2], M.K. Bakula, M.E. Ozdemir et J.Pecaric ont prouvé l'inégalité suivante :

Théoréme 2.0.8 Soit f,g : [0,+00] — [0,+00[ telle que (fg) € L' ([0,b]) o 0 < a <b<
+00 . Si f est décroissante et m; — convexe et si g est décroissante et mo — convexre sur
la, b] ,alors on a pour tout my, my € ]0,1]

1
b—a

b
[ @ty < min (31,5}, (2014)
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Preuve.
Puisque f est m; — convexe et g est my — conveze, alors on a
fta+ (1 —1t)b) <tf(a) +mi(1—1t)f (mil) 7
et
gta+ (1 - 1)) < tg(a) +ma(1 — t)g (i) |

ma

On utillise 'inégalité élémentaire cd < 3 (¢ + d?) (¢,d € [0,+00]) , alors on a

b—a/f

2/ [{f(ta+ (1 —t)b)}* + {g(ta+ (1 — t)b)}’] dt

0

IN

IN

= |3 g () 4 gmstf (o) + @+ gmie ()

= sl @ msr () - mgta () s ()

Ce qui implique que

b
[t < L0+ 20+ me)
1
G

D’ou le résultat.

Cas (s,m)-Convexe

Dans [4], Dragomir et Fitzpatrick ont introduit I'inégalité suivante :

5[ [(tf(a) Fmi(1-0)f (mi)) + (tot) + malt — 0g (mi))] a
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Théoréme 2.0.9 Soit f : [0,+00] — R est une fonction (s,m)-convexe, avec (s,m) €

(10,1])* si0 < a < b < +oo et f € L' ([a,b]). Alors on a

! / f(z)dz < min {f(a) +smf (E) f(b) + smf (%) } .

b—a s+1 ’ s+1

Preuve.

Supposons que f est (s, m)-convexe. Alors pour tous (s, m) € (]0, 1])2 on a

[tz +m(l—t)y) <t f(x) +m(l —1)°f(y),

posons x = a, Yy = % alors on obtient

Flta+ (1= 1)b) < £ f(a) + m(1 — ) f <3) ,

m

etpourz=>b,y=".0na

Fth+ (1 —t)a) < () +m(l —t)*f (3> .

m

Pour tout t € [0,1] on a

! fla)+smf (L)
/Of(ta+(1—t)b)dt§ o ),

Et X
/0 b+ (1— e < 1Y timlf ().

Ce qui implique que

L f(:c)d:cgmin{f(a)+smf (£) S0+ smf (2)

b—a s+1 ’ s+1

Cas h-Convexe

(2.0.15)

} |

Dans [14], Sarikaya et al. ont établi I'inégalité d’Hermite-Hadamard pour une fonction h-

convexe comme suit

Théoréme 2.0.10 Soit f : I C R — R est une fonction h—conveze sur I et a,b € I, avec

a<betfelL (ab]). Alors on a

2h1(%)f (a;b> = bia/abf(x)dw < (f<a)+f<b))/01 h(e)da.

(2.0.16)
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Preuve.

On suppose que f est h—convexe sur I, c’est & dire

flaz+ (1 —a)y) < h(a)f(x)+h(l—a)f(y), Ya>O0. (2.0.17)

On pose que © =ta+ (1 — )b, y = (1 —t)a+tb et a = %, on obtient

(7)< (3) Gt a=on+ - asm),

et puis on integre sur [0, 1]
a+b 1y 2 [
< — .

2h1(%)f (a;b> < bia/abf(:r)dx.

D’otul la premiére inégalité est prouvée.

Donc

Soit x = a , y = b dans I'inégalité (2.0.17)), puis en intégrant par rapport & a sur [0, 1] on

trouve

bia/a f(z)dz < (f(a)+f(b))/0 h(a)da.

D’ou le résultat. U

Théoréme 2.0.11 Soient f € SX(hy,I), g € SX(ho,I), a,b € I avec a < b telle que
fg € L ([a,b]), hihy € L' ([0,1]). Alors

L o) () < M(a.b) / I (Oha(t)dt + N(a,b) / (ka1 — Ot (2018)

b—a J,

et

1 a+b 1[0
m(fg)( 2 >_b—a/a (f9) ()da (2.0.19)

< M(a,b) /1 ha(£)ha(t)dt + N(a,b) /1 ha(t)ha(1 — t)dt.

Ou : M(a,b) = f(a)g(a) + f(b)g(b) et N(a,b) = f(a)g(b) + f(b)g(a).
Preuve.

Soit f € SX(hy,I)et g€ SX(hy,I), on a

flta+ (1 —1)b) < ma(t)f(a) + ha(1 — 1) f(b),
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g(ta+ (1 —1)b) < ha(t)g(a) + ha(1 —t)g(b).
Alors
flta+ (1 =t)b)g(ta+ (1 —=1)b) < hi(t)ha(t) (fg) (a) + hi(1 = )ha(1 = 1) (fg) (b) +
+hi(t)ha(1 —t) f(a)g(b) + ha(1 — t)ha(t) f(b)g(a).
Puis on intégre sur [0, 1], on obtient
/0 flta+ (1 =1)b)g(ta+ (1 =1)b)dt < [(fg)(a) + (fg) (b)] /0 ha(t)ha(t)dt +
(@) + FO9(@) [ haleha1 - e

0
Alors

b 1
s [ @@ < G0 @+ 9 ) [ memato
+[f@)g(b) + F(b)g(a) / (6o (1 — )it

D’otul la premiére inégalité.

D’autre part, on a

f<a;rb)g(a—2kb> _ f(taJr(;—t)b_l_(1—t;a+tb)g(ta+(;—t)b+(1—t;a+tb)

IN

hy (%) [f (ta+ (1= 1)) + £ (1= t)a + th)

% hs (%) g (ta+ (1—1)b) + g (1 — t)a + tb)]

IN

e (5) <>(fg)<ta+(1—t)) (£9) (1 - t)a+ 1)
hy (—) ( ) )+ (1= £) £ (5)] [ha(1 — g(a) + ha(8)g(b)]
hy (—) ( ) a1 = £)£(@) + s ()£ )] [ha(t)gla) + a(1 — 1)g(8)]

puis on intégre sur [0, 1], on obtient

s 00 (50) i [
(@

< [(f9) (@ + (fa) () / B (O)ha(t)dt + [f(@)g(b) + F(B)g(a) / ha(£)ha(1 — t)dt.




Les Inégalités d’Hermite-Hadamard 26

Cas Log-Convexe

Dans [6], Gill et al. ont établi I'inégalité suivante :

Théoréme 2.0.12 Soit f : I — 0,400 est une fonction log-convexe, si 0 < a < b < 400,

on a
b I
f (a; ) < exp (m/ lnf(x)dx) < V@ F0). (2.0.20)
et
1 b
[ re)ds < L) 1 0). (2.0.21)
Avec L(a,b) est la moyenne logarithmique des nombres réels positifs a et b telle que :
a—b . b
Ly - {7 T
a ;7 a=Db

Preuve.
On suppose que f est une fonction log-convexe, alors log f(x) est convexe donc l'inégalité
d’Hermite-Hadamard donne

In f (ﬁb) = bia/blnf@)dx < fl) £ i)

Ce qui implique que

D’ou le résultat.

Pour I'inégalité (2.0.21)), on suppose que f(a) # f(b), alors on a

bia/:f@)dfc = /1f((1—t)a+tb)dt
/f ) F(b) dt

o [ (fi) #
[EE s)]

f(a)
fb) - f(a) _

IN

—_
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Pour f(a) = f(b)

bia /abf(x)dz = /Olf((l —t)a + tb)dt
< [ s =L@, 560

d

Dans [13], B. G. Pachpatte ont prouvé l'inégalité d’Hermite-Hadamard pour le produit des

fonctions log-convexes suivante :

Théoréme 2.0.13 Soient f,g : I — ]0,400] deuzx fonctions log-convexe sur I et a,b € I

avec a < b. Alors on a l'inégalité suivante

f<a;rb)g(a—2kb) S%{bia/ab[f(x)f(a—l—b—:v)+g(x)g(a—|—b—x)]dx}

< J@f) ;rg(a)g(b). (2.0.22)

Preuve.

On a
a+b_ta+(1—t)b+(1—t)a+tb
2 2 2 '

On utilisant I'inégalité élémentaire cd < 1 [¢? 4+ d?] (¢,d € [0, +ocl) , alors on a

1(5)(57) = 5l (%) = (5]
L[, ta+(1=t)b (1—t)+1tb o (ta+(1—t)b (1—t)+1tb
= 3|/ < > T 2 )+9 ( > T2
< 2 [trtara—0m?] [ - na+ ]
+g [Gatta+ (0 —00)F]” [0~ o+ )]
< % [fta+ (1 —8)b)f((1 —t)a+tb) + g(ta+ (1 —t)b)g((1 — t)a + tb)]
_ J@f®) + gla)g)
< : ,

et puis on integre sur [0, 1]. On aura

F(55)o(550) < 35t [ v o-a + oo +o-nlis

2 2

)



Les Inégalités d’Hermite-Hadamard 28

Cas r-Convexe
Dans [6], Gill et al. ont établit 'inégalité suivante :

Théoréme 2.0.14 Soit f : [a,b] — R est une fonction positive et r-convexe sur |a,b|, alors

b
o [ fde < L (@), 50). 2029
avec e
rl a—y" T 7£ 07 —1 y X 7£ Yy
T cr=0 . T
L. (x,y) = lnﬁlmlnﬁly #Y
TY =y o T= —1 ’ T 7é Y

Ou : L, (x,y) est la moyenne logarithmique d’ordre r des nombres positifs a, b.

Preuve. o Si: 7 #0,—1et f(a) # f(b), on a

r = /f (1 —=t)a+tb)d
< [ -nsr oot
On pose t (f(b)" — f(a)") + f(a)" = S on trouve

1 b 1 for
=2, S gy Sy 5

r ( )T+1 a)r+1

_ A
fla)

or+1 f(b)y—

Pour f(a) = f(b)
(tf(a) + (1 —1)f(a))" di

IN
= s
Q =
I

e Pour r = —1 et f(a) # f(b)
b—a/ fl@)de < /0 (tfB) "+ (1=t f(a)") " dt

- T <ln (ﬁ) o (%))

= L1 (f(a), (b))
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Pour f(a) = f(b)

ia/ flz)dz < tf (1—t)f(a)™) " dt
~1(f(a), f(a)).

D’ou le résultat. O

\\

Dans [18], Zabandan et al. ont définit I'inégalité suivante :

Théoréme 2.0.15 Soient f,g : [a,b] — |0, +00[ sont deux fonctions r-convexe et 0-conveze

réspictivement sur [a,b] et r > 0 alors on a l'inégalité suivante

bia /ab (f9) (w)dz < % (riQ) ( 0 )(TT EZ;H) (2.0.24)
3 la07 — g(a?)m (42).

(f(a) # f(D)).

Preuve. Puisque f est r-convexe et g est 0-convexe, pour tout ¢ € [0,1] on a
1
flta+ (1 =1)b) < (tf(a)"+ A =1)FO))",

g(ta+ (1= 1)) < [g(a)]" [g(0)]' ",

alors

. /a flx)g(z)dz = /01 flta+ (1 =1t)b)g(ta + (1 —t)b)dt

1

< A[wwy + (1= 07 0)) 9(@)]! [g(b)" dt.

D’aprés I'inégalité de Cauchy on a

| ety +a=osery
< 5 | @+ 0= 0serT e g [ bo)rae

On pose S =t (f(a)" — f(b)") + f(b)" on trouve
/0 [tf(a) + (1—t)f(b)7]F dt = ( r ) (f = -1 WH) , (2.0.26)

1

[9(a)]" [g(0)]" " at (2.0.25)

r+2 fO)r — fla)
Et
' 2t 22t ,, 1 2 _ ()] 1n @
/0 lg(@)]™ [ dt = 5 [g(b)* — g(a)’] 1 (g<a)>. (2.0.27)

En utilisant (2.0.25) , (2.0.26]) et (2.0.27)). Nous pouvons obtenir le résultat souhaité. O




Chapitre 3

Les Inégalités
d’Hermite-Hadamard-Fejér

Dans ce chapitre, on va rappeler certaines inégalités du type Hermite-Hadamard-Fejér.

Cas Convexe

Dans [3], F. Chen a introduit I'inégalité d’Hermite-Hadamard-Fejér pour une fonction convexe

comme suit :

Théoréme 3.0.16 Soit [ : [a,b] — R est une fonction convere et w : [a,b] — R est une

fonction positive, intégrable et symétrique par rapport a “TJ’b Alors on a

f (a+b)/ z)da </ f@)w(x)de < f(a);f(b) /abwmdx. (3.0.1)

Preuve.
Supposons que f est convexe sur [a,b], alors pour tout ¢ € [0, 1] on a

; (a;—b) St —t>b)+2rf(tb+ (1—t)a) (3.0.2)

En multipliant U'inégalité (3.0.2)) par 2w(tb + (1 — t)a) et puis on intégrant l'inégalité par

rapport a ¢ sur [0, 1], on obtient

2f(a+

b 1 1
>/0 w(tb+(1—t)a)dt§/0 (Flta+ (1 —8)) + F(tb+ (1 — £)a)] w(th+(1—t)a)dt,
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posons = = tb+ (1 — t)a. Donc on a

bfaf (a;b> /abw(x)dx < bia [/abf(a—kb—m)w(x)dx—i—/abf(x)w(x)dx}
bga/abf(x)wxdx

D’ou la premiére inégalité de (3.0.1]) a été prouvée.

<

Pour la deuxiéme inégalité, puisque f est convexe alors pour tout ¢ € [0,1]. On a

flta+ (1 =t)b)+ f(tb+ (1 —t)a) < f(a) + f(b).

En multipliant les deux cotés par w(tb + (1 — t)a) puis en intégrant I'inégalité par rapport a

t sur [0, 1], on obtient
/ fta+ (1 —t)b)w(tb+ (1 — t)a)dt + /l ftb+ (1 —t)a)w(tb+ (1 —t)a)dt
< U@ + 50 [ v+ (-

Ce qui implique que

2
0
Cas m-Convexe
Dans [16], Tseng, Hwang et Dragomir ont établi I'inégalité suivante :
Théoréme 3.0.17 Soit f : [0,400] — R est une fonction m-convere avec m € |0, 1],
[a,b] — R, w > 0 est une fonction positive, intégrable et symétrique par rapport a “—*b, alors

on a

2 ’ 2

/ f(x)w(x)dr < min { fla) +mf () 1) +mf () } /bw(x)dx. (3.0.3)

Preuve.
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Puisque f est m-convexe et w est positive, intégrable et symétrique par rapport & a—”’ alors

/abf<$)w($)dx = Uf dx+/f (a+b—2z)w(a+b—z)dz

- —/ @)+ f(at b o) w(z)d

2Ja
I b—x r—ab
a 5/(1 {f(b—aa—i_mb—aE)
—l—f(x_z +mz:2%>} w(x)dx
b—x xr—a b
i/a [b—af(a)+mb—af(a)

+ 2 _Zf(a) +m2:2f (ﬁ)] w(z)dz

m

on a

IN

_ fla (%) /bw(x)dx. (3.0.4)

D’autre part, on a

[ r@uwa =

IN
DN | —
D\@
| — |
| o
[
Q&g’
—
—~
3=
>N —
S K
|
Q
—
=

- w b/w(m)dm. (3.0.5)

De (3.0.4) et (3.0.5)) on obtient le résultat. O

Cas h-Convexe

Dans [1], Bombardelli et Varosanec ont introduit 'inégalité suivante :



Les Inégalités d’Hermite-Hadamard-Fejér 33

Théoréme 3.0.18 Soit f : [a,b] — R est une fonction h-conveze, w : [a,b] — R, w > 0 est

a+b

une fonction positive, intégrable et symétrique par rapport a . Alors on a

b_a/ FOw(t)dt < [f(a) + f(b )]/O h(t)yw(ta + (1 — t))dt. (3.0.6)

Preuve.

Puisque f est h-convexe, alors on a pour tout x € [a,b] et a € [0, 1]
flaa+ (1 —a)b)w(aa+ (1 — a)b) < [h(a)f(a) + h(1 — a) f(b)] w(aa + (1 —a)b). (3.0.7)

f((1=a)a+ ab)w((1 — a)a+ ab) < [h(l —a)f(a) + h(a) f(D)] w((1 — a)a+ ab). (3.0.8)

De (3.0.7)) et (3.0.8), on a

flaa+ (1 —a)b)w(aa+ (1 — a)b) + f((1 — a)a + ab)w((1 — a)a + ab)
< [A(a)f(a) + h(1 = a)f(O)]w(aa + (1 = a)b) + [A(1 = a) f(a) + h(a) f(O)] w((l — a)a + ab),

et puis on intégre par rapport & « sur [0, 1] nous obtenons

/01 flaa+ (1 — a)b)w(aa + (1 — a)b)da + /0 f((1—a)a+ ab)w((l — a)a+ ab)da

IN

[ @@ + 101 = @ wla + (1 -
/ (41— ) @) + B B)] ({1~ )a-+ abjda
_ / F(a) [h(@)w(aa + (1 — a)b) + (1 — a)w((l - a)a + ab)| da +
/ £ [h(1 = @)w(aa + (1 — a)b) + h(@)w((1 — a)a + ab)] da
~ 2f(a )/0 h(t)yw(ta + (1 — £)b)dt + 2£(b) /01 Bt ((1 — ) + th)dt.

Ce qui implique que

b—a / fw(t)dt < | f(b)]/O h(t)yw(ta + (1 —t))dt.



CONCLUSION

Le but de ce mémoire est de décrire le panorama des mathématiques de la célebre inéga-
lité d’Hermite et Hadamard. nous avons présenté des nouvelles inégalités intégrales pour les
fonctions non négatives et intégrables liées au résultat d’Hermite-Hadamard. Ces inégali-
tés nous donnent une éstimation de la valeur moyenne (intégrale) d’une fonction convexe

continue. les résultats obtenus dans ce travail sont les raffinements des résultats actuels.
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