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Résumé

Cette these est consacrée a ’étude de I'existence et 'unicité des solutions pour des problemes
aux limites concernant les équations différentielles qui sont engendrées par les dérivées de Ca-
puto, Hadamard et Caputo-Hadamard avec des conditions non locales, conditions intégrales
et anti-périodiques et conditions non locales des points multiples. Pour cela, on va utiliser
les théoremes de points fixes telles que : le théoreme de Banach, le théoreme de Scheafer,
I’alternative non linéaire de Leray-Schauder et le théoreme de Monch combiné avec la mesure
de non compacité de Kuratowski.

Mots clés : Calcul fractionnaire, point fixe, probleme aux limites, la mesure de Kuratowski,
non locale, inégrale, anti-périodique, multi points.
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abstract

This thesis deals with the study of the existence and uniqueness of solutions of boundary value
problems concerning fractional differential equations that are generated by the derivative
of Caputo type, Hadamard and Caputo-Hadamard, with nonlocal conditions, integral and
anti-periodic conditions and a nonlocal multi-point conditions. We will use the fixed point
theorems as Banach’s theorem, Scheafer’s theorem, Leray-Schauder’s nonlinear alternative
and the theorem of Monch combined with Kuratowski’s measure of noncompactness.

Key words : Fractional calculus, fixed point, boundary value problem, the measure of
Kuratowski, nonlocal , integral and anti-periodic, nonlocal multi-point .
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Introduction

Le calcul fractionnaire est une branche mathématique qui étudie la généralisation des notions
de dérivation et d’intégration a des ordres arbitraires (réels ou complexes). Son apparition
remonte a la fin du 17ieme sciecle, I’époque ou Newton et Liebniz ont développé les fondements
du calcul différentiel et intégral. En 1695, Gottfried Leibniz a annoncé la question clé” Can
the meaning of derivatives with integer order be generalized to derivative with
non-integer order ?” dans une lettre a L’Hopital, le 30 septembre 1695 I’'Hopital demanda
d" f(z)
dx™

De nombreuses définitions des opérateurs non entiers ont été introduites. Elles ont, pen-
dant longtemps, semblé ne pas donner toujours les mémes résultats.On cite les approches de
dérivations fractionnaires suivantes : I’approche de Riemann-Liouville, de Caputo et celle de
Hadamard ; et comme nouvelle approche , on cite la dérivation de Caputo-Hadamard.

a Leibniz quel sens pourrait-on attribuer a si n était la fraction %? .

La dérivation fractionnaire de Hadamard est une approche de dérivation qui est construite
par Hadamard en 1892 [37], cette dérivation est différente & celle de Riemann-Liouville, mais
ces deux approches de dérivation ont des inconvénients, parmi celuis est que la dérivée d'une
constante n’est pas égale a zéro. Le lecteur peut trouver une description détaillée sur les
opérateurs fractionnaires de Hadamard dans [15], [16], [17], [62].

La dérivation de Caputo-Hadamard est die a Jarad en 2012 [41], sa formule est obtenue a
partir de la définition de la dérivation de Hadamard, en permutant 'opérateur d’intégration
et celui de la dérivation. La différence entre I'approche de Caputo-Hadamard et celle de
Hadamard est que la dérivée d’une constante par la premiere définition est zéro. L’avantage
le plus important de dérivation de Caputo-Hadamard est qu’elle peut étre appliquée a des
systemes avec n’importes quelles conditions initiales, contrairement a celle de Hadamard qui
impose la présence de la condition initiale nulle au point 1.

Au départ, le calcul fractionnaire a été longuement considéré comme une simple théorie
mathématique sans aucune explication réelle ou pratique. En effet, 'intérét de ce concept
dans les sciences fondamentales et en ingénierie ne s’est manifesté qu’a la seconde moitié
du 20 ieme siecle. Des lors , beaucoup de contributions autant théorique que pratiques ont
montré I'importance des systemes d’ordres fractionnaires et leurs intéréts dans différentes
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disciplines telles que la physique, 1'électricité, la biologie, la chimie, ’automatique,voir, par
exemple [39], [56], [61], [54]. Au cours des dernieres années un intérét considérable est donné
aux applications des dérivées fractionnaires de Hadamard dans plusieurs domaines. On cite
maintenant quelques exemples sur ce sujet :

En physique : La dérivée fractionnaire de Hadamard considérée comme un cas particulier de
l'opérateur fractionnaire dans 1’équation de relaxation fractionnaire (voir[31]).

En probabilité : L’intérét des opérateurs fractionnaires de Hadamard se manifeste dans la
généralisation de distribution de COM-Poisson implquant la fonction de Mittag-leffler et les
équations fractionnaires de Hadamard (voir : [32])

En rhéologie : Le calcul fractionnaire de Hadamard a été utilisé dans la loi de fluage logarith-
mique "qui est déja obtenue pour le parametre v = 17 pour le généraliser par un parametre
0 <7y <1 (voir[33]).

On peut noter que la plupart des travaux sur le calcul fractionnaire sont consacrés a la
solvabilité des probléemes aux limites engendrés par des équations différentielles fractionnaires.
La résolution de ces problemes traite l’existence, 1'unicité des solutions, et la multiplicité
...etc; plusieurs méthodes sont appliquées pour la résolution de ces problemes , surtout les
méthodes basées sur le principe du point fixe, on invite le lecteur aux monographies de Kilbas
et al.[43] , Momani et al. [50], Podlubny [53], Miller et Ross[49] Samko et al.[57] et les travaux
de Agarwal et al. [2], et Benchohra et al. [7], [8], [9] , Delbosco et Rodino[25], Diethelem et
al.[20], [27], [28], El-Sayed [24], Kilbas et Marzan [42], Mainardi [45] et Podlubny et al .[55] .

La théorie de point fixe fournit les outils nécessaires pour avoir des théoréemes d’existence de
solutions de nombreux problemes non-linéaires différents. Les théoremes du point fixe sont
souvent basés sur certaines propriétés (telles que la continuité compleéte, la monotonie, la
contraction....) que l'application considérée doit satisfaire. Les célebres théoremes de point

fixe sont le theoreme de Banach, théoreme de Scheafer et I'alternative non linéaire de Leary-
Schauder.

Comme une autre théorie de point fixe, le théoreme de point fixe de Ménch combiné avec la
mesure de noncompacité de Kuratowski, c¢’est une méthode qui a été principalement initiée
dans la monographie de Banas et Goebel [5], puis développée et utilisée dans de nombreux
articles, voir , par exemple Banas et Sadarangani [6], Guo et al. [36], Lakshmikantham et
Leela [44], Monch [51], et Szufla [60].

Cette these se compose d'une introduction et quatre chapitres :

Le premier chapitre est consacré aux définitions et notions générales concernant les espaces
de Banach , le calcul fractionnaire, la mesure de non compacité de Kuratowski et les théoreme
de points fixes.

Au deuxieme chapitre, on établit des conditions suffisantes assurant 1’existence et I'unicité
de solutions du probléme aux limites pour une équation différentielle fractionnaire avec la
dérivée de Caputo et une condition intégrale et anti-périodique. Les premiers résultats sont
basés sur le théoreme du point fixe de Banach, de Scheafer et ’alternative non linéaire de
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Leary-Schauder, le deuxeme résultat est obtenu en moyennant le théoreme de Monch combiné
avec la mesure de non compacité de Kuratowski, on termine par un exemple illustratif.

Dans le chapitre trois, on donne des résultats d’existence et d'unicité de solutions de deux
problemes aux limites concernant les équations différentielles fractionnaires avec la dérivée
de Hadamard, I'un soumis a une condition non locale et 'autre soumis a une condition non
locale des points multiples, en se basant sur les théoremes de point fixe. Quelques exemples
sont aussi construits pour illustrer nos résultats .

Le quatrieme chapitre est résevé a exposer des résultats d’existence et d’unicité de solu-
tions concernant un probleme aux limites pour une équation différentielle fractionnaire de
type Caputo-Hadamard. Les premiers résultats sont assurés par les théoremes de point fixe
de ( Banach, Schaefer et Leary-Schauder). Le deuxiéme résultat est prouvée par le théoreme
de point fixe de monch et la mesure de non compacité de Kuratowski. Quelques exemples
sont fournis pour appliquer les résultats.



Chapitre 1

Préliminaires

On introduit dans ce chapitre les éléments de bases théoriques sur les opérateurs d’ordre
fractionnaire nécessaires pour le développement des chapitres qui vont suivre.

1.1 Notations et Définitions

Dans cette section, on présente les notations et définitions et quelques propriétés préliminaires
qui sont utilisées dans ce travail.

Soient J = [a, bjun intervalle fini et E un espace de Banach menu de la norme ||.|.

C(J, E) l'espace de Banach des fonctions continues définies de [a, b] dans F, muni de la norme

19lloe = sup{lly@)I /¢ € [a, b]}.

L'(J,E) I'espace de Banach des fonctions y : J — E qui sont Bochner intégrables, muni de
la norme

b
Il = / ly(®)ldt.

L>(J, E) est 'espace de Banach des fonctions mésurables y : J — E qui sont bornées, muni
de la norme :
[yl = nf{c >0, |ly(#)]| <cppte S}

AC(J,E) L’espace des fonctions absolument continues
Soient les espaces suivants :

AC(JLE) ={f:J—>Ef®eCE),k=0,1,..,n-1f"YeAC(JE)},

et
ACgL(J, IE) = {y J = E;é”’ly € AC(J,E)},

d
ouod = t% est 'opérateur de dérivation de Hadamard .
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Pour un ensemble donné V' des fonctions v : J — [, on note :
V(t)=Av(t),ve V}teJ

et
V(J)=A{v(t),veV,te J}.

Définition 1.1 [63] On dit que l'application f : J x E — E a la propriété de Carathéodory
St !

(1) t — f(t,u) est mesurable pour tout u € E,
(2) w— f(t,u) est continue presque pour tout t € J.

Théoréme 1.1 (Arzela-Ascoli) [38]
Soit A un sous ensemble de C(J,E); A est relativement compact dans C(J,E) si et seulemnt
si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. L’ensemble A est borné c’est a dire :
Fk>0:||f(o)|| <k, Vred et feA.
2. L’ensemble A est équicontinu c’est a dire :

Ve > 0,30 > 0: [ty —to| <0 = | f(t1) — f(t2)| < € pour tout ty,ty € J et tout f € A.

1.2 Fonctions Spéciales

Dans cette section, on expose deux fonctions principales pour le calcul non entier. On définit
la fonction Gamma et Béta d’Euler, puis on introduit quelques propriétés liées a ces fonctions.
Pour plus de détails voir [49], [57], [59].

1.2.1 Fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma, qui permet de
prolonger la factorielle aux valeurs non entieres, la fonction Gamma est appelée aussi fonction
factorielle généralisée.

Définition 1.2 [3]] Pour tout nombre réel a tel que o > 0, on définit la fonction Gamma
d’Fuler I' par [intégrale suivante :

+oo
o) = / e “u® tdu, a>0.
0

Proposition 1.1 Pour tout o > 0, la fonction Gamma satisfait les propriétés suivantes :
1. MNa+1) = al'(a).
2. T(a+n)=ala+1)(a+2).(a+n— 1) a).
3. Tn)=m-1,n>1.
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Quelques valeurs particuliéres de I'(«)

* D) =T(2) = [, e ! tdu=1.

* P(%) — 2f0+°° eV du = /7 (L'intégrale de Gauss).
*T(n+ 1) = )t

22np)

1.2.2 Fonction Béta

L’autre fonction importante dans le calcul fractionnaire est la fonction Béta d’Euler.

Définition 1.3 [3]] La fonction Béta est un type d’intégrale dEuler définie pour tous couple
(o, B) € R par :

1
B(a, B) = / (1 —w)* " du.
0
Remarque 1.1 La relation entre les fonctions Gamma et Béta est donnée par ’expression :

_ (o))

= Tatp) = B(B,«a); pour tout(a,f) € R.

1.3 Intégration Fractionnaire :

L’intégration d’ordre fractionnaire est une généralisation de la notion de I'intégration d’ordre
entier.

1.3.1 Intégrale de Riemann-Liouville

La définition de I'intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est une généralisation
"a 1’ ordre « réel”de la formule de Cauchy (1789 - 1857), qui est obtenue comme suit :
Soit f : [a,b] — R une fonction continue, on note

i = [ rsas

Une double intégration

i - | t / () duds = / (1~ 5)7(s)ds.

En répétant le processus (n-1) fois, on obtient la relation suivante :

I = oy [ = s
PP) = s [ =9 s

Et pour un ordrea plus général, on a la définition suivante :
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Définition 1.4 [{3/-[53] L opérateur intégral fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o >
0; pour une fonction f € C(|a;b)) est défini par :

1 t ot
Iof(t) = m/ (t—s)*"f(s)ds, a>0

f(t), a=0

Remarque 1.2 Dans la formule , en prennant a = 0; I sera notée I°.

(1.1)

Exemple 1.1 ([{3]) On considére la fonction f définie par : f : t — (t — a)P.
On a :

o —a'B:L t —8)* s —a)’ds
-0 = g [ = s

s—a
par le changement de variable p = T on obtient
a

o _ (t—a)t a1
I3t —a) = W/o pP(1 = ) tdp,
« _ F(ﬁ + 1) —a a+
Ia(t—a)ﬁ——r(a+ﬁ+1)(t )o+h. (1.2)

Pour o =1

_ 3 ; ; .
5 et B =15, la relation devient

(NI

TG e 3T e

I (t —a) X6 <

Proposition 1.2 [/3/Soit f € C([a,b)). Poura>0,5>0e¢e A/ BER, ona:
1 ISR = I2UEF)(E) = 15 £().
2. IFIAf(t) + Bg(t)] = ALZ f(t) + BIgg(t).

1.3.2 Intégrale de Hadamard

L’intégrale fractionnaire de Hadamard était basée sur la généralisation de la nieme intégrale

suivant :
/ dty /tl dts /tQ dt3 /

Définition 1.5 [/3] L opérateur intégral fractionnaire de Hadamard d’ordre o > 0;
pour une fonction f € C([a;b)) est défini par :

1 t £\t ds
s - e | (log E) feog,  a>0 (1.3)
f(t), a=0

Remarque 1.3 Dans la formule (1.3), en prennant a =1 , yI2 sera notée yI°.
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) " B
Exemple 1.2 ([43]) On considére la fonction f définie par f :t — (log —) .
a
L’intégrale fractionnaire de Hadamard s’écrit :
B t a—1
t 1 t s\? ds
I | log — .= = log - (1 _> )
ot (weg) = | (o) ()
log 2
pour évaluer cette intégrale, on effectue le changement de variable p = —%L,
log —
A\ P <10g ) 1
uly (log —) = / P (1= p)*dp
a 0
B ﬁ + 1 o
Tla+B+1) g
1 3 , .
Pour a = 3 et = 3 la relation devient :
3
1 t\? 3
uli (log —) \/— (1 og ) .
a
Proposition 1.3 [}3] Soient f,g € C([a,b)), pour a« > 0,5 >0 et A,B € R, on a
LogId (a0 )(t) =u (a3 ) () = (a g f)(1).
2. wIZ[Af(t) + By(t)] = Au I3 f(t) + Bulgg(t).
Preuve : Soient a > 0,8 > 0 et f € C([a,b))
Pour (1) ; la démonstration est obtenue par le calcul direct en utilisant la fonction Béta. En
effet :
BGEN® = o [ (esd) ne®
= _— (0] _
Hig\Hl, (@) g S
dud
:—//(log) (log) )MS
[T
-1
ds du
i ] () )
o 1w W) e
1 /t t ! s\ dsdu
=—— [ f(u / (log —) log — —_—— 1.4
()I'(8) Ja (k) p s Iz s p (14)
En posant
_ log u
T
IOg ;
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on obtient

t " a—1 B—1 d + a+p—-1 1
/ (log —) (log i) - (log —) / (1 —2)* 2P da
p s [ s j 0

¢ a+pB-1
- (bg—) B(a, )

1
(T @rs)
- O%u) Tt )

En remplagant la derniere formule dans (1.4]), on aura :
1 t £\ du
1o(,1° t:—/ log — G petB (g,
W2l = e [ (et ) ™ = s

d’ou le résultat.
En utilisant la propriété précédente, on a

IS (gD f)X) =g ISP F () =5 177 f () = 12 (I3 F)(2).

1.4 Dérivation Fractionnaire

La notion de dérivée d’ordre non entier est une généralisation du concept de la diférentiation
d’ordre entier. Il existe plusieurs définitions mathématiques concernant la dérivation d’ordre
fractionnaire. On va présenter les quatre célebres approches de la dérivée fractionnaire :
dérivée de Riemann-Liouville (1847), de Caputo (1967), et de Hadamard (1891) et, enfin,
celle de Caputo-Hadamard (2012).

1.4.1 Approche de Riemann-Liouville

L’approche de B.Riemann et J.Liouville de dérivation fractionnaire est donnée par 'intégrale
suivante :

Définition 1.6 [{3][55] Soit une fonction f € C([a,b)), la dérivée fractionnaire d’ordre
a > 0 au sens de Riemann-Liouville de f est
Do f (1) L& /t(t Jr-al f(s)d l<a<nneN
= —/——— —s s)ds n— a<n,n
¢ I'(n—a)dt J, ’
= DI f(1).

Exemple 1.3 [/3] On considére la fonction
fit—(t—a)P, t>a.
Alors
D%t —a)® = D™I™*(t—a)’

TGrtem_a "
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En utilisant l'expression de la dérivation entiére suivante :

D™t —a) = 6(5 —1).(6 — m +1)(t — @)™ = %(t —apm (15)
r'p+1) F'(g+m—a+1)

Dg(t — a)ﬁ = (t . a),@—l—m—a—m

I

Fr+1+m—-—a)T’'(B+m—a+1—m)
ce qui permet d’avoir
I'B+1)

P = 1 e

(t — a)ﬂ_o‘.

1 3
St on pose o = 3 et = 2 alors :

Da%(t—a) F(SH) 273 :M(t—a).

:P(g_%+1>(t—a) 4

Et pour a > 0,et § =0, on aura le résultat suivant :

Njw

r@
[(1-a)

C’est-a-dire que la dérivée de Riemann-Liouville d’une constante n’est pas nulle.

D%t —a)’ = (t—a) .

La proposition suivante permet d’effectuer une composition entre 'intégrale et la derivée de
Riemann-Liouville.

Proposition 1.4 [/3] Soit o > >0, si f € C([a,b]), alors

DIIZf)(t) = 1377 f(t). (1.6)

En particulier, si o = 3, alors

D2 (12£)(t) = (1), (L.7)

Proposition 1.5 [/3] Soient m € N* et m — 1 < o < m, f € C([a,b]). Alors, l'opérateur
de dérivation de Riemann-Liouville DS possede les propriétés suivantes :

(1) D¢ est un opérateur linéaire.

(2) St Df(t) =0, alors f(t) = mz_: c;(t —a)*tm,
=0
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1.4.2 Approche de Caputo

La dérivée de Riemann-Liouville a certains inconvénients qui se reflete dans la modélisation
des phénomenes réels. Les problemes étudiés exigent une définition de dérivées fractionnaires
permettant I'utilisation des conditions initiales physiquement interprétables. Ces défaillances
ont conduit vers la fin des années soixante, a une définition alternative des dérivées fraction-
naires qui satisfait ces demandes; elle a été introduite par Caputo[52]. Dans cette partie on
donne la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo ainsi que quelques propriétés
essentielles.

Définition 1.7 [}2], [43] Soit f € AC™(|a,b)),n € N*. La dérivée fractionnaire d’ordre
a > 0 au sens de Caputo de la fonction f est définie comme suit :

1 t
CDa _ / _ \n—a—1 ¢g(n) 1 %
> f(t) =) /. (t—s) " (s)ds n <a<nmnéeN

S 0}

Exemple 1.4 On reprend la fonction f:t — (t — a)%
et on calcule CDa f(t)

En tenant compte de la relation[1.5, on aura :

CDC% (t —a)

N
Il
/N
~
[ SIS
~
Y
—
S
1eo| H
Yy
+ [roree
—|+
| —
S~—
—
N—
—~
~
|
Q
S~—
N
R
~_

3

Proposition 1.6 [43] Soitn —1 < a <nmn € N*, a € R et f € AC"([a,])), @« > 0. La
relation entre la dérivée de Caputo et celle de Riemann-Liouville est donnée par :

il
oty =0z | £~ 3 LD oyt (15)
k=0 ’
ot o
C‘Daf( = 1—\ _a+1 (t_a’)k_a'
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Proposition 1.7 [[3/Soit « > > 0. Si f € C([a,b)), alors
DI f(t) =170 F(1).

En particulier, st o = 3, alors
“DIIf(t) = f(t):

Démonstration :
La relation de (|1.8)) permet d’obtenir le résultat suivant :

T ([P (a :
RGO THURS pras- LT
=0 '
I f(t) -y Wjj[;, ) pm ot — ay.
=

Et comme  <m — 1< a, pour j =0,1,...,m — 1, alors

&
%Ia (CL)ZO

ce qui donne

“Dy (L) (6) = 1,7 f (),

en particulier

“Dg (15 f) (1) = [ (1)

1.4.3 Approche de Hadamard

L’approche de Hadamard de la dérivée fractionnaire est donnée par l'intégrale suivante :

Définition 1.8 [/3] Soit une fonction f € C([a,b)), la dérivée fractionnaire d’ordre a > 0
au sens d Hadamard de f est

1 d\" [t t\", ds
D° S S log — il 1 *
DS f(t) T —a) (tdt> /a (ogs> f(s)S n <a<n,neN

= 0" H]:_af(t)7

d
tel 0=t—.
el que 7

Exemple 1.5 ([43/)On considere la fonction f définie par :

B
f:t— (10g2) :
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On a alors
B t n—a—1
t 1 d t s\B ds
D%llog— | =—=——"—(t=)" log — (1 - —.
H “(Oga) F(n—a)(dt) /a (Ogs) Oga) s

Par le changement de variable p = —, on obtient

< d n ¢ n—a+p

B t_> (log _> 1

t dt a o

uDg (log 5) = / PP (1= p)" " tdp,
0

I'(n— )

B (B+1) (td>"(1 t)"—%ﬁ
T Tn—a+B+1) \ dt 6% '

5 1
St on prend 8 = 5 o= 3 alors

5 1 3 2
1 2 1
uDé (log E) = 2 (ti) (1og E) = VT (log E) .
a a a

1
St on prend o = 5 et =0 alors

o) i () ()~

n’est pas nulle.

Proposition 1.8 ([{/3]) Soit a > 5> 0. Si f € C([a,b)), alors :

uDJ (I3 [)(t) = ulPf(1).

En particulier, st o = 3, alors

uDg(alg F)(t) = f(t).

Démonstration : Soit m —1 < <m(me& N),si =m

0= (1) 10,

En appliquant 'opérateur 6™ a la fonction 1% f(t), on obtient
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~

5 (IS ) (1) = )mﬁ / <1gt) o™
)" s [ (est) s

= TACHINCE

a—1
It

~

I
TN TN
Sl 2

—_

m—

|
>,

On répéte cette procédure (1 < k < m) fois , on obtient

0" (ulg f) (&) = 0" (g7 f) (1)

Donc, pour k =m, on a
0" Iy f(t) = uwlZ™" (1)
De plus,
0" gl f(t) = f(1).

Par conséquent,

uDg I f() = 0" (a7 wlgf) (8) = 0™ 1™ (1370 F) (8) = 1377 f (2).

1.4.4 Approche de Caputo-Hadamard

Comme la dérivée de Riemann-Liouville, la dérivée de Hadamard présente également des in-
convénients. Les auteurs F. Jarad, D. Baleanu, A. Abdeljawad [41] ont résolu ces problemes
en modifiant la dérivée en une version plus appropriée a avoir des conditions initiales physi-
quement interprétables semblables a celles de Caputo.

Définition 1.9 [/1] [43]/Soit f € AC}([a,b)),n € N*. La dérivée fractionnaire d’ordre o > 0
au sens de Caputo-Hadamard de la fonction f est définie comme suite :

1 t

t n—a—1
Cl)a — _______L/n 1 v n -1 *
DY f(t) Tn—a) /. 08 " f(s)ds n <a<n,neN

= gl " f(t),
d
tel 0=t—.
el que 7

Exemple 1.6 [/3/On considére la fonction f définie par :

¢ B
f:t—>(10g—) :
a
B t n—a—1
t 1 t s5\7? ds
¢D ( log — :—/1— 0" (log—) —.
HZa \ 08 ['(n—a)/, & (Oga> s

On a alors
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3 1
Si on prend = 3 4=75 etn =1, alors

et
3 1-1-1
AE 5 ¢ t\ 2 xd
ng (log —) = 21 / <log 3) <log 2) i
1" - a
(3)
log —
Par le changement de variable p = ?, on obtient
log —

() 1m) ave 1y

Dans la suite, on donne une relation reliant la dérivée de Hadamard a celle de Caputo-
Hadamard.

Proposition 1.9 ([43]) Soitn —1 < a <n,n € N et f € AC}([a,b)). La relation entre la
dérivée de Caputo-Hadamard et celle de Hadamard est donnée par :

s o\ E
G0 (2) = D [f(w) > (10 7) ] ,

ot

[y

n—

W7 (g o\
C D2 () =y DO () %(logg)k |

I'k—a+1

e
Il
<)

d n
Démonstration : Par définition, g D% f(t) = (t£> I f(t) et on integre par partie, en

n—oa—1
1
posant u(t) = f(t) et V/'(t) = (log é) 3 On a :
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T(n f(Z)+ 1) (t%)n <log é)n_a]
) e ) [
T(n i(Z)Jr 1) F(z(ﬁ . ﬁ:jlu)l) <1°g 2) “]

- () e [ () 0] T

() rma [ (o) 1005 = i ()
* < )Fn at1) ( )"‘“{%ﬂs)}§

_ F(l—a) <log§)_ LSO (S £)(0).

rronn = gl (14) (est)
< () mmerm [ () e
O
[=a+2) |
i) e |

(@

/

a+
t
log )

d
5f ) ¢ —a+1
Ca+?) (10%)

d t

(0%
log t) L lsf(s)ds
I'~«
+ (ta)n (n —1a 12 J, (k’g E)MH f (5)%'
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Ce qui permet d’obtenir a
d\" fla) AN 5f(a) AN
t— ) I"f(t) = —/————|log-— ———— | log —
<dt> o ) F(l—a)(Oga) a2 \ %
d n
t— Infa+252 t
v (rg) mne
...répite l'intégration (n) fois
n—1 k—a
5§k (a) t
= [ S 1 _ 5n12n7a5n ¢
;F(k—a+1)<oga) O ()
n—1 k—a
B (a)
= 1 OMIMI O f(t
2 T(k—a+1) <Oga) MG (t)
D’ou . .
— B (a) t\"
OMINTYf(t) = ————— | log — 1" : 1.
0 =X gy (ey) RO (19)
De plus, on a
k k—«
t I'k+1) t
D%|log—) = -
(Og ) (k—a+1) ( ga)
Donc ) .
« ”_ 6kf(a) t C Nna
D8 [f(t) > (12) | =Gpzs0) (1.10)
Cette relation peut aussi s’écrire :
n—1 k—o
5 f(a t
WDEI0) <5 D20+ Y s (e l) (1.11)

D’ou le résultat.

Proposition 1.10 ([{3])Soit « > 3 > 0. Si f € C([a,b]), alors
H DL (I3 f)(t) = I3 £ ().

En particulier, si o = 3, alors

WD (I )(t) = f(2).

Démonstration :

En appliquant la relation (1.10]) pour la fonction 12 f(t), on trouve le résultat suivant :
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GDI I ) (1) = wDi ﬂﬁf(t)—i%(logf)]

J=0

m—1 ¢j 7o j
= e r0 - Y B by (1og L)

‘= I om

m—1 <4 j
= wlZf) =) HT()fSH[a g (10g a) :

Jj=0 .

Et comme j —1 < a, pour j =0,1,...m — 1, alors, les dérivées 5ﬂ]af(a) =0, ce qui donne

WDl f(t) = 177 f(2).

1.5 Mesure de Non Compacité au Sens de Kuratowski

On présente dans cette section quelques propriétés fondamentales de la mesure de non com-
pacité au sens de Kuratowski.

Définition 1.10 [§]/-[5] La mesure de non compacité au sens de Kuratowski est l’application
v: B(E) — Ry définie par

v(B) =inf{e > 0,B C U, Bidiam(B;) < e}, B € B,(E).
tel que : Py(E) est la famille des sous ensemble borné de E.

Proposition 1.11 [//-[5] Soient E un espace de Banach, B et A sont des ensembles bornés
de E. Alors, la mesure de non compacité au sens de Kuratowski satisfait les propriétés sui-
vantes

v(B) =0 < B est compacte (B est relativement compacte dans E) .

7(B) =(B).

AC B —~v(A) <~(B).
1A+ B) <~(A4) +~(B).
v(cA) < le|y(A);c € R.
6. Y(convA) = y(A).

ANl ol

Lemme 1.1 [60] Soient D un sous espace fermé borné et convexe d’un espace de Banach
C(J,E), et G une fonction continue sur J x J et f : J xE — E une fonction qui satisfait les
conditions de carathéodory, et il existe p € L'(J, Ry) telle que pour tout t € J et tout sous
ensemble borné B C E on a :

T A(F(Jo % B)) < p(t)y(B), o = [t = hit] N

Si 'V est un sous ensemble équicontinu de D, alors :

2(4 / G(s, ) f(s.y(s))ds : yeV}) < / 1G5, 8) I/ (V(5))ds.
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1.6 Théoremes du Point Fixe

Les théoremes de point fixe permettent d’assurer ’existence de solutions d’un probléme donné
en le transformant en un probleme du point fixe, et en fournissant des conditions suffisantes
pour lesquelles, une application donnée admet des points fixes.

1.6.1 Principe de Contraction de Banach

Théoréme 1.2 [/5/[58] Soient (E;d) un espace métrique complet et f : E — E une contrac-
tion. Alors f admet un point fixe unique.

1.6.2 Théoréeme du Point Fixe de Schaefer

Notre deuxieme résultat du point fixe est le théoreme du point fixe de Schaefer.

Théoreme 1.3 [/5][58] Soient B un espace de Banach et T : B — B un opérateur complétement
continu. St l’ensemble :
Q={ueB:u=pTu,u€l0,1[}

est borné, alors T posséde au moins un point fixe.

1.6.3 Alternative Non Linéaire de Leray Schauder

Théoréme 1.4 [2] Soit X un espace de Banach et K un sous ensemble convexe non vide, soit
U un sous ensemble ouvert non vide de K, 0 € U et T : U — K un opérateur complétement
continu, alors soit

1. Lopérateur T admet un point fize dans U, soit,

2. 3N € (0,1) et x € QU tels que x = XT'(x).

1.6.4 Théoréeme du Point Fixe de Monch

Théoréme 1.5 [51|] Soit Dun sous espace fermé, borné et convere d’un espace de Banach
tel que 0 € D, et soit N une application continue de D dans D.
St implication

v =—conuoN(v) ou v=N(v)U{0} - a(v)=0
est vérifie pour tout sous ensemble v de D ? tel que « est la mesure de non compacité de
Kuratowski, alors N a admet un point fire dans D.

1.7 Lemmes Auxiliaires

Les lemmes suivants sont utilisés dans la démonstration de nos résultats.
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Lemme 1.2 [[3/-[53] Soit o > 0. L’équation différentielle fractionnaire

possede des solutions

tels que c; ER,i=0,...,n—1, n=[a] + 1.

Lemme 1.3 [/3/-[53] Soient o > 0 et h € AC™([a,b]). Alors

n—1
IPODIh(t) = it —a) + h(t)
=0

tel que c; € R, i=0,...,n—1,n=[a] + 1.
Lemme 1.4 [/3] Pourm —1<a <m, m & N* et h € C([a,b)), l’équation différentielle
uDEh(t) = 0,

admet comme solution générale la fonction

m ¢ a—1
h(t) = Zci <10g 5) ,(Ci)i=o1,.m—1 € R,
i=1

Démonstration : Soient m — 1 < a <m,m € N*, et h € C([a,b)). On a par définition :
uDgh(t) = 0™ (I*h) (t) =0,
c’est a dire que la dérivée d’ordre m de (1™ “h) est nulle . Donc, on peut écrire :

m—1 j
I %h) (t) = ;i logf , c;, €ER, 7=0,1,...m—1.
a J a J

=0

L’application de yI& aux deux membres de l'identité précédente, on obtient

(I=oFRh) (t) = yIlh(t)

m—1 " j
= yl? <ZO Cj <log a) )
‘7:

= TG+ (1 t)j+°‘
]OJFJ+1+04) a

M
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Puis, on applique 0" sur les deux membres de ’égalité

m—1 . j+o
(7+1) t\’
O™ (mI"h)( o™ ( log —
v ;CJTHHOO (Oga) ’
on a
m—1 . I+oa—m

FG+1+a) t\’

h(t) = log —

(t) ZC]F —|—1+a)F(j+1—|—a—m)<O a)

Hc>

— LG+ 1 AN
= Cj G+1) ) <log —) .

pr F'G+14+a—m a

Finalement, pour ¢ = m — j, on obtient

m t a—1
h(t) = G (log 5) ,(€i)i=01,.m—1 €R
1

Lemme 1.5 [/3/-[53] Soient o > 0, n = [a] + 1 et h € C([a,b)).Alors on a

HIa(HDah + Z C; (lOg )

Lemme 1.6 [/3] Pourm—1<a <m, m e N* et h € AC}*([a,b)), l’équation différentielle
fractionnaire

a—1

GDSh(t) =0,

admet des solutions

Démonstration : Soient m — 1 < a <m,m € N*, et h € AC§*([a,b)).
Si
wDah(t) = 0,

alors , on a :

Il (57h) (1) = 0.

En appliquant § D™~ aux deux membres de 1’égalité, on aura :
SGDI I (8™h) (t) = 6™h(t) = 0.
Alors , h peut s’écrire sous la forme :

m—1 j
t J
t) = g Cj (loga> , ¢c;€ER, j=0,1,...,m—1

J=0
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Lemme 1.7 [/3] Soienta >0, n=[a]+1 et h e AC}. Alors, on a
ls N
aI®(GDh)(t) = (log —) (1.12)
! a
i=0

tel que &' est la dérivée fractionnaire de Hadamard d’ordre i ot i=0,1, ...

Preuve D’apres la proposition on a
51 f(t) = £(0).

En utilisant I'identité({1.9)), on trouve
o le f(x) = ulgd"f( Z f ( a)
- L9 Z 1 (s )
o JO s k)f(a) 1 z k
= ulinl] f($)+z X (Oga)

7 (es)"

o ac a

Par conséquence, on obtient

n=l s(k) a x
P IOESIOEDY) : ;f]( ) (log_)k'

a
k=0



Chapitre 2

Probleme aux Limites Concenant les
Equations Différentielles
Fractionnaires avec la Dérivée de
Caputo et une Condition Intégrale et
Anti-périodique

2.1 Introduction

Au cours des dernieres années, la théorie des équations différentielles fractionnaires linéaires
et non linéaires a attiré ’attention de nombreux auteurs, et un nombre considérable de
résultats ont été obtenus. Cependant, la majorité des travaux parus concernant I’étude de ces
équations dans des espaces de Banach ont considéré 'existence et 'unicité de solutions dans
I'intervalle fini . Les conditions aux limites anti-périodiques apparaissent dans la modélisation
mathématique de nombreuse phynomenes physique, voir par exemple : les monographies de
Ahmed et al[3], Chen et al [2I] et Mattar [46], [47], [48].

Ce chapite est consacré a 1’étude de l'existence et 1'uninité de solutions du probleme aux

limites suivant :
‘D'y(t) = f(t,y(t)), Vte J=[0,T], 0<r <1, (2.1)

y(T) +y(0) = b/o y(s)ds, bT # 2, (2.2)

ol “D" est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, f : J xR — R est une fonction donnée,
satisfaisant quelques hypotheses qui seront spécifiée plus tard.

1. W. Benhamida, J. R. Graef, and S. Hamani, Boundary value problems for fractional differential equa-
tions with integral and anti-periodic conditions in a Banach space,Progr.Frac.Differ. Appl.4,No02,65-70(2018).



2.2 Existence de Solutions 27

2.2 Existence de Solutions

Définition 2.1 Une fonction y € ACY([0,T),R) est dite une solution du probléme (2.1))-
sty satisfait 'équation

‘Dry(t) = f(t,y(t)) 0<r<1
avec la condition

y(T) + y(0) = b / y(s)ds.

On démontre le lemme suivant qui est important pour donner la solution intégrale du

probleme [21)-22) -

Lemme 2.1 Soient 0 < r < 1 ,bT # 2 et h : J — R est une fonction continue. Une
fonction y est une solution de l’equation fractionaire intégrale

B b T (T B S)T 1 T (T i S)r—l t (t . S)T—l
y(t) = 5 bT/O IOt 1)h(8)d8 5 bT/O e h(s)ds +/0 Wh(s)ds.

(2.3)
st et seulement sty est une solution du probleme
“D'y(t) =h(t), Vte J=10,T], 0<r<1, (2.4)
T
y(T) 4+ y(0) = b/ y(s)ds, bT # 2. (2.5)
0

Preuve : On suppose que y satisfait (2.4),en appliquant le Lemme , on réduit le probleme
(2.4)-(2.5)) a I’équation intégrale suivante :

y(t) = co+ /0 %h(s)d& (2.6)

Par ([2.5)),

b (T —s) 1 -
“=5- bT/O N - bT/O ooy ).

Donc on obtient I’'équation (2.3).
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Inversement, on a

¢y e b T(r—s) 1 ORI
Dylt) = *D (2—bT/0 F(r+1)h(s>d8_2—bT/o ooy e)ds

e [ () G [ )
— D'T'R(t) = h(t).

2.2.1 Premiers Résultats

Notre premier résultat est basé sur I'application du théoreme de point fixe de Banach.

Théoreme 2.1 On suppose que I’hypothése suivante est vérifiée
(H1) Il existe un constant k > 0 tel que

ft,u) — ft,u*) <klu—u*| Vte|0,T] etu,u* €R.

b7+ n (3—=0bT)T"
2-)(r+2) 2-0II'(r+1)
alors le probléeme ([2.1)-(2.9) admet une solution unique sur [0, T).

k<1, (2.7)

Preuve. On transforme le probleme (2.1)-(2.2)) a un probleme du point fixe, dont les solutions
du probleme (2.1])-(2.2) sont identifiées a des points fixes de 'opérateur F' qui est défini par :

F:C(]0,T],R) — C([0, T],R)

P =[SO sstends+ [ o o

L i (2.8)
- /0 %f(s,y(s))ds
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En appliquant le principe de contraction de Banach, on va montrer que F' est une contraction.
Soient z,y € R; Vt € [0,7], on a :

[E(x)(t) = Fly)0)] < /0%If(s,x(S))—f(s,y(S))!ds

* /0 (2 —bg)i)_ré?r_'_ 1) |f<S,ZL’(S)) - f(S, y(S))| ds

N / % |F(s,(s)) — F(5,y(s))] ds

t (t . S)rfl t b(t o S)T
< vl [ -+ [ ity
T (T _ S)r—l
e bT)W)dS]
T (T o S)r—l T b(T - 8)7‘
< kol | [ e [ e
T (T _ S)r—l
o o bT>r<r>dS]
—(T—s)y"  —b(T —s)*! —(T-sr 1"
< Kl =yl [ T @-Wir+2)  @-urr 1),
et e ke
— l2=-T(r+2)  (2-0T)T(r+1) oo

Cest-a-dire

b (3 —0T)T"
2-b)T(r+2) ' (2—bT)[(r + 1)] klle =yl

IF(@) - Pl < [

d’apres (2.7)), on conclut que F' admet un point fixe unique, ce qui implique que de probleme(2.1)-
(2.2) )admet une seule solution dans C'([0, 7], R).

Le deuxieme résultat d’existence est basé sur le théoréme de point fixe de Schaefer.

Théoreme 2.2 On suppose les hypothéses suivantes sont vérifiées
(H2) La fonction f:]0,T] x R — R est continue.
(H3) 1l existe un constant M > 0 tel que

f(tu(t) <M Vtel0,T] etueR.
Alors le probéme(2.1)-(2.9) admet au moins une solution dans C([0,T],R)

Preuve. On va utiliser le théoreme de Schaefer pour montrer que F' définit par admet
des points fixes qui sont des solutions de probléme—. La preuve sera donnée en
plusieurs étapes.

Etape 1 : continuité de F'
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Soit{y, } une suite qui converge vers y dans C([0,T];R), ¥Vt € [0,T], on a :

(Fu)(®) - (Fy)(0)] < t/’(t;jﬁ" 5, (5)) = S5, ds

/ 2ji_bjf)>r (s, 9n(s)) — f(s,9(s))| ds

g(/ipjfsgguw%mwwﬁmmmS

b(T —s)"
+/0 2= bT)T(r + 1) sejo) £ (s, yn(s)) — f(s,y(s))| ds

T (T _ S)r—l

* | T iy )~ el
b (3 bT)T"

{(2 — bt)[(r +2) * (2—0T)l(r +1)

1 Coyn()) = FCy()) s -

Puisque f est continue, on a donc
| F(yn) — F(y)|l., — 0 lorsque n — oo.

EtapeZ : L’image d’un ensemble borné est un ensemble borné
En effet, il suffit démontrer que pour tout p* > 0, il existe une constante positive [ telle que
pour chaque

y€ By = {y € C(0.TLER) : Iyl < 1}

S)T 1 t b(t _ S)r
. usy>wm5£@_wﬁw+nu@mwws

I
| s s vls)lds

Fy)(H)] < /
_l’_

)T
(T —s)"~ Toou(T—s) T (T —s)!
S”ﬂl () A(mwMW+m“+A CEGNG
b7 (3 — bT)T"
- {Q—bt L(r+2) (2—bT)I‘(7“—|—1)]'

Donc

b (3= bT)T"
I1FW)l < M {(2 T2 @ — b + 1)] =
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Etape 3 : L’image d’un ensemble borné est un ensemble équicontinu dans C ([0,T];R)
Soient ty,t, € [0,7T], t; < t2 et B, un ensemble borné qui est défini dans I'étape 2 . Si
y € B,~, alors

r—1

P+ [ G s

— ) h b(t, —s)"
B sstends + [ s e
)

(tg — 5 1 ( _ S)r—l
0 1£(s,9(9))lds

b(ts — 8) b(ty — s)"
/0 [ 2—bt2 (r+1) (2—=bt)(r+ )] | f(s,y(s))|ds
/ t2 =) ,y(s))\ds+/tl2 ; _bE;Z)_FZ”)+ 3 \f (s us))lds

bM /t1 (ta—s)"  (ti—3s)" s
bM t2 ,
(2 — bto)D(r + 1) /tl (t2 = s)"ds
M . bM tytt !
(ta" —t1") + -

— S

(Fy)() - (Fo)(e)] < | / “m;

-1

IN

\o\

_|_

IN

+

+

<

Lorsque t; — to, le second membre de I'inégalité précedent tend vers zéro.

Comme une conséquence des étapes 1, 2 et 3 avec le théoreme de Arzela-Ascoli, on peut
conclure que F' est continu et completement continu.

Etape 4

L’ensemble

¢, ={y e C(]0,T;R) : y = \F(y) pour certain 0 < A < 1}

est borné .
On a

)= [ S rsons s [ G s s

T (T _ S)r—l
_/o mﬂs’y(s))d%-
Soit ¢t € [0,T], pour A € [0,1]
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Cf—st bt sy Tyt
F)®)] < M_/O wa/o (2_bt)1“(r+1)d8+/0 (2—bT)F(r)d8]

[T (T —s) ! T b(T — s)" (T —s)™!

= M / N +/o EE ST +/o NG >ds}
T BT T

To+0) =T +2) =0+ 1)}

IA
=

donc

b+ (3—=0bT)T"
IFW)lle <M =R
2-0(r+2) 2-=-1I(r+1)
Cela montre que ’ensemble ®; est borné. En conséquence du théoreme de point fixe de
Schaefer, on en déduit que F' a des points fixes qui sont des solutions du probleme ([2.1))-

22).

Théoreme 2.3 On suppose I’ hypothese suivante :
(H4) 1l existe ¢y € L'([0,T],Ry) et ¥ : [0,00) — (0,00) une fonction continue et
croissante telle que :
[f(tu)] < dp(E)U(Jul).
Si il existe un nombre M’ > 0 tel que
M/
(M) [ SR 64(T) + b 7414 (T)|
alors le probléme (2.1)-(2.9) admet au moins une solutions sur [0, T].

> 1 (2.9)

Peuve. En utilisant D'alternative non linéaire de de Leary-Schauder, on va prouver que
lopérateur F' qui défini par admet des points fixes. Comme des résultats de théoreme
, on voit que 'opérateur F' est continu et uniformement borné, alors d’apres le théoreme
d’Arzela-Ascoli 'opérateur F' est compléetement continu.

Soient 0 < A < 1, et t € [0,T]. Alors,

bt —s)rt Pob(t—s)"
| S entoniuas+ [ G ¥ (s

T T — )r 1
" /0 2 o)) )Y vhds

(T - )T 1 T b(T — s)"
< /0 7“) 05(s)¥ (!y|)ds+/0 oo s
’ /0 (2- bT ¢ (5)U(lyl)ds

< w(ll.. >[%F@( )+ 5=

ly(1)]

[T+1¢f(T)] :
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donc
1Yl oo

(llyll) [STRI0r(T) + iy I 104(T)]

Par la condition (2.9)), il existe M’ tel que |ly|| # M.
Soit

<1

By ={y € C([0,T3R) : [lyllo. < M'}.
De T'alternative non linéaire de Leary Schauder, on en déduit qui F' admet des points fixes,
qui sont des solutions du probleme . Cela compléte la preuve.

2.2.2 Deuxieme Résultat

Pour la suite, on considére le probleme ( 2.1)-(2.2)), avec la fonction f : [0,7] x E — E, tel
que E est un espace de Banach muni de la norme ||.|.

Théoreme 2.4 On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées :
(H5) La fonction f : J x E — E satisfait les Conditions de Carathéodory.
(HG6) Il existe p € L'(J,Ry), tel que

IFE )l <p@lyll vt e yeE.
(H7 )Pour tout t € J et chaque ensemble borné B C E, on a
lim a(f(Jex x B)) < p(t)a(B).
k—0t

lplleT" [blllpfeT"*" [pllz=T" <1
F(r+1) 2-0TT(r+2) [2-0T|I'(r+1)
alors le probléme ([2.1)-(2.3) admet au moins une solution dans C(J, B).

Peuve. On sait que les points fixes de F' sont des solutions de probleme (2.1))-(2.2))
Soit R > 0, on considere ’ensemble :

DR = {y € O(J, E) : ||y||oo < R}7

(2.10)

ou Dpg est fermé, borné et convexe.

On va montrer que F' satisfait les hypotheses du théoreme de Monch. La preuve se fait en
trois étapes :

Etape 1 : continuité de F' .

Soit (y,), une suite telle que y,, — y dans C(J, E), alors pour tout ¢ € J, on a :

I(Fyn) () = (Fy)@)] < /0%Hﬂs,yn@))—f(say(S))HdS

TpUT = s)"
" /o! —T|T (e + )Hf( yn(s)) — f(s,y(s))lds

N / %H F(5.9a(5)) = f(5.5(5))llds.
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on a aussi :

1£(s,yn(s)) = f(s,y(s)| < 2Rp(s) == o(s); 0 € L'(J,Ry).

Comme f est de Carathéodory, alors f est mesurable par rapport a y, donc on peut ap-
pliquer le théoreme de convergence dominé de Lebesgue. Donc,

lim |[(Fya)(8) = (Fy)(®)] < /0 %J%Hﬂ&yn@))—f(say(S))HdS

| el i (s () = JGsu(e))] s

S )~ s

D’ou,

|F(yn) — F(y)|leoc — 0 quand n — oo.

Etape 2 : Limage d’un ensemble borné par l'opérateur F' est un ensemble borné
Soit y € Dg, on a pour tout t € J

IFw@l < [ =) s y(s)) s

) )

- Q_blfgr(fll)f@{y(s))czw | S st o
T"|Ipll b7l oo T"|Iplloo

= R(P(r—l—l) 2 bTT(r+2) |2—bT|F(r+1))

<

C’est a dire
(F'y)(t) € Dg implique F(Dg) C Dg.
Etape 3 : L’image d’un ensemble borné par l’opérateur F' est un ensemble borné et équicontinu.

D’apres I'etape2, il est évident que F(Dg) C C(J, E) est borné.
Pour I’équicontinuité de F(Dg), soit t1, to € J, t; < ta, et y € Dg, on a :

(P = (F)t)l| < s [ =9 =t =7 1)
1 2 1 ds
el AR OO
Rlpls 1, _

IN

t tT
L(r+1) >~ ]
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donc
[(Fy)(t2) = (Fy) ()| — 0 lorsque ty — iy,

c’est a dire, F'(Dg) est équicontinue.
Maintenant, soit V' un sous ensemble de Dy tel que :

V C cou(F(V)U{0}).

V' est borné et équicontinu.
En plus, la fonction ¢ — 9(t) = a(V(t)) est continue dans J. En utilisant (H2)-(H3), Lemme
et les propriétés de la mesure, on a pour tout t € J

o) < o(F(V)(1) U{0})

< o(F(V)(®))
car a(F(V)(t) U{0}) = max{a(F(V)(t),a({0})}. On a

o stsends + [Pl s p(eds

)
_ /OT % f(s,y(s))ds’yev}’

2 b))
et
) = of [T swtonas+ [ oI
- /OT%f(s,y(s))ds,yEV}.
Alors
a0y < [T poavinis s [Ty gaw s
b A sl s)as
dot,

a(V()lplli=t"  [pla(VO)lplle=T""  a(V(®)lple=T"
C(r+1) |2 —0T|)T(r 4 2) |2 -0 (r+1)

a(F(V)(t) <

Cela signifie que :

HﬁHLOO (1 _ ||p||L°°TT ‘b|Hp||L°°TT+1 + HpHLOOTT ) <0.
Lir+1) 2=0TT(r+2) 2=0T|T'(r+1)

D’apres (2.10), [|9]loc = 0, cest & dire ¥ = 0 pour tout ¢ € J. Donc V(t) est relativement
compact dans F.

Par le théoreme d’Ascoli-Arzela, V' est relativement compact dans Dg (car V' C Dpg est borné
et équicontinu).

Puisque toutes les hypotheses du théoreme de Monch sont vérifiées, 1'application F' admet
par conséquent des points fixes qui sont des solutions du probleme f. [l
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2.3 Exemple
On considere le probleme aux limites suivant :
1 ty/m—1
°Diy(t) = S y(®)l, Y(ty) € (0.TLR), (211)
1
y(0) +y(l) = / y(s)ds. (2.12)
0

Onar:%,Tzlet
ty/m—1
[t y) = —=——1y(0)|.
16
Alors /i /i
tym—1 /T
t = |——y)| < —|y(T)|.
() = 12T Ly < YT y0)
. t\/T
En choisissant p(t) = 6 o0 trouve :

. ol (I 'p)(T) | I'p(T)
(”]p”+ 2= 70| +|2—Tb|)

1 3 1
= Izp(1)+ (I2p)(1) + I2p(1)
_ 1 + L + L <1
12 30 12 '

Puisque toutes les hypotheses de théoreme ([2.4]) sont satisfaites, alors notre probleme admet

au moins une solution sur [0, 1].



Chapitre 3

Probleme aux Limite Concernant les
Equations Différentielles
Fractionnaires avec la Dérivée de

Hadamard

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’interesse a donner des conditions assurant l'existence et 1'unicité des
solutions du probléeme aux limites pour les équations différentielles fractionnaires avec la
dérivée de Hadamard.

3.2 Probléme aux Limites avec une Condition Non lo-
cale

[
3.2.1 Introduction

Les conditions non locales ont été initiées par Byszewski [I8] qui a prouvé 'existence et
I'unicité de solution de problemes de Cauchy non locaux. Comme le fait remarquer par
Byszewski [19], [20], la condition non locale peut étre plus utile que la condition initiale
standard pour décrire certains phénomenes physiques.

1. W. Benhamida, S. Hamani, and J. Henderson, A Boundary Value Problem for Fractional Differential
Equations with Hadamard Derivativeand Nonlocal Conditions, Pan.Amer. Math, 26(2016), No.3, 1 - 11.
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Dans la suite, notre objectif est de montrer I'existence et 1'unicité de la solution pour une
équation différentielle fractionnaire avec la dérivée de Hadamard satisfaisant une condition
non locale. On considere alors le probleme :

BDry(t) = f(t,yt), Vte J=[1,T], 1<r<2, (3.1)

y(1) = 0,y(T) = g(y), (3.2)

ot #D" est la dérivée fractionnaire de Hadamard d’ordre r, f : J x R — R est une fonction
donnée, g : R — R est une fonction continue et (R, |- |) est un espace de Banach.

3.2.2 Existence de Solutions

Définition 3.1 Une fonction y € C([1.T],R) est dite une solution du probléme(3.1)-(3.9) ,
si elle satisfait I’équation différentielle et les conditions .

Lemme 3.1 Soit h : [1;+00) — R une fonction continue. Une fonction y est une solution

de [’équation integrale fractionnaire
1 ¢ £\t ds  (logt)™1 1 T 7\"1 ds
= log~ ) hls)—+ 7= —— [ (10g=) K= (33
s L(r) /1 (Og 5) B+ (log T)r=1 9w) I'(r) /1 (Og 8> (5)5 ] (33)

si et seulement si y est une solution de probléeme fractionnaire

ADmy(t) = h(t) pourte J=[1,T],1<r <2 (3.4)
y(1) = 0,y(T) = g(y). (3.5)

Preuve : D’apres le lemme , on peut écrire la solution de I'équation comme suit :
y(t) = c1(logt)" ™ + co(logt) 2 4+ I"h(t). (3.6)
Les conditions permettent d’effectuer le calcul des constantes, on a
co =0,

et
1 T
W[Q(?J) —u I"h(T)].

En substitiant les valeurs ¢y, ¢o dans 1’équation (3.6)), on obtient(3.3]).

Inverssement, on pose
1 (7 T\ ' ds
- log — his)—
9(y) F(r)/1 (og S) (s) S] ,

C1 =

o) = [ o by + —élgg;))
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c’est a dire

Dyt = SLEL )+ s [ os (S
0

car D"I"h(t) = h(t) et D" (logt)" " = 0.
On note que le probleme (3.1)) - (3.2]) a une solution si et seulement si I'opérateur

Nt = 7 | Gow D sy T

1 s ) (3.7)

a au moins un point fixe dans C([1, 7], R)
On considere les hypotheses suivantes :
(H1) II existe une constante k& > 0 tel que

If(t,u) — f(t,u)] < klu—u*| pourte Juu* €R
(H2) 1l existe une constante k* > 0 tel que
9(u) — g(u")| < k" |u—u"| pour u,u” €R

N

(H3) La fonction f:[1,7] x R — R est continue
(H4) 11 existe une constante M > 0 telle que :

|lf(t,u)| <M VteJ YueR.
(H5) 1l existe une constante M* > 0 telle que :
lg(w)| < M* YueR.
(H6) Il existe ¢; € L'(J, Ry), et 1 : [0,00) — (0,00) continue et croissante telles que
|f(t,w)|] < @r(t)(Jul) pour chaque (t,u) € J x R.
(H7) 1l existe ¢* : [0,00) —> (0, 00) continue et croissante telle que :

lg(w)| < 9*(Ju| ) pour touts u € R.
(H8) 1l existe un nombre M’ > 0 tel que :

M/

2 Iog(T) + 0 (3~

Le premier résultat est basé sur le théoreme de point fixe de Banach.
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Théoréme 3.1 Si les hypothéses (H1)-(H2) et la condition

[Qk(log Ty

E | <1
T+l ]
sont vérifiées, alors le probléme (3.1)-(3.2)admet une seule solution dans C([1,T],R).

preuve : On transforme le probleme - en un probléeme du point fixe, ou 'opérateur
N est défini comme dans .

On doit montrer que N; est une application contractante, pour cela, on applique le principe
de contraction de Banach.

Soient z,y € RVt € [1,7]

(=l = ﬁ 1t <10g§ H|f(s,x(s))—f(s,y(s))|%
* o % [l9(2) — g(v)|
" r<lr> / (logﬁ)r_l 75 2() = s, w2
< 0 / (ng> £(s,20(5)) — Fls,y(NI S
+ |g(x) — g(y)|
ey [ER

Ainsi 2k (log T)
ogl)" .

— < | — X

1N (5) N1<y>||oo_[r(r+1) +k}||x ylls

On en déduit que N; a un point fixe qui est une solution unique du probleme (3.1))-(13.2)).

Le théoreme suivant établit 'existence des solutions du probleme (3.1)-(3.2). Ce résultat
est basé sur le théoreme de point fixe de Schaefer.

Théoréme 3.2 On suppose que les hypothéses (H3)-(H4)-(H5) sont satisfaites, alors le
probleme (3.1)-(3.4) admet au moin une solution dans C([1,T],R).

Preuve. La preuve sera donnée en quatre étapes

E‘tape 1 : Continuité de N .
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Soit {y,} est une suite telle que y, — y dans C(J,R). Alors, Vt € J, on a :

[(N1yn)(1) — (N1y) (D))

IA
>\
&
7 N
—
o
o
® |
N—
<
L
=
—~
»
<
3
—~
»
S~—
S~—
I
~
—~
»
<
—~
»
N~—
=

L(r)

ey () s

2 [T/ T\ ds
< oy ) (leT) s St - Al pe)I S
+ suplg(yn) — 9(y)|
< ) = FrOle + l9(m) = 90

puisque f et g sont continues, on a
| N1(yn) — N1(y)]|ooc — 0 lorsque n — oo.
Etape 2 : Ny transforme un ensemble borné au un ensemble borné dans C([1,T],R).
En effet, il suffit demontrer que pour toute p* > 0, il existe une constante positive [ telle que

pour chaque y € By ={y € C([1,T], R) : ||[yllc < p*} , on a [|N1(y)]|0 < L.
On a donc

MOl < o+ g [ (ost) oS
1 [ AN ds
+ e <1<1ggT>> (5,02
< M QMW.
Ainsi
‘ (logT)" _
19, )0 < D"+ 2002 1

Etape 3 : Ny transforme un ensemble borné au un ensemble equicontinu on C([1,T],R).

Soient ty, ty € J, t1 < t9, By«. Soit un ensemble bornée de C([1,T],R) comme a I'étape 2.
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Soit y € By+. Alors, on a

i) - el < g [ [(%t—)—(lgt—)] 5.9t

S

M t tg rl tl Tl ds

< = log2)  —(log2 =

= r<r>/1 (g) <g> s
. M'/” ltgrAds
[ O —_— —_—
L(r) Jy gs s

r—1 _ r—1 T r—1
. (logta)™" — (logt) (M*+ M / (bgf) d_)
1 S

(log T)r—1 I(r) s

= T Klog(lw —) AL
og to r=l_ 0g 1y 1 % r
+ (log Ty (M + oo+ 1) (logT) ) )

Comme t; — tg, le second membre de cette derniere inégalité tend vers zéro. A la suite
des étapes 1,2,3 et d’apres le theoreme d’ Arzela -Ascoli , on peut conclure que N; est un
opérateur continu et completement continu .

Etape 4 :
Il reste a montrer que ’ensemble

O, = {y € C(J,R) : y = AN (y)pour certain 0 < X < 1}

y(t) = )\[F(lr) /j <10g é)r_l f(s,y(s))%
—éljgg?):_l (9(?/) - ﬁ/l (log g) f(s,y(s))%) }
Pour X € [0, 1], soit y tel que Vt € [1,T]

ol < 225 [ (D) L

est borné.

M
2 (log T)" + M.
st

IN
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Ainsi

[N (Y)lloo < 2 (logT)" + M* = R.

M
I'(r+1)
Cela montre que I'’ensemble ®, est borné.
Comme une consequence du théoreme de point fixe de Scheafer, nous en déduisons que N; a

un point fixe qui est la solution du probleme (i3.1))-(3.2))

Théoréme 3.3 Si les hypothéses(H6 ), (HT )et(HS) sont vérifiées :
Alors le probléme (3.1)—-(5.3) admet au moins une solution dans C([1,T],R).

Preuve. On applique l'alternative non linéaire de Leary-Schauder pour prouver que N; dfini
par a des points fixes. Comme indiqué dans le théoreme , on voit que l'opérateur
N7 est continu, uniformément borné et équicontinu alors par le théoreme d’Arzela Ascoli Ny
est completement continu.

VA€ [0,1], vVt € [1,T]
WOl < o [ (1T) et
e

< 20([lylloo) 104 (T) + ¢ ([[Yllo0)-

Donc
1Y lloo

20|yl o) 120 ¢ (T) + ¥* (||l o) <L

Soit
By ={y € C([LT],R) : |lyllec < M".

alors, d’aprés la condition (H8), il existe M’ tel que ||y||lsc # M’ L'opérateur N est continu
et completement continu. Du choix de By il n’y a pas de y € 9By tel que y = AN;(y), pour
certain A € (0,1). Comme conséquence de l'alternative non linéaire de Leary-Schauder, on
déduit que N; a un point fixe y € By, ce qui est une solution du probleme. Ce qui complete
notre preuve.

3.2.3 Exemples

Dans cette section, on présente quelques exemples pour illustrer nos résultats.

Exemple.1

On considere le probleme suivant :

siny, V(t,y) € ([1,¢],R), (3.8)

y(l) = 07 y(e) = Zciy(ti)v (39)
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on 0 <ty <ty <..<t,<1,(¢;)i=1

» sont des constantes positives et

. 1
;Ci < §

.....

On a . 1
et
9] < =
g\y =79
En considérant M = % et M* = %, on obtient
1Ny (@)oo < 2o (log T + M
w0 <2—(lo
1y Trr1) e
1
Sgile/g:M
I'(3/2+1) 27/

est borné. Alors par le théoreme , le probleme (3.8)-(3.9) possede au moins une solution
dans C([1, €], R).

Exemple.2

On considére le probleme suivant :

HD%y(t) = (logt)? £ , pour touts. (t,y) € ([1,¢e],R), (3.10)
8y + 1
y(1) =0, y(T) = cy(ts), (3.11)
i=1
tel que 0 <ty <ty < ...<t, <1,(¢;i)i=1.. n sont des constantes positives et
a 5
Z e <I(5).
=1
Soit ]
Y
t,y) = (logt)? ,
et .
g(y) = cylts).
i=1
Alors, on a

ty)] = [(log =4 < 101
)] = [omt)* g V| < 5 (og )
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et
= 5
W) <) eilz] < L)yl
=1

on pose p(t) = (logt)? et I%p(e) = FF((?), et on trouve
M 1
, = T —0.7288 < 1,
2P 6,1 + () T84 1(3)
2

est satisfait. D’apres le théoréeme le probleme (3.10))-(3.11)) admet au moins une solution
dans C([1, €], R). O
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3.3 Probleme aux Limites avec une Condition Non Lo-
cale de Points Multiples

A.

3.3.1 Introduction

Beaucoup de problemes réels peuvent étre modélisés par une équation différentielle fraction-
naire avec des conditions aux limites non locales de points multiples, I’étude de ce type des
problemes a attiré ’attention de nombreux chercheurs, on cite par exemple, Benchohra et
Hamani [§], Cui, Yu, et Mao [23], El-Sayed et Bin-Taher[24], et Houas et Dahmani[40)].
Cette section est consacrée a I'étude de 'existence et 1'unicité des solutions d’un probleme
aux limites pour une équation différentielle fractionnaire soumis a une condition non locale
des points multiples de la forme :

D'y(t) = f(t,y(t)), VteJ=[1,T], 1<r<2 (3.12)
y(1) =0,DPy(T) = i)\iD”y(ui), 0<p<l, (3.13)

ou D" et DP sont des dérivées fractionnaires de Hadamard , f : [1,7] x R — R est une
fonction donnée, \; e R, 1 < p; <T,1=1,....,n, n > 2 tel que :

(log )P~ # Z Ai(log i) P71
i=1
3.3.2 Existence de Solutions
On introduit maintenant la définition de la solution du probleme (3.12)—(3.13]).

Définition 3.2 Une fonction y € C([1,T],R) est dite la solution de(3.19)—(5.13) si y satis-
fies Uéquation D™y(t) = f(t,y(t)) dans J, et les conditions (3.15).

Pour 'existence de la solution du probleme ([3.12)—(3.13]), on a besoin du lemme auxiliaire
suivant.

Lemme 3.2 Soit (logT)" P~ £ 3" N(log ;)" P71, et h: [1,+00) = R est une fonction
continue. Une fonction y est une solution de I’équation intégrale fractionnaire suivante :

_ (logt)"! o Hiyp—p—1 ds
O[T = S Mgy @A / (o8 o)

(3.14)

2. W. Benhamida, J.R. Graef, and S. Hamani , Boundary value problems for Hadamard fractional
differential equations with nonlocal multi-point boundary conditions,Frac.Diff.Cal, 8(2018), No.1, 165-176
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si et seulement si, y est une solution de probleme suivant :

Dry(t) = h(t),1 <r <2 (3.15)
y(1) =0, Dy(T) = > NDy(u) 0 <p <1 (3.16)

Preuve : On suppose y satisfait (3.15]), alors le lemme implique que :
y(t) = I"f(t) + c1(logt) ™ + co(logt) 2. (3.17)

la premiere condition implique que :
Cy = 0.

Maintenant, on veut trouver ¢;. On dérive ’équation (3.17) avec t =T

DPy(t) = DPI"f(t) + c;DP(logt) !

= [T*pf(t) + Cl%(log t)T'fpfl'
Donc ;
DPy(T) = ]Tfpf(T) + q%(log T)r—p—l7
et
Z)\Dy,u/z Z)\IT pfﬂz)—i_cl Z)\ loguzrpl. (318)

en utilisant la deuX1eme Condltlon, on trouve
FU—pX;AJ“7WD—VﬁﬂT»

I(r)(log )=+~ = 3 (g i)ty

C1 =

En substituant les valeurs ¢; et ¢ dans(3.17)), on obtient la solution (3.14)).
Inverssement, on pose

I — mi NP f (i) — I £(T))
L(r) [(logT) 7" =31 A (log ) "]

1 K AN ds
rig [ Qo h S

on applique la dérivée de Hadamard sur ’égalité précédente et puisque D" (log t)r_l =0, on
trouve

y(t) = (logt)"™
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Pour plus de simplicité dans la suite, on pose

Q= (logT) 7"~ Z Ai(log i) P71
i=1
U
Maintenant, on transforme le probleme (3.12))-(3.13)) en un probleme du point fixe, pour cela,
on considere 'oprateur Ny : C([1, 7], R) — C([1,T],R)

(Nay)() = bth (ZA/’” log 242 1 (s, ()

s (3.19)

T t
T ds 1 t ds
— 1 Zyr—p—1 _> - / 1 r—1
/1 (log )" f(s,y(s)— ) + o ), (log =)™ f (s, y(s))
et on va prouver des résultats d’existence et d’unicité de la solution du probleme aux limites
(13-12)-(3.13]) en utilisant divers théoremes de points fixes .

Théoréme 3.4 Soit (logT) 7=t #£ 3" N(log i)™ P~ . On suppose que l’hypothése (H1)
est vérifice . Si

(1 Trlkj (1 er log )P
Og (Zl)\| og u +(0g ) (1OgT)T<1,

TR =) T

alors le probléme (3.13)-(3.15) admet une solution unique dans C([1,T],R).

Preuve. Pour montrer I’existence et I'unicité de la solution, il suffit de montrer que I'opérateur
N, défini par admet un point fixe. dans C'([1, T], R). On applique le principe de contrac-
tion de Banach et on démontre que N, est un contraction.

Soient z,y e R, Vt e Jona:

e = o] < FESEE (TN [ (106 ) T (s - S(ss )|

o[ (1gf> T et - f(s,y<s>>|%)
+ ﬁ/j <1ogz)r_1|f(s z(s)) —f(s,y(s))]?
. (oaTy (1k||!;2€’ yHoo Z'A ‘/ 1%

T T\ " " ds kH:U—yH t\'"ds
+ log — —) + ——— log — —
1 s s I(r) 1 s s
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T — )
T o r—p L(r+1) =il

(logT) 'k loguZ )P (logT) P k i,
e (Zm f Lo b og)

donc

\|N2<yn>—N2<y>uoos[%(Zmloguz;;p LogT)- ) os T el

comime

(logT) 'k log,ul )P (logT)" P k ,
[ S (Z| = )+F(r+1)(1ogT)}<1,

alors Ny est contractant, on déduit, par le principe de contraction de Banach, que Ny admet
un seul point fixe qui est la solution unique du probleme( 3.12)-(3.13]).

Notre deuxieme résultat de I'existence des solutions du probléme( |3.12)-(3.13) est basé sur
le théoreme du point fixe de Schaefer.

Théoréme 3.5 On suppose que les hypothéses (H3)-(H4) sont vérifiées.
Alors le probleme (3.19)-(3.13) admet au moins une solution dans C([1,T],R).

Preuve. La preuve sera donnée en 4 étapes. .

Etape 1 : Continuité de Ns.
Soit {y,} une suite telle que y,, — y dans C'(J,R), alors V t € J,

(n)(0) - e < SO (Zm [ (o) o) = s

)
(D) o - f<s,y<s>>|§)
ds

+F(1T> / t (mg t) £ (s, yn(5)) = F(s,y(s) | =

log t)" - log )P (logT) " (logT)"
2 —
|Q| r—op L(r+1)

XNFCyn () = Ly -

Puisque f est continue, alors ||(Noy,)(t) — (Noy)(t)]|eo — 0, quand n — oo, ce qui prouve
la continuité de N.

Etape 2 : Ny transforme un ensemble borné en un ensemble borné dans C([1,T],R).
En effet, il suffit démontrer que pour tout p* > 0, il existe une constante positive [ tel que
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pour tout y € B,- = {y € C([1,T],R) : ||ylloc < p*}, ona ||No(y)]loo < L.
On a:

Mol < P S [ (o) sl

+ /1T (10g§)r p-1 !f(s,y(S))l%) +%/j (logzy_llf(s " ))\%
donc

M) Ol < [(bgT?,“Q,M(ZMIbg“Z -+ S

(log T)’”] =1

D’ott No(B,+) est borné.

Etape 3 : N, transforme un ensemble borné en un ensemble équicontinu dans C([1,T],R).
Soient 1, to € J, t; < ty, By~ est un ensemble borné dans C([1,7],R) comme I’étape 2 et
soit y € By, alors :

[(Nay)(t2) = (Nay)(t1)] < % /1t1 [(log %2)7"1 — (log %)T ds

[f (s, y(s)l—

IA
SE
»—\“
/:\

OQ

~
w
\_/
|
N
OS]
| <+
N———
7
PI——
|&.
»

Mt B\ ds | M(logts) ! — (logh)" ]
* >/t (lg) 3+ BT

; ds (T T\ td
ZM !/ 10g“ —+/ (log—) —S)
S 1 s S

M ((logty) — (logt,)
M {(logta) — (o)) + ( NG )

(S [ )0 [ () )

Passant a la limite lorsque t; — t5 , on trouve que

|(Nay) (t2) — (Nay)(t1)]|ec — 0.

IN

Donc Ny (B,~) est équicontinu. D’apres le théoreme de Arzela -Ascoli , on conclut que No(B,,+)
est un opérateur completement continu.



3.3 Probleme aux Limites avec une Condition Non Locale de Points Multiple§1

Etape 4 : On montre que ensemble

O3 = {y € C(J,R) : y = pNo(y)pourcertain0 < p < 1}

est borné.
Soit y € ®3, alors y = uNoy, pour0 < <1 ,o0n a:

w0 = [ e (ZA [ (o) psnten T /(1gf) L

b [ (1og§) " s,

Gréce a(H3), on obtient

M(logt)™! / & pi (i1 ds /T T\ " ds
< N5 ) il - — -
[(N2y) ()] < NI (ZZMZI 1 (log 8) st log — . )

(1Og /‘LZ)T +(10gT)T P

n M .
< T (SN ) g )

Donc
[N2(y)[loo < R

On a ainssi démontre que Ny est borné.
Par le théoreme de point fixe de Schaefer, on conclut que N, admet au moins un point fixe

qui est une solution de probleme(3.12))-(3.13)).

]
Théoréme 3.6 On suppose que [’ hypothese (HG) est vérifiée.
Si il existe un constante M* > 0 tel que :
DI .
D(r) QU (M) 65 (T) + e = p)(M*)(log Ty Sy NI 26 (m) + "4 (T)
(3.20)

alors le probleme (3.12)—(3.13) admet au moins une solution dans C([1, 7], R).

Preuve. On utilise I'alternative non linéaire de Leary-Schauder pour prouver que N, défini
par admet des points fixes. Comme dans le théoreme , on voit que 'opérateur Ny
est continu uniformément borné et équicontinu alors par le théoreme d’Arzela Ascoli Ny est
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completement continu. V¢ € [1, T
logT ) 1 = 1 - ds roT., . ds
vl < Toar (X / (o8 270y T+ [ (log 27 05019

+ %/(lgf) 6 1(s)u) &

< F<r—p>¢§‘l%|f5)|(lom_ <;\Ai!I’“‘p¢f(ul-)+f’“"’¢f<T)> F Voo 01T
Donc
I'(r) 2|yl

<1

— )

D)1y lla) I 65(T) + T = p)(lylloe) Qom Ty ( S0y Pl T2 ps) + 7764(T))

alors par la condition , il existe M* tel que ||y||loo # M*.

Soit By« = {y € C([1,T],R) : |lyl]loc < M*}. L'opérateur Ny est continu et completement
continu.Du choix de By« il n’y a pas de y € 0By+tel que y = ulNs(y), pour u € (0,1).
Par conséquence de I'alternative non linéaire de type Leary-Schauder, on déduit que N, a au
moins un point fixe y € Bj+, qui est une solution du probleme — .

3.3.3 Exemples

Dans cette section, on présente quelques exemples pour illustrer nos résultats.

Exemple.1

On considere le probleme suivant :

Diy(t) = tQigsiny V(t,y) € ([1,¢], Ry, (3.21)
y(1) = 0,Dy(e) = Dy(e) +2D2y(e), (3.22)

on a

1
On choisit M = 9
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donc v M (log Ty~
ogT)"~
N)lloo £ =——(logT)" + ——>—~——
—~, (ogp)" ™  (logT)""
Ai
X(;’ | r—p - r—op )
M N 2M
S T(r+1)  I(r)
_4AM
S T(r+1)
16
27/
Grace au théoreme [3.5lon a l'existence de solution.
Exemple.2
On considere le probleme aux limites suivant :
) 2
HDSy(t) = (logt)2—0——, W(t 1,¢],R 3.23
2y(t) (Og)S\yyH’ (t,y) € ([1,¢],R), (3.23)
y(1) = 0, D3y(e) = Day(e) +2D2y(e), (3.24)
OflT’:%, 7p:%7 T=e n=2M=1LX=2,1=u=e¢,
et
2 y?
t = (logt
f(t,y) = (logt) PSR
alors
£(t.9)] = lQog | < (log 1)1y
’ 8ly|+ 1" — 87V
1 logt)? 2
on prend vy = glul.o5(0) = (o5 0)? 1o)== et 16 = 2
Si
L(r)[Q2 M~
D(r) QU (M) 5 (T) + D — pu(M*)(log Ty = iy NI 26 (1m) + "4 (T)
B VM
VA s(e) + (M) (S0 NI 61 (m) + 1'64())
_ 8/
VAT gs(e) + (X3 N1 65 (m) + T'og(e) )
_ 840+/7 o1
209

alors les conditions de théoreme (3.6 sont satisfaites, ainsi il existe au moins une solution

du probleme (3.23)-(3.24) dans C([1, ¢], R).



Chapitre 4

Probleme Aux Limites Concernant les
Equations Différentielles
Fractionnaires avec la Dérivée de
Caputo-Hadamard

4.1 Introduction

Notons qu’en 2008, Benchohra, Hamani et Ntouyas [5] ont étudié I'existence des solutions
pour le probleme aux limites suivant :

‘D%(t) = f(t,y(t)) 0<a<l teJ=10,T]

ay(0) + by(T) = c,

ou °D* désigne la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, f : [0, 7] x R — R est une fonction
continue, a, b et ¢ sont des constantes réels tels que a + b # 0.

Motivés par le travail cité ci-dessus, on va consacré ce chapitre a 1’étude du probleme
différentielle fractionnaire suivant :

¢ DY(t) = f(t,y(t)) 0<a<l teJ=[LT] (4.1)

ay(l) +by(T) = ¢, (4.2)

ou 4D désigne la dérivée fractionnaire au sens de Caputo-Hadamard, a,b et ¢ sont des
constantes réels tels que a +b # 0, et f : [1,7] x R — R est une fonction donnée.

1. W. Benhamida, S. Hamani, and J. Henderson, Boundary Value Problems for Caputo-Hadamard
Fractional Differential Equations, Advances in the Theory of Nonlinear Analysis and its Applications. 2
(2018) No. 3, 138-145
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4.2 Existence de Solutions

Définition 4.1 Une fonction y € AC}([1,T],R) est dite une solution du probéme -
si elle satisfait l’équation différentielle §;D™y(t) = f(t,y(t)), pour t € J, ainsi que la
condition ({-9).

La solution intégrale de probleme (4.1)—(4.2) est donnée par le lemme suivant :

Lemme 4.1 Soit h: [1,+00) = R une fonction continue. La fonction y est une solution de
l’équation d’intégrale fractionnaire

si et seulement si y est une solution du probléme
G DYy(t) = h(t) 0<a<l (4.4)
ay(l) +by(T) = c.

Preuve :
En utilisant le lemme ({1.7]), on peut écrire

1 ! AN ds
) = —— log — h(s)— 1). 4.6
w0 = [ (oet) w6 o) (4.6)
La condition (4.5) permet d’éffectuer le calcul de y(1), on a :

I \*"' ds

1) +by(T) =b=—= log — h(s)— b)y(l) =
a0 + D) = [ (o) S+ @k o) =

ainsl .

1 T d
c—b—— / (log —)a_lh(s)—s
y(1) = [(a) /4 s s

(a+0b)
En remplagant y(1) dans (4.6) et on trouve la formule (4.3)).

Inversement, on suppose que y satisfait (4.3)). En suite, en utilisant le fait que la dérivée
fractionnaire au sens de Caputo-Hadamard d’une constante est nulle, et on obtient

1 t t ds
¢ D%(t) =¢, D% 1 _aflh -
aD%(0) =5 0 s [ o)
grace a la propriété ¢, D*I*h(t) = h(t),on obtient
HDy(t) = h(t).
Par conséquent , ’équation intégrale (4.3)) est équivalente au probleme (4.4))-(4.5)) O
En vue d’établir nos résultats ,on définit 'opérateur intégral suivant :

w0 = s [ (o) rewen®

%/ (1 Z) oD+ gy
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4.2.1 Premiers Résultats

On va montrer que le probleme ( [4.1)-(4.2)) possede une solution unique, en utilisant le
principe de la contraction de Banach.

Théoreme 4.1 Si l’hypothese
(B1) : La fonction f est k-lipshitzienne , c’est a dire il existe un constante k > 0 tel
que
lf(t,x) — f(t,y)| < k|lz —y| pour toutt € J et z,y € R.

et la condition

[b] 1k(og T)"
1 <1
[ * |a+b|} Fa+1) =7

sont satisfaites, alors le probléme f admet une solution unique sur [1,T].

Preuve.On considére lopérateur Gy : O([1,T],R) — C([1,T],R) défini par(4.7).

Les points fixes de (G; sont des solutions du probl‘emef.

On veut montrer que GG; possede un point fixe unique. Pour cela, on va prouver que G est
un opérateur contractif.

Soient z,y € R, Vt € [1,T], on a :

(@00~ O < o [ (lost)  1Fa(e) - Feo)|

VAN
—
ks
Ty
——~
(@)
R
w |
N——
i

la —|—| |b| 1 : ) 5
b k(log T')*
1 — Ylloos
[ |a—|—b|] Cla+1) |z =yl

donc

b k(log T')*
LT,

la+b|d '+ 1)

Finalement et grace au principe de la contraction, I'unicité de la solution de probleme (4.1))-

(4.2) est assurée.

G (yn) = G1(¥)l|oo < [1+
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Notre deusieme résultat est basé sur le théoreme de point fixe de Schaefer.

Théoreme 4.2 Si les hypotheses suivantes sont satisfaites
(B2) :La fonction f est continue sur [1,T] x R.
(B3) : 1l existe une constante positive M, telle que :

1F(t,y)| < M Vte[1,T],y €R.

alors le probleme ({{.1)-(4.3) admet au moins une solution dans C([1,T],R) .

Preuve.

La preuve de ce théoreme consiste a montrer que 'opérateur G : C([1;T],R) — C([1;T],R)
donné par(4.7) a au moins un point fixe .

On applique le théoreme de point fixe de Schaefer et la démonstration sera donnée en 4 étapes

Etape 1 : Continuité de G,

Soit {y,} une suite telle que y, — y dans C([1,7T],R). Alors pour tout t € [1,7], on a :

T
(GO - CO] < s [ (10D) sl - S5 p(6)I %

b ) (lors) W) = o)
o ] GogT)"
< |14 r | T )~ FaO) s

Comme f est continue, on a
I1G1(yn) — G1(y)||eo — 0 lorsque n — oo,

ainsi (G; est continu.

Etape 2 : limage d’un ensemble borné par Gy est un ensemble borné dans C([1,T],R).
Soit I'ensemble B« = {y € C([1,T],R) : |ly||oc < p*}, on considére y € B,,, alors pour tout
te[l,T],ona:

G| < g [ o oIS
o] LT ds  |c
+ ana ) Ges ) +
donc Vllow T ;
Gl < Tt i <o

Par conséquent G1(B,+) C B)-.
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Etape 3 : limage d’un ensemble borné par Gy est un ensemble équicontinu dans C([1,T],R).

Soient t1, ty € [1,T], t1 < ty et B, 'ensembles borné défini comme dans I’étape 2, et soit
y € B,-, alors

(@) - G| < s [ [(1g1) : (lgt_>] o

+ %% [ (o) rtsaon®

< ot 1) [(log t2)* — (log t1)"] .

Comme t; —> t9, le second membre de I'inégalité tend vers zéro. Alors , en combinant les
étapes 1,2,3 et d’aprés le théoreme d’ Arzela -Ascoli, on conclut que G est completement
continu.

Etape 4:
On va montrer que I’ensemble

o, ={y e C(J,R) : y = puG(y) pour certain 0 < p < 1}

est borné.

y(t) = M[ﬁ /j (1Og §>a1f(3,y(3))% - m/f (log g)alf(s,y(s))%

a—l—b)]'

—~

Soit donc y € ®4. Alors y = uG1(y), pour un certain g compris strictement entre 0 et 1 |
on a:

Tt ds |b] T T . ds
(Guy)(t)] < Tar/l(log;) |f(Say(3))|?+m/1 (logg) |f(s,y(s))|?
+ lc
floe ) ol 7. I
og )~ c
NCES) {H |a+b|] LT
= R.
Donc
1G1(y)]lo < R.

D’ou, (G; est borné.

D’aprés le théoreme du point fixe de Schaefer, on constate que G; admet au moins un point
fixe qui est la solution du probleme —. O
Un autre résultat d’existence de solutions est basée sur l'alternative non linéaire de Leray-
Schauder,il est caractérisé par le théoreme suivant :
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Théoreme 4.3 Si les hypothéses suivantes sont vérifiées.

(B4) : Il existe ¢y € L'(J,R,), ¥ : [0,00) — (0,00) continue et croissante tel que

If(t,uw)| < @p(t)(lu]) pour tout ¢t € J et u € R.

(B5) : Il existe un nombre M* > 0 tel que
M*
1+ U () 10(T) + 1
la + 0] la + bl
alors le probléeme ({{.1)-{4-3) a au moins une solution dans C([1;T],R).

> 1,

Preuve D’apres le théoreme , I'opérateur GG est continu, uniformément borné, et envoie
les ensembles bornés dans des ensembles équicontinus. Donc, une application du théoreme

d’Arzela- Ascoli mene a déduire que GGy est un opérateur completement continu.

Vit € [1,T], on a

y(®l < ﬁ/j <10g§)a_1¢f(8)¢(ly|)@

S
‘b| r T a—1 d |C‘
R Tl RO Feer
1b] . |
< [ +la+b|]w<uyuoo>f 61(T)+ 12 g
donc
TR o =
1+ gl o) +

D’apres la condition (B5), il existe M* tel que ||y||oo # M*,
et soit
By ={y € C([LT,R) : |lyllec < M"},

ce qui contredit le fait que y € 9By~tel que y = uG1(y), pour certain pu € (0,1). D’apres
I’alternative nonlineaire de Leray-Schauder, on peut conclure que G; admet au moins un

point fixe qui est une solution de probleme (4.1)44.2)), ce qui achéve la démonstration.

4.2.2 Exemples

Dans cette section, on présente deux exemples pour illustrer non résultats.

Exemple.1

On considere le probleme suivant :

Diy(t) = cos?t(e™ +3)°ly(t)], V(t,y) € ([L.e].R),
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y(1) +y(e) =0, (4.9)
oﬁa:%,T:e, a=b=1et c=
on a ) .
cos“t
ty)| = <.

on pose M = é et on obtient

M (log T')* 0] e
INGO)llee - < Mo+ 1) U el e+

3V
est borné, alors par conséquence de théoreme le probleme (4.8))-(4.9) admet des solution
sur [1, e].

Exemple.2

On considere le probleme suivant :

TD3y(t) = (logt)'y?e V2ly|(e™¥ +2)%, V(t,y) € ([1,¢], Ry), (4.10)

y(1) +2y(e) = -1, (4.11)
,T'=e,a=1,b=2 c=—1et

yre Y

f(t,y) = (log t)4W,

alors
2,—y

_ye-
Ayl(ev 127
On pose ¥(|y|) = 8.65(t) = (logt)*, et T2¢5(e) = 2% Si
M*
1+ (M) 12, (T) + 2
— M*
2 M*25663/T + 3
M
on trouve que pour M* > m = 0.638 les conditions de théoreme sont verifiées ,alors il

exist ou moin une solution de probleme (4.10)-(4.11)) sur [1, e].

| < (logty 2.

[f(t.y) = |(log )" 5

> 1
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A

4.2.3 Deuxiéme Résultat

Cette section est consacrée a ’étude de I'existence de solutions pour le probleme —,
dans lequel La fonction f est définie par f : [1,7] x E — E tel que (E, |.|) espace de Banach.
Dans ce qui suit, la mésure de noncompacité associée au théoreme de point fixe de Mdnch
vont nous permettre d’établir I'existence de solutions de probleme —.

Théoréme 4.4 Si les hypothéses suivantes sont vérifiées
(B6) La fonction f : J x E — E satisfait la Condition de Carathéodory.
(B7) Il existe p € L'(J,Ry), tel que :

LF &)l <p@llyll ¥t e J et chaquey € E.
(B8) Pour tout t € J et chaque ensemble borné B C E, on a

lim a(f(Jex x B)) < p(t)a(B).

k—0+

ol « est la mesure de non compacité de Kuratowski et Jyj = [t — k,t].
et la condition :

la + b|

<1 U > (uI"p)(T) < 1, (4.12)

sont vérifiées, alors le probeme admet au moins une solution dans C(J, B).

Preuve :

On transforme le probleme (4.1])(4.2)) en un probléme au point fixe, en considérant 'opérateur
Gy : C(J,E) — C(J, E) défini par (4.7). En utilisant le théoreme de Ménch, on montre que
lopérateur Gy admet des points fixes qui sont des solutions de probleme (4.1))(4.2)). Soit :

]

B> la + 0]
10|

T (1 ' —) (wI"p)(T)

la + b|

Y

on considere ’ensemble

Dr={y € C(J.E) : |yl < R}.

il est clair que le sous ensemble Dp est fermé, borné et convexe. On doit montrer queGs
satisfait les hypotheses du théoreme (|1.5)). La preuve se fait en trois étapes

2. 'W. Benhamida, S. Hamani,Measure of Noncompactness and Caputo-Hadamard Fractional Differen-
tial Equations in Banach Spaces, FEurasian Bulletin of Mathematics . EBM (2018) vol.1, NO 3, 98-106.
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Etape 1 : continuité de Gs.

Soit {y, }une suite telle que y,, — y dans C([1,T], Dg). Alors,Vt € [1,T],

wor [ (o) stomton — s pon

r T\ ds
o [ (e ) o) - e

(Gay)(1)] <
0]

 larore) J,
Soit
|Ynlle < R and ||yl < R.

Par (B7), on a

1£(s,5n(s)) = f(s,y(s)| < 2Rp(s) == o(s); 0 € L'(J,R,).

Puisque f est de Carathéodory et par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, on
aura :

|G2(yn) — G2(y)||oo — 0 lorsque n — oo.

Etape 2 : Gy applique Dy dans Dg.
Vy € Dpg, par (B7) et ,onavteJ

G| = % [ (1on?) " wrtstent
T /T(logg)“lms VNS + o
= ( T—L——> (Hlﬁﬂ(TU—%|aE?b
< R

Etape 3 : Bornitude et équicontinuité de Go(Dp).

Par 'étape 2, il est évident que G2(Dg) C C(J, E) est borné. Pour I'équicontinuité de Go(Dg).
Soient t1, ty € [1,T], t; < to, et Yy € Dg, on a

i/ ) (1gt—) - (uf—) (s, ws)|
i (1gt—) (s, w)| 2

|(Gay)(t2) = (Gay)(t)] <

IN
H\H\

IN
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Quand t; — to, le coté droit de 'inégalité tend vers zéro. D’ou I'équicontinuité de Go(Dg).
Soit V' un sous ensemble de Dg tel que V' C cov(Gy (V) U {0}).

De l'étape (3) V est borné et équicontinu, par conséquent la fonction ¥ — ¥(t) = a(V(t))
est continue sur [1,7]. Par (B7)-(B8) et le Lemme et les propertiés de la mesure de
Kuratowski, on a, V¢ € [1,T]

a(Gy(V)(t) U {0})
(Go(V

() (t)
a(Gy(V)(1))

VARVAN

(VAN
E‘
3|
N~—
5}
a2
| ~
N——
<
L
=
N
2
<
~—~
»
S~—
S~—
|Q.
V)

+
B
+
==
—
=
~
/;\
@)
09
w | N
~_
5
L
=
&
o
~—~
=
=
w | &

Cela veut dire que

Wl (1 (14 505 ) ) <o

Par (4.12)),il se suit que ||¥]|o = 0, c’est a dire, ¥(t) = 0Vt € [1,T],,alors V (¢) est relativement
compact dans E. Par le théoreme d’Arzela-Ascoli, V est relativement compact dans Dg. En
appliquant le théoreme on conclue que GG admet un point fixe qui est une solution du

probeme(4.1)) (4.2)). O
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Conclusion :

L’objectif de cette these est de présenter plusieurs résultats d’existence et d’unicité pour
certaines classes de problemes concernant les équations différentielles fractionnaires .

Dans un premier temps, deux résultats d’existence des solutions ont été dérivés cela concene
un probleme aux limites pour les equations différentielles fractionnaires avec la dérivée de
Caputo et des conditions intégrales et anti-périodiques, les premiers ont été trouvé a partir
des théoremes de point fixe de Banach, de Schaefer et I’alternative non linéaire de Leary-
Schauder ; le deuxieme a été obtenu en utilisant le théoreme de point fixe de Ménch combiné
avec la mesure de non compacité de Kuratowski .

Dans un second temps, nous avons établit des conditions suffisantes pour 'existence et 1'uni-
cité des solutions de deux équations différentielles fractionnaires qui ont été engendrées par
la dérivée de Hadamard, 1'une soumise a une condition non locale et 1’autre soumise a une
condition non locale de points multiples.

Par la suite, et dans la partie qui suit, les techniques du point fixe ( de Banach , de Scheafer
et de Leaury-Schauder) ont été appliquées pour établir des résultats d’existence et d’unicité
de solutions d'un probléeme pour une équation différentielle fractionnaire avec la dérivée de
Caputo-Hadamard . Un autre résultat d’existence des solutions en utilisant la mesure de non
compacité de kuratowski avec le theoreme de point fixe de Monch a été cependant introduit.

En outre, on prévoit d’étudier I'existence et I'uninité de solutions des problemes similaires avec
la dérivée fractionnaire de Caputo-Hadamard et des conditions non locales, des conditions
intégrales et des conditions anti-périodiques. D’autres perspectives sont de méme prévues a
I’étude et demeurent nombreuses.
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Annexe

1.Concepts de Bases

Définition 4.2 (/29])(Suite de Cauchy) Soient S un espace vectoriel muni de la norme
|.Ilg et (un)n;n € N; une suite de S. On dit que (uy), est une suite de Cauchy si

Ve > 0,3N > 0,Y(n,p) EN*n> N,p> N = |lu, — upllg <.

Définition 4.3 ([29/)(Espace de Banach) On dit que I’éspace vectoriel normé S est com-
plet pour la norme||.|| gsi toute suite de Cauchy (pour cette norme) est convergente (pour cette
norme). Un tel espace est aussi appelé espace de Banach.

Théoreme 4.5 [30/(Convergence dominée dans L*) Soit (E, T, m) un éspace mesuré et
1<p<oo, f, suite d’éléments de LP telle que :

1 fo— f pp
2. Fe LP telle que |f,| < F p.p, pour tout n € N.

Alors f € LP et
/\fn — flPdm — 0, quand n — oo.

2.Principe de point fixe

Le principe de contraction de Banach est essentiellement basé sur les définitions suivantes :

Définition 4.4 ([35]) Soient E un espace de Banach muni de la norme ||.||g et T une appli-
cation de E dans E : On appelle point fixe de T tout point u tel que :

Tu = u.

Définition 4.5 ([35]) Soit S un espace vectoriel normé, de norme ||.||g. Une application f
de S dans S est dite Lipschitzienne de constante L > 0 si elle vérifie :

Vu, 0 € 5, || f(u) = f(0)llg < Lllu— vl
Définition 4.6 ([35]) L’application Lipschitzienne f est dite une contraction si L €]0;1].

3.Mesure
Dans cette partie on rappelle les notions et les résultats fondamentaux de la théorie de la
mesure qui représentent un outil indispensable dans notre étude.

Définition 4.7 [30/(Tribu ou o-algébre) Soit E un ensemble, T une famille de parties de
E (i.e. T'C P(E)). La famille T est une tribu sur E si T vérifie :

1. o €T,
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2. T est stable par passage au complémentaire, c’est a dire que pour tout A€ T, ona: A°€T
.( On rappelle que A° =ENA).
3. T est stable par union dénombrable, c’est a dire que pour toute famille dénombrable (A,)nen

d’éléments de T, on a : UpenA, € T.

Définition 4.8 [30/(Espace mesurable) Soient E un ensemble et T une tribu sur E. Le
couple (E,T') est appelé espace mesurable.

Définition 4.9 [30/(Mesure) Soit (E,T) un espace mesurable .On appelle mesure une ap-
plication :m : T — R, vérifiant :
1. m(@)=0
2. m o—additive, c’est-a-dire que pour toute famille (A,)nen d’éléments de T disjoints
deuz d deuz (i.e.A,NA, =9, sin#m), ona:

m(UPA,) = Z m(A,)

Définition 4.10 [30] (Fonction mesurable) Soient (E,T") et (F,T") des espaces mesu-
rables. Une fonction f :E — F est dite mesurable si :

VAeT, f'(A)eT.
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