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Introduction

On consideére dans ce travail la méthode des sommes d’opérateurs de Da Prato-Grisvard|[4]
cadre commutatif, Elle donne des conditions sous lesquelles le probléme

Ar+ Br =y (1)

peut étre résolu. Ici A et B sont des opérateurs linéaires fermés de domaines respectifs D(A)
et D(B) denses dans un espace de Banach X. Le second membre de 1’équation y € X est
donné. Ces auteurs montrent que I’opérateur somme A+ B est fermable et que sa fermeture
est inversible.

En 1975, Ils [4] ; Ont montré que le probléme
Ar+Br—dx=y , A>0 (2)
admet une solution si on suppose que les opérateurs A et B vérifient les hypothéses suivantes :

(

304,05 € [0, 7| tels que :
i) p(A) D¥a={2€C:largz| <m—04}

Ca(0
Yz € Sa (A — )00 < |—(|)
(H1) i) p(B) D¥p={z€C: |largz| < m — 0p}
C(0
Vi € S (B - 2) i < L

| i) 04+ 05 <7

VA € p(A), VY € p(B)
L S 0 6 ya s

(Commutativité au sens de la résolvante)
De plus si y est dans l’espace d’interpolation entre D 4 et X noté D (6, p) avec 0 € ]0,1] et
1 <p<+oo(ouy € Dg(h,p)); alors la solution a la régularité suivante : Az, Bx € D4(0,p)
(I‘eSp DB<9>p))
La résolution de ce probléme est basée essentiellement sur une construction explicite de
la solution x sous la forme
r= Sy = — [ (A= X —2)N(B+2)lyds 3)

20T T

ou v, est un contour (infini) dans I'intersection des domaines résolnants p(A — \) N p(—B)
et qui sépare les spectres o(A — \) et o(—B).



En 1989 R.Labbas[11] a donné¢ de nouveaux résultats concernant le cas non dense.
Ph.Clément, G. Gripenberg, V. Hognis, et S-O. Londen (voir [2] ) ont donné en 1999 une
nouvelle démonstration des résultats de Da Prato-Grisvard en précisant les constantes inter-
venant dans les estimations de la régularité de Az et Bx.

On utilisera la théorie des sommes d’opérateurs linéaires avec ses différentes approches
pour étudier I'existence, 'unicité et la régularité des solutions.

Ce mémoire est composé de cing chapitres.

Dans le chapitre 1 : On expose les principales notions d’analyse fonctionnelle utilisées
en théorie des sommes, puis on énonce les résultats de la théorie des semi-groupes, enfin on
donne quelques definitions et rappels concernant les espaces d’interpolation.

Au second chapitre : On donne des conditions suffisantes pour qu’un opérateur non
borné L admette une fermeture, en général il suffit d’'une “inégalité a priori” de la forme

N
ol < 5 I1Ea = Al

pour z € Dy, et pour \ assez grand et de la densité de I'image de (L — \) dans X pour au
moins une valeur de A\ .

Des résultats sont aussi obtenus pour le cas ou Dy n’est pas supposé dense dans X. Le
résultat essentiel est le

Theoréme 0.1 Soit L un opérateur linéaire de domaine Dy dense dans X et telle que :

i) Il existe N > 1 et wg > 0 tels que
N
l|lz]| < 5y | Lz — Ax|| , YA >wo, x € Dy,

ii) Il existe wy > wp tel que (L —w;)(Dy) soit dense dans X. Alors L admet une fermeture
L avec p(L) D Jwg, +o0[ et

_ . N
I@- ) <

, VA > wy

(L — X\)(Dyp) est dense dans X, VYA > wy

Dans le troisiéme chapitre, On développe les résultats obtenus par Da Prato-Grisvard
[4] sur la théorie des sommes d’opérateurs linéaires. Plus précisement, soit X un espace de
Banach complexe, A et B deux opérateurs linéaires fermés de domaines respectifs D(A) et
D(B) dans X et leurs ensembles résolvants p(A) et p(B) non vides.

La somme de ces opérateurs est définie par :

Lx = Az + Bx
x € D(L) = D(A)N D(B)
On étudie I'équation
Lr— D=y , A>0,ye X (4)
x € D(L)



Cette méthode est un outil puissant pour résoudre I’équation opérationnelle abstraite (1).
Elle donne une solution unique et explicite de I’équation sous forme d’une integrale curviligne
a valeurs vectorielles complexes :

x = /F(z + A"z — B) tydz

pour tout y dans un espace d’interpolation réel noté D4 (6, p) (ou D4(f) ) entre X et D(A)
, ou y dans un espace d’interpolation réel Dg(,p) (ou Dg(0)) entre X et D(B). Ici on
suppose que 6 € |0,1] et p € [1,+oc].Les restrictions qu’'on impose & A et B dans le but
d’obtenir ce résultats, concernant les angles spectraux w4 et wp de A et B qui doivent vérifier
wa +wp < 7. On imposera aussi 0 € p(A) U p(B) et la commutativité des résolvantes de A
et B.

Ces conditions garantissent, non seulement I’existence d’une unique solution x pour tout y
dans I'un des espaces d’interpolation mentionnés plus haut, mais assurent aussi sa régularité
maximale. Par exemple, si y € D4(0,p), alors on a x € D(A) N D(B) C D(6,p); de plus
Az et Bx appartiennent a cet espace d’interpolation.

Proposition 0.1 Sous les hypothéses (Hy) et (Hs), on a pour tout y € Dg(0,00) ou
Dg(0,00) = {JJ € X :supt’ [|[B(B+1t)"z|| < oo} ,0€]0,1]
>0

(respectivement D 4(0,00)), léquation (1) admet une unique solution x € D(A) N D(B). De
plus Ax et Bx appartiennent a Dp(0,00) (respectivement D 4(0,00) ).

Remarque 0.1 C’est la premiére fois que des résultats de régularité maximale ont été ob-
tenus dans un espace de Banach quelconque.

Au quatriéme chapitre; On donne quelques résultats sur les sommes d’opérateurs
linéaires de domaines non denses.(voir[11])

On consiére X un espace Banach complexe et A et B deux opérateurs linéaires fermés de
domaines D(A) et D(B) non nécessairement dense dans X. On considére toujours I’équation

Ar+Bx— Xz =y , A>0 ,ye X

et on suppose que A et B vérifient les hypothéses (H;) et (Hz) et 0 € p(A) U p(B). Alors on
a les résultats suivants :

i) A+ B est fermable
ii) Si de plus D(A) + D(B) est dense dans X alors :

—1
0cp(A+B)et (A+B) ! = %im (z4+ A)Y(z— B)'dz = S(A, B)
Ty

—_—

De plus, il existe une extension A + B telle que :

—_— —_—

S\=(A-A+B) ' A>0etA+BCA+B



Remarque 0.2 : Lorsque aucun des deur domaines D(A), D(B) n'est dense dans X,
Uopérateur A + B est toujours fermable mais on ne pourra rien dire quand & p(A + B).Ce
résultat a été obtenu par R. Labbas [11]

Dans le cinquiéme chapitre : On s’interesse & une nouvelle démonstration des résultats
de Da Prato-Grisvard en précisant les constantes intervenant dans les estimations de la
régularité de Ax et Bz.(voir[2] ). On donne aussi une extension de quelques résultats de
régularité en supposant l'existence d’une solution stricte. En particulier si le second membre
de I’équation apparient a un certain espace d’interpolation on a une solution stricte x et
Ax et Bx appartiennent au méme espace d’interpolation. C’est-a-dire on a une régularité
maximale.

Définition 0.1 Soit X un espace de Banach complexe et soit A un opérateur non négatif
sur X.
Si0 € (0,1) et p€[l,00] alors

D40,p) = {x € X :[z]p, 0 < oo}

ol .
/ (t° JA(A +tI)~ x||)p%)% , 1<p<oo
m O 0

supess t [A(A+tI) x| , p=o0

>0
et

Da(0) = Da(0000) = {w € Da(0,00) : lim ¢* || A(A + 1)~z = 0}

avec

[-]DA(e,ooo) = [~]DA(9,OO)
On a [z]p, g, €st (au moins ) une semi-norme.

La proposition suivante caractérise les espaces d’interpolation réels entre un espace de
Banach et le domaine d’un opérateur linéaire non négatif défini sur cet espace de Banach.

Proposition 0.2 Soit X un espace de Banach complexe et soit A un opérateur non négatif
sur X de domaine D(A). Considérons la norme du graphe sur D(A), soit

lzllp, = lzll + |Az|| ou [|z|,, = [[Az| (si A est inversible)
Supposons que 0 € (0,1) et p € [0,00] U {o0p}. Alors
D4(0,p) = (X,D(A))s, pour tout x € X

1
—1+M(A,O) [x]DA(Q,p) < “J”H(X,D(A))g’p

» L]0 si lallp, = llAall
DA(0.0) M(A, 000 (p0(1 — 0) 7> ||lz|)) si ||zllp, = o] + [|Az]|

IN

ol
M(A,¢) = sup H)\(A+)\I)_1H

larg A|=¢
A#£0



Le théoreme suivant explicite les constantes de la régularité

Theoréme 0.2 Soient A et B deux opérateurs non négatifs a résolvantes commutatives avec
0€p(A)Up(B) etwa+wp < 7 et soit x = Sy l'unique solution de l’équation Az + Bx = y.
Alors siy € Dg(0,p) ou 6 € (0,1) et p € [1,00], on a

Az € Dg(0,p) et Bx € Dy(0,p) N Dg(6,p)

Siy € Dg(0), alors
Az € Dg(0) et Bx € D4(0) N Dp(0)

De plus on a les estimations suivantes :

[Az]p 0 < (1+C) b0
[BI]DB(e,p) < G [y]DB(H,p)
[Bz]p, 0, < Colulpyem
Ou -
Cy:=Cy(0,0,A,B) = lM (0)(1+281n(g)M (W—O)/L
1-— L1(o,v, A, - T A 2 B t9 |te’ia + ]_|
0
Cy :=Cy(0,0,A,B) = l]\4 (o)(1 —I—QSin(z)M (7 —0)7L
2 .— L2\o,V, A, - T A 2 B t0|t€i0'_1|

0

pour tout o € (wp,¢4). Le fait qu’on a aussi Bx € D(0,p) quand y € Dg(0,p) est un
résultat inattendu. On note aussi que si y € Da(0,p) ouy € Dy(0), on obtient parfaite-
ment des résultats analoques puisque S(A, B) = S(B, A). Ce résultat est du a Ph.Clément,
G.Gripenberg, V.Hdognds, S.O. Lonen (2] et [7])



Chapitre 1

Notions et Rappels

Dans ce chapitre,on rappelle quelques définitions qui concernent les opérateurs linéaires
fermés pour plus détails voir [19] et on donne quelques notions de base sur la théorie des semi-
groupes [14] de plus on énonce quelques résultas fondamentaux sur la théorie des espaces
d’interpolations (voir [15], [4] )

Dans ce qui suit,X est un espace de Banach,On rappelle que L est un opérateur linéaire
sur X si et seulement si c’est une application linéaire définie sur un sous espace vectoriel
D (L) de X ,a valeurs dans X

1.1 Les opérateurs linéaires fermés :

Définition 1.1 Soit L : D(L) C X — X un opérateur linéaire(non borné), L est dit
fermé si et seulement si il est continu sur son domaine i.e :

V (Un),so C D (L)

Uy — U

Lu =

:{ueD(L)

ceci est équivalent a dire que le graphe de L
G(L)={(u,Lu):ue D(L)} C X x X est fermé dans X x X

Définition 1.2  Soit L : D(L) C X — X un opérateur linéaire(non borné), L est dit
fermable si et seulement si L admet une extension fermée ,ceci est équivalent a

V (Un),>o € D (L)
X

Lun—>y

La plus petite extension fermé de L est alors notée L est s’appelle la fermeture de L



Rappelons quelques notions concernant ’opérateur fermé L :

1.

2.

i)
ii)

iii)

1.

2.

o(L) ={X € C: (L— M) est bijective et continue de D (L) dans X} estappelé ’en-
semble résolvant de L et (L — \)~' € L(X) est sa résolvante

(L) =C/p(L) est appelé le spectre de L , signalons que (L) est la réunion de trois
ensembles disjoints notés respectivement o(L),, o(L)., (L), ol :

0, (L) ={X € C: (L — )) est non inversible} est le spectre ponctuel

0.(L) = {A € C: (L - X" non borné de domaine non dense dans X} est le spectre
continu

0, (L) ={\ € C: (L— X! existe de domaine non dense dans X} est le spectre rési-
duel

L est dit borné s’il existe une constante C' > 0 telle que ||Lz|| < C'||z|| , Yz € D (L)
oubien D (L) =X et sup ||Lz| < +oco eton écrit L e L(X)

lzll<1
Si A et B sont deux opérateurs linéaire dans X ,de domaine respectifs D (A)
et D(B) ,on écrira A C B pour signifier que B est un prolongement fermé de A
ie

{ D (A) Cc D(B)
Bx=Axsix € D(A)

Notons que A est fermable, A est le plus petit prolongement fermé de A

1.1

.1 Quelques proriétés importantes :

Soit A : E — F un opérateur fermé, Alors

Uk W e

A+ B (avec le domaine D,) est fermé pour chaque B € L(E, F)

A1 est fermé si A est injectif

A est borné si Dy est fermé dans F' (D4 = E) (théoréme du graphe fermé)
un opérateur borné est fermé si et seulement si son domaine est fermé

Un opérateur A est dit fermable si la fermeture de son graphe est un graphe

(i.e (0,y) € G(A) = y = 0,Alors G(A) est le graphe d’'un opérateur fermé ,qu’on
appelle la fermeture de A et qu’on note A )

Chaque opérateur linéaire borné de E — F est fermable et sa fermeture L est un
opérateur linéaire borné avec HLH = || L]

7. Si A est fermé et A~ ! existe alors A™! est fermé
8. SiAe L(E,F)et D(A) =FE et A 'existe jalors A~! est fermé carsi A € L(E,F)

10.
11.

et A~! existe = A est borné = A est fermé =—> A lest fermé

Soit A un opérateur linéaire fermable sur X ,alors si A est fermé < A = A

Si A un opérateur linéaire fermable sur X alors D(A) C D (A)

Soit A un opérateur dans F
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i) 0(A)={\eC: X —-A:Dy— FE est bijectif et (\[ — A)~™t € L(E) }
ii) o(A)# @ implique que A est fermé.Si A est fermé ,alors

0(A)={Ae€C: [ - A: Dy — FE est bijectif }

par le théoreme du graphe fermé

1.2 Les opérateurs commutatifs et les opérateurs a ré-
solvantes commutatives :

Définition 1.3 Soient A et B deux opérateurs linéaires dans un espace de Banach X.0On
dit que A et B commutent si

AB = BA ,i.e: D(AB) = D(BA) et ABx = BAz Vx € D(AB)

Les opérateurs A et B sont dits a résolvantes commutatives s’il existe A € o (A) et
1€ 0(B) tels que (A — A) ‘et (u — B)~' commutent, i.e :si on a

VeeX A=A ' (u=B) 'e=(u—B)"(A=A) "z, pour A € p(A) et € o(B)

On définit aussi le commutateur de A et B en posant :
[A; Bl = AB — BA
Cet opérateur est défini dans
D[A; Bl = D(AB) N D(BA)

.Puisque
x € D((A—A)B) si et seulement si x € D(B) et Bx € D(A),ona D((A\—A)B) = D(AB)
pour tous opérateurs linéaires A et B et pour chaque A dans C
Ainsi
D([(A=A);(p=DB)]) = D(A(p— B)) N D(B (A = A)).

Mais

v € D(A(ju— B))ND(B(A— A)) «= z € D(A) N D(B)

et
pxr — Bx € D(A)

et
Az — Az € D(B)

Arx € D(B) <=z € D(A)ND(B)
<= x € D(AB)N D(BA) pour tout = € X
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Par conséquent
D([(A—=A);(n— B)]) = D([A; B]), pour chaque z € D(AB)N D(BA)

A=A (pw—B)z—(p—B)(AN=A)z = Iux— pAz — A\Bx + ABx — (udx — A\Bx — pAx + BAx)
= ABzx — BAx

Alors on a le lemme suivant

Lemme 1.1 Soient Soient A et B deux opérateurs linéaires dans X . Alors

(A= A);(u—B)] =[A;B],vA, peC

On a aussi le résultat suivant concernant la commutativité au sens de la résolvante

Proposition 1.1 Soient A et B deux opérateurs linéaires dans un espace de Banach X
et supposons que

A€ o(A) et p€ o(B) .Alors les assertions suivantes sont equivalenres :
1. A=A)"et (u— B)™" commutent
2. Toutes les résolvantes de A et B commutent.

3. A—A) et (u— B) commutent.
4. A commute avec (p — B) 'sur D(A) et

(1= B)"(D(A)) € D(4)

Preuve. :(voir [7]ppl8-19) m

Proposition 1.2 (identité de la résolvante). Soit A un opérateur linéaire borné,si \,pu €
o (A) alors :

RA(A) = Bu(A) = (A — 1) RA(A)R,(A) = (1 — NR,(A) R ()

avec

RA(A) = (A-AD~"

Preuve. : on a

B\(A) = Ra(A)(A = pl)R,(A)
= RA(A)(A—=X+ X —pl)R,(A)
= [+ =pRA(A)] Ru(A)
= RBu(A) + (A = ) RA(A)R,(A)
= B\(A) = Ru(A) = (A = p) Ba(A) R, (A)



12

De la meme maniére on écrit

On obtient

1.3 Opérateurs sectoriels :
Définition 1.4  :Soit A un opérateur linéaire fermé dans un espace de Banach E .On dit
que A est sectoriel si :

1. D(A) et Im(A) sont denses dans £
2. KerA ={0},]—00,0] C 0(A) et il existe une constante M > 1 telle que

Ht(A + It)_lHL(E) < M pour tout t>0

Si A est sectoriel,alors il existe un angle 6 tel que le secteur

Y9g={2€C/{0}: |arg z| < 0}

soit contenu dans g (—A) et sur lequel la majoration précédaente reste vérifiée i.e :

sup ||2(z + A) 7| = My < o0
e

Définition 1.5 : A est dit positif si |—00,0] C 0(A) et il existe C > 0 telle que

B c
(A=) g < T 0

1.4 Intégrale de Dunford :

Soit X un espace de Banach complexe,et A un opérateur linéaire fermé,Notons par H(A)
I’espace des fonctions & variable complexe qui sont holomorphes dans un ensemble fermé
contenant le spectre deA.La formule analogue a la formule de Cauchy pour les fonctions

holomorphes est définit par I'integrale de Dunford suivante
1 -1
F) =g [T -
gl

ol 7 est une courbe simple et f € H(A) .
L’opérateur f (A) € L(X) et ne dépend pas de =
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1.5 Les semi- groupes d’opérateurs linéaires :

1.5.1 Les semi-groupes fortement continus :

Définition 1.6 :On appelle semi groupe fortement continu G sur un espace de Banach X
toute famille (G(t)),>, dans L(X) vérifiant

i) Vo € X,G(t)xr : Ry — X est fortement continue
i) G(0) =1
i) Vs > 0,V > 0: G(t+s) = G(H)G(s)

Remarque 1.1

1. Sii) et iii) sont vérifiées pour s, ¢ de signes quelconques ;alors G est un groupe fortement
continu .

2. Si [|[G(?)|| < l,alors G est un semi groupe de contraction
Exemple 1.1 : Soit A € L(X);et ||G(t)|| = e ;Alors G est un groupe sur X .

Ezxzemple 1.2 : Soit X = LP(R),1 <p < oo et (G(t)f)(z) = f(x—t);Alors G est un groupe
appelé groupe des translations de LP.
On a

1z =Dl = [lf (@), = G(t) =1
alors G(t) € L(X) et on a
(GO)G(s)f)(x) = (GO )@ —s) = flx —s — 1) = (G(t + 5)f)(2)

donc

G(t+s)=G({t)G(s)
Theoréme 1.1 :Soit G un semi groupe,il existe deux constante M et w telles que

1G] < M.e

Preuve. :V € X ]la fonction continue t — G(t)x est borné sur [0, 1],grace au théoréme de
Banach Steinhaus il existe une constante M > 1(puisque ||G(0)|| = |||l = 1) telle que

1G] < M. Vi € [0, 1]
pour ¢t € R en écrivant t = [t] + «, [t] € N,a € [0, 1] .Donc
GO = GO Gla)| < M+ = b

avec
w = log M
D’ou
IG@) < M.e!
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Définition 1.7 :Le générateur infinitésimal du semi groupe est 'opérateur A défini par

D(A)=RzeX lim G(t)f — 7 existe
t—0+
Ax = lim Gt)r —x
L t—0+ !

Exemple 1.3 :Soit B un opérateur borné dans X ,la famille d’opérateurs G(t) = e'B;t >0
est un semi groupe uniformément continue et le générateur infinitésimal est l'opérateur B.

En effet

1G(t) = Gt + Rl

1G(1) = G().G(h)l
IGOI I = Gn)ll

<
< IG@)I (M 1)

donc ||G(t) — G(t + h)|| — 0 quand h — 0 d"ou la continuité uniforme.D’autre part

Jicr-n=s] = [fer-n-s]

t
t"B
;Zn!

n>2

< t||B|? .M.

quand t — 0T ,alors B = lim +( G(t) — I) limite uniforme donc forte .
t—0

Remarque 1.2

1. Si A est le générateur infinitésimal d"un semi groupe G(t)):>p;alors A est fermé a
domaine dense.

2. Le semi groupe (G(t));>o est uniquement déterminé par son générateur infinitésimal A

3. le semi-groupe (G(t));>0 est uniformément continu si et seulement si"il est de la forme
(e!B);>p0u B est un opérateur borné dans X.

4. Si A le générateur infinitésimal du semi groupe (G(t))i>o, ||G(#)|| < M.e*t pour A >
w;l’opérateur

A—A)tr = / e MG(t)zdt  est borné
0

et
[(A=A)"z|| < M(A—w) ™5 ) € p(A)
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Theoréme 1.2 (Hille Yosida) :
Un opérateur A est le générateur infinitésimal du semi groupe fortement continu G(t),t >
0; tel que ||G(t)]| < M.e*" si et seulement si

1. Le domaine D(A) est dense dans X
2. p(A) D{AeR: A > w} et (A — A) surjectif pour A > w avec

e s

1.5.2 Les semi-groupes analytiques :

Définition 1.8 On appelle semi groupe analytique de type o (0 < a < %) toute application

G définie sur l"ensemble
Y ={zeC: |argz| < a}

a valeurs dans L(x) telle que :

1. z — G(z) est analytique sur ¥
2. Ve e X,G(0)=1 et limOG(z)x =z

ZEX

3. V21,20 € 3,G(z1 + 29) = G(21).G(%2) de plus

1
Gt)r=— [ e*(z— A)adz = 'z

2 ),
Theoréme 1.3  (de Kato) : Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire borné
vérifiant :
1. A fermé de domaine D(A) dense dans X
2. p(A) D {AeC*;Re A > 0} et IM > 0 telle que VA > 0
M
A=A < —r
o) < 2
Alors A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique G vérifiant :
i) 30 >0Vt >0:[[GO)|gx) <C
ii) Vt < 0;G(t) € L(X,D(A)) et |AG(t)]| < 4
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1.6 Les espaces d’interpolation :

Soient X, et X; deux espaces de Banach et F un espace topologique séparé avec X; — FE.
Considérons maintenant les espaces de Banach Xy N X; et Xy + X; munis des normes

||X||X00X1 = ||X||X0 + ||X||X1
et

X1 05, = ,_inf (X, + 11Xy, )

1
T=x0+x1
T, €X;

Le couple { Xy, X;} est dit couple d’interpolation.
Définition 1.9 Soit { Xy, X1} un couple d’interpolation.
On apelle espace intermédiaire entre X, et X; tout espace de Banach X tel que :
XonXjcXCcXo+Xy

Exemple 1.4 Les espaces X;, 1 = 0,1 sont des espaces intermédiares

1.6.1 Théoréme de Marcel-Riez :

Theoréme 1.4  :Soit K: LP(Qy) + LP () — LP°(Qy) + L2(Q) un opérateur linéaire
Di, Qi € [1,400] et Q; sont des ouverts de R™ (i =0, 1) telle que

K/Lpo(QO)EE(LPO,qu) } . { K/LP@(QO)EE(LPB,L(I9>

K/Lpl(QO)€£<Lp1, qu) et 0 S 0 S 1
ou
1 1-60 ¢
Po Po D1
et
1 1-6 0

Q0 do ¢
Lemme 1.2 (lemme de Schur ) :

Soit K : 1 x 9 — R une fonction mésurable telle que

i) da > 0,Vzy € Qy /|K(x1,x2)|dx1 <«
971

) 3> 0,Ver € Vas € Oy /|K(m1,:c2)] day < b
Q2

On définit 'opérateur K par
() w3) = [ bl o) i €

Q1
Alors;Vp € [1, +o0]
K € L(LP(Y), LP(922))
Preuve. :On a K € L(L' (), L'(Q2)) et K € L(L>®(4), L(€2));alors grace au théoreme
de Marcel-Riez on obtient le résultat m
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Les espaces d’interpolation

Définition 1.10 On appelle espace d’interpolation entre Xo, Xil'espace (Xo, X1)p, avec
0e0,1],p € [1,+o0] tel que

D’autres définitions
Theoréme 1.5

Vy € Rz =uo(y) +u(y);u; € X;,i=0,1

T € (X(),Xl)H,p < { ii)e_eyuo c LP<X0), e(l_e)yul € Lp(Xl)

Preuve. :0n pose t = eV dans la définition précédente m
Theoréme 1.6

([ Fu:R— XoNX; tel que
y— u(y)
z € (Xo, X1)op < i = /u(y)dy

R
ii)e~%u € LP(X,), et~y € LP(X))

(

Ju: Ry — Xo N X; tel que
t — u(t)

z € (Xo, X1)op < i)x = / u(s) %

0
i)t~ € L2(X,), "D € LP(X;)

\

Preuve. :0n pose t = e Y dans le théoréme précédent m

Définition 1.11 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine Dy C X muni de sa norme
du graphe .
Ve e Dy llzlp, = llzllx + 1Az x

On pose alors ,en suivant les notations de P.Grisvard

DA(Q,p) = (DA7X>179,p oup € [1,—|—OO] et0<f<1
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Theoréme 1.7 Soient p € [1,+00] et 6 € ]0,1]

1. Supposant que p(A) D ]0,4+o00| et il existe une constante C' > 0 telle que

VA0, [[(A =MD %

alors
Da(0,p) = {z € X : tPA(A—tI) 'z € LX(R,, X)}

2. Si A génére un semi-groupe fortement continue et borné dans X jalors
Da(0,p) ={ze X :t %M -z e PRy, X)}
3. Si A génére un semi-groupe analytique borné dans X ,alors
Da(0,p) = {z € X :t' P AeMz € LP(R,, X)}

Ici les opérateurs A et B vérifiant (H;) et (Hs) et sont donc sctoriels,alors les espaces
intermédiares D4 (6, p) entre D4 et X (ou Dp et X ) sont caractérisé par :

Da(0,p) = {z € X : tPA(A—tI) 'z € LP(R,, X)}

Sip=+o0:
D4(0, +00) = {x € X :supr? |A(A—r)a|| < oo}
r>0
Lemme 1.3

D4(0,4+00) = {$ € X :sup |z|° [(A=N(A=X—2)""z] < oo}
ZE’Y/\
Ces espaces sont de Banach et vérifiant la qualité d’espace " intermédiares
DA — DA(Q,p) — X1
ils coincident avec les espaces d’interpolation au sens de Lions-Peetre D 4(0,p) = (X, Da)1-q,|
1. X =0([0,1];].]l,) lopérateur A définit par :
[ Pa=fe OO0 40 =) =0
Ap=¢
Alors pour p = 400

C%([0,1]) et ©(0) = (1) =0si20 < 1
Da(0,+00) = ¢ CH*([0,1]) et (0) = (1) =0
CH271([0,1])et @(0) = (1) =0

Ou C**([0,1]) rst I'espace dit de Zugmund des fonctions ¢ continus sur [0,1] telles

que :

[p(z) = 20(3Y) + (@)
|z —y|

sup < 00
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2. Soit X = L*(]0,1[),p € [1,+o0] et opérateur B définit par :
{ Dy = {u € W'(]0,1[) /u(0) = 0}

Bu=14

Alors
Wor(10,1[) si 0<6 <

Dp(0,p) = { Wop(0,1]) si =1
0,p -1
Wy (J0,1]) si ;<6 <1
On rappelle que :
i) pour @ €]0,1[, W??(]0, 1[)est le sous-espace de LP(]0, 1[) des fonctions u telles que :

11
t) — p
/ / %dtds < 400 (holdérianité integrale)
00

Pour p = 2,60 = 3 ,on retrouve le fameux H2(]0,1])

ii) Pespace de Sobolev(dit platotde Besov) W[i’g (]0, 1) est le sous-espace des fonctions u de
LP(]0,1]) telles que

1 p

t
/ —’u<t)| dt < +o0o (continuité integrale en 0)
0

iii) On peut d’'une maniére générale donner :

(W™P(Q), LP (D))o, = Byy' ()

q

ot § est un ouvert & bord de classe C™ et ot ici p € |1, +oo| et ¢ € [1,+o0] ,B; ,(§2)
étant les espaces de Besov

Définition 1.12 Pour 6 € |0,1[ et p € [1,+0o0[ on note Da(0,p) le sous-espace de X

swivant :
Da(0,p) = {z € X : |t"A(A—tI)"'a||, € LV}

dt

ot LY est l'espace des fonctions boréliennes de puissances p intégrables pour la mesure FR

Pour p =+

t>0

D4(0, +00) = {:c € X :sup HteA(A - t)’lscHX < oo}

muni de la norme
404 = el +sp [ A(A = %]
Remarque 1.3 Ces espaces vérifient
Da(8,p) C Da(f, +o0)

pour p € [1,4o00[ et 6 €]0,1]
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1.6.2 Définition discréte d’un espace d’interpolation :

On dit que x est dans l'espace d’interpolation (X, X1)g,, si et seulement si

i)Vn € Z: .T*U[)n_FU]_n,ulnEX’“Z_O 1
i1 Z l|e? uOHHI;(O < +oo (ie) e %uy, € LP(X,)

nez
i)Y || uon ), < +o0 (ie) e=Dmuy, € LP(Xy)

nel

Espaces de traces :

Définition 1.13 On désigne par V,,(po, €0, Xo, p1, €1, X1) Uespace des fonctions u telles que

t=ou € L2(Xo), t u™ € LP(X))

d™u

S et €, €1 deux parametres réels, muni de la norme

ol u™ =

eu )||LP1 (Xl))

||u||vm = max(”t_e‘)u”Lpo(XO) ;

on dira que u) admet une trace a 'origine si u)(¢) converge lorsque ¢t — 0 ,alors trace de
wl) = thmou(j) (t) = u(j)(O)

Remarque 1.4

Si pil +e<m—j, et 1<.J<m—1;alors les traces u®)(0) existent pour 0 < k < j

Définition 1.14 On désigne par T7'(po, €0, Xo, p1, €1, X1) U'espace décrit par u(0) tel que
u € V,,,muni de la norme
lallgye = inf flully,
w(@) (0)=a

les espacesT’y* sont des espaces de trace

Ju: Ry — EgNE,
€ (Fo, F1)op == { i)t'u € L2(Ey), 1% € L2(E))
it)x = u(0) trace de u en 0.

Muni de la norme

RSA

“+oo “+oo

||| = inf /tepHu(t)H%Odt+ /tgp

0 0

dt

u’(t)) ’

Eq
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Propriétés

On donne maintenant quelges propriétés fondamontales des espaces d’interpolation,pour
tout # € ]0,1[ et p € [1,400] on a

1. Si0<fd<w<1letp,qé€ll,+o0],alors

(XU7 Xl)@,p C (X07 Xl)w,q

2. Si p < q alors
(Xo, X1)op C (Xo, X1)o,4

3. Si XO = Xlalors (X(),Xl)gm = XQ = Xl.

1.6.3 Cas particulier (Dy, E)g,

Soit A un opérateur linéaire fermé dans X ; posons Xy = D4 muni de la norme du graphe
et X1 = X,alors XoNX; = Dy et Xg+ X; =X donc

Dy C (DA,X)G,p cX

Theoréme 1.8 (de Lions) :Si A est le générateur infinitésimal d’un semi groupe forte-
ment continu G(t);alors

i e X

€ (Dy, X —
x ( A, )g’p <~ ZZ)G(t)ZE x c LI:(X)

11-0

avec p € [1, +o0o] .Donc
(Da, E)gp={z € X :|[t"1(G(t) - I)xHE €L’}

muni de la norme

3=

—+oo
(1 dt
loll i, = llel+ | [ 06 - Daly T

0

avec les modifications habituelles si p = oo

Theoréme 1.9 Sip(A) DR, et 3C4 > 0 tel que

Ca

(A=A < VA0

)71“1:()()

alors

(oamn, = {7 € X ¢ [[PAA = 1) ]| € LT}



Chapitre 2

Théorémes de fermeture
(DaPrato-Grisvard)

2.1 Cas dense :

Soit X un espace de Banach et soient A et B deux opérateurs linéaires fermés de domaines
respectifs Dy et Dg dans X
On définit 'opérateur L (opérateur somme)par

D;,=DsNDpg
Lx = Ax + Bx,x € Dy,

On donnera des conditions suffisantes pour que L admette une fermeture qu’on notera
éventuellement L et on étudiera 'ensemle résolvant de L .Le résultat essentiel est le
Theoréme 2.1

Soit L un opérateur linéaire de domaine D;, dense dans X (Dy = X) et telle que :

1. Il existe N > 1 et wg > 0 tels que
N
lzl < - lIiLe = Azll, A>wo, z€Dyp (2.1)

2. Il existe wi > wo tel que (L —wi)(Dy, ) soit dense dans X ,Alors L admet une fermeture
L avec p(L ) D Jwo, +00| et

— N
||(L—>\)71H < X S A > wo (22)
(L —X)(Dr) est dense dans X VA > wy (2.3)
Preuve. :L’hpothése (1) implique 'existence de L ,soit z, € Dy, n € N* une suite telle que

x, — 0 et Lz, — y.On doit vérifier que y = 0. pour cela soit z € Dy, d’apres(2.1) on a

z N z z
— | < — —) — —

22



23

N 1
)xn+§“§X'an—)\xn+XLz—z ,n €N A> wy
d’ou & la limite lorsque n — +o0
z N 1
Zl < L il
H/\H_)\Hy—i-)\llz z ,A > Wy

puis lorsque A — 400
Izl < N'lly — z]]

Cette derniére inégalité étant vérifiée pour tout z € Dy qui est dense dans X ,on a néces-
sairement y = 0 (en considérant une suite z, € Dy, n € N*; telle que 2z, — y) ceci prouve
'existence de L.Montrons que wy € p(L ) c’est a dire

Vye X, Aw €D : Loy —wiz =y

d’apres ’hypothese (2) (la densité),il existe une suite z,, € Dy, telle que y,, = Lz, —wiz, —
y (n — +00).En appliquant l'inégalité (2.1) au vecteur x,, — x,, on obtient

N

|20 —2mll < — [ L(zn — 2m) — M@0 — )|

w1

oy

w1

< (Lzy — Axp) — (Lxm — Az ||

N
w1

donc la suite (x,,), est de Cauchy,et il existe z € X tel que

limz, =xet Lz, — y+ wix

n—-s--+o0o

cela veut dire que # € Dy et Lx = y + wx (par définition de L).Maintenant on montre
I'unicité de la solution :On a 'inégalité

x| < % | Lz — Az| VA > wo,x € Dg (2.4)

d’aprés I'inégalité (2.1) et I'existence de L on obtient que w; € p(L ) et que
N

T <

On doit prouver que p(L ) D Jwg, +oo[ La distance de w; a p(L ) > %(voir[?)]pp566—567)

donc

p(L) D ]wl(l - %);wl(l + %)[

mais par ailleurs I'inégalité (2.4) implique toujours

_ N 1 1
H(L—wl) ”SX ,V)\Elwl(l—ﬁ);wl(leN){
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par reiteration du lemme précédent on obtient
(L) ( (1- —1 )") (1 —1 )" "
L) D [sup(wg,w ;wi(l + n €N
p PlWwo, W1 N/ e N )

par conséquent p(L ) D Jwo, +00| et

||| < % |Lz — Az| ,VA>wo,z € Dg

implique

S A > W

_ . N
|- <Y

reste & vérifier que (L — \)(Dy) est dense dans X VA > woSoit ' € X' (X' le dual de X)
et A > wy tels que :

<Lx—)\x,x/> —0 ,VeeD,
On doit vérifier que ' = 0.Puisque L existe on a
<fa: — )\a:,x/> =0 ,VxeDg

car Dy, est dense dans D (Dy = D7) pour la norme du graphe de L et puisque A € p(L),cela
veut dire que z’ est orthogonal & X donc 2" = 0 (d’aprés le théoréme de Hahn-Banach) m

Remarque 2.1

1. Ce résultat est une variante du résultat de fermabilité de Lumer-Phillips qui est relatif
aucas N =1

2. Dans le cas particulier ot wy = 0 ,on a donc p(L ) D R, c’est aussi le cas lorsque
N =1 car on peut alors remplacer wg par zéro dans I'inégalité (2.1)

En effet ,soit © € Dy, A > 0 et Lz — Ax = y, on aussi
Lx — M\t — woxr =y — wox

Lz — (A wo)r =y — wox

d’ou
o] < —1—| ||
X — Wo
= Ntwo Yy 0
1 Wo
e LR el
Wo 1
— <
ol = 2l < 5o
Wo 1
1— <
(1= 55 ol < 5 ol
d’ou
1
el < = [yl

(C’est une preuve de ( 2.1) en remplagant wy par zéro)
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Remarque 2.2

Un opérateur L satisfaisant (1) du théoréme avec N = 1 et wy = 0 est appelé opérateur
m-accrétif

Corollaire 2.1 Soit (L,),>1 une suite d’opérateurs linéaires de domaines respectifs Dy,
dans X ,on définit L (la " limite") en posant

D; = {:L‘ € NDy, ;la suiteL,xz , n € N* converge dansX}

n>1 (2.5)
Lx = lianr L,z pour x € Dy,
On suppose en outre que :
i) Dy, est dense dansX (D = X)
ii) Tl existe N > 1 et wg >0 tels que p(L,) D Jwo, +00] et
—1 N *
(L —X) 7] < VA >wo,n €N (2.6)

iii) Il existe wy > wp tel que (L —w;)(Dy) est dense dans X ,alors L admet une fermeture
L avec p(L ) D Jwg, +00] et

lim (L, —A)"' = (L —\)"" VA > wy fortement dans £(X) (2.7)

n—---+o00

Preuve. : On apour x € D,z € Dy, et d’aprés 'hypothese
N
(L = 2)7H| < 5 VA > wo,n € N7

On obtient .
]| < 5y | Loz — Az[|,n € N*

En faisant tendre n vers 400 on aura
N
lzll = <= [1L2 = Azl[, YA > wo

reste & montrer que

lim (L, —A) "= (L— )\ VA > w

n—--40o

ou bien

(Lp =N 7'y — (L—=N"'y Yy e X (Mixé > wp) (2.8)

puisque les opérateurs (L, — A)~! sont uniformément bornés d’aprés

([(Ln =07 < %,w > wo,n € N¥)
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il suffit méme de vérifier que :
(Ln =Ny — (L=N)7y

pour y € (L — X)(Dr) qui est dense dans X.On doit vérifier que :
(Lp —A) "' L—-Nz — =

n—--4o00
pour tout x € Dy,on a d’aprés la définition de Dy,
(L, —A\) " YL—-Nz—2= (L, -\ "Lz — L,x)
d’ou N
(L =X)L = Nz — || < < lLw = Lyzl| — 0
|
Dans la suite on aura a utiliser le théoréme (2.1) dans le cas ou L est de la forme suivante :
D, =DsNDp
Lx = Ax+ Bx,x € Dy,

ou A et B sont deux opérateurs linéaires de domaines respectifs Dy et Dg dans X .On a le
résultat suivant de densité de Dy,

(2.9)

Proposition 2.1 :On suppose que A et B sont fermés et a domaines denses dans X et
que :

i) Il existe deux nombres N et w tels que :
p(A) O p(B) D Jw, +oo]
et que

N
Ja-N7 <5 NE-NT <y e

N
By
ii) D, est stable par (B — \)~! pour tout A > w .

Alors D4 N Dp est dense dans X

Preuve. :Soit x € X ,considérons la suite Qy, A > w telle que :
Q = MB-N'TA-NT A>w
Qu = NB-N'A-N'z. A>w

Puisque D4 est stable par (B—\)"! donc (A—\)"'z est dans I'image de (B—\)~! finalement
Qur € Dp car Qyz € Im(B — \)~!.De la méme maniére :D 4 est stable par (B —\)"1.VA > w
puisque (A — \)7'x € D4 donc (B — \)7H(A — \)"tax € Dy(grace a la stabilité de D4 par
(B=XI)"!) enfin Qx € D4 ,grace a (i) les opérateurs A(A—\)~! et A\(B—AI)~! convergent
fortement vers —1 lorsque A\ — +o00 car

lim AA— M) = . 1in+1 AMB - M)t =-1

A—+o00
(A= An" < B-AD <5 9a>w)
En fin

lim Qr ==z
A—+o00



27

2.2 Cas non dense :

Maintenant on va reprendre 1’étude précédente dans le cas ou Dy, n’est plus nécéssaire-
ment dense dans X ,pour cela il est utile de rappeler quelques notions :

Définition 2.1 On appelle graphe dans X toute partie de X x X et on identifie tout opé-
rateur linéaire de domaine Dy dans X a son graphe G, défini comme suit :

G ={(z,y);z € D, ,y= Lz}

Remarque 2.3 Si L admet une fermeture L ,on vérifie aisément que Gy = G, ,par abus
de notation on notera encore L le graphe G ,lorsque L n’admet pas de fermeture au sens de
la théorie des opérateurs ,si G est une graphe dans X on pose

G = {(z,9);(y,2) € G}
G-\ = {(ZL’,y—/\l’);([L’,y)GG}.

On introduit la notion de valeur réguliére

Définition 2.2 Soit A : D(A) — D(A) un opérateur linéaire fermé ,un point A € C est
dit de du type régqulier pour A si :

Ik = k(\) > 0;¥a € D(A) : [|[(A— Nz|| > & |||

Remarque 2.4 )\ est régulier pour G si (G — \)™! est le graphe d’un opérateur linéaire
continu partout défini dans X .i.e :si (G—=\)"1 € L(X) par abus de notation . Alors I’ensemble
résolvant p(G) de G est l’ensemble des valeurs réguliéres pour G et son complémentaire o(G)
est le spectre de (G).Par analogue pour les opérateurs on a l'identité de la résolvante :

(G=N"=(G=p) = =p)(G=NT (G-

pour \ et p dans p(G) et par conséquent A — (G — X\)~! est une fonction analytique définie
dans p(G) qui est ouvert et & valeurs dans L(X)

Lemme 2.1 Soit G un graphe d’ensenmble résolvant p(G) non vide,alors G est le graphe
d’un opérateur linéaire si et seulement si (G — \)™1 est injectif pour une valeur X € p(G)

Dans le cas ou Dy, n’est pas dense dans X on a le théoreme suivant
Theoréme 2.2 Soit L un opérateur linéaire de domaine Dy dans X et telle que :

1. Il existe N > 1 et wg > 0 tels que :

N
||| < 5y |ILx — Az|| VA >wo ,z € Dy
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2. Tl existe wy > wo tel que (L — w;)(Dy) soit dense dans X ,Alors :
p(L) D Jwo, +00
et

I =2 <

N B
X ,V)\ > woet(L — /\)(DL) = X,V)\ > Wy

Remarque 2.5  En général L est un graphe , cependant (L — \)™' est un opérateur pour
A > wy

Preuve. L existe toujours en tant que graphe .On montre que w; € p(L).Soit y € X ,d’aprés
(77) (la densité) il existe (x,)n,>1 avec z, € Dy, et y, = Lz, — wix, — y,en faisant tendre
n — 400 et en utilisant (2.1) on obtient :

N
|z — zm| < - | L(zp — ) — Mxp — 2)]| , Vw1 > wo, x, € Dy,
1
N
|z — zm| < - |Lx, — Az, — (Lzy — Az, Ywi > wo, x, € D
1
N
o=l € = gl s > ., € Dy
1

et par conséquent la suite (z,,),>1 est de Cauchy ,donc il existe z € X tel que 2, — wet

n—---+00

Y, = Lr,—wix, — wydou Lz, - y+wir ,ona (x,, Lr,) € G donc (z, y+wx) € L,

n—- —+00 n
cela veut dire que,¥y € X, 3z € X tel que (z,y) € L—w;.Montrons I'unicité de x :En utilisant
I’hypothése (2.1) on obtient

N
lzll < - lly —wrzll, Vi@, y) € Gr

d’ou

N —
||| < o lyll,V(z,y) € L —w; (par passage a la limite)

ca implique que (L —w;) ™" est le graphe d'un élément de £(X) partant que w;, € p(L) et de

plus
— N
L—w) Y <—
|- < Y
|
Corollaire 2.2 :Soit (Ly)n>1 une suite d’opérateurs linéaires de domaines respectifs Dy,

dans X on définit L par :

D;=x¢ { QlDL"’ (Lnx)p>1 converge dans X}

Lr= lim L,x ,x € Dy,

n—-s-4o00

On suppose en outre que :
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1. ilexiste N > 1 et wy > 0 tels que p(L,,) D Jwo, +00[ avec

(L, = 07| < % YA > wo,n € N*

2. Tl existe wy > wp tel que (L —wq)(Dy) est dense dans X ,alors :

p(L) D Jwo, +oo[ et lim (L, —A)""=(L—-X)"" VA >uw

n—---+00

fortement dans £(X)

Preuve. : (voir corollaire 2.1.) m

Maintenant,on revient a la situation particuliere ou L est de la
forme (2.9) mais sans supposer que D4 et D sont denses dans X par contre on supposera
que A et B commutent dans le sens que

[(A=XN)"H5B-w '] =0 ,YAep(A)et ue p(B) (2.10)

tels que p(4) £ 6 et p(B) # 6
on suppose que p(A) N p(B) D |0, 400 et qu’il existe M4 et Mp > 0 tels que

M M
l(A=NT <=7 L lB=-NT <=7 vA>0 (2.11)

Dans ce cas on a I’analogue du théoréme (2.1) sans supposer que D, est dense

Theoréme 2.3 : Sous les hypothéses (2.10) et (2.11),0n suppose que :

i) Il existe N > 1 tel que ||z|| < & ||Lz — Az| ,VA > 0,2 € Dy,

ii Il existe wy > 0 tel que (L —w1)(Dy) est dense dans X .Alors L admet une fermeture
L avec

p(T) 210, ool et || -3 < % YA 0

Pour démontrer ce théoréme on utilise deux lemmes ot C' est un opérateur linéaire fermé
dans X et p(C) D ]0,4o00[ et il existe N > 0 tel que

JC-XN" <3 vaso (2.12)

Lemme 2.2 : Ona

i) D_C:{a:EX;a:: lm A(C — \) "tz }
A—+o0
ii) D¢ est dense dans X ssiVr € X on a
r=— lim \NC-)\"'z

A—+o0
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Preuve. Considérons

Z:{xEX ; v=—_lim )\(C’—)\)_lx}

A—+o00

N
L’espace Z est fermé car grace a l'ypothese [[(C — N7 < X ,YA > 0 les opérateurs

AMC — \)~! forment une famille équicontinue pour A > 0 d’autre part on a Z C D¢ car si
r € Z,x est une limite des éléments —(C' — \) "'z € Dy finalement on a Do C Z (d’ou D¢
C Z ce qui montre (i)) car pour z € D¢ on a

T+ MO =Ntz =(C-)N"'Cx

et en utilisant (2.12) on obtient

N
|z +AC = N2 < Y |Cz|] N

— 400

Définition 2.3 Soit Y un sous-espace vectoriel fermé de X ,on dit que Y est stable par
rapport a C' s’il est invariant par la résolvante de C' c’est a dire si

(C—=NY)CY ;VA>0
On définit lopérateur linéaire dans 'Y par :

{ Dc/y:{yEDcﬂY;CyEY}
Cryy =Cy;y € Doy

On a p(C)y) D 10,400 et
(Cry =N =(C =Ny ;YA>0

Exemple 2.1 D¢ est stable par rapport a C

Lemme 2.3

i) Le domaine de C' /Do est dense dans Dc

ii) Si D¢ est dense dans X alors pour tout sous-espace Y stable par rapport a C' ,le domaine
de C)y est dense dans Y

Preuve. :D’aprés le lemme précédent on a pour y € D¢
= i —MC =Nty = 1 —MNC =Nt
y=,lim —AC=NTy= lim — O~ ATy

et pour y € X on a

y= lim —ANC-XN"'y= lim —ACyy—N"y

A—+o0 A—+o0
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Preuve. du théoréme 2.3 :Les hypothées du théoréme 2.7 sont vérifiées ,il suffit de
montrer que L est le graphe d'une application linéaire ,pour cela on doit vérifie que (L — )~
est injectif pour un A > 0 .En appliquant le lemme 2.6.Considérons les restrictions au sous-
espace Y = DN Dg.le sous-espace Y = D4 N Dp est stable par rapport & A et & B d’apreés
(2.10) (la commutativité des résolvantes),posons

A=Ay et By =By
On définit 'opérateur Lipar

Dy, = D4, N Dy,
L1$:A1[B+Bl.’17 ,Z’EDLl

D’aprés le lemme 2.4 Le domaine de A /D, est dense dans D, ,en appliquant (ii) du lemme

2.4 on obtient que D4, est dense dans Y (en remplagant X par D) et D, est dense dans Y

(Da, =Y , Dpg, =Y ) .Maintenant on applique le théoréme 2.1 a Uopérateur L;,d’aprés
la proposition 2.5 on obtient que Dy, est dense dans Y (D, =Y) et d’apres I'ypothese (7)
du théoréme (2.9) on obtient que AN > 1 et wy > 0 tels que

N
lzll < 1 L1z — Az]

, VA > wg,z € Dy, reste & montrer que (L1 — w1 )(Dy,) est dense dans Y .Soit 'ensemble

W= U(A=N"(B-p ' (X)

gace & la commutativité des A et B dans le sens que :
[(A=XN"(B=w)™ ] =0 ,YAep(A) et pep(B)
Ona W cCDysNDgCY etdapreslelemme 2.10

r=— lim \(W-\"1z VrxeX

A——+00

cela veut dire que W est dense dans Y ,pour montrer que (L; — wq)(Dy,) est dense dans Y
Al suffit de montrer W C (L — wy)(Dy,) ,s0it y € W donc y = (A — o)~ (B — B)~'x avec
xr € X d’aprés le théoreme 2.9 il existe une suite (z,), avec z, € Dy, et

Tn=(L—w)am — @
d’ou
(A=a) (B=B) "oy = (L-w)A-a) ' (B=B) "2 — y
puisque
b= (A=) (B~ )"z € DaNDyCY

et Ay, et By, € Y onay, € Dy, et

(Ll - W1)yn = (L - Wl)yn —

n—-s-400
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ca implique que y € (L1 — w1)(Dy,) d’ou la densité de (Ly — wi)(Dy,) dans Y finalement
on déduit que L;admet une fermeture L, et que

I N S _
H(Ll — wl)_1|| S w—l et (Ll — Cdl)_l = (L — wl)/_é

L est pris au sens des graphes,on vérifie I'injectivité de (L — w;)™' :Soit 2 € X tel que

(L —wy1) 'z =0,0n a alors :
(A-a)Y(B-pB)'s=yeDyNDyCY

d’ou o B

(Li—w)ly=(L—wi)'y=0
et y = 0 et vu l'injectivité de (L; — w;)~! on obtient que = 0,donc (L — w;)~" est injectif
mE



Chapitre 3

La théorie des sommes d’opérateurs
de Da-prato-Grisvard (cadre
commutatif)

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on donne quelques rappels sur la théorie des sommes d’opérateurs
linéaires. Plus précisément, soit X un espace de Banach complexe , A et B deux opérateurs
linéaires fermés de domaine respectifs D4 et Dp dans X et leurs ensembles résolvants p(A)
et p(B) non vides.

On définit 'opérateur L ('opérateur somme ) par :

D;,=DsNDpg
Lxr=Ax+ Bx ,x € Dy,

On étudie les équations de la forme :

Ar+Br =y (3.1)

y est un vecteur donné de X , x € X est la solution dont I'existence et la régularité seront
exposées, I'équation (3.1) s’écrit : Lx =y

Définition 3.1 une solution stricte de (3.1) est un élément x € Dy, satisfaisant (3.1)

Définition 3.2 On dit que x est une solution forte de (3.1) si et seulement si  3(x,) une
suite dans Dy, telle que

limz, = x et limLx, = vy

n—-4o00 n—-s-—+4o00

1. Une solution stricte de (3.1) est une solution forte de (3.1)
2. Si L est fermé alors les deux notions de solution stricte et forte sont équivalentes
3. La somme de deux opérateurs fermés n’est pas nécéssairement fermée.

4. Si L est fermable alors les deux assertions suivantes sont équivalentes

33
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i) Yy € X, 3 une solution forte de (3.1)
ii) 0 € p(L)i.e:3I(L+0I)"" donc (L)' existe
L c’est le prolongement fermé de L
5. Si L est fermé alors les deux assertions suivantes sont équivalentes
i) Yy € X, 3 une solution stricte de (3.1)
ii) 0 € p(L) i.e: (L +0I)"* donc L™ existe

L’interét de L réside dans la notion de solution forte de 1’équation :
Lx — Ax =y, X étant un parametre spectral (3.2)

x est une solution forte de (3.2) si I(xy,)n, z, € Dy telle que

T, — T
n——+00
{ Lz, — A, — y
n—--+00
Lorsque n — +o0o c’est -a -dire # € Dy et Lz — Az = y. En conséquence 1’équation (3.2)
admet une solution forte unique pour tout y € X si et seulement si A est un point de
’ensemble résolvant de L.
Si ’équation (3.2) admet une solution = € Dy, on dit que c’est une solution stricte (ou
classique).

3.2 Sommes d’opérateurs de type parabolique -elliptique}
(cadre commutatif)

3.2.1 Introduction

On impose quelques conditions supplémentaires qui conduisent aux problémes appelés
"problémes paraboliques ou elliptiques”. Ces problémes seront traité seulement dans le
cas ou les opérateurs A et B commutent (au sens de la résolvante). Dans ce cas 'opérateur

S, défini par
—1
S\y=— [ (A=X—2)"YB+2) ydz
2 J,,

joue un role fondamental dans I’expression et I’analyse des solutions de 1’équation (3.1).

3.2.2 Hypothéses

Soit (X;]|.]| x) un espace de Banach complexe quelconque et soient A et B deux opérateurs
linéaires fermés de domaine D4 et Dg dans X (D4 C X, D C X), On se propose d’étudier :

(3.3)

Ar+Br—)z=y ,ye X
re€ DsNDpg

(C’est I’équation (3.1) ou A est remplacé par A — A\ )
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& Imz

1]
G(A-A) R cc-B}J/ Rez

On suppose les deux hypothéses (H;) et (Hs) :
(H,) (parabolicité-ellipcité)
(304,05 € [0, 7] tels que
i)p(A) DXs={z€C:largz| <m— 04}
_ Ca(9)
Ve € S l(4 =2 o < 2
it)p(B) DXp={2€C:|argz| <7 —0p}
Cp(6
Ve € S (B = 2) oy < 20
C4 et Cp fonctions numeriques paire et convexe
| iii)0a+ 05 <

Remarque 3.1 D, et Dp sont des espaces de Banach munis des normes de graphe

[2llp, = lzllx +lAzlx et zllp, = llzlx + Bzl

(H3) (cadre commutatif), (commutativité au sens des résolvantes)

!

{ Vz € p(A), V2 € p(B) : [(A—zf)—l,(B—z{)} =0 /
ou [(A=zI)(B=21)=(A-z2)*(B-21)—(B-21)(A—zI)"

Remarque 3.2 L’hypothése 64 + 0 < w implique que l'un des deux angles 04,0p est
T
nécessairement plus petit que §,ce qui implique que ’opérateur correspondant est le gé-

nérateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique non fortement continu en 0 puisque
nt Dy ni Dp n'est supposé dense dans X

En effet

Opr+0p <m=— 0 < m—04 = 0y tel que Op < Oy < T—04
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Soit v, la courbe sectorielle (voir figure) infinie de Jordan jonignat ooe™"° vers ocoe'®
définie par :

= Sz:argz=—0 |z|>L U Z'Rez——é |z|<L
= Lare s = b, 2 |cos | ' 2777 2cos by

U {z carg z = b, |2| >

A
2 |cos |

Remarque 3.3 La courbe 7y, demeure dans (34— N)NX_p et sépare les spectres o(A — )
et o(—B)

Les fonctions : z — (A — X\ — 2)71 est définie et analytique a droite de vy, et z —
(B + 2)71 est définie et analytique o gauche de v,

3.2.3 Construction de la solution
On cherche une solution z de la forme :
r=(A+B-\)"y

C’est -a-dire on trouve une formule de représentation de (A + B — A\I)~!
La résolution de (3.3) est basée essentiellement sur une construction explicite de la solu-

tion sous la forme .
r=8y=-— [ (A=X—2)"Y(B+2)"'ydz

A% -

On considére donc dans la suite cet opérateur
-1
yle X)— Sy = —/ (A= X—=2)""B+2) 'ydz
2 ),

Maintenant on donne quelques propriétés de S).

Proposition 3.1 Sous les hypothéses (Hy) et (Hy) on a :

N
Sy € L(X), ie:IN > 0: Sy < —

Preuve. On a

C(0)

2]

(B + Z)_lHE(X) =

et
Ca(0)

|A + 2]

[(A—X— Z)_lHE(X) <

De ces majorations, on trouve

1 B )
Il = 52 [ (4-2-2t B2
I X
1 - J—
: %/ 1A =X = 27, 1B + 207y Il 2]
Eflde]
< o | o il

21 S, |2l A+ 2]
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Posons z = A\Z avec A > 0, d’ou

k |d%|
<
1950l < 53 | iz Wl
]

> E+ 4

Puisque 'integrale f7 est convergente , alors il existe N > 0 tel que

IS\l < 5 Iyl
n
Proposition 3.2 Soit A > 0 sous les hypothéses (Hy) et (Hy) on a
1. Ve € D(A+ B) = Dy N Dg alors :
S\(Az + Bz — \x) ==z
(donc Sy est inverse a gauche, pour x € D4 N Dp)
2. Sixz € Dg+ Dpg alors :
Sxt € DaNDpet (A+B—-MN)Sx=z

(donc S est inverse a droite mais sur D4 ou Dp )
C’est une proposition centrale dans la théorie des sommes.

Pour démontrer cette proposition on a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.1 Supposons que (Hy) et (Hsy) sont vérifiées et x € D(A) N D(B) , alors

1 B -1
N / (B+z)"Br, .
27 z

Tx

et
-1 — )\ — »)1 _
-1 (A=X—2)"1(A A)xdz:x
20w z
YA
Preuve. :On écrit
-1 —1
L (B+2)" Be Bxdz: limi (B+2)" Be dez
um z R—0c0 20T z
T TR
ol
Yr={z €7\ 2| < R}
et
_ ) — ~\ 1 _ ) — ~) ! _
f1 (A-X—2)"1(4A )\)xdz _ limi (A-X—2)"1(A )\)mdz
20 z R—o0 20T z
I TR
) — ~) L _
_ —limi/(A A—2z)" 1A )\)xdz
R—s00 21T z
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telle que v est la courbe v dans le sens inverse . Posons F'rR=7,UCR
avec

Cr={Re”:0,<0<2m—0,}

et
avec A
Cr={Re":—0,<0<0,}
On a:
1 B 1B 1 B -1B 1 B -1B
1 (Bt Br, L [(Btz) Br, 1 [(Btz) Br,
20T z 20 z 2 z
TR Ir Cr

B+ 2)"'Bx

1
La fonction est analytique sur I'r et décroit comme ?, donc
z

1 B -1
— £__j;fl__fifdz -0
2w z

I'r

grdce au théoréme de Cauchy, de plus

1 (B+z)'Bx

R—00 20T z
Cr
Alors . B i
1 (BB,
A% Z
Yr
d’autre part, on a
) — »)1 _ ) — )1 _
L (A-X—2)"1(4A )\)xdz _ _L (A-X—2)"1(A )\)xdz
20 z 20 z
TR r,
1 —A—2)"1(A-
_ L (A-—X—2)"1(A /\)xdZ
20 z
Cr

(A== A= Nz . o L 1
la fonction n’est pas analytique a l'origine et décroit comme —5 sur

z 2|
/ N L, .
I'y , donc d’aprés la formule des résidus on aura

L/ (A=X—2)"YA- Nz

dz =
% =

De plus




39

Done . P 1y
; (A-Ar=2)" _)\)mdz:a:
2 z
A

u
Preuve. (de la proposition 3.2)

1. Soit x € D(L), montrons que Sy(Lx — A\x) = x. On doit calculer pour x € Dy N Dp

-1
I = Py (A—=X—2)"YB+2) ' [Az + Br — \x]dz
T
YA

On écrit :

(A-X—2)"(B+2)"[Av+ Bz —Az] = (B+2z) ' [(A=X—2)""(A—-N)z]
+(A-X—2)"Y(B+2)'Bx
= B+2) 'z +z2B+2)"'a
+A- A=)z —z2(A-A—2) Y (B+2) 2
= (B4+2) v+ (A-X—2)""2

Majis
B(B+2z2)"! B+2)"'B
(B—i—z)_la,“:z——( *2) xzz_—( +2) x(car r € Dg )
) L A-A- AN e
(A= X—2)le = _Z
z z
D’ou
—(B 1B A—N—2)"1(A—
(A= X—2)"YB+2) Az + Br — \x] = (B +2) x+f+( A—z) A)x
z z z
 —(B42)"'Bx  (A-X—-z2)"(A- Nz
= . -
(gdce a la 1°7¢ identité des résolvantes) D ot
]:L (B +2) Bxdz—i (A-XA—2)"1(4A /\):Edz
2 z 2im z
Tx T
)\ — )1 _ -1
I:_L (A-X—2)"1(A )\):L’dszi (B+ 2) Bxdz
2im z 2 z
A Ya

I =1+ 1, .On montre que : Iy =0 a gauche de v, l'application

(B+2)"'Bx
z

p(—B) — X

est analytique o valeurs dans le Banach X et est en O(ﬁ), donc Iy = 0 (d’aprés le

théoréme de Cauchy)

SN IR
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En effet , on considére
Fr=7,UCr={2z€7,:|z| <R}

1 (B+2)"'Bx _ 1 (B+2)"'Bx

— (2T Pr, - gim [ 22 Py
% p =T R i P ‘
I TR
1 (B+2)"'Bx
—  lim - — [ YT Pt -
e T 2ir dz (sens -)
Cr

Pour z € Cg , on pose :z = Re® 0 € [0y, 21 — 0y] dz = iRe?dd d’ou

27 —0p )
1 [(B+2)'Bx : 1 (B+Re®)'
L, = — [ X212 Pra.— - . Rie”do
2 % B T RN T 9 Reit 1
Y 0o
21 —0g
1 .
=  lim — /(BJrRew)‘ledQ:O
R—s+00 277
0o

Pour I, on utilise le théoréme des résidus (& droite) .On écrit que

)\ — -1 _
L = lim - L / (A-X—2)"1(4 )\)xdz
R—+oo 2w z
YA|z|<R
— )\ — -1 _
~ lm L (A-X—2)"1(A )\)xdz
R—+o0 20T z
Y
I'r =7, UCg ,donc
) — )1 _ ) — )1 _
I — _i (A-X—2)"1A /\)de+ i (A-X—2)"1A /\)xdz
A% z um z
YA CR
— )\ — »)1 _ I N e | .
/(A A—2)"HA )\):Edz _ 27riRes{(A A—2)"HA /\)I,z:O
z z
Y
= 2mx
-1 A—X—2)"1(A-
-1 ( A—z) 1A )\):Cdz .
211 z

20\
Le (=) avec le sens de la courbe se compensent ,le pole z = 0 étant a droite
Pour Cr on a :
1 (A=X—2)"YA- Nz

lim — dz =0 (lemme de Jordan)
R—+00 20T z

Cr
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2) re€Dy+Dg=—=dxg€e Dy etx1 €D :x =29+ 211

Puisque les roles de A et B étant symetrique, il suffit considérer par exemple le cas ot
x € Dg (ou D4) alors :

-1
= (A= A=) (B 2)!
S\x 5 (A=A—2)"(B+2) zdz
Tx

Montrons que :Sxx € Dp (i.e : s’il existe BS\x ? )1l suffit de montrer que (A — X —
2) Y B+z2)"'v € Dp.Ona (A= XA—2)"Y(B+2)'a = (B+2)"Y(A-\X—2)"'z € Dget

BA=A—2)"YB+2)'v=BB+2) ' (A-\—2)""z

B(B+2) ' (A-X—2)"1r = (B+2) Y A-)X—2)""a

Donc : Syx € Dp et B(S)x) = S\(Bz).Il reste a montrer que Sxx € Dy , on a

r (B+2z)'Bx

B+z)tr=5—
(B+2z) x p p
D’otu
-1
S\g = — [(A=X—2)"(B+2)tadz
2im
20\
-1 B 1B
— (A_/\_Z)—l[f_w}dz
2im z z
20\
1 dz 1 dz
= — [(A-X—2)"}B Br—— — [(A=X—2)"12—=
ik ( A=z (B +2) T ( A=z) s
A I
et grace a la formule des résidus on obtient :
1 -1 1 g d2 -1
S,\x:T (A=X—2)"(B+z2) Bx—+(A-X\)""z (xx)
i z

25N

(le (+) provient di sens du parcours et du fait qu’on a

(A-A=2)=—(z—(A=-N7)
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D’ou
-1 1 -1 L1 d2
T
Ya
-1 1 -1 L1 g, d2
= AA-N) "2+ — [ A+2)(A=A—2) (B+2) Bx—
2 Z
YA
1 dz
_ B -1p.2Z
+2i7r (B+z)  Bx .

Tx

1 d
L’intégrale +2+ /(B + z)’le—Z = 0 (en intégrant & gauche de 7y, )
im z

Tx

B
A(Syx) = x—i—)\(A—/\)_l:L‘—k% (A_)\_Z)—l(B+Z)_1733dZ
im
Ta

1 -1 -1
to— (A= X—2)"(B+z2)  Bxdz
T

1
= 24+ |(A-N"tz+ P (A=X—2)""(B+2) 'Bxdz
(i
T

1
— [(A=)X—2)"YB B
to (A=AX—2)"(B+2) Bzdz
T

= =+ AShz) + (—B(S\x))
D’ou
A(Syx) + B(Shx) — AM(Shx) =z d’aprés (xx)

Donc

(A4 B — X\)(Saz) =z (Sy inverse a droite)

3.3 Solutions strictes pour un second membre dans un
espace d’interpolation

Pour suivre ’étude de I’équation (3.1) on a besoin de certains espaces d’interpolation
On définit des espaces intermédiaires entre Dy et X (ou Dpget X) pour des opérateurs
"sectoriels” A (ou B') vérifiant (H;)

Définition 3.3 Soit p € [1, 0]
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1. Sip € [l,00[, on définit l’espace LX(R,, X) par :

f R, — X est fortement mesurable et

fE Lz(R-H /”f p dt 1

P =Nl < o0

2. On définit 'espace L°(Ry, X) par :

f: R, — X est fortement mesurable et

felXRy, X) { Supess || f(t)]|x < oo

0<t<oo

Définition 3.4 Soient (Ey,||.||,) et (E1,|.||;) deuz espaces de Banach qui s’injectent
contindment dans un espace topologique séparé &

pour p € [1,00] et 0 €10, 1], on définit (Ey, E1)g, espace intermédiaire entre Ey N Ey
et By + F4 par :

].)Vt > 0, HUO(t) S E(), Elul (t) € E1 tels que ‘r = Uo(t) + ul(t)
€ o B = | oy 0y a(Re oy i & 2R )

(Notons que (Eo, E1)op = (E1, Eo)i-0,)
Proposition 3.3 : Avec les notations de la définition précédente on pose

{ 2]l oz, = Nzl + 12l g, 577 € Eon By

HxHEOJrEl - wiEEi}ﬂgﬁ-wl:x(HxHEO + HxHE1) SRS EO + El
et L

Es " N

Z 'R+ HE@,Z—O,];
V>0, u(t) + w(t) ==
SZ T € (E(),El)gp

Alors (EgNEv, ||| g, ) (Bo+ B |-l gy s 5,); (Eo, Ex)ops |I-ll, ) sont des espaces de Banach
et de plus

EoNE, C (Eg, El)G,p C Ey+ Ey

avec injections continus
Proposition 3.4 : (Ey, E1)g, est un sous-espace vectoriel de Ey + Ey vérifiant :
EyNE; C (E(], E1)97p C Ey+ E;

et

z —— inf
ug,u1
ugtuUl=g

+ Htl -0

Eo) El

est une norme rendant les injections ci-dessus continues
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Theoréme 3.1 (Solution stricte)

Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés dans X vérifiant (H;) et (Hy).Alors
pour tout y € Dy(6,+00) + Dp(f,+0) ou 0 € ]0,1[,il existe une unique solution stricte
r=Sy€eDsNDgde Ar+Br — Az =y
Preuve. On suppose que y € Dp(6, +00)

r=_Sy= 5 (A= X=2)""(B+2) 'ydz

X

y € Dpg(0,+0) <= Sup HTGB B+r)” yHX < 400

= SupHZGBB—i—Z yHX<—|—oo

|z|>0
ZEY )\

Montrons que x = S,y € Dp c’est a dire :

%/B(B—{—z)_l(fl—)\—z)_lydz < 400
On a
(A=X=—2) Y B+2)'=B+2)A-A—2)"y
et
BA=A—2)"YB+2) 'y = (B+z—2)(B+2) ' (A-)X—2)"1y
= (A= X—2)y—z2B+2) ' (A-A-2)"1y
= A-XA—2)ly—2(A-X—2)"'(B+2)y
= (A-X— z)l[y—z(B+z) y}
= A-X—2)'BB+2) Y
et o
B(A—)\—2z B Z N Dp(,+c0
1B ) (B + ?/HX—‘ Al ‘9||y|! 5(0,+50)
(5 -+ 21ty < et
et

||y||DB(0,+oo ly[lx + sup HZGB (B+2z)” yHX

-1
Ainsi l'intégrale %im B(A — X\ — 2)7Y(B + 2z)"'ydz est absolument convergente de plus
i
T
r € D(B) et
-1
Bz = 5 (A= X—2)"'B(B+2) 'ydz
Tx
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Pour prouver que € D(A) on utilise I'identité de la résolvante suivante

y BB+2)"'y

B “ly=2_—
(B+2)"y =" .
On a
-1
T = o (A= X—2)"B+2) 'ydz
T
_ S faa [y BB,
i z z
T
-1 , dz -1 1 _, dz
= 5 (A—X—2) yz+2i7r (A= X—2)""B(B+2) v
I I

en utilisant la formule des résidus on trouve
1 d
r=(A-N)"ty+ — /(A —~A—2)"'B(B+ z)_ly—z
A% z
Y

donc
xz € D(A)

et

(A=XNz = y—F%/(A—)\)(A—)\—Z)1B(B+Z)1y%

T
1 dz 1
= — | B(B ly—4+ = [(A-)—2)"'B(B “lyd
yt+o— | BB+2)y—+5— [( z) B(B+2) ydz
P\ T
= y— Bz
1 -1, dz 2
car o— B(B + z)"'y*Z est nulle , alors on a le résultat. m
im

Tx
3.3.1 Reégularité maximale
Theoréme 3.2 Sous les hypothéses (Hy) et (Hy) ety € D (0, +00),

Alors x = S\y € DaN Dp et de plus on a Ar et Bz € D_(0,+00)
Preuve. On doit montrer :
la régularité

Br € D _(0,+00) i.e :sup |r’B(B — r)_leHX < 400
>0

et la régularité

Az € D_(0,+00) i.e :sup HTOB(B - r)’leHX < 400
r>0
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Soit r > 0,assez trés grand (r > \), supposons que 7y, passe a droite du point z = —r.On
calcule : B(B —r) 'z
On a:
B(B—r)z = B(B—r) 'Sy
-1
= — [ BB-r)YA-)X—2)"YB -1
2 ( 7’) ( A Z) ( + Z) de
20\
-1
= 5 [(B=r+n)(B-r) (A= A=2)"(B+2) ydz
s
20\
-1 1
= g JATAT AT (B e — o [r(B =)A= A= 2)THB 4 2)ydz
B2 YA
= i J AT AT B yde — o [r(Bon) (B 4 2) T A=A - 2) e
T Ya

On utilise la 2°™¢ identité de la résolvante :
1

-1 ~1 -1 1
(B—1)"(B+2) _7’+z[<B_T) —(B+2) ]
Il vient :
B(B—r)"'r = x—% T:_Z(A—)\—z)’l(B—r)’lydz
A
L A A= )Y B )y
2im )] r4+z
YA
= x+_f—|—L T (A= X—2)"YB+2) ydz
2w )] r+z

T

L’intégrale

1 r
I=—— A-X—2)YB—-r)tydz=0
2im ) r+ z( 2 r)ydz
T
. . . (A=X—2)Yy . .
(En integrant a droite de 7,, la fonction n est analytique a droite de vy, et
r+z

r+2%#0)etona
B(B—r)'z=x+r(B-r)"'z

alors Cr=7,UTlp

B(B—r)"'z = :c—l—% th_—zz(A—)\—z)_l(BjLz)_lydz
R0
= :17—}—L (A=X—2)"(B+2)" dz—L : (A= X—2)"YB+2) 'ydz
T T Y
Y Y
1 z

= r—T— —
2w r+z
Y

(A= X—=2)"Y(B+2) 'ydz
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1 z
T A | -1
B(B—r)"'x 5 r—i—z(A A—2z) (B+2) ydz
T
Posons .
r
- A_ _ —1 B_ —1 d
! 2 7"+z( A=z r)"ydz
YA
I = lim b T (A= X—2)"YB—-r)lydz
 R—too 24 r+z y
T
= i feo [ A= B ) - o [ (a2 B ) s
R—+00 m ) r+z 2w ) r+z
YR FR
= lim b T (A= X—2)"YB—r)tydz
. Rt 2w r+z y
T'r
car
L A A= (B =) ydz =0
2w ] r+z yaz =

Yr
Posons z = Re" = dz = Rie'df et (B —r)~! = ¢ ,on obtient

0o
1 r . )
I = 1 - (A — X\ — Re")"L¢Riedo
R—lgoo( 2im T+R620( ") ERieTdb)
—0q
0o
— lim (—— [ — " (A= X— R eRedn)
R—+too' 27 r + Ret®
—0o
0o
: 1 r iON—1¢ 1 i0
R1—1>H—il-oo_% T’—i-Rew(A_)\_Re ) §Ietdo R:)+go
—6
e 1
z
B(B—r)'Br=—— A—)X—2)"'B(B “lyd
( T) x 5 r+z( A—2) (B+ z) ydz
T
1 z
-1 -1 -1
|B(B - r)'Ba, = —%/T+Z(A—)\—z) B(B + 2)Yyd=
oY X
z 1 1
< k . — |d
B /‘)\+z |r + 2| |z\9| ? ||y||DB(0’+OO)
T

1 1
k| ——.—5|d
| o 4 91, e
T
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En remplagant z par rz (z «— rz) on obtient

1 1 ||Z/HD (0,400)
1 :
HB(B—T) Ba:HXSk /\14—2\'W|d2| +
Y
D’ou
1 1 1Yl (6,+00)
0 -1 0 ’
[*B(B —r)"'Ball, < kr /M'WW' B
YA
1 1
|1+Z| |Z|6| | || ||DB(97+ )
N
< k k= k gl
< Fllo, o 00 =k | [ gl
T
Donc
B.TEDB(07+OO)
n

Remarque 3.4 On utilise les deux lemmes suivants
Lemme 3.2 Pour r assez grand (r > \),Vz € v,,3k > 0 tels que

lz+7r|>kr=|z+71| > k|z

et
|z —r| > kr=|z—1| > k|z|

Preuve. Soit z € v, et r >0, D’aprés le schéma on a :

lz+r] > ab=rsiné
> kr
et
|z+r] > cd=|z|sind
> k|7
|

Lemme 3.3 Soit v € ]0,1[ alors il existe C > 0 telle que pour r > 0

|dz| < C s ¢
N e g
|z £ 7| |z]" = v’ "
5
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Preuve. (C’est une conséquence du lemme précédent. On pose

Y= U =)

avec
Y. ={z€v: |z <1}
T ={z€v:z[>7}
Alors
|dz| B |dz| |dz|
lzx7rllz]” ) |zxr]|2) |z £ 7| |2]”
Y ’Y'r ’Y_'V'r
|dz| / |dz|
|z £ 7| ]2]" ey 12 T[]
v |2|<r
k[ |dz|
0
k 1—pT
< r [|Z| ]0
S Erl—u — ﬁ
T rY
|dz| |dz|
|z £ 7| |2]" |z £ 7| |z]”
Y—7r r
—+o00 |d |
z
< k
— |Z|1+V
_y1+oo k
< k)T =
T /rl/

Donc d’apreés les deux lemmes on obtient :

||7’HB(B — r)’lBa:HX

0 || 1 L
ot [ e e e o, o
T

k

0
< ko 5 Hy||DB(9,+oo)

< klylp_ 9400y = Bz € D, (6, +00)

Alors vu que x € D C D _(0,+00) et de l"équation Az =y + Az — Bx et y€ D_(0,+00),
on trouve que Ax € D_(0,+oc) m

Proposition 3.5 (Régularité croisée) :
Sous les hypothéses (Hy) et (Hs) ety € D (0, +00), Alors Bx € D (0, +0o0)
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Preuve. )
_ _ - A | -1
r=295y= 57 (A= X—2)(B+2) ydz
A
_ 1 -1 -1
Bx = 57 (A= X—2)""B(B+z2) ydz
Y

On doit montrer :
Bz € D (0, +00)
c’est a dire
sup HTOA(A —r)'Bz|| <k
>0
ou bien

sup HT’G(A —~NA=X=7)"Bz| <k

r>0

(A=MN(A-=X=7r)"'Bx = (A=XN)(A—-X—7)"'B(Syw)

= [ NA A A A=) BB+ ) yd
17
YA
_ % (A—r4r—A)A-A—1) (A= X—2)"B(B+2) lydz
X
-1 1
= 5 (A—)\—z)_lB(B—l—z)_lydz—ﬂ/r(A—)\—r)_l(A—)\—z)
YA T

D’aprés la 2 identité de la résolvante on a :

1
(A—)\—r)_l(A—)\—z)_lzr_Z[(A—)\—r)_l—(A—)\—z)_l]
donc
1 r
_ oy -l _ L oy -l -1
(A= XN)(A—-X—r)" Bz Bz 57 T_Z(A AN—r)""B(B+z2) ydz
A
1 r—z+z
R T T(A—-)\— 7lBB -1
+ 5 p— ( A—2z) 'B(B+z2) ydz
T
D’ot
1
(A=N(A—-X—r)"'Bx = Bx—i—T (A= X—2)"'B(B+2) 'ydz
im
T
1 z

2um r—z
YA

(A= X—2)""B(B+ 2) 'ydz
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donc )
(A=XN)(A—=X—7r)"'Br = 5 | Z(A — A —=2)"'B(B + 2) 'ydz
T
_ 1 _ _
[(A=X)(A—X—r)"'Bz|]| = —%/T_Z(A—)\—z) 'B(B + 2) 'ydz
< dz
< /|1 i 1o,
”?J”D (6,+00) k

< k=l 0+

Donc

Bz € D, (0, +00)

Theoréme 3.3 (Régularité maximale) Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés dans
X wérifiant (Hy) et (Hy).Poury € D (0, +00), la solution stricte x de

Ar+ Br — =y

vérifie :
1. (A=XNz €D (0,+00)
2. Bre D, (0,+0)
8. (A=XNxe D, (0,+0c0)
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3.4 Exemple et application

3.4.1 Equation de la chaleur :

Soit I’équation de la chaleur

{ — %8 (t, ) + TH(t, ) — Mu(t,z) = f(t,2)
(6) u(0,2) =0 , x € (0,1)
u(t,0) =u(t,1)=0, t € (0,1)

Ou A > 0 fixé f donnée X = LP(]0,1]) et E = C([0,1];X)
f:00,1] — X
t— f(t)

f@):10,1[—C
x> (f()(x) = f(t )
Et (6) devient le probléeme de Cauchy abstrait suivant :

—u' (t) + Au(t) — du(t) = f(t)
w(0)=0 , tel0,1]

f(t) € L¥(]0, 1))

{20 oo €W 10 = o) =0
Ap=¢
On définit les opérateurs A et B sur E par :

{ Da= e Cman o =0
Au=—u ,u € Dy

{ Dp={uec Ee /Vte|0,1]:u(t)€ Dy}
(Bu)(.) = A(u(.)) , uwe€ Dg

donc le probléme (6) s’écrit maintenant :

Au+Bu—du=feFE

Résolvante de A :

A est un opérateur linéaire fermé et son domaine est dense dans LP(]0, 1[) , p € [1, +o0]
(Da = L(J0,1[))
On montre que
p(A) ={A e C": |arg(\)| < 7} U {0}

(i.e :A est inversible). En effet :on résoud

Ap — zp =g € L*(]0,1])
© € Dy



93

C’est-a-dire

{ o' (x) — zp(x) = g(z =
©(0) = (1) =0

Dans la suite y/z désigne la détermination principale de la fonction racine carrée caractérisée

par )
Vz=e0mt0 i 5 — e 50,0 €7, 7]

(et donc Re(y/z) > 0). On a

x) = /K\/;(x, s)g(s)ds = (A — zI) 'g(x)

ou
K (. 5) = 1 shy/z(1 — x)shy/zs ,0<s<u
Va\T 8) = Vzshy/z | shy/zxshy/z(1—s) o <s<1

Majoration de la résolvante :

H(A —zl _1H£(Lp(]o,1[))

Remarque 3.5 Comme K /; est symetrique il suffit de vérifier une seule condition ,on a
pour tout z ¢ |—00, 0]

A—z2D)7! /K
1A =20 oy < ooy | K (. 5)| ds

1

|z| cos

IA

ot 0= arg(z)
2
Résolvante de B :
B est un opérateur linéaire fermé (car A ’est), pour la résolvante de B on procéde comme

suit

{Bu—zu:feE

u € DB
s’écrit
{ Au(t) — zu(t) = f(t) € L*(]0,1])
A(t) € Dy
D’ou

{(B=2)"f} ()= (A= 2" f() , VEe[0,1]

et pour tout z dans p(A) on a

1B =2l = max |[{(B=2)7"F} B)llgony

0<t<1
_ _ 1
- gE?}lH 2) S ||LP (0,1))
1
<
< |z|cosgo<t<1||f()llm 1)
g Ifllz

|2 |cos
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D’ou
p(B) D {z € C:larg(z)| < 7}
et donc ici
O =0
Résolvante de A :
A est linéaire et fermé ,on résoud

Au—zu=f

uw € Dy
c’est-a-dire )

—u (1) — zu(t) = f(t)
u(0) =

Donc

= —f(t) = zu(?)

Remarque 3.6 La représentation (x) a un sens pour tout z € C d’ou p(A) =C
t

lu@ly < / e R || £(s) |

0
—Rez(t s)
S ]nan
1— —(Re2)t
<
< Rez £ 11

Rez lfllz st Rez>0

et donc p(A) contient tout secteur de la forme :
={ze€C:|argz| <m—9,}
avec § <g,< T et sur ce secteur on a (Hy).Donc pour z € Sy, ,arg(z) =0 ,on a

e € s = e
LE) = Rez |z|cosb

= g, to, =04+0=0,<7

||(A—z

Donc (Hy) est vérifée
Remarque 3.7 On peut vérifier que dans ce cas :

1. A génére un semi-groupe continu (sauf en 0). Il n’est pas analytique.
2. B génére un semi-groupe analytique fortement continu en 0 (D(B) = E)
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Commutativité des résolvantes :(Hypothése Hy)

Soient z € p(A) et 2 € p(B). On a

(A=271(B=2) " = (A= {B-)"F)

et

(A=) B=) M) = - / e (B =)} (s)ds

=~ [ [ K e () (drds o [£(5)] (1) = Fls.)

Donc (H,) est vérifiée

Les résultats
Soit a € 10, 1[ ,on précise par exemple Dg(a, p) :
Dg(a,p) = C([0,1], Dp(a, p)
C([0,1]; W5™'(0,1)) si 2a >

1];
= ¢ C([0.1]5 W55 (0,1)) si 2a =
C([0,1]; W21(0,1)) si 2a < L

De méme

D4(a, +00) = C*(]0,1]; LP(0,1)) + u(0) = 0

On a le résultat suivant :

Theoréme 3.4 Soit f € C*([0,1];LP(0,1)) avec f(0) = Oalors le probléme (6) admet
une unique solution u(.,.) vérifiant :

u € C*([0,1]; L*(0,1)) nC([0,1] ; W*F(0, 1))
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er de plus

et on a la régularité croisée :

ot Ox?

ou
ot

€ C*([0,1]; LP(0,1))

— € C°(]0, 1] ; W2*2(0, 1))



Chapitre 4

Résultats de fermeture dans le cas
non dense (R.Labbas)

4.1 Quelques Résultats sur les sommes d’opérateurs
linéaires de domaines non denses.

4.1.1 Introduction :

Soit X un espace de Banach complexe et A et B deux opérateurs linéaires fermés de
domaines D4 et Dp non nécessairement dense dans X . On considére alors I’équation

Ar+Br—Jdx=y ,A>0 ,yeX (4.1)
Définition 4.1 On dira que l’équation (4.1) est de type parabolique si :

(A—z)"tet (B—2)""! existent V2 € 4 et Vz € Xp tels que :
Ya={z€C:largz| <m—04}
Yp={z€C:largz| <7 —0p}
0s+0p <7 et
(A= 2 0 = O() V2 € B et (B~ )z, = O(Y) ¥z € S
On construit la solution x sous la forme :
1
r=8y=— [ (A=X—2)"(B+2) ydz
2 ),
A
ol 7y, est une courbe simple joignant ooe’® & ocoe= 0y € 10, — 04] et demeurant dans
YaaNdX_p.
On définit 'opérateur somme L = A + B par :

D;,=DsNDpg
Lxr=Ax+ Bx ,x € Dy,

On se propose de résoudre ’équation abstraite :

{Lx—)\x:y , A>0

fL’GDAmDB:DL (42)

57
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4.1.2 Les hypothéses sur A et B :

Définition 4.2 On dira qu’un opérateur linéaire P de domaine Dp C X wvérifie [’hypothése
H(p) s’il existe p € [0, 7| tel que :

)p(P) D Ep={2€C:|agz| <7m—p}
i1) 1l existe une fonction numerique paire et convexe Cp
H(y) Cp:]—m+p,m— 9] — R telle que :
(P —2) M) < C"DT(P , Vz € p(P) et pour argz =46

L’hypotheése du cas parabolique sur A et B est alors la suivante :

304 et Op >0 tels que A vérifie H(04) et B vérifie H(0p)
(Ho)
et Op+0p<m

L’hypotheése du cas commutatif c’est :

vE e p(4) . Vi € p(B)
] 3G T s g

(commutativité au sens des résolvantes)

La résolution de I’équation (4.2) dans le cas présent repose sur une construction explicite
de sa solution sous la forme x = S)y ou
-1 —1 -1
S)\:f (A—)\—Z) (B+Z) dz , A>0
2 J,
Ou 7 une courbe simple joignant ocoe ™ & ooe™® reste dans (X4_y) N (X_p) avec 0p <
90 <Tm— QA
Pour fixer les idées , on prendra v = v, frontiére orienté du domaine situé a gauche des
droites

{Z’argz = _90} ) {Zvargz = 00} ) {Z,Rez = —%}

En supposant 0y > 7 c’est-a-dire 64 < 7, on obtient la figure suivante :(figure 4.1)

4.2 Perturbation de semi-groupes :

Soit X un espace de Banach , on note G(M, ) 'ensemble des opérateurs A générateurs
infinitésimaux de semi-groupes fortement continus dans X tels que :

e < pre”

Si A € G(1,0) alors A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contraction.
On note par H(w,0) 'ensemble des opérateurs A générateurs infinitésimaux de semi-
groupes analytiques tels que :

Ve € [0,w],3M. > 0: |[(A— X" < % YA €0z 0 e
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avec T
Sx19 = {/\ €C:larg\| <z49, 0<0< 5}

De plus
H(w,p)={A: A-p€ Hw,0)}

Soient A et B deux opérateurs fermés dans X

Définition 4.3 On dit que B est relativement borné par rapport a A s’il existe a,b > 0 tels
que :
|Bz|| < allzf +bl[Az]| -, Vo € D(A)

On pose alors
7A(B) = inf {b > 0,3a: | Br| < alal +b]|Az| , Yo € D(A)}

1. On doit avoir D(A) C D(B)
2. Sib=0 alors B est borné

Perturbation de semi-groupes de contraction :

Lemme 4.1 Soit A un opérateur dans X , supposons qu’il existe w > 0 tel que :
1
||| < o | Az — Az|| Vx € D(A),Y\ avec ReA >w (4.3)
e

alors (4.3) est valable Vo € D(A) et VA avec ReA >0
Preuve. Soit © € D(A) et ReA >0 avecy =Ar — Az on a :
A+ w)x — Az =y +wz

En utilisant 'hypothése (4.2) on obtient :

< -

el < gapgs v+ el
1

< -

< g Wi+l
d’ou

H37H<—1 | H——l [ Ar — Az||
= Rex T Rea

[ ]

Lemme 4.2 Soit A un opérateur dans X tel que (4.2) ait lieu Nx € D(A) et VA avec
ReA >0
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soit Ag € p(A) tel que Re A\g > 0.Alors
/)(A) D {/\ e C: |>\ — /\0| < Re)\o}

De plus A € G(1,0)

Pour la démonstration,on vérifiera que 'on a
R\, A) = R(Xg, A)(1 — (Mo — M) R(Xg, A)) 7!
Preuve.

A=A = A=do+r—A)"

= Qo= A= (o= N -4
(Mo = A) [T = (Ao = M) (Mo — A) 7]

= R(Xo, A)[I — (Ao — A)R(Ao, A)] 7"

Dans la suite, on donne des conditions permettant d’affirmer que si A, B € G(1,0) alors
A+BeG(1,0) m

Proposition 4.1 Soit A, B € G(1,0), on a alors :
1
x| < RoX |\e — Az — Bz|| Vo € D(A)ND(B) et YA avec Re A > 0
e

Preuve. Considérons la suite B, = n?(n — B)~! — n d’opérateurs satisfaisant

lim B,x = Bz
n—-—+00
On pose
A — Ax — B,x = vy,
alors
A+n)z — Av =y, +n’*(n— B) 'z
= < ! 5 ynll + )
x —(|lynl| + ||z
= R Y
<
et puisque

lim y, = A\x — Az — Bx

n—s-+oo

alors on obtient
1
x| < Rox |A\z — Az — Bz| Vo € D(A)N D(B) et Y\ avec Re A >0
e
[ ]

Proposition 4.2 Soit A, B € G(1,0) et B relativement borné par rapport & A avec y(B) <
. Alors A+ B e G(1,0)

N | =
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Preuve. On va démontrer que :
I € R,ReA > Ng= A€ p(A+ B)
soit A avec Re A > 0 et y € X. Alors I’équation
A — Ax — Br =1y
on peut ’écrire sous la forme
z—BR(MNA)z=y

avec

z=Xr—Ar et R\ A) =(\—A)"!

Puisque B est relativement borné par rapport & A on a :

IBR(A, A)z|| < allR(A, A)zl| + b |AR(A, A)2|

< (% +20) |4

- AA— A = (A= A+ 0N —A) T =arA—A) " -1

et en utilisant le théoréme de Hille-Yosida , on obtient
A - 477 <2
et puisque v(B) < %, alors il existe \g tel que :

a
— +2b<1
N

et les équations
z—BR(MA)z=y et \e —Ax—Bx =y
sont résolubles et
Ao € p(A + B)

Proposition 4.3 (amélioration de la proposition précédente dans le cas ot X est un espace
de Hilbert)

Soit X = H un espace de Hilbert , A =iM , B =1iN ,M et N autoadjoints. Si B est
relativement borné par rapport a A avec y,(B) <1, alors A+ B € G(1,0)

Preuve. On va montrer qu’il y a un point de ’ensemble résolvant de A + B dans Re A > 0
on a

|Ball = | Nall < alle]l + b]| Mal| Va € D(M),b < 1

En utilisant la relation

(f+9)2§(1+é)f2+(1+5)g2 Ve >0
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On a )
INz|* < (1+ g)a2 |z)|* + (1 +)b® || Ma|®

On pose

1
(14 )a* =a et (1+e)p’ = b

et en choisissant ¢ de telle maniére que b < 1
Alors on peut écrire :

INz|? <@ |lz|® + b | Ma|? = ||Jaz — ibMz||”
car M et N sont autoadjoints. On obtient alors la relation
| Bz|| < ||az — bAz||
¢a implique que

HB(% A <h<1

ainsi I’équation
a
zx —Ar— Bxr=y

admet une solution unique Vy € X et % € p(A+ B), d’apres les lemmes (4.1) et (4.2) on a
1 a a
Jw>0: [z < — |52 — Az — Buz|| Vz € D(A+ B),Va,b:Re=>w
Re = b
b
et
I € p(A+ B) telle que Re)y >0
et alors _
a
p(A+B)D{AeC: A= X| <Rel} (A= Z)
Ainsi
A+ B e G(1,0)
u

Proposition 4.4 Soit A, B € G(1,0), Do N Dg dense dans X. Alors les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

i) Jw > 0 tel que (A — A — B)(DaN Dg ) est dense dans X
ii) A+ B est fermable et A+ B € G(1,0)

De plus, si (i) ou (ii) a lieu, on a :

R\ A+ B)= lim R(\A,+ B) avec A, =n*(n— A" —n

n—s-400

Preuve. i) = ii)
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On pose o
X)\:(/\—A—B)(DAQDB),OIlaX,\:X

Dans X, on définit opérateur linéaire F'(\) en posant :
FA) (A — Az — Bzx)=x Yx € DyN Dp

En effet,si
Ao — Az — Br = Az — Ax' — Bz Y\ > w

d’apres la proposition (4.1) on a :
lz]l < —— Az — Az — Bz| Vo€ DsnD
Tl = Re \ Xz i T x A B

1
Re A

x/H < Hx\x/ — A — Bz H Vo' € DsNDpg

d’ou .
z=21 et |[FO\)| < X VA tel que Re A > w

on peut donc prolonger F'(\) & X

Soit
y= Xx—Arx—Bx , A>wetx e D,yNDg
on a:
RNA+B,)y = RW\NA+B,)(A\r — Az — B,x + B,x — Bx )
= x4+ R\, A+ B,)(B,x — Bx)
car

A+ B, € G(1,0)
Alors puisque
1
F\| <~
IFO)] < 3
on obtient :
lim RMA+B)y=x=F(\)y

n—-s-4o0o

et vu que (A — A — B)(DaN Dp ) est dense dans X on obtient

R(MA+B)= lim R\A,+B) A, =n*(n—A)""'—n

n—---+00

Ainsi F'()\) est une pseudo-résolvante et satisfait I'identité de la résolvante

FQ) = F(p) = (n = N FNF (i)

d’ou
pENF(p)z = AFA)F(p)e + F(Ax — F(p)x
et puisque
1
|| < h VA tel que Re A > w
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on obtient :

liIE pEF(p)F(AN)z =F\Nz Vere X
p—s-too

Maintenant on veut démontrer que F'(\) est la résolvante du prolongement de A + B
Montrons tout d’abord que F'(\) est injectif

Procédons par ’absurde :
Soit A\g > w et g € X tel que F(Ag)zg =0

F(Nzo = F(Ao)zo + (Ao — ) F(A) F(Ag)zo = 0

d’ou

A—r+o0

Puisque F(A\)(X) D (DaN Dg ) dense dans X

lim AF(A)xo=0

A——+00

contredit

lim pF(p)F(ANx=FMNx VeeX

H—>+00

Donc F(A) est injectif et il existe un opérateur L tel que
F\) =R\ L)=M\-L)"!

(d’apres le lemme 2.6 p313 [4])
Montrons que L = A+ B :
on a

FA)(AM —Ax — Bx)=x Yx € DyN Dp

donc
LO>OA+B

Soit y € D(L) et A\ > w,et puisque

DsNDp=X , A-A-B)(DaNDp)=X
il existe deux suites

(Yyn) C( A=A —=B)(DaNDg) et (z,) CDaNDg

telles que :
Yn = Ax, — Az, — Bz, —
d’ou
vy = FOy, — F(\)
et

T, — F(\)z
(A+ B)x, — Az —y

Comme L est fermé,que A+ B C L , il s’ensuit que A + B fermable et

F(\z € D(A+ B)
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Alors
A+ B(F(\Nz)=(A+Bly=X Xt —y= Ly

et d’apres le lemme (4.2) on déduit que A+ B € G(1,0)
Montrons ii) = i) : On montre par ’absurde si

(A—=A—-B)(DanDg) ,A>0n’est pas dense dans X

il existe ©° € X'(le dual deX) tel que :

<)\ZL‘—A$—B1‘,$I> =0 VreDyNDpg

et on pose
r=R(\A+ B)y
on obtient :
<y,m’> =0 VyeX dou z =0
[ ]

Theoréme 4.1 Soit A générateur infinitésimal d’un Cy-semi groupe (M,w) et B € L(X),
alors (A + B) est générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (M, = w + M || B| zx))

Preuve. On suppose que M = 1,on a donc

GO < e

1

I(A=N7 < g5

,Re A > w

Pour Re A > w + || B|| :
|[B(A=X)"| <1

donc

(I — B(A—= X)) pour ReA > w + || B
On pose

R=( -4~ BA- )" = S0 -4 (BA- )
Alors :
M—-A-BR = (I-B(A-X\)"H"'BO-A)YI-BA-)N1)"!
= (I-BA- NI BA-X]
et
RAM—-A-B) = \AW-A) ' AN -A-B)+ +2030()\ — A Y BA-NYHY (M- A-DB)
k=0

—+00

= I -A)7B+ (B A (- A)B)
= T
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car
+oo +oo
kz_JOBk—l-l(()\ o A)—k—l)k; — ]}_]2(()\ o A)—IB)k
donc R est 'opérateur résolvant de l'opérateur (A + B) de plus :
+o0

EA-A)TH(BA-NT

(ReA—=A)A—|[BA-XN)!
[ReA — (w+ [|B|)]™

1]l

<
<

alors A + B générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe H (t) vérifiant

HH(t)H < elwtlIBl)t

4.3 Reésultat principal

Remarque 4.1 Le corollaire suivant assure que si D(A) + D(B) est dense dans X, alors
(A + B) est un opérateur linéaire inversible d’inverse
-1
S(A,B) = /(—B +2) (4 A) Nz € £(X)
o
Corollaire 4.1 Soient A et B deuz opérateurs linéaires vérifiant l’hypothése (Hy) dans un
espace de Banach X .Supposons que

Oa+0p <metOep(A)Up(B)
Alors :

i) A+ B est fermable
ii) Si de plus D(A) + D(B) est dense dans X alors :

0cp(AEB) et (ATB)" = % (=B +2)"'(z+ A)'dz = S(A, B)
Preuve.

i) Considérons la suite {z,} -, € D(A) N D(B) telle que :

Alors
Sy= lim S(Az,+ Bz,)= lim z,==x

n—--400 n—--+00

Donc (A + B) est fermable et
S(A+ B)r =z quand x € D(A+ B)

il s’ensuit aussi que A + B est injectif
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ii) Si D(A)+ D(B) est dense dans X, alors pour chaque y € X on peut trouver deux suites
(an)nZI C D(A) et (bn)n21 C D(B) avec

lim (a,+b,) =y

n—s-+oo

Alors la continuité de .S implique que

lim S(a, +b,) =Sy

n—-—+00

On a aussi
lim (A+ B)S(a,+b,) = lim (a,+b,) =y

n—--+400 n—--+400

et par conséquent

A+ BSy=y
c’est-a-dire A + B est surjectif , A + B est aussi injectif finalement on conclut que
(A+B)"' = S(A4,B) = 2_— /(z +A)Nz—B) 'z
im

u
Lemme 4.3 Sous les hypothéses (Hy) , (Hy) on a :

i) S\ € L(X) et il existe N > 0 tel que :

IS\l <= (A>0)

> =

e~

ii) Il existe une extension A+ B telle que :
Sy=(A—A+ B, (A>0)

Preuve. Soit z € 7,, pour la convergence de l'intégrale, il suffit de raisonner avec |z|
grand et donc |arg z| = 6. Alors

larg(—z)| =7 — 0y <m—0p (car Op < 0y)

et
_ C'B(W - ‘90)
|(B+ =) IHL(X) < _W+9I§1ga9}§w—eoT <

)

® (d’apres (Hp))

D’autre part, on a aussi pour tout z € v,

larg(z + \)| < 6y (car A > 0)

d’ou
_ Ca(9) ¢
S 1 ’ \
A =2 =2 < 60221002 + A : |z + Al (dapres (Ho))
De ces majorations on déduit la suivante :
C? d
[N =]y

2m | 122 + Al
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avec C' independante de \, en remplagant z par \z on obtient :

C? |dz| N

1S < =
27X o, 2z + 1] A

donc il suffit de prendre
C? |dz|

27 v 12z + 1]

Pour montrer i7) il suffit de montrer que 'opérateur Sy est injectif et vérifie 'identité

de la résolvante :
S)\ — S'u = —()\ — ,U,)S)\SM

Montrons que S est injectif, i.e :
Ssce=0=2=0

On suppose que
p(A) N p(B) 510, +oo

alors soit
Ao € p(A) N p(B) = Ao € p(A) et A\ € p(B)
= les résolvantes (A — \g) " et (B — \g) ! existent
S\r = _—1 (B+2)" YA - X—2)"adz
2 J,
(A=) (B =) 'S = 2_—1 (A=20)"H(B=X)(B+2)" (A= A~2)"wdz
in J,
On pose :
W = (A - )\0)_1(B - )\0)_15)\5(3
alors
—1
w o= 5 (B+2)"MA—=X—2)" (A= X) B~ X\) 'adz (dapres (H,))
TJy
—1
= 5 (B+2)"MA—)X—2)"¢dz avec £ = (A — X) (B — X)) 'z € D(A)N D(B)
TJy
_ 1 oy -l -1
= 5 W(A A—2z) (B+2z) &z
_ -1
_ -1 (A—X—2)1 F_M} dz
2 J, z z
-1 dz 1 dz
= — [A-)X—2)¢"+——[A-X—2)YB B¢~
im [T g [a-a- BBl
C (ANl = /(A A=) (B4 ) B
B 2 ), z
car
-1 z

d
— [(A=X—2)1¢—= = (A— )¢ (appliquant théoréme de résidu)
z
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D’ou
1 _ _ dz
1 ST B DU
= €+2i7r /7(B+Z) B§Z +22,7T 7(A A—2) " (B+z) Bétdz

Iintegrale
1 dz
— [(B+2)7'B¢&— =0
2ir /7( 2B
car la fonction (B + z)™'B % est holomorphe a gauche de v ,donc

(A—Mw:§+£;/M—A—¢)%B+@1sz

v

et alors

= (A+B-Nw=¢

(A—FB—)\)w:g:O:(A—/\o)_1<B—/\0)_ll’:O
— =0

D’ou Sy est injectif. Montrons que :

S,\ — S# = —()\ — M)S)\Su

On a
1 ) B _/ - L
S A—X— — [ (B A—p—
S\S), 5 7(B+z) ( A—2) {2i7r 7/( +2)7( pw—2z)dz pdz
1 i ! ’
- B+2) Y (A-)X—2)"YB YA—p—2)tdzd
i | [ B A= B A ) s
= .1 //(B+z)_1(A—)\—z)_l(A—p—z/)_l(B+z/)_1dz/dz
(2im)% ), )y
Mais

R L e e
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donc
— L 1 -1 . . -1 _ N N1 IN—1 4 !
S8 = 1 g | LB A=A = — (A=) B ) i
— L 1 -1 _ o -1 'N—1 7"
= )\—u((QiW)z/y/y’(B_l_Z) (A=X—2)"(B+2z) dzdz
]- 1 o o N1 N1 ’
2i7r2/7[Y(B+Z) (A—p—2)(B+z) dzdz)
_ ! g b )
= 3= M(Qm/(B—l—z) HA—XN—2)" dz /B+z) dz
1 -1 ]. _ N1 ’
iz | (B +7) %meH) WA= - 2)1de dz)
S /(B+z) 1(A—/\—z)_ldz—L (B+2) Y (A—p—2)"d
A— L1 2w . 2 [y
1 -1
= m(—S)\‘i‘S‘u)im(S)\—S‘u)
D’ou
S,\—S#:—()\—/J,)S)\SM
u

Lemme 4.4 Sous les hypothéses (Hy) et (Hy) on a :

e~

A+ B est fermable et A+ B C A+ B
Preuve. Montrons que A+ B est fermable :Soit (x,) € D(A+ B) = D4 N Dp telle que :

linl z, =0
lim (A+B)z, =y

n—---—+o00

On doit montrer que y = 0, on a
S\(A+ B — Nz, =z,
puisque S est continu on trouve :

lim Sy(A+B—-Nz,= lim z,=Sy=0

n—-—+00 n—---+o0o

1 1iA Yy -1
Syy = 5in W(B +2) (A=A —2) ydz
-1
= 5 (A A —2)" B+ 2) ydz
_ (A PR e (B+2)"'By dz
2 z z
—1 _,dz 1 dz

Y Y

1 dz
= (A=) — [(A=X—2)"YB “1By—=
(A=) y+2m/7< 7B +2)7 By
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1 d
(A=NSy = y+ 5 (A= N(A-X—2)"Y(B+2)ByZ
1T v z
i (B BT s L (A A B+ o) Byd:
- Y 20 . y z 2w . y
Iintegrale
1 dz
— [(B “1By— =0
%rf T2 By
(B+2)"'B

car la fonction Y est holomorphe a gauche de 7, ,0na donc

(A= X)Syy=y— BS\y

d’ou
(A+B—-XN)Sw =y
S\y=0=y=0
Montrons que A+ B C A+ B : On montre que D45 C D arp 0 S0t @ € Dapg alors il

existe une suite (z,)neny C Da N Dy telle que :

lim z,=2 e lim (A4 B)rz,=(A+ B)x

n—-4o00 n—s-4o0o

puisque
T, =S\ A+ B - XNz,
et
lim z,= lim S\(A+ B— Nz,
n—-+oo n—--4o0
d’ou o
r=S\(A+B—-)\)= ()\—A—I—B)_l(A—I—B—/\)x
on a
(A+B-XNzeX
et o
A-A+B)": X — Dy
donc o
()\—A+B)_1(A+B—)\)$ e Dm
D’ou
T &€ Dm
ainsi
Dm C Dm
]

Rappel : Rappelons quelques notions importantes

Corollaire 4.2 :Soit F C E un sous-espace vectoriel tel que F # E. Alors il existe f € E' (E'
le dual de E),f # 0 tel que
(f,x) =0 VYrxekE
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Remarque 4.2 On aplique ce corollaire pour montrer qu’un sous-espace vectoriel ' C F
est dense

on considere une forme linéaire et continu f sur E telle que f = 0 sur F' et on prouve
que [ est identiguement nulle sur £

Theoréme 4.2 Soit A un opérateur linéaire , continu et surjectif de X surY ,les propriétés
suivantes sont équivalentes :

i) A admet un inverse a droite
ii) N(A) = A71(0) admet un supplémentaire topologique dans X

N(A) le Noyau de A
NA)={zxre DA); Az =0} C X

Theoréme 4.3 Soit A un opérateur linéaire ,continu et surjectif de X sur'Y ,les propriétés
suivantes sont équivalentes :

i) A admet un inverse a gauche
ii) R(A) = A(F) est fermé et admet un supplémentaire topologique dans Y’

R(A) image de A
R(A)= U Az CY

z€D(A)
Theoréme 4.4 :(Hahn Banach) Soit X un e.v.n

Siz,y e X et (¢p,z) = (¢,y) pour tout ¢ € X*,alors x =y
(le dual d'un e.v.n X sépare les points de X)

Lemme 4.5 Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Sy = ()\ — A—i-—B)_l
ii) (A=A — B)(DsaN Dg) est dense dans X
i) = 1) on suppose que Sy = (A — A+ B)~! et on montre que (A — A — B)(DA N Dg) est
dense dans X
on a
Sy = 1 (B+2) Y A-A—2)de=(A—A+B)'=(\—A+B)"

20T .

Soit ¢ € X* le dual de (X* = { 2:X——C» linéaire ; continu}) telle que

()
(Az + Bx — A\x)x x- =0 Yoz € DaN Dpg

On va vérifier que ¢ =0
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Siv € X alors Syv € D45 et il existe une suite v, € D4 N Dp telle que

liIE Uy = SHv
lim (A+B—\v, =v

n—--—+00
d’ot
(A+B=XNvu,p) =0

Lorsque n — 400 on obtient (v,) =0 Yo € X = ¢ =0
En effet :I’existance de A + B implique que :

(A+ B —=Xvp,0) =0 Y(v,) C Ds+ Dp

car Dy, p est dense dans D475 pour la norme du graphe de A+ B et on sait que A €
p(A + B) ceci prouve que ¢ est orthogonal & X (v,¢) = 0 donc ¢ = 0 (d’apres le théoreme
de Hahn-Banach)

pour l'autre implication #i) = i) on applique le théorémes de fermeture 2.2 et la pro-
position 4.4

Lemme 4.6 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) non nécessairement dense

dans X alors : L
D(A) = D(v/—4)

Preuve. On rappelle que D(A) C D(y/—A),donc D(A) C D(\/—A) cette inclusion est
évidente .

D’autre part soit x € D(\/—A) ;alors il existe une suite (x,), C D(/—A) telle que

T = nlirgmxn,oa
0 = (—A)byn € D(V=A)
et
Ty = (—A)%yn = L z_%(A — 2) tyndz
2 ),
alors

7, = (—A)2y, € D(A)

et vu que l'integrale existe et dont les éléments a linterieur sont dans D(A) par conséquent

r= lim z, € D(A)

n—---+00

Pour continuer on a besoin de certains espaces d’interpolation : m

pour 0 € ]0,1[ et p € [1,+0oo[ on note D4(f,p) le sous-espace de X suivant :
0 e dt
Dy0,p)=qzreX: HtA(A—t) xHX?<+oo pour 1 < p < 400
0

et

dt
Da(0,4+00) = {x € X :sup ||t9A(A - t)’lacHX 7 < —|—oo} pour p = +00
>0
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Ces espaces vérifent :

Da(0',q) C Da(6,p) si 0 <6 (p,qqcq)

Ces espaces sont muni des normes :

pdtl

"d

+oo
Iollpaon = Il + [ Ac4 = 1),
0

@154 0.00) = Il +sup(([t"A(A =)~ )

Theoréme 4.5 (Théoréme de densité) :

pourp € [1,4+o00[ et § € 10,1, EgNE; est dense dans (Ey, E1)o, (EoNEy =

Theoréme 4.6 :Si (Hy) est vérifiée on a :
(Da, X)o, est le sous-espace des x € X tels que :

P A(A+t) e € LP(X)

avec la norme (lSSOCi@ fL X .
dt 1
x— ||| + (/ [t 7 A(A+ t)*1x||;”( 7)%

Remarque 4.3 (Dam; X) est le sous-espace de X définie :
=D AM(A 1)z € L2(X)
pour « € |0, 1 opérateur A% est caractérisé par :

+oo

dt
/ t*A(A + t)fla:7 pour x € Dy
0

sin T

Xr —
™

Alors on obtient :
(D4, X)o1 € Dpio € (Da, X)o 400

Remarque 4.4
(D 42, X) 2=Da

dans le cas général (D2, X )1, est Uespace définie par :

ip
tA*(A+1)%x € LP(X)
et on en déduit 'inclusion suivant :

(D2, X)1, C Da C (Dg2, X)

1 1
2 2,
et si l'opérateur A est inversible on a :

o0

[tA*(A+ 1) 2|, < COllAz]ly et Ax—/tAQ(A—i-t)_lxdt

0

(Eo, E1)ayp)
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Remarque 4.5 Si Dy = lﬁlDAk Jk =1,2,.....,n tel que Ay un opérateur définit dans X
,alors on a :
(DAa X>97;0 - le(DAk; X>97p

Theoréme 4.7 :Soient E, F deux espace de Banach tels que F C E (injection continu)
et soit A un opérateur défini dans E tel que :(A + t) est inversible pour tout t > 0 et
(A+t)"'F C F et existe C telle que :

JA+ )+ A+, < powr 150

alors
(DaNF,E)g, = (Dy, E)e’p N(F,E)

0,p

Preuve. (voir[8] ) =

Proposition 4.5 Sous les hypothéses (Hy), (Hy) on a :

Dm(@,p) = Dm(6)7p) = DA(H’p) N DB(97p)

pour tout 0<9<%;1§p§oo
pour montrer cette proposition, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 4.7 On suppose que (Hy), (Hy) sont vérifiées, Alors il existe C' > 0 telle que pour
toutr >0 on a :

o= @) ot o= @asm |, <l
" rle= @y e e - @B, <l

Preuve. On considére le cas p = oo, les autres cas sont des conséquences des propriétés
d’interpolation. Il suffit de montrer ’estimation

=B LS Cl
On a .
(r—A+B) 'f=——[(B+2) (A—2z—7)"'fdz ,r>0
2 J,

On sait que
(r—(A+B))"'feDyp

et puisque
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On obtient :
—_— 1
—B(r — (A+ B))"'f < C’/ 2zl f
|\V=B0—a+B) | Wka_ﬂ| 171l
C
< I/l
r2

En utilisant le fait que

1
D\/j — DB<§a )
On obtient L -
ot V=BG - A+ B) | <l
D’ou
ri |- A+ B) s < o3 ||V=Bor— (A B) |
DB(% o) *
< Cflly
|

Preuve. (de la proposition 4.5)
On pose A+ B = L , alors pour f € D;(6,00) et 0 < <1, On doit prouver qu’il
existe une constante K > 0 ne dépend pas de r telle que :

(2 5 Ly

f=LL-0o)'f—o(L—0)'f

<K

X

sup
r—0t

Pour c >1ona:

Alors
BB ) = BB- 5 ' UE-0)f~ BB~ 5) ol -0)f
r2 r2 72
= I—J
Tels que :
1 ~ ~
I =B(B—- =) 'L(L-0o)"'f
r
1 ~
J=B(B - ﬁ)_la(L —o)7'f
L’estimation de I :
1., ) K
Iy = B8 - 2= 7| < 51100

(D’apres le lemme 4.7)
L’estimation de ||J|| : On peut écrire

o

o — o)y f = (T —1)"f + /(Z C ) E(E - ) fdr

1
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et puisque .
(L= = (L) UL 7)
Alors
1 ~
17l = |B(B=3)"o(L - o)”f
< ||B(B - %)1@— 1)*1f / (B-—) YL — ) 'L(L — 1)\ fdr
< ||B(B- %)*(Z -7+ / HB(B - T—lz)—l(’i —7)'LL-7)f| dr

En utilisant les estimations du lemme précédent on obtient :

(o

1
1l < KO+ 7 [ —dr1£llp,00)
1

1
< K@ +r027) | fllp, 9.00)

I suffit de prendre o = %, De la méme maniere on peut montrer que f € D4(0, o). Enfin
on a montrer que :
D3 (0,00) C D4(0,00) N Dp(d, 00)

Pour I’autre inclusion et plus de détails voir ([4] Da Prato,G,Grisvard)
Il reste & montrer

D__(0,00) = D;+(60,0)

A+B A+B
Puisque
DT-&-B C Dz = D;ljr/B

On a
D__(0,00) C Dz(0,0)

D’autre part on a
(DA N Dpg; X)@,oo = (DA;X>0,oo N (DB; X)e,oo

Et puisque
Dm CcDsnNDpg

on a

( A+B’

C (DaNDp; X)geo = D5 (0,0)

0,00

(pour plus de détails voir [9]) m
En conclusion :

1. Lorsque les domaines D(A) et D(B) sont denses dans X ,’opérateur A+ B est fermable
et de plus la fermeture A + B (La plus petite extension fermée de A+ B ) a un ensemble
résolvant non vide (On montre méme que p(A + B) contient 'axe réel positif).

2. Lorsque aucun des deux domaines D(A), D(B) n’est dense dans X ,'opérateur A+ B
est toujours fermable mais on ne pourra rien dire quant a p(A + B).




Chapitre 5

Autres résultats sur les sommes
d’opérateurs (cadre
commutatif),(Clément,Gripenberg,
Ho6gnis,Londen)

5.1 Introduction

On considére dans ce chapitre la méthode des sommes d’opérateurs de Daprato et Gris-
vard, elle donne des conditions sous lesquelles le probléme

Arx+ Br =y (5.1)

peut étre résolu, Ici A et B sont des opérateurs linéaire fermés de domaines respectifs D(A)
et D(B) dans un espace de Banach X et y € X donné.

En général 'existence de la solution est garantie mais si cette solution = appartient a
D(A) ou D(B) elle est forte.

En particulier si y appartient & un certain espace d’interpolation on a une solution stricte
x et Ar et Bx appartient au méme espace d’interpolation, c’est-a-dire on a une régularité
maximale. On donne dans ce chapitre une extension de la methode des sommes qui donne
quelques résultats de régularité en supposant ’existence d’une solution stricte.

Cette methode donne une nouvelle approche qui explicite les constantes de la régularité.

5.2 Opérateurs non négatifs et opérateurs positifs :

5.2.1 Définitions :

Définition 5.1 Un opérateur linéaire fermé A dans un espace de Banach X est dit admis-
sible dans la direction o € |—m, 7] si p(A) contient le rayon

{te",t >0} et supt||(te* — A)_1HL(X) < 00 (5.2)
>0
Si —A est admissible dans la direction a € |—m, 7| alors on définit N(«) par :

Na(a) = sup {t | (te™ + A)_1HL<X) St > 0} (5.3)

78
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Sia € [0,7m] et —A est admissible dans les directions o et —cav alors on pose

My(a) = max(Na(a), Na(—a)) (5.4)
B |arg)\s|l:1];))\;£0H()\_’_A)_luL(X)

Définition 5.2 Un opérateur linéaire fermé dans un espace de Banach est dit non négatif
si —A est admissible dans la direction o =0 i .e :si

(0,00) C p(—A) et Ny =supt H(t + A)_lHL(X) < 00 (5.5)

t>0

Si de plus 0 € p(—A) i.e : si A a un inverse borné dans X , alors A est dit positif
Remarque 5.1 A est admissible dans la direction « si et seulement si —e'A est non négatif

Exemple 5.1 dans un espace de Banach complexe C ['opérateur donné par l’application ol
, ou I est lapplication identité dans X et a € C/(—00,0) est un opérateur non négatif.
1l est positif si o # 0

La proposition suivante caractérise les opérateurs non négatifs

Proposition 5.1 Un opérateur A dans un espace de Banach X est non négatif si et seule-
ment St :

i) Il existe une constante N telle que :
N
lzll < - lltz + Az]] (56)

pour tout ¢ > 0 et pour tout = € D(A)
ii) Il existe wy; > 0 tel que Im(w; + A) = X

Preuve.

Les conditions de la proposition sont presque identiques aux hypothéses du théoréme
(2.1) de fermeture.Sous ses conditions le théoréme de fermeture garantit ’existence d’une
constante positive N telle que

tep(—A)ett|(t+A)7"| <N pourtoutt>0

et d’aprés la seconde condition D((w; + A)™') = X et comme (w; + A)™' D (wy + A)7! est
une fonction,on doit avoir (w; + A)™t = (w; + A)7L, par suite A = A et donc A est non
négatif.
D’autre part, si A est non négatif, alors (0,00) C p(—A) et il existe une constante N
telle que (5.5) et par suite (5.6) sont vérifiées, pour tout ¢ > 0.
Donc
Im(t+A)=D((t+A)™) =X pour tout ¢t >0

1. Si la condition (7) de la proposition est vraie avec N = 1, alors A est m-accrétif
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2. Si A est positif, alors la fonction
te— f(6) = (L4 ) ||t + A7

est continu sur [0, 00) borné sur [0, 1] par une constante N;. D’autre part, puisque A
est non négatif, il existe une constante Ny telle que

t||(t+ A7 £ Ny pour tout ¢ >0

par conséquent
(L+t)|[t+A)7 <2Ny ,vi>1

il s’ensuit que avec N = max(Ny,2N;) on a :
(1+1) ||(t + A)_1||L(X) < N pour tout ¢t > 0 (5.7)

On définit parfois un opérateur linéaire A comme étant positif si [0,00) C p(—A) et
sl existe une constante N > 0 telle que (5.7) soit satisfaite pour tout ¢ > 0.

5.2.2 Angle spectral

Soit A un opérateur linéaire fermé, non négatif dans un espace de Banach X. De la
majoration
Na=supt||t+A)7"| <oo

t>0 L(X)

On en déduit qu’il existe ¢ > 0 tel que

p(—A) DXy ={2€ C— {0} : Jargz| < ¢} (5.8)
et
nguz}:) |2(z + A) 7| < o0 (5.9)

Définition 5.3 Soit A un opérateur non négatif dans un espace de Banach complexe X .
On pose

¢4 =supq{¢ € (0,7] : ¢ vérifie (5.8) et (5.9)} (5.10)
Mj(¢) = ‘31|1<p¢NA(O‘) Vo €[0,04) (5.11)

et
WA =T— ¢y (5.12)

On appelle w4 'angle spectral de A
Si A est non négatif, alors 0 < ¢4, <7 ,0 < wy <7et Mj(a) € [0,00) pour tout «
avec |a| < ¢, (voir Hognas, V[T7]).
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5.2.3 Approximation de Yosida d’un opérateur non négatif :
On considére ici 'approximation de Yosida d’un opérateur non négatif.

Définition 5.4 Si A est un opérateur linéaire non négatif dans un espace complexe X. On
pose pour tout t > 0.

I = tit+A)™!
At - AIt - tA(t + A)il
On appelle A; Uapproximation de Yosida de A. On voit que I, Ay - X — X et ils sont

borné, puisque
17:] = ¢ ][ (t + A) 7] < Na(0)

et
[Adll = 1] = L]l < t(1 4 Na(0))
Propriétés de convergence :

Dans le cas ou D(A) est dense dans X , les familles d’opérateurs {;},., et {A¢},., ont
quelques propriétés de convergence quand t — oo

Proposition 5.2 Soit A un opérateur linéaire non négatif dans un espace de Banach com-
plexe X . Alors

i) tlim Lix =2 dans X ssi x € D(A)

ii) tlim Ax existe ssi x € D(A) et Az € D(A) auquel cas tlim Ayx = Az En particulier,
si D(A) est dense dans X, alors I,z — Iz pour tout * € X et A;x converge ssi
xr € D(A) auquel cas Arx = lim Az

t—00

Preuve. :puisque I;x € D(A) pour tout ¢t > 0 et tout € X il est clair que tlim Lix =x
—00

implique que = € D(A).
Soit & un élément choisi arbitrairement dans X, on a

Lo — I, = —A(t+ A)" 'z et pour tout y € X
| At + A)~ xH::HAt+Ay%x—y+yH

< At +A) @ —y)||+ ||AC+ A) Y|
< (1+NA)Hx—yH+||At+A |

Suposons que z € D(A). Alors on peut choisir yo € D(A) tel que

9
— |l < =———=

comme yo € D(A), on a aussi

At + A)hyg = (4 A Ay
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de sorte que
Na || Ayoll

| At + A) " yol| < .

Ainsi, on peut choisir N suffisamment grand tel que

||A t+ A)” yOH < 5 pour chaque t > N

Par conséquent pour un tel ¢, ||A(t + A)~ 9:|| < g, qui implique que
Jim || Lr — L] = lim [|A(t+A) " z]| =0

Maintenant, prenons = € D(A) tel que Az € D(A). Alors
Ay — Az = A(l, — Nz = (I, — 1) Ax

ce qui tend vers 0 quand ¢ — oo, donc x € D(A) et y = Az puisque A est fermé, il s’ensuit
aussi que Ayx = [;Ax € D(A) pour tout ¢t > 0, de sorte que Ax = tlim Awx € D(A)

Finalement, si D(A) est dense dans X alors D(A) = X et Az € D(A) pour tout
x € D(A) et le dernier énoncé du lemme s’ensuit. ®

Non négativité uniforme
D’apres la définition (5.3) un opérateur non négatif satisfait I'inégalité
t]|(te’ + A) 7| < Mi(e)

pour chaque ¢ avec 0 < ¢ < ¢4 et tout ¢ > 0.
On peut montrer que pour chaque ¢ > 0,les approximations de Yosida A; sont non
négatives, que ¢,, > ¢4 et que pour tout ¢ avec 0 < ¢ < ¢y, il existe une constante

Mu(p) > 0 telle que M}, (¢) < Ma(¢) c’est-a-dire

||(>\+At lH < ]\/[|A>\(|¢) pour tout A avec |arg A| < ¢
V(o) = 0 Mi(0)

sin(max{%,d)})
En effet
A+A4)7" = A+ tAft+ 47
= {(\t+A) +tA) (@t + A
= {(IA+ A+ DA+ AT
= L{(lJrA)(HA)l} 1

A+t A+
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site p(—A) et € p(—A) Clest le cas pourvu que A € X, ,car

A+t
tA A
Yo. Cp(—A )= -
o & P(=A), arg(3——) = arg(1——)
et ”
0< arg()\—H) =arg\ —arg(A+t) < arg\
ou Q
0> arg()\—H) =arg A —arg(A+t) > arg A\
et puisque

tA
)<
arg<Ht>\ < |arg A

et par conséquent
tA —
— € Y4 \{0
= €T\ (0}

D’ou pour tout A avec |arg A\| < ¢ on a

1 12 ( tA
A+t A+t A+t

1 12 tA

1+ + At

|A+t|( |>\+t|H(A+t )

1 2 M A+t
A+ ¢t |A + ¢t [tA|

1 tM% ()
— 14+ —4
gt )
1 A+ tM(9)
AT A+

SiReA>0,ona A+t > |\ et |[\+1] >1¢, dans ce cas on obtient

[A+4)7Y| < A

”1+

IN

)

IN

O+ A) Y| < W

d’autre part si Re A < 0 alors
A+ t] > |\|sin(arg \) et |\ +¢| > tsin(arg\)

™
et puisque 5 < arg A < ¢ on obtient

Ly (L M(arg \)
A+ 4)7H < |\ sin(m — @)
on écrit donc . (1+ M;(9))
N _ A
#(9) sin(max {g, ¢})
et on obtient NS )
RIHEMAQ) v, (0)

A+t
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Un lemme de densité :

Soient A et B deux opérateurs linéaires dans un espace vectoriel X.Rappelons que la
somme L = A + B est définie de la maniére suivante :

{ D(L) = D(A) N D(B)
Lz = Az + Bx ,x € D(L)

On a le résultat suivant concernant la densité du domaine de la somme des opérateurs non
négatifs de domaines dense dans un espace de Banach complexe.

Lemme 5.1 Soient A et B deux opérateurs linéaires non négatifs denses dans X tels que
(t+B)"Y(D(A)) C D(A) pour chaque t > 0(on dit que D(A) est stable sous (t+ B)~*).Alors
L = A+ B est de domaine dense dans X .

Preuve. On choisit x arbitrairement dans X et ¢ > 0, considérons
v, =t*t+B)'t+A) reX
Alors z; € D(B). De plus on a
(t+A) 'z e D(A)
et par suite x; € D(A) car D(A) est stable sous (¢t + B) 'par hypothese. Cela montre que
z; € D(L) quand ¢t — oo. Il est démontré dans la proposition (5.2) que
tt+ At — T et t(t+B)"' — I fortement quand t — oo

Alors puisque t(t + B)™! est uniformement borné, on a la convergence forte

t*(t+ B) " *(t+ A — I quand t — oo
par suite

ry — x quand t — 00

u

Corollaire 5.1 Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés de domaines denses dans
X. Supposons qu’il existe deux nombres positifs N et w tels que :

i) (w;00) C p(—A) N p(—B)
i+ A) <55 IE+B) < F vi>w
iii) (t+ B)"Y(D(A)) C D(A) Vt > w, Alors L = A + B est de domaine dense dans X .

Preuve. Si les hypothéses du corollaire sont satisfaites alors w + A + B sont de domaines
denses et non négatifs

D((w+ A))=D(A) et (t+ A+ B) " Y(D(A) C D(A) VYt >0
donc le lemme (5.1) implique 2w + A + B et par suite A + B est de domaine dense. m

Remarque 5.2 La condition (iii) du corollaire (5.1) est satisfaite si les résolvantes de A et
B commutent (cf prop 1.10, chapitrel)
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Définition 5.5 Soit X un espace de Banach complexe et soit
A: DA CX —X
un opérateur linéaire.
On dit que A est non négatif si

(—00,0) C p(A) et St1>lg) [t(A+tD)7| < oo

Si A est non négatif dans X, on pose :

o0 Zsupdoefon]: sup [[MA+AD)| < oo
larg A|[<¢
A#0
et
M(A, ¢) Def sup ||)\(A + )\I)le
e

1. Dans la définition précédente on prend
[(A+ A7 =00 si —A¢p(A)ie: A+ Al non inversible

2. Si A est un opérateur non négatif et

by > arcsin(M(A O))

alors m — ¢, est 'angle spectrale de A.

5.3 Espace d’interpolation réel entre X et D(A) :

5.3.1 Définitions

Définition 5.6 :Soit X un espace de Banach complexe et soit A un opérateur non négatif
sur X.
Si6 e (0,1) et pell,o0] alors

D4(0,p) = {33 €X :[z]p, 0 < oo}

ot .

(/(t9 JA(A + 1) 2PLyd | 1<p <o

[x]DA(G,p) = 0
supesst? |A(A+tI) x| ,p=o0
0
et
Da(6) = Da(6, 000) = {x € Da(0,00) + lim #* | A(A + 1) a]| = o}

avec

[']DA(9,000) []DA(G,OO)

onallp, g, €st (aumoins) une semi-norme
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Définition 5.7 :Les espaces d’interpolation entre X et D(A) définis par exemple par la
k-méthode sont notés par (X, D(A))g, o0 <60 <1 etpe[l,o0]U{oop}, on pose aussi

(Xv D(A))G,OOO = (Xv D(A))G

On a la proposition suivante qui caractérise les espaces d’interpolation réels entre un espace
de Banach et le domaine d’un opérateur linéaire non néqgatif défini sur cet espace de Banach.

Proposition 5.3 :Soit X un espace de Banach compleze et soit A un opérateur non négatif
sur X de domaine D(A).
Considérons la norme du graphe sur D(A)
s0it
|zllp, = [zl + [Az]| ou |z|,, = [|Az| (si A est inversible)

Supposons que 0 € (0,1) et p € [0,00] U{oog}.Alors
Da(0,p) = (X,D(A))g,p pour tout € X
1

T4 M(A,0) pa0p < 17llixpiay,,

2 2] L0 lellp, = Azl
Da(6.p) M(A,0)(pf(1 — 0) 7 ||z]|) si ||zl = ||| + || Az]

IN

ol
M(A,¢) = sup |[A(A+ )|
|arg A|=¢
A0
Preuve. Rappelons que si X et Y son deux espaces de Banach muni des normes ||| et
||.|ly- respectivement et si X <— Y ,on définit

K(r,z) = inf (|la|lx +7]b]ly) otz € X et 7 >0

a+b=z
a€X,bEY
Sipel[l, o]
Def
(X,Y)y, % {a; € X : |lellxy, , < oo}
ou -
([ K apay - e
H'xH(X,Y)gm = 0
supr K (t,x) ,p= 00
t>0
et
(X, Y )pog = {x € (X,Y)poo : lim K(7,2) = 0}
avec

||-||(X,Y)9,<X,0 = (X, Y)e,oo

Supposons d’abord que = € (X, D(A))q, et que 7 > 0



sie>0,il existe a € X et b € D(A) tels que z =a+b

lally <@ +e)K(r,2) , Tlbllx <7[[bllpay < (1+e)K(T,2)

. 1 .
si t = —, on obtient
T

|AA+ ) z||, < ||A(A+D) " a|, + [|[AA+8) 7 Ab||
< allyx +||AA+8) " a|| + ||t(A+8) 7T AD||
< (1+M(A0)(1+e)K(r,x)

cela montre que
x € Da(b,p)

Puisque € > 0 arbitraire, un changement de varible dans l'integrale montre que

[#]p, 00 < (1+ MA0) 2l x p(ay,,

Maintenant, prenons z € D4(0, p) et supposons d’abord que la norme dans Dy est ||z, =

|Az|| (A inversible)
si 7 > 0 est donné, prenons

1
t =

—b=t(A+th) 'z et a=x—b
-

Alors

K(r,z) < ||A(A+tl)” a:H—i——HtA—i—t[ Lz
— 2| A(A+ D) a

Ainsi, on conclut que

T € DA(Q,p)et ”‘TH(X,D(A))@J, =2 [I]DA(97P)

Finalement, on considére le cas ou la norme dans D(A) est
l2llp, = 1Azllx +ll=llx
Par le méme choix de a et b que précédement on obtient :

K(r,x) 2 ||A(A+¢D) " || + 7 ||t(A + ¢tI) " ||

<
< 2||A(A+ D) || + TM(A,0) ||z

cela veut dire que
€ (X, D(A))o,

et les calculs donnent

12l x.pay,, < 2[E]p, 0, + M4, 0)' " (po(1 - 0)) " ||z
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5.3.2 Des normes équivalentes :

Définition 5.8 Soit A un opérateur non négatif dans un espace de Banach X et supposons
que
(0,p) € (0,1) x [1,00] U{(0,00), (1,00) }
on pose alors
12l 5,00 = 12l x + [Z]p, 0.
ou
[2]p 4 0p) = [£7A(t + A)~ x”L” ((0,00);X)

Cette norme sera souvent utilisée dans ce chapitre. On a le résultat suivant qui est de grande
utilité pour expliciter les constantes de la régularité maximale.

Lemme 5.2 :Supposons que (—A) est admissible dans deux directions « et 5 Alors

|A(te™ + A) 'z, < (14 2|sin

‘ﬂwﬂwwAwm+mlﬂu

pour tout v € X.

Preuve. On a :

Ate™ + At = A(te™ + A [A(tew + A+ te (te + A)71]
[A(te™ + A)t e (te + A)TT A(te” + A)7!
= [t(e” - e+ A7+ 1] (te' + A

Et puisque

[t = e)(te™ + Ay, < 2[sin (@)

[ ]
Supposons que A est non négatif avec ¢4, > ¢ > |al, On a alors

Na(or) < M(0)
Il s’ensuit que
HA (te' + A)~ xH < (1+2M3(o HA (te’ + A)~ a:HX pour tout z € X

Alors on peut prendre

HxHDA(Op H:L‘HX—F‘Sup HﬁA c 4 A)"

comme définition de la norme dans Dy4(0, p).
En particulier si p = oo on peut utiliser la définition

el 0o = ol + sup_ [ AG+4) ]
arg A
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5.3.3 L’opérateur Ay, =)+ A

Positivité :

Soit A un opérateur non négatif d’angle spectral w 4. Alors pour chaque A > 0, 'opérateur

Ay = M+ A est positif et d’angle spectral w4, <wa.
En fait on a le résultat suivant :

Proposition 5.4 Soit A un opérateur non néqgatif et soit A € C tel que

o= |arg)\| < o4

Alors Ay est positif
ba, = (P4, — )
et
Mi(a+¢)
sin(max {Z,a + ¢})
pout tout 0 < «a <min(p,, 7™ — @) et largA| < «

IN

Mj(a)

En particulier
Mi(a)

sin(max {a, % })

M (@) <

Convergence des semi-normes [z],

On a
2]l + [[ex + Az|| < (1 + [e])([|=| + [|Az]])

et
2] + [ Az]] < (1 + lel)([[=]] + [[Az]])

(5.13)

(5.14)

donc les normes du graphe des opérateurs A et € + A sont équivalentes. Par suite les espaces
d’interpolation D4 (0, p) et Da_(0,p) doivent étre identiques avec équivalence des normes. Il
en est de méme pour D (f) et Da_(f). On a aussi la convergence des semi-normes [z]p,, 4 )

vers [z]p, 5, quand € — 0
(Rappelons que (2], 5, = |[1PA(t + A) 'z

Li’((O,OO),X))'
Proposition 5.5 Soit A un opérateur non négatif et soit € € Xy ,. Alors
DA(Q,])) - DAs (Q,p) et DA<9) = DAs <9>

avec équivalence des normes, si0 <0 <1 et 1 <p < oo. De plus

[@lp, 00 — [@lp,op quand e — 0 dans X, pour un certain o <7 —wa

Preuve. En utilisant 1’'identité de la résolvante

R(\) - R(n) = (A — w) RO R(1)
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ou

R(\) = (A — \)"! résolvante de A en \ € p(A)

alors on obtient

At +A) P — At + A = (e+A)(t+e+A)‘1—A(t+A)‘1
= e(t+e+A) T +A[(t+e+A) =+ A
= e(t+e+A)” 1—5A(t+€+A) e+ A
= e(t+e+A)” 1—5(1—t(t+A) Dt+e+A) i+ A

= et(t+A)H(t+ A

Par suite

[t ||A=(t + A)'a|| — || A+ A) x| | < 0 ||et(t+ A)THE+ A) |

et?
< NA(O)NAs(O)H—EHx”X
En outre
o on ~ o] = WA+ A, A A

< || AL(E+ AT x—toA(t+A Lz |

LP((0,00),X)
< NAON4(O) ol |-

X

- t+el 00
< Na(0)N4, (0)e” [¢°(t + 1)7" ]l x

L% (0,00)

Cela implique que si I'une des semi-normes [z]5, ., ou [2]p, 4, est finie,il en est de méme
pour l'autre .

De plus
1
¢ ltloaem < lI2l,, ) < Cllzlo, e
Ou
t@
C= 0(97])75714) =1+ NA(O)NAs(O)ge
t+ e P

Par conséquent, D4, (0, p) = Da(0, p) avec équivalence des normes. Il est aussi clair de (5.13)

que C' — 1 quand ¢ — 0 dans X, ol @ < ™ — w4, ce qui implique que HxHD 0., Converge
A (0p

vers ||z, ) dans 3, pour chaque z quand & — 0

On voit aussi que si t? ||A(t + A) 12|y tend vers 0 quand ¢t — oo il en est de méme de
9| Ac(t + A.)tx|| ¢ par suite, Da(0) =Dy (0) m

Maintenant on revient a 1’étude de I’équation de la forme

Ar+ Bx =y (5.15)

ou A et B sont des opérateurs non négatifs dans un espace de Banach X,y € X et x € X est
la solution dont I'existence et la régularité seront éxposées. On impose quelques conditions
supplémentaires qui conduisent aux problémes paraboliques.
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Ce probléme parabolique sera traité dans le cas ou les opérateurs A et B commutent au
sens de la résolvante.

Dans ce cas 'opérateur S(A, B) qui sera défini ci-dessous jouera un role fondamental
dans 'expréssion et I'analyse des solutions de 1’équation (5.15) et aussi S(A, B)y s’avére en
fait étre 'unique solution de I’équation (5.15) pouvu que A et B satisfassent des conditions
“raisonables”.

5.3.4 L’opérateur S(A,B) :

On présente d’abord un calcul formel pour déterminer les solutions probables de I’équa-
tion Ar + Bx = y, en 'occurence faire introduire l'opérateur S(A, B) .On traite ensuite
quelques conditions sous lesquelles cet opérateur est bien défini, ainsi que quelques unes de
ses propriétés de base.

Dérivation (déduction) formelle :

Reécrivons I'équation Az + Bz = y sous la forme
(z+A)zx—(2—Blx=y

ol z un nombre complexe.
Supposons que z € p(—A) N p(B) et que les résolvantes de —A et B commutent.
On peut multiplier cette équation par (z + A)~'(z — B) 'pour avoir que

(z=B) 'z —(z+A) " r=z+A)"(2-B)y
Alors en observant que :

(=B = (1+ B~ B

et
1
(4 A) = Z(1— Az + 4)7)
z
On obtient que
1 1
“(z+A) Az + (- B) 'Br = (z+ A) (2 - B) !y (5.16)
z z
Ici on a utilisé le fait que
Az+A) 'z = (z+A) 1Az
B(z— B) ™'z (z— B) 'Bx

pour z € D(A+ B) = D(A)N D(B)

Maintenant, on intégre les deux termes,celui du coté gauche le long d’une courbe ~
contenu complément dans p(—A) N p(B) et orienté de coe™™ vers ocoe®, oil f est un angle
convenable.

On suppose aussi qu’elle (la courbe) traverse I’axe des réels a gauche de l'origine, que la
région a gauche de 7 est inclue dans p(B) et que celle & droite de v est inclue dans p(—A).

Ci-dessous on discutera les conditions sous lesquelles une telle courbe existe.
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On suppose aussi que
(z4+A)'Ax et (2— B) 'Bx

sont d’ordre 7% a l'infini pour certain # > 0 (§ = 1 si A et B sont non négatif).Ainsi
%(z — B)™'Bx  sera d’ordre 2717? a l'infini . Par conséquent, en utilisant les méthodes
connues de I'analyse complexe, on voit facilement que :

/(z — B)’le% =0
y z

Pour I'expréssion (2)(z + A)~*Axz, elle aussi d’ordre z~'~? & D'infini est n’est pas analytique

a l'origine, mais en supposant que p(—A) contienne v et la région a droite de 7 et le calcul
des résidus montre que

/(z + A)’lAJU% = —2imx
N z

ou le signe négatif provient du fait qu’on intégre d’abord le long de la partie de vy o |2| < R
et quelques courbes de v de sorte qu’on obtient une courbe fermé qui encercle 'origine.

Faisant tendre R vers l'infini , 'integrale le long du cercle s’annule. Alors on peut aussi
integrer le second membre de (5.16) le long de v et on obtient

—1
r=— [(z4+ A7z — B) lydz
2 ),

Le membre de droite de cette derniére équation est ce qu’on définira comme S(A, B)y.

Définition de S .Bornitude :

Supposons que A et B sont non négatif et que leurs angles spectraux w4 et wp satisfassent
I'inégalité
wpgt+wp <m

ou d’une maniére équivalente wp < ¢ ,.Supposons aussi que
0 € p(=A4)Np(B)

Ces hypotheses garantissent que p(—A) N p(B) couvre une certaine portion du plan complexe

incluant des courbes simples de cce™" vers coe’, ot o € (0, 7) est un angle convenable.

Définition 5.9 pour chaque r > 0 et 0 < o <7, on définit les courbes simples v, ,. ; Wjﬂn et
Vo POT :

Yor = {te77/r<t<oo}U{reT/o<r<2r—0c}U{te/r<t< oo}

Vi ={te/r<t<oo}U{re™/—o<7T<o}U{te/r<t< oo}

et
Yy ={te™/0 <t <oo}U{te /0 <t < o0}
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Définition 5.10 :Posons

n:{ sup {r > 0: B(0,r)

r (A)} si 0€p(A)
sup{r > 0: B(0,r)

Cp
Cp(B)} si 0€p(B)/p(A)

On prend alors

. ¢A + wpg

2

de telle sorte que wp < 09 < @4, puisqu’on a supposé wp < ¢4 pour chaquey € X on obtient
une fonction analytique f : p(—A) N p(B) — L(X) en posant f(z) = (z + A)~1(z — B)™!
pour z € C avec wp < 0 = |argz| < ¢4 on a

ro = min(l,%) et oy

Ma(o)Mpg(m — o)

Ex

[(z+A)7H =z = B) | x) < (5.17)

Alors cette fonction est integrable le long de v, ou vjﬂ,

Définition 5.11 On pose

-1
S(A,B)yy=— [(z+ A (2 — B) 'yd=z
2 ),
OUY = Vur, 860 € p(A) ety =17, ,, si0€ p(B)/p(A)
Ici 0¢, 7o sont définis comme précédement. Quand il n’y a pas risque de confusion. On

écrit seulement S a la place de S(A, B)
Puisque

1 _ _
ISullx < 5 ol | NG+ )7 = BY |
v

I'estimation (5.17) montre que S(A, B) est un opérateur linéaire borné sur X.

Proposition 5.6 Soient A et B deux opérateurs non négatifs dans un espace de Banach
complexe X. On suppose

i) watwp<m
ii) 0 € p(A)Up(B)
Alors S(A, B) € L(X)

Indépendance du choix du chemin 7 :

Le résultat qui va suivre montre que la courbe v dans la définition précédente de S(A, B)
peut étre remplacée par toute une classe de courbes simples.

Lemme 5.3 Soient A et B deux opérateurs non négatifs dans un espace de Banach compleze
X. Supposons que 0 € p(A)Up(B) et que les angles spectraur w4 et wp satisfaissent l'inégalité
wa+wp <.

Posons wp < 01 < 03 < ¢4 et notons v = (1) (—oo < 7 < oo)un chemin simple
dans p(—A) N p(B), qui peut étre continiiment déformé en 7, sans passer par aucun point
des spectres de —A ou B, tel que :



94

i) | |lim (1) = +00

ii) 379 > 0 tel que :
T> 710 = 01 < arg(y(7)) < o9

T < =19 = —0y < arg(y(7)) < —0oy
Alors

S(A, B) = P /(z + A) (2 — B) ldz

2. . 2 2. - J’_
Une conséquence simple du lemme précédent est que les courbes v, . ou v, . dans
la définition de S(A, B) peuvent étre remplacées par Y, s ou 7: W respectivement.Otu
0, 0

wp <o < ¢y et B(0,1) C p(A) ou B(0,r) C p(B)
respectivement pour un certain r’ > r

Lemme 5.4 Soit X, A, B et v comme dans le lemme précédent. On considére un élément
x € X et un opérateur P linéaire fermé sur X. Supposons que

(z4+A) " (z—B) 'Pr=P(z+A) " (z—B) 'z Vzeny
alors
SPx = PSx

En particulier, si A et B commutent (au sens de la résolvante) on a

SAx = ASxz Vx € D(A)
et
SBx = BSx Yz € D(B)

quand A et B sont a résolvantes commutatives, on a
S(A,B)=S(B,A)

Lemme 5.5 :Supposons que A et B satisfassent les hypothéses de la proposition (5.6) et
supposons de plus qu’ils sont a résolvantes commutatives. Alors

S(B,A)=S(A,B)
Preuve. On a

SB.A) = o [+ A= B) ade = o [ (o4 A) e - B e
K 2!

oty = —v ,wa < 0 < dp et le signe dans Yo €St "+"(resp "—") si A (resp B) est inversible
o =7 — o, on obtient

Si on pose ¢ =7 — o, on obtient wp < o < ¢ 4.

Maintenant, en changeant la direction de 7' = —Y.» ON Obtient v = 7;’1:’ cela conduit
a changer le signe dans la derniére integrale, et

S(B,A)z = —~ [ (24 A)'(= = B)'wdz = S(A, B)z

2w "
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5.3.5 L’opérateur S)(A, B) :

Supposons que A et B sont deux opérateurs non négatifs d’angles spectraux w,+wpg < 7.

On a vu que si A est un opérateur linéaire non négatif d’angle spectral w,. Alors 'opé-
rateur Ay = A + A est positif VA € C* : |arg\| < ¢4 et wa, < max(wy,|argA|).Donc si
larg \| < min(¢ 4, ¢),alors Popérateur A, est positif et wy, < 7 — wp.

Par conséquent lopérateur Sy(A, B) = S(A,, B) est bien définit(il en est de méme pour
S(A, By).quand il n’y a pas de risque de confusion, on note simplement cet opérateur par
Sh.

Si A > 0 par le lemme (5.3) des exemples de chemin d’integration « sont donnés par

Var— A, ’yo—)\/etfyo7rouwB<o<¢A L0< XN <Xetr>0
Suffisamment petit de telle sorte que la courbe considérée soit contenue dans p(—A) N p(B)

Proposition 5.7 Soient A et B deux opérateurs non négatifs avec wa + wp < m et soit
A > 0. Alors il existe une constante positive mg qui dépend de Ma, Mp, ¢, et ¢y mais
ndépendante de \ telle que :

mo
S < =
|| >\||L(X) = |)\|

O1u

[e.e]

2 dr
— 2 M (o) MK ( — o _
mo = — Ao Mg (m 0)/ R etwp <o <T—wy

0

Si de plus, A ou B est positif, alors

lim [|S\(A, B) = S(A, B)| = 0¥¢:0 < ¢ < min(¢,, ¢)

,\e%

Remarque 5.3 :On étudie dans ce chapitre l’existence , l'unicité et la régularité maximale
des sulutions de l’équation Az + Bx =y dans le cas ol les résolvantes de A et B commutent
grace aux observation de (5.3.4), on peut penser que

x=Sy=S(A, By
est une " bonne candidate " pour la solution de Uéquation.

Dans la suite on suppose que A et B sont (au moins) des opérateurs linéaires non négatifs
dans X |, leurs angles spectraux satisfaient ws +wp < met 0 € p(A)Up(B). Donc 'opérateur
linéaire S = S(A, B) € L(X), on doit aussi supposer que vy est une courbe simple orienté de
00e™ & 00e pour o € |wp, P4

De plus A et B sont fréquement considérés & résolvantes commutatives.

Toute fois cette condition ne sera pas nécessaire dans tous les lemmes et théorémes qui
vont suivre (voir Da prato Grisvard section 6)
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Quelques integrales usuelles :

Ce lemme sera fréquement utilisé dans la suite

Lemme 5.6 Soit A un opérateur non négatif dans un espace de Banach X. si 0 < o < ¢4
etr >0, alors

1
/ “(z+A) 'z =0 (5.18)
e %
et ]
/ “A(z+ A)tadz =0 (5.19)
Yo #

pour tout x € Dy(6,+00) , (0 <0 <1)
Plus,si A est positif et r est suffisamment petit de sorte que 77, soit contenu dans p(—A)
alors

/ 1(z + A)tdz = —2irAT? (5.20)
-z
Yor
et 1
/ ;A(z + A wdr = —2inx (5.21)
Yo,r

pour tout x € Dy(0,+00) , (0< 0 <1).

Preuve. Sous les hypothéses du lemme, la fonction f : p(—A) — {0} — L£(X) définie par
f(z) = %(z + A)~! est analytique.Elle est absolument integrable le long de Y+, puisqu’elle
est borné d’ordre |z|_2 a l'infini dans chaque secteur ¥, ot 0 < ¢ < ¢ 4.

En “fermant” la courbe v/, de I'infini par

Cr = {Re_” : —a§7’§0}

le théoréme de Cauchy donne (5.18)

En faisant tendre R vers l'infini, pour 2 € D4 (6, 4+00), on définit g : p(—A4) — {0} — X
par g(z) = LA(z+ A)~'z , alors g est borné d’ordre |z|~*? a linfini dans chaque secteur
Y,quand 0 < ¢ < ¢ 4. Un argument comme le précédent, donne (5.19)

(5.20) et (5.21) s’obtiennent par le théoréme des résidus. m

L’unicité :

On doit montrer que pour tout y € X , x = Sy est 'unique solution possible de I’équation
Ax + Bx =y, pourvu que A et B soient & résolvantes commutatives.

On rappelle que
-1
S=— [(z+A) " z— B) dz
2 ),
Theoréme 5.1 (Unicité) :
Supposons que y € X et que x € D(A)N D(B) est solution de l'équation Ax+ Bx =y ou
A et B sont des opérateurs linéaires non négatifs tels que 0 € p(A) U p(B) et wa +wp < 7.
Alors on a

S(A,B)y =x+ J(A,B)x
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ol

J(A, B)x %/ [(z4+A)(z=B) (z+ Az — (2 — B) 'z] dz (5.22)

En particulier si A et B sont a résolvantes commutatives, alors J(A, B) s’annule et l’équation
a au plus une solution x donnée par

= S(A, B)y
Preuve. Supposons que y = Ax + Bz et posons
D: =(z+A) 7Y 2-B)!
On a alors

Dy = (z+A) ' (z2—=B) ' ((z+A)x+ (B - 2)r)
= +A ' z-B) 2+ A)z—-(z+A)'z
= —(z+A) v+ (z-B)z+{(z+A)(z—B) N (z+ Az — (— B) "'z}
mais
—(z+A) e =1((z+ A) Az — 2)
(= B) 'z =1(x+ (2 — B)"'Bux)
Par conséquent
(z4A) 1 z=B) 1y = 1(Z+A)_1A$+1(Z—B)_lBIL‘+{(Z + A z—B) Mz + Az — (2 —
z z
Puisque 0 € p(A) U p(B),alors A ou B ont un inverse borné défini sur tout X . Si 0 € p(A),

on prend la courbe 7 de la forme v, . et on obtient

-1 dz
(z+ A)” 1422 = ¢ par le lemme (5.6)
2im . z

le méme lemme donne aussi

-1 d
2im ), z

D’autre part, si 0 ¢ p(A), alors 0 € p(B) et par le lemme argument que le précédent on aura

-1 d
(z+ A)LAz2 = 0
2im . z
et
—1 1, dz , n
5 (2 — B)""Bx— = x (dans ce cas on doit prendre v =, )
im z ’

"
On a montré que les trois premiéres expressions de (x) sont absolument integrable le long de
7, ainsi il en est de méme du quatriéme terme , i.e :que l'integrale définissant Jx: = J(A, B)z
converge absolument et

x+ Jr =S8y

Remarque 5.4 Dans le cas commutatif on a Jxr =0 et par suite x = Sy

S
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L’existence :

On montrera que x = Sy est effectivement une solution de I’équation Az + Bx = y quand
A et B sont a résolvantes commutatives.
Plus précisement, on doit montrer que

(A+ B)Sy =y poury e D(A)+ D(B)
et plus généralement pour
y € Da(0,p) + Dp(f,p) oud<fh<1l et 1<p<oo

Notons que puisque
D(A) - 'DA(G,])> C DA(Q) C DA<9, OO)

et

il suffit de considérer le cas ot y € D4(0, 00) + Dp(d, 0)

En premier lieu, on présente les idées de la preuve a travers une suite de calculs formels.En
deuxieme étape on donne la preuve de quelques lemmes qui précisent les calculs de la premiére
étape.

Supposons que y € D4(0,00) ouy € Dp(d,00) et que 0 € p(A)

En utilisant 'identité

1
(z=B)"y = Z((z=B)+B)(z=B)y
1 1
= ~y+-B(z-B)ly
z z
Alors
-1 —1 -1 _yq d2
Sy = — [(2+A) y+(z+ A" B(z — B) y]—
2w z

v

1
— Ay — A)'B(z — B)ly—=
vt g [ ABG =B

En appliquant A & cette expression de S on obtient

1
ASy = y++/A(z+A)_1B(z—B)_1y%
2 . z
_ +LB/((2+A)—2)(z+A)1<z_B)1 dz
- Y 20T yz

vy
1 1 dz
= —B ANz = B) tyd ——B/ — B)ly—=
L L R R e (R
= y— BSy

ou la derniére égalité s’obtient de (5.18) (appliqué & B ) et de la définition de S

Donc
AS(A,B)y + BS(B,A)y =y
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si 0 ¢ p(A),alors 0 € p(B) et 'argument précédent montre que
AS(A,B)y+ BS(B,A)y =y
Mais puisque les résolvantes de A et B commutent on a
S(B,A) =(A,B)

Précisons maintenant ces calculs, En fait la commutativité au sens de la résolvante peut étre
utilisée pour obtenir des relations algébriques entre A, B et S (qui soient vraies sur tout X
et non seulement sur un espace d’interpolation entre D(A) ou D(B) et X ).

Proposition 5.8 Soient A et B deux opérateurs linéaires non négatifs dans un espace de
Banach complexe X tels que wy +wp < 7, alors si 0 € p(A) on a

2

S=A"1+ % 7(,z +A)'B(z - B) . (5.23)
si de plus A et B sont a résolvantes commutatives et 0 € p(A) alors
S+ BAT'S=A"" (5.24)
Si A et B sont a résolvantes commutatives et 0 € p(B) alors
S+AB'S=pB" (5.25)

Preuve. Supposons d’abord que 0 € p(A).Alors on doit supposer que la courbe v dans la
définition de S coupe 'axe des réels a gauche de l'origine. En utilisant 1’identité

(-B) 'y = {(z-B)+ B} B) 'y
1 1

= —y+-B(z-B)ly
27z
on obtient
1 1
(z4+ A z=B)ly=-(z+A)"y+-(z+A)'B(z-B)y (5.26)
2 2
par le lemme (5.6) on a
—1 dz
= A -1, 7~ — A_l
Sin 7(Z +A) "y y

Donc (5.23) est démontrée
Concernant la second partie,supposons que 0 € p(A), on note que si les résolvantes de A
et B commutent alors

(z4+A)'B(z—B)™ = B(z—B) '(z+4)™"

Puisque B est fermé , la relation (5.23) peut s’écrire

S—Aa+ LB/@ + Ay - B
2 . z

(s
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Par P’identité de la résolvante on a
(z+A) = —2Az+ AT+ AT

En 'insérant dans la premiére integrale et en placant A~! devant le signe integral on obtient

S—Aly LBA—I/ [(z + A= B) = L= B) | ds

A% z
d
/(z )
y z

D’ou (5.24),la formule (5.25) s’obtient en échangeant A et B sachant que S(A, B) = S(B, A).
]

mais le lemme (5.6) donne

Corollaire 5.2 Soient A et B deux opérateurs linéaires dans X a résolvantes commutatives
tels que 0 € p(A) N p(B) et wa +wp < m.Alors siy € X et Sy € D(A)UD(B), on a

Sy e D(A)ND(B) et ASy+ BSy =1y
Preuve. Supposons que 0 € p(A), alors
S+BAT'S=A""
Ainsi si Sy € D(B), alors Sy € D(BA™!) et BA™'Sy = A"'BSy

(par la proposition 1.10), par conséquent
Sy + A'BSy= A"y
et par suite
Sy e D(A) et ASy+ BSy=1y

Si Sy € D(A), puisque A~'y € D(A), alors BA™'Sy € D(A)
Donc
ASy+ ABA 'Sy =y

Notons que A commute avec (i + B) pour chaque u € p(—B)
Prenons un tel p,ainsi

D(BA) =D((n+ B)A) = D(A(n + B))
ce qui implique
D(BA) = D(AB) N D(A) et ABx = BAz Vx € D(BA)
Puisque A~y € D(AB)ND(A),on a ABA™'Sy = BSy et ainsi
ASy+ BSy =1y

Le cas 0 € p(B) s’ensuit du cas précédent, puisque S(A, B) = S(B, A)

En utilisant les résultats précédent, on est maintenant en mesure de prouver que dans
le cas commutatif (A + B)Sy = y pour tout y dans I'un des espaces d’interpolation réels
D4(0,p), Da(6),Dp(0,p) et Dp(0), puisque on a pour chaque opérateur linéaire fermé L

Dr(0,p) — Dr(0) — Dp(0,00) VO € (0,1),Vp € [1, 0]

il suffit de considérer les espaces D4(0,00) ou Dp(f,00) =
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Theoréme 5.2 (Ezxistence) :
Supposons que les résolvantes de A et B commutent

St
y € Da(0,00) + Dp(d,00) ou 0<60 <1
on pose v = Sy.Alors
x € D(A)ND(B)

et x est l'unique solution de l’équation
Arx+ Bxr =y

Preuve. L’unicité des solutions = de I’équation Ax+ Bx = y est démontrée dans le théoréme
(5.1).Donc on montre seulement ’existence.

Soit y € Da(f,00) U Dp(#,00),on montre d’abord que si 0 € p(A) et x = Sy, alors
r€DA)ND(B)et Avr+ Bx =y

Par la proposition (5.8)on a

1 d
Sy=A"y—— [(z+A)'B(z - B)’ly;z (5.27)

2 J,

Montrons que I'hypothése y € D4(0, 00) U Dp(0,00) implique que l'integrale de la formule
précédente appartienne a D(A) et que A peut étre appliqué sous le signe integral. On a

A+ A) P =T—2(z+ A7
et

B(z—B) '=z2(:-B)"' -1
de sorte que

Az + A)7H| < (14 Ma(0))

|B(z = B)™"|| < (14 Mg(r — o)) pour z € v,

Maintenant si y € Dg(f, 00) alors le lemme (5.2) montre que

5= B) '] < (14 Mo =) bl

1
sur vy, excepté en z = 0.Ainsi f(z) = —A(z + A)"'B(z — B) 'y est analytique sur v, et
Z b

bornée d’ordre ||~ ~? & I'infini. Donc elle est absolument integrable le long de Y, €t puisque
A est fermé on a

A/(z + A)'B(z - B)ly% = /A(,z +A)'B(z—B)™!

~

d
y= (5.28)

siy € Dy(f,00), on note que

Alz+ A B(z— B) 'y = B(z — B) ' A(= + )Yy
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par la commtativité au sens de la résolvante, ce qui donne (5.28). Ainsi Sy € D(A) et

—1
ASy=y+ —/A(z + A)'B(z - B)_ly% (5.29)
2 ), z

pour tout y € D(A) U D(B), par le corollaire (5.2)
ASy+ BSy =y
Si0¢ p(A) alors 0 € p(B). D’ou
AS(B,A)yy+ BS(B, Ay =y

par 'argument précédent. Mais S(B, A) = S(A, B) et le résultat du théoréme s’ensuit.
Finalement si y = y; + y2 o0l 43 € D4(0,00) et yo, € Dp(h,00), On pose x; = Sy; pour
t = 1,2 et on obtient

z; € D(A)ND(B) et Ax; + Bx; =y; pouri=1,2

Donc
r=x1+19=25Y GD(A)HD(B)
et
Ar+Br = (A+B)ry+(A+B)za=y1 + 42
[

5.3.6 Reégularité maximale :

Considérons toujours I’équation Ax+ Bz = y. On avu quesiy € D4(0,p), alors il existe
une (unique) solution
z =Sy € D(A)ND(B) C Da(0,p)

La question qui se pose maintenant, a t-on Az, Bx € D4(6,p)? La réponse est affirmative,
i.e :on a la régularité maximale.

La régularité maximale de ’équation Az + Bx = y par rapport a l'espace ¥ — X |
signifie quand pour y € Y et © € X solution de I’équation, on a =, Az, et Bx € Y. On
commence par le lemme usuel suivant :

Lemme 5.7 Soit
D(z)=(z+A)'B(t+ B) 2 - B) ,0u z¢€ p(—A)Np(B)

et v une courbe comme dans le lemme (5.3). Supposons que v coupe l'aze des réels o droite
de z = —t. Alors

/D(z)ydz = / © (z+ A) " (z — B) 'ydz pour tout y dans X
vy v 2t

Siy € Dp(0,p), alors on a aussi

/(z + A 'B(z — B) 'ydz = / i(z + A)'B(z — B) ydz

0l
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Dans le cas ot A et B sont a résolvantes commutatives, les formules précédentes s’écrivent :

z

B(t+ B) 'Sy = —1

A Yz — B) tyd
2% z+t<z+ ) )" ydz

—1 z
BSy = —
Y 2w z+t

(z4+ A)'B(z — B) 'ydz

Preuve. Voir [Da Prato-Grisvard [4]] =
Par le lemme (5.7) on a

1
BSy = — /(z +A)7'B(2 — B)"'ydz Vy € Dp(0,p)
2m ),

alors il existe une constante M telle que

IBSYll < M [yl p,y 0,

pour chaque y € Dg(6, p). Cependant, il existe moins facile de trouver une “bonne” expression
de M | puisque 'integration ne peut étre effectuée le long de la courbe v, qui passe par
lorigine. Avec la semi-norme [.]DB((,J)) la situation est différente, c’est-a-dire on peut expliciter
les constantes de la régularité.

Theoréme 5.3 Soient A et B deux opérateurs non néqgatfs a résolvantes commutatives avec
0€ p(A)Up(B) et wa+wp < 7 et soit x = Sy l'unique solution de l’équation Ax+ Bx = y.
Alors siy € Dg(0,p) ou (6,p) € (0,1) x [1,00], on a

Az € Dp(0,p) et Bx € Da(0,p) N Dg(0,p)
Siy € Dp(0,p), alors
Ax € Dg(0) et Bx € Du(0) N Dp(0)

De plus on a les estimations suivantes :

ko0 < (1+ C1) blpmom (5.30)
[Bxp, (0.0) <C2 [y]DB(eﬁp) (5.32)
O
Ci: = Cy(0.0, A, B) = L Ma(0)(1 + 2sin(2) M [__a 5.33
= Culo.0,A4,B) = L)1+ 25Dt —0) [ G 639)
0

1 Tdt

Cri = Culo,0.4,8) = TMAo) 1 + 26 aln — o) [ 538

0
pour tout o € (wp, O 4)
Le fait qu’on a aussi Bx € Da(0,p) quand y € Dp(0,p) est un résultat inattendu.On
note aussi que siy € Da(0,p) ouy € Da(h), on obtient parfaitement des résultats analogues

puisque S(A, B) = S(B, A)
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Preuve. On doit estimer [BSY|p, ) s [ASYlp, 0.t [BSYlp, p,)- Commengons par [BSylp, 4
grace au lemme (5.7) on a

1 z

B(t+B)'BSy= — A)'B(z — B) 'yd 5.35
BBy = g | e A B B) (53)
ie: N
-1 re?e re=2%e dr
B(t+B)'BSy=— [ | ——9, ——U_,(r)| — 5.36
(t+B)” v= um [re“’ +t () + re"” 4+t (r) T ( )
0
pour chaque ¢t > 0, ou
U, (r): =V,(r, A, B) =r(re” + A)'B(re'” — B) ™1y (5.37)
Posons r = ts dans (5.37) on obtient
B(t+ B)'BSy — _—17 (5t) + =y sty|
Y7 9 seio + 1 Vo se=io 41 7 s
0

(5.38)

chaque terme de ses integrales est de la forme exigée dans les hypothéses du corollaire (1.2).
Il est aussi clair que

o0
/ ds -
= | —— <
L1(0,00) s? |sei” + 1
B 0

En ce qui concerne V., (t) on a par le lemme (5.2) 'estimation

+2i0
H Ly se

Seiia + 1

190 (t)l| < Clo) ||B(t + B)"y]| (5.39)

C(o): =C(0,A,B) = Ma(o)(1+ 5111(2)MB(7T —0))

I1 s’ensuit de 'hypothese y € Dg(6, p) que
— 1B -1
YD 0. = |[t’B(t+ B) ||L{:((o,oo);X) < o0

Ainsi

|t° s, (t, A, B) < C(0,4,B) Wlp, 0, (5.40)

«((0,00);X) —

par conséquent, on peut appliquer le corollaire (1.2) et obtenir

(Bt +B) " BSy), 0, < Ci(0.0) iy o) (5.41)

Dp (9,]7)

ou
o0

1 dt
01(0'79)1 :C<U797A,B):%C(U,A,B>/W
0

ol
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En particulier, si y € Dg() alors y € Dp(d, 00) et

lim TQHB (r+ B)~ yH—O

T—00

En utilisant (5.38) et (5.39) on obtient
t’||B(t+ B) ' Bzl < 10(0)/.5;9 s || B(ts + B)'y|| ds
- |seio + 1

puisque
(ts)" || B(ts + B) "yl < Wl
(ts)” || B(ts + B)~ y||—>0 (s >0)

et

50

/.—ds < 00
|sei” + 1|

0

On peut appliquer le théoréeme de covergence dominée a la formule (5.42) et obtenir

lim ¢*||B(t+ B) "' Bz|| =0

t—o00

(5.42)

i.e :Bx € Dp(0). En utilisant 'égalité Ax = y — Bx,ou y, Bx € Dg(0,p), on déduit que

Az € Dg(0,p). De plus on a
1Azl p, 0, < 1+ Cilo,0, A, B)) [yl p, 0,

On a aussi

t+A) T z+ A= (z+A)7—(@t+A)™H

—Z

de sorte que

(t+A)"'Bx = —

A% Yor t— =z

(z+ A)'B(z — B) 'ydz

puisque

1
t—z

o,r

/ ! (z+ A)'B(z — B) 'ydz = (t+A)_1B/
Yoy LT F v

pourvu que r < ¢
Comme

A+ AT =1—tt+ A"
On obtient alors

At + Ay 'Be = L -

20T Yor 2T t

(z+ A)'B(z — B) ydz

(z— B) 'ydz =0



106

A présent, le chemin d’integration peut étre déformé en v, sans changer la valeur de I'inte-

grale. Ainsi

7"6727'0'

tqj"w} %

,re—ia —

Alt+ A)'BSy = 2@;/[ (1) +
0

Te’LO' —

ou ¥, (r, A, B) est définie plus haut. On pose r = st et on obtient

1 [ se¥e se~ 20 ds
At +A)'BSy = — . U,(st)+ ———VU_,(st)| —
(t+4) Y 2w [sew -1 (st) + se” —1 (s )} s
0
par conséquent, comme précédemment on a
[Bx]DA(Q,p) < 02<07 0) [y]’DB(G,p)
ou -
Co(0,0): = Co(o,0, A, B) = ~C( AB)/ dat
0,0): =Cy(o =—C(o Y R —
2\Y, 2\, VY, A, T 3 41y t@(tew. _ 1)
0
Siy € Dp(0) alors
y € Dp(f,00) et lim roHB (r+B)'y||=0
compte tenu de (5.44) et (5.39) on a
|| At + A)'BSy|| < / : (1) | B(ts + B) "y
S se“’—
0
puisque
(t)" | B(ts + B)"'y[| < [W)p, 0,00
alors
(ts)” || B(ts + B) 'y —0 (s>0)
et

o0

sf(setr — 1)

0

on peut appliquer le théoréme de convergence dominée a la formule (5.45) et obtenir

lim ¢’ |A(t + A)"'Bz|| =0 i.e: Bz € Da(h)

t—00

(5.43)

(5.44)

(5.45)
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5.3.7 Extension de la méthode des sommes :

Corollaire 5.3 :Soient A et B deux opérateurs a résolvantes commutatives avec angles spec-
traur w, et wp respectivement satisfaisant o l'inégalité wa + wp < m . Supposons que
Arx+ Bx =y

Alors siy € Dg(0,p) on a

Az € Dp(0,p) et Bx € Dy(0,p) N Dp(6,p)

pour tout (0,p) € (0,1) x [1, 00]
D’une maniére analogue si y € Dg(f), alors

Az € Dp(0) et Bx € Da(0) N Dp(0)
De plus on a les estimations suivantes :

[Az]p 0 < (L+C1) [Ylp 0,

[BI]DB(Gp < Ch [y]DB(G,p)
[Bx]DA 0,p) = <Gy [y]DB(va)

ot Cy et Cy sont comme dans le théoréeme (5.3).

On donne maintenant une extension de la méthode des sommes qui donne quelques
résultats de régularité en supposant ’éxistence d’une solution stricte (voir [2]).

Supposons que A et B soient a résolvantes commutatives et non négatifs avec wa+wp < 7
. Cependant on laisse tomber I’hypothése que I'un au moins des opérateurs soit positif. Soit
x une solution de I'équation Ax + Bx =y ou y € Dg(f,p), Alors pour chaque ¢ > 0 on a

Ar+ Br+ex=y+ex et y+ex € Dp(0,p) (puisque z € D(B)
par suite
=S.(A,B)(y +ex), Az € Dg(0,p) et Bx € Da(0,p) N Dgp(0,p)
(voir théoréme 5.3), En particulier si y € Dg(f) alors
Az € Dp(0) et Bx € Da(0) N Dp(6)

on a
Bx = BS.y +¢eBS.x (5.46)

par (5.31) on a

[BS:t]p, 9, < Ci(0,0, A, B)[x] ollwp <0 < ¢y

Dp(0,p)

et

o

Ci(c,0,A,B) = %MA( )(1+281n(2)MB( ))/ﬁ

Mu(o)(1 + 2sin(g)Mp(m — o)) / dt
7sin [max {Z,0}] t0 |teir + 1|
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par suite
hm e[BS:]p, g, =0 (5.47)

Pour traiter [BS.y]p, (6,5 o1 note d’abord que (5.38) implique que

86_2w

: 1
B(t+B) 13559 = 2—/|: 6W+1 St Ag,B) m

U (st, A, B)] 45 48)

S

et
[BSEy}DB(O,p) < 0(07 97 Av B) [y]DB(B,p)

par la preuve précédente

—1 by z
U(t): = VY(t,A,B): = — A Yz —B)yd
(t (. AB): = o [ (et A7 e - B) s
0
-1 < 2i0 —2i0 d
S —— W (st,A,B)+ v (st,A,B)| ¥
20w se + 1 se~v 41
0
qui converge pour tout ¢ > 0 et
0
Ht Wt P((0,00); X) < Ci(0,0, A, B) [y]DB(G,p)

L’identité de la résolvante donne
Uiyt AeyB) — Uig(t, A, B) = —ct(te™ 4 ¢ + A) 7 (te* + A)7'B(te*™ — B) ™1y

de telle sorte

" 5
[Wio(t, A, B) = Wip(t, A, B)|| < Ma(o)Mi(0)(1+ Mp(m —0)) [y e 1]
mais
et? el
telg + e LQ(0,00) tela + g L%:(()’oo)
par conséquent, la formule (**) du corollaire (1.2) donne
[#B(t + B) ' BS.y — t"U(t)]| 13 g o0y < O’
Ou .
01 = Malo) M1+ Mt~ o) I [ e o
D= o o T—0 , .
A A B Yy t9 ‘tew' + 1‘ teto + 1 .
0 * (U, 00

Enfin, on obtient

. /] — 0 —
lim [[t°B(t + B) " BS.y — "V (t)]| 4,0y = 0
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par conséquent

. o 0
lim (Bl g, = [C@],
S 01(0797A7B) [y]

Dp(6,p)

les équations (5.46), (5.47), (5.49) impliquent que

[Bxlp, 0, = Jim [BS:ylp, 0.0 + lime [BS:Ylp0.)
= [[t"w ()] < C1(0.0,A,B) [y]

LE((0,00);X) Dp(0,p)

puisque Axr = y — Bz, on déduit que

[Ax]DB(B,p) < (1 + C’1(‘77 97 Av B)) [y]

Dp(0,p)

Concernant I'estimation de [Bz]p 4, on a
[BJE]DAS((;,p) < [BSEy]DAE p) TE [BSE'T]DAE(H,]J) (5.49)
En tenant compte de (5.32), on obtient

[BS.x] ) < Co(0,0, Ac, B)

Da.(0,p
ou
oA B) = L)1+ 20t =) [
o . = — o sin(—= T—0 .
2T e 2/ t0 |tetr — 1]
- Ma(o)(1+ 2sin(§)Mp(m — o)) / dt
- 7sin [max {Z,0}] to |tetr — 1
par suite
€liLnOE [BS-7lp, (g, =0 (5.50)
La relation (5.43) donne
A+ A Bsy = =L ([ g a2y oA B)| L
£ € y - 2”1_ T’Gia . 1 [ 9 €9 re_ig . 1 —0 9 € r
La preuve du théoreme (5.3) montre que
W(t) = —= [ Z (2 A) Bz — B) ydz
2w v 2=t Y
1T sede se~ %o ds
S —— W (st,A,B)+ — W _(st,A,B)| ¥
2 Lew -1 (s )+ se”7 —1 (s )} s

0

est convergente pour tout £ > 0
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et
|¢7% (—1)|

L(0eoyx) = C2(0:0, 4, B) [ylp,9)

Ou Cy(o,0, A, B) est donnée par (5.34)
Un raisonnement analogue au précédent donne

[¢°B(t + B) "' BSey — t"U(—1)|| 1y p0opxy < C€
ou 0
, ) dt t’
C :MA(U)MA(U)(1+MB<7T_U)) HyH t9|teig’_1| teic 1+ 1
0 LE(0,00)

On conclut que

: _ 0
ah—r>n0 [Bsey]DAs Op) Ht qj(_t>HL§:((0,oo);X)
< 02(0-70’147 B) [y]

DB (97]7)

La proposition (5.5) et les équations (5.50), (5.51) et (5.52) donnent

[Bxlp, 4, = lm [Bz]

e—0 D4 (0:p)

= 1 [BSylp, 5, + lime[BSealp, )

= |-l ,
2((0,00);X)
< (Cy(0,0,A,B) [?J]DB((%p)

Déduction de la résolution de \z + Ax + Br =y :

On a vu précédemment que si A et B sont non négatifs, si wa + wp < 7 et si |arg \| <

min(¢A7 ¢B) ,alors
A)\:)\—FA et BA:)\+B

sont positifs et on a
wa, Twp<m et wagtwp, <7

Par suite tout les résultats précédents sur S(A, B) et sur I’équation Az + Bx = y sont
applicables aux paires (Ay, B) et (A, B))
Par conséquent
S)\(A7 B)y = S(A)\a B)y = S(Aa B)\)y

est 'unique solution de I’équation

Az + Az + Bz = y pour chaque y € Dy(6,00) + Dp(f,00) o 0 € (0,1)

5.3.8 Reégularité supplémentaire de S5 :

Voici un résultat de régularité concernant 'opérateur Syqui confirme et renforce la pro-
position (5.7).
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Theoréme 5.4 :Soient A et B deux opérateurs a résolvantes commutatives et soit A > 0.
Alors Syest un opérateur linéaire borné appliquant X dans Da(0,p) N Dg(0,p) pour chaque

0 € (0,1) et chaque p € [1,00]. De plus on a
1Sxzllx < moA™ ||zl

1932 15,y 0,9 < A7 [l

193] p,,0.0) < maA™ 0 |z

Ou
2
mo:. = —MA( / |t2€220 T 1|
2 tl—@ t@
c=—-M Mz (m — . 4
mq T A(U) B(Tr O) teioc — 1 . teioc — 1 L]:
2 i} t1_0 t@
my: = —Mj(o)Mp(m — o) || —
T te'? + 1|1 |[te +1 P
Preuve.

L’estimation (5.53) est celle de la proposition (5.7)

Montrons que (5.55) est vraie pour tout z € X ,Par le lemme (5.4) on a

1
B(t+B) 'S\o = — ©

20w %z—l—t

+i0 ot Pestimation suivante est vérifiée

_ M) My(r — o)
~ |retc +t||reto +)\|

Sur 7, /{0}on a z = re

z
z+1

ou on a utilisé le fait que

(z+A+A) Y z-B)

‘e‘m + b| = |em + b| Ya,b € R
par suite, posant
1
C: =—-Mji(oc)Mp(m — o)
s

on obtient
. dr
[B(t+B) " Sal| < Caf |ret” +t| [re + Al
0
S dS
= C . . -
”xH/ |sei + 1] |tse’” + A| s
0
prenant

F6): =t|te” 44| et g(t): = [te” + A"

(z4+ A+ A) Yz — B) adz

(5.51)

(5.52)
(5.53)

(5.54)

(5.55)

(5.56)
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dans le corollaire (1.2).0On en déduit

t1—9 t@
[Sxzll ), <O\ pm [Ed]
B(8:p) tet + 1 1 te'd 4+ \ I
Mais ) ,
! )
tei” + A || te'” + 11|
et on a
||S>\m||DB(9’p) < maA 0 ||z
ou
LM (0) Mt — ) | !
My: = — o T—0 : :
2 a4 B te'? + 1|1 |[te +1 P

Cela signifie que Sy (A, B) applique continiment X dans Dg(6, p) pour chaque 6 € (0,1) et
tout p € [1, o0]

Puisque Sy (A, B) = Sy\(B, A),lopérateur Sy (A, B) applique continiiment X dans D4 (6, p).Dé]
pluson a wy < 7™ — 0 < ¢ de sorte qu’en échangeant les roles de A et B et en remplagant
o par m — o dans la formule (5.58)

On voit qu’on peut choisir
-0

teic — 1

t9
tetc — 1

my: = mo(B,A) = ;MZ(U)MB(W —0)

Ll L?

5.3.9 Constantes de régularité pour I’équation :\z + Az + Bx =y

En appliquant le théoréme (5.3) & A, et B ,on obtient quelques résultats concernant la
régularité maximale de I’équation A\x + Az + Bx =y

Théoréme 5.5 : Soient A et B deux opérateurs non négatifs a résolvantes commutatives
avec wg +wp <met A >0

Theoréme 5.5 Posons wp <o < ¢, et x = Syy

i) Siy € Dg(0,p) ot (0,p) € (0,1) x [1,00] , alors x € D(A)ND(B) et est l'unique solution
de l’équation \x + Ax + Bx =y et on a

Ax € Dg(0,p) et Bx € Da(0,p) N Dp(0,p)
ii) Siy € Dp(0) ou b € (0,1), alors
Az € Dg(0) et Bx € Da(0) N Dp(0)
iii) De plus on a les estimations
]| < moA™" Iyl
| Azl < (14 mo) lyll + CrA W],y
|Bz|| < CiA™’ W50

[Bx]DA)\(H,p) < Gy [y]DB(e,p)
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[x]DB(G,p) < Cox! [y]DB(G,p)

[Ax]DB(e,p) <(1+Co+ Ci) [y]DB(H,p)

[BZlp 0.0 < C1 W00

Ici mg est donné par la proposition (5.7)

¢~ O o G

. ) 2 .
S o S o

avec C et Cy donnés par le théoréme (5.3)

_ Mj(0)(1 +sin(§)Mp(r — o) ||t

Tsino

Co

te” + 1|4

M} (0)(1+sin(§)Mp(r—0) 11-0

teto 41

et C;: = avec 1 +1 =1
Lq p q

Remarque : Puisque S)(A, B) = *,\(B, A), en échangeant les roles de A et B dans le
théareme précédent, on obtient un ensemble d’estimations analogues
Preuve. Par la proposition (5.3)

7 sino

D, (6,p) = Da6,p) et D, (6) = Da(6)

Alors tous les énoncés du théoréeme s’ensuit directement du théoréme (5.3),exepté les esti-
mations de éii). Par la proposition (5.7) on a

Azl <oyl x

et le lemme (5.7) donne

_ 1
Y

(z+ A+ A)'B(z - B) ydz (5.57)

sur 7y, /{0}on a z = re* et par le lemme (5.7) on obtient

C
= |reie + 1| |ref + A| HB(

(z+A+A4)7'B(z—B)™! r+ B)|

z+t

c::Mﬂ@u+am%m@w—0)

Cela montre que l'integrand reste borné dans p(A) N p(B) quand z — 0. Par conséquent le
chemin d’integration peut étre déformé en ~,. En utilisant le fait que

‘rei” + /\| > Asino
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on obtient alors

|B(t+B) || = ‘

1 1
— A+ A)7'B(z — BY 'yd
2i7r/%z+t(z+ +A)B(z )" ydz

C [ 1B(r+B)"Yy
- o2r ), 2+ A2+
c y r dr
= . B(t+ B) Yyl —
7T)\SiIl0’/|7’€w+t| |5+ B)7| r

0

d|z]

s 1 1 ds
7r)\sina/ |setr + 1| HB(tS—l_B) yH?
0

(on a posé ici r = ts)

Prenons ;
f(t) :W,g _HBt‘f_B y”
dans le corollaire (1.2) on a alors
1Bt + B) [, < CA™ I B+ B) "yl
le:
7] o < COA [y]DBw,p)
ol Cy est donné dans le théoréme
L’estimation de || Bz|| :par le lemme (5.7) on a
- _ -1 -1
Bx = oo %(z + A+ A" B(z— B) ‘ydz

par suite, en utilisant 'inigalité de Holder et la formule

tl*@ 0 tl*@
teto 4+ \ L N teto + 1 L
on obtient
Ball < ZM3(o)(1 + 2sin(G) My »/’tkglea+Br1Hﬁ
X — SlIl m™—0 - —
= pA /B teio + A I

0
< G\ Wlpy0.)

par ailleurs le théoréme (5.3) donne

/

[BS)\y]DB(G,p) <C [y]DB(0>p)

ou
oo

/ 1 dt
C's = a1+ sin(G)Malr o) [ Gt
0

(5.58)
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Mais AL
Myia(o) < ﬂ par (5.14)
sin o
alors
[BS/\?J]DB(G,p) < [y]’DB(G,p)
Puisque
Ar =y — \x — Bz
on a aussi

1AS Il < (1 +mo) llyll + CA™ [Ylp 0

[AS\Ylp 0 < (14 Co + o) Wlp, 0.
Finalement, par (5.52) on a
[Bx]'DAA (evp) S O [y]DB(evp)

ol >
] s dt
C: = —Ma,(0)(1 +sin(5) Mp(m — 0)) / 10 |teie — 1|

0
et M (o)
M < A7
A*(O> ~ sino

]

5.3.10 Généralisation de la méthode des sommes :

Comme conséquence de la proposition (5.4) on note que si A et B sont non négafifs avec
wa +wp < metsilarg\| < min(¢,, ¢p), alors Ayet B sont a résolvantes commutatives
et non négatifs, A est positif et wq + wp < 7, par suite en utilisant le corollaire (5.3) et la
proposition (5.7) on arrive au théoréme suivant.

Theoréme 5.6 :Soient A et B deux opérateurs non négatifs a résolvantes commutatives
avec wy + wp < 7.0n suppose que D(A) + D(B) est dense dans X. Alors A+ B est non
négatifs et wirp < max(wa,wp)

(i.e : ¢z > min(dy, dp) et Sy = (A+A + B) "L pour tout \ tel que |arg \| < min(¢,, ¢5) |

Remarque 5.5 Ce théoréeme peut étre utilisé dans la généralisation de la méthode des
sommes a la somme de plus de deux opérateurs non négatifs.

5.3.11 Cas d’un espace de Hilbert

Corollaire 5.4 Soient A et B deux opérateurs non négatifs & domaines denses dans un
espace de Hilbert X tels que wa + wp < 7 et 0 € p(A) U p(B). Supposons qu’il existe § > 0
tel que Dg(0,2) = Dp«(0,2). Alors l’équation \x + Ax + Bx =y admet une solution unique
pour tout y dans X et

A+A+B) =85, ¥YA>0
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