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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s ♣♦rt❡r ♠❛ ♣r♦❢♦♥❞❡ ❣r❛t✐t✉❞❡ ❡t ♠❡s r❡♠❡r❝✐♠❡♥ts ❧❡s ♣❧✉s s✐♥❝èr❡s✱ à ♠♦♥ ❡♥❝❛❞r❡✉r

❧❡ Pr♦❢❡ss❡✉r ❇❖❯❆●❆❉❆ ❉❥✐❧❧❛❧✐✱ ♣♦✉r s♦♥ ❡✛♦rt ❝♦♥st❛♥t✱ s❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té✱ s❛ ❣r❛♥❞❡ ❣é♥ér♦s✐té

❤✉♠❛✐♥❡ ❡t s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❧♦♥❣s ❡♥tr❡t✐❡♥s ❢r✉❝t✉❡✉① q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛rt❛❣és ❞✉✲

r❛♥❞ t♦✉t❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ▼❡s r❡♠❡r❝✐♠❡♥ts ✈♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ❉♦❝✲

t❡✉r ❇❖❯❩■❚ ❍❛♠✐❞✱ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❆❜❞❡❧❤❛♠✐❞ ■❜♥ ❇❛❞✐s ❞❡ ▼♦st❛❣❛♥❡♠✱ ♣♦✉r ❧✬❤♦♥♥❡✉r ❡t

❧✬❛♠❛❜✐❧✐té q✉✬✐❧ ♠❡ ❢❛✐t✱ à ❛❝❝❡♣t❡r ❞❡ ♣rés✐❞❡r ❧❛ s♦✉t❡♥❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡✲

♠❡♥t ❧❡ ❉♦❝t❡✉r ❇❊◆❍❆❘❆❚▼♦❤❛♠❡❞ ❞❡ ❧✬❊◆P❖▼❛✉r✐❝❡ ❆✉❞✐♥ ❞✬❛✈♦✐r s✐ ❛✐♠❛❜❧❡♠❡♥t ❛❝❝❡♣té

❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❏❡ ♣♦rt❡ ♠♦♥ ❣r❛♥❞ r❡♠❡r❝✐♠❡♥t ❛✉ Pr♦❢❡ss❡✉r ❈❍❊●●❆●

▼✉st❛♣❤❛ ❞❡ ❧✬❊◆P❖▼❛✉r✐❝❡ ❆✉❞✐♥✱ ♣♦✉r ❧✬❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✳ ▼❡s r❡♠❡r❝✐♠❡♥ts

✈♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ❉♦❝t❡✉r ❇❊◆ ❍❆❉■❉ ❙❛♠✐r ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡s ❋rér❡s ▼❡♥t♦✉r✐ ❈♦♥st❛♥t✐♥❡

❧✬❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ▼❡s r❡♠❡r❝✐♠❡♥ts ❧❡s ♣❧✉s ❛♠✐❝❛✉① ✈♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ❉♦❝t❡✉r

❖❯▲❉ ❆▲■ ▼♦❤❛♥❞ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❆❜❞❡❧❤❛♠✐❞ ■❜♥ ❇❛❞✐s ❞❡ ▼♦st❛❣❛♥❡♠ ♣♦✉r ❧✬❤♦♥♥❡✉r q✉✬✐❧

♠❡ ❢❛✐t ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ▼❡s s✐♥❝èr❡ r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✈♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉ Pr♦❢❡ss❡✉r

❱❆◆❉❖❖❘❊◆ P❛✉❧ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❈❛t❤♦❧✐q✉❡ ❞❡ ▲♦✉✈❛✐♥ ❇❡❧❣✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❤♦♥♥❡✉r q✉✬✐❧ ♠❡ ❢❛✐t✱

à ❛❝❝❡♣té ❞✬❛ss✐sté à ❝❡tt❡ s♦✉t❡♥❛♥❝❡❡t ❥❡ ❧❡ r❡♠❡r❝✐❡ ✐♥✜♥✐♠❡♥t ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❛❝❝✉❡✐❧❧✐ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉

❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ■❈❚❊❆▼ ❯❈▲✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❉♦❝t❡✉r ❑❆■❙❙❊❘▲■ ❩✐♥❡❜ ♣♦✉r s♦♥ ❛✐❞❡

❧♦❣✐st✐q✉❡ ❡t s❡s ❝♦♥s❡✐❧s ❢♦rt ❥✉❞✐❝✐❡✉①✱ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à t♦✉s ❝❡✉① q✉✐ ♦♥t ❛✐❞és ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♦✉

✐♥❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳

✶



❚r❛✈❛✉① ❊✛❡❝t✉és

• ❊❧♦s♠❛♥✐ ❆✐ss❛ ❖♠❛r ❡t ❇♦✉❛❣❛❞❛ ❉❥✐❧❧❛❧✐✳ ✧❈♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té ❞❡s ▼♦❞è❧❡s ▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥✲

♥❡❧s ❞✬♦r❞r❡ k✱ 1er✧✳ ❲♦r❦s❤♦♣ ❡♥ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✧✱ ❉é❝❡♠❜r❡ ✷✵✶✶✳ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡

▼♦st❛❣❛♥❡♠✱ ❆❧❣❡r✐❡✳

• ❊❧♦s♠❛♥✐ ❆✐ss❛ ❖♠❛r ❡t ❇♦✉❛❣❛❞❛ ❉❥✐❧❧❛❧✐✳ ✧❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❙②stè♠❡s ❇✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❙✉r✲

❉ét❡r♠✐♥és ❡t ❙♦✉s✲❉ét❡r♠✐♥és✧✳ ❏♦✉r♥é❡s ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s s✉r ❧✬❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ❊❉P✱

◆♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✶✷✳ ❊◆❙❊❚ ❞✬❖r❛♥ ❆❧❣❡r✐❡✳

• ❇♦✉❛❣❛❞❛ ❉❥✐❧❧❛❧✐✱ ❱❛♥❞♦♦r❡♥ P❛✉❧ ❡t ❊❧♦s♠❛♥✐ ❆✐ss❛ ❖♠❛r✳ ✧❖♥ 2D ❛♥❞ nD ❙②st❡♠s

❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❙t❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥✧✳ ❙▼✷❆ ▼❛r♦❝ ✷✵✶✹✳

• ❊❧♦s♠❛♥✐ ❆✐ss❛ ❖♠❛r✱ ❇♦✉❛❣❛❞❛ ❉❥✐❧❧❛❧✐ ❡t ❱❛♥❞♦♦r❡♥ P❛✉❧✳ ✧❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧

nD ❞✐s❝r❡t✲t✐♠❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✧✳ ▼❆▼❊❘ ❱■■ ▼❛r♦❝ ✷✵✶✼✳

• ❊❧♦s♠❛♥✐ ❆✐ss❛ ❖♠❛r✱ ❇♦✉❛❣❛❞❛ ❉❥✐❧❧❛❧✐ ❡t ❈❤❛❞❧✐ ▼♦❤❛♠♠❡❞✳ ✧●r❛♣❤✲t❤❡♦r❡t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤

❢♦r str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✧✳ ■▼❆ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✲

✐❝❛❧ ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✷✵✶✽✮ ✵✵✱ ✶✕✶✺✳

✶



❆ ♠❡s ♣❛r❡♥ts ❡t à ♠❛ s♦❡✉r ♣♦✉r ❧❡✉r ♣❛t✐❡♥❝❡ ❡t ❧❡✉rs ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts
❛✛❡❝t✉❡✉①✳

✶



❈♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té ❡t ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❙t❛❜✐❧✐té ❞❡s

❙②stè♠❡s ▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❙✐♥❣✉❧✐❡rs ▲✐♥é❛✐r❡s

❊▲❖❙▼❆◆■ ❆■❙❙❆ ❖▼❆❘

✷✵✶✽



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

✶ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❇❛s❡ ✽

✶✳✵✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✶ ❚r❛♥❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✶✳✶ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✶✳✶✳✷ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✶✳✷ ❚r❛♥❢♦r♠é❡ ❡♥ Z à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✶✳✷✳✶ ▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✶✳✷✳✷ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✐♥✈❡rs❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✷ ❙②stè♠❡s ❇✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ✶✽

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✷✳✷ ▼♦❞è❧❡s ❞✬❡s♣❛❝❡s ❞✬ét❛t ❝❧❛ss✐q✉❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✷✳✷✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ●✐✈♦♥❡✲❘♦❡ss❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✷✳✷✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❆tt❛s✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✷✳✷✳✸ ▼♦❞è❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❋♦r♥❛s✐♥✐✲▼❛r❝❤❡s✐♥✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✷✳✸ ❙✐♥❣✉❧❛r✐té ❡t ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✷✳✸✳✶ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❘♦❡ss❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✷✳✹ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❘♦❡ss❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✷✳✺ ▼♦❞è❧❡ à ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉✲❞✐s❝r❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✷✳✺✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ●✐✈♦♥❡✲❘♦❡ss❡r à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉✲❞✐s❝r❡t ✳ ✸✵

✷✳✺✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❆tt❛s✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✶



✷✳✺✳✸ ▼♦❞è❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❋♦r♥❛s✐♥✐✲▼❛r❝❤❡s✐♥✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✷✳✺✳✹ ▼♦❞è❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❣é♥ér❛❧ à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉✲❞✐s❝r❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✷✳✺✳✺ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ré❣✉❧✐❡r ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❝♦♥t✐♥✉✲❞✐s❝r❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✷✳✺✳✻ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ré❣✉❧✐❡r ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❝♦♥t✐♥✉✲❞✐s❝r❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✷✳✻ ▼♦❞è❧❡ ❞✬❡s♣❛❝❡s ❞✬ét❛t ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❝♦♥t✐♥✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✷✳✻✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❞✬ét❛t ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❘♦❡ss❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✷✳✼ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ●✐✈♦♥❡✲❘♦❡ss❡r ❡t ❞❡ ❋♦r♥❛s✐♥✐✲▼❛r❝❤❡s✐♥✐ ✹✺

✷✳✼✳✶ ▼✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ ●✐✈♦♥❡✲❘♦❡ss❡r ❡♥ ❋♦r♥❛s✐♥✐✲▼❛r❝❤❡s✐♥✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✷✳✼✳✷ ▼✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❋♦r♥❛s✐♥✐✲▼❛r❝❤❡s✐♥✐ ❡♥ ●✐✈♦♥❡✲❘♦❡ss❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✸ ❈♦♥trô❧❧❛❜✐❧✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❜✐❞✐❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❧✐♥é❛✐r❡s✲▲✬❛♣♣r♦❝❤❡

♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ✺✶

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✸✳✷ ●r❛♣❤❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ str✉❝t✉r❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✸✳✷✳✶ ❈♦♥trô❧❧❛❜✐❧✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✸✳✷✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❇✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❙tr✉❝t✉r❡❧ à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✸✳✷✳✸ ▼♦❞è❧❡ ❙tr✉❝t✉r❡❧ ❞❡ ❋♦r♥❛s✐♥✐✲▼❛r❝❤❡s✐♥✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✸✳✷✳✹ ❉ét❡♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ❉✐❣r❛♣❤ ❞✉ ▼♦❞è❧❡ str✉❝t✉r❡❧ ❞❡ ❋♦r♥❛s✐♥✐✲▼❛r❝❤❡s✐♥✐ ✻✵

✸✳✷✳✺ Pr♦♣r✐étés ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞✉ ❞✐❣r❛♣❤❡ ❡♥ ✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ s②s✲

tè♠❡ str✉❝t✉r❡❧ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✸✳✷✳✻ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❈r✐tèr❡s ❞❡ ❈♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❙tr✉❝t✉r❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s

❙②stè♠❡s str✉❝t✉r❡❧s ❇✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✸✳✸ ❊①❡♠♣❧❡s ■❧❧✉str❛t✐❢s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✹ ■♥é❣❛❧✐tés ▼❛tr✐❝✐❡❧❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✻✾

✹✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❡t Pr✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ▲▼■s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✹✳✷ ❙②stè♠❡ ▲▼■ ❡t ❘é❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✷



✺ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❙t❛❜✐❧✐té ❞❡s ▼♦❞è❧❡s ❞✬ét❛t ▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ♣❛r ❧❡s

▲▼■s ✼✺

✺✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✺✳✶✳✶ ❙②stè♠❡ ❞✐s❝r❡t ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❧ ❣é♥ér❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✺✳✶✳✷ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❙t❛❜✐❧✐té ♣❛r ▲▼■ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✺✳✶✳✸ ❙②stè♠❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✸



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡tt❡ t❤ès❡ s❡ ❞✐✈✐s❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té str✉❝✲

t✉r❡❧❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ♦ù ❧✬♦✉t✐❧ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❧❛ t❤é♦r✐❡

❞❡s ❣r❛♣❤❡s✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ❝r✐tèr❡s ♠❛tr✐❝✐❡❧s ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡ s②stè♠❡s ❧✐✲

♥é❛✐r❡s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ♥♦té nD✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sés ❡st

❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❡st ✉♥

s✉❥❡t q✉✐ ❡st ét✉❞✐é ❞❡♣✉✐s ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡❝❛❞❡s✳ ■❧ s✬ ✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ✉♥ ✈❛st❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s

q✉✐ ❡st ❧✬❛♥❛❧②s❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❛♥❞❛❜✐❧✐té✱ ❡t q✉✐ ❡♥❣❧♦❜❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s r❡❧❛t✐❢s

❛✉① s❝✐❡♥❝❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s t❡❧ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ❧❛ ❜✐♦t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡✱ ❧❛ ❣é♦♣❤②s✐q✉❡

❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♣r❛t✐q✉❡s

◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡ tr♦✉✈❡ s❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡

❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❧✬❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s s♦✉✈❡♥t ❝♦♥❢r♦♥tés à ❧❛ s✐✲

t✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♣❤②s✐q✉❡ ✿ ❧❡ s②stè♠❡ ♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r

❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✜①❡s q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ rô❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❥♦✉é ♣❛r ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s

❧❡ s②stè♠❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s

❝♦♥♥❡❝tés ❡♥ sér✐❡✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✜①❡s ❡st ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡

r❡❧❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡♥tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✬✉♥❡

❛✉tr❡✳ ❊♥✜♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❡♥tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ♥✉❧

❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳

❈♦♠♠❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞✬

✹



❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❡s ♦✉t✐❧s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à s❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❝♦♥s❛❝r❡r♦♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❡ t❤ès❡ à ❧✬❡①♣♦sé ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✳ ▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❡t

♥é❝❡ss❛✐r❡s à ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 1✱ ♦♥t ♣♦rté s✉r ❧✬ ♦✉t✐❧ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡t ♠❛tr✐❝✐❡❧

✭♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧❧❡s ✈♦✐r ❬✶✺❪✱ ❬✶✻❪✱ ❬✸✵❪ ❡t ❬✺❪✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 3✱ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s tr♦✐s

♠♦❞è❧❡s ✭●✐✈♦♥❡✲❘♦❡ss❡r✱ ❙✳ ❆tt❛s✐ ❡t ❋♦r♥❛s✐♥✐✲▼❛r❝❤❡s✐♥✐✮ ✭ét✉❞✐é ❞❛♥s ❬✸❪✱ ❬✶✸❪ ❬✶✹❪✱

❬✶✼❪ ❡t ❬✷✽❪✮ ❞❡ s②stè♠❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞❡✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✱

❧✬ ✉♥❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬ ❡s♣❛❝❡ ❞✬ ét❛t✱ ❧✬ ❛✉tr❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt✳ ◆♦✉s

❞❡✜♥✐r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❢♦r♠❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡s✱ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡

♣❛r r❛♣♣♦rt à tr♦✐s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ✿ ❞✐s❝r❡t✲❞✐s❝r❡t✱ ❝♦♥t✐♥✉✲❞✐s❝r❡t ❡t ❝♦♥t✐♥✉✲❝♦♥t✐♥✉✳ P❛r

❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧

❧✐♥é❛✐r❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣❡♥❝❤és ❛✉ss✐✱ s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s✱

❧✬ét✉❞❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❢❡r❛ ❛♣♣❛r❛îtr❡ q✉❡ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ♦✉ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ q✉✐ ❧✐❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s

❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ❉❡ t❡❧s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ♠❛ss❡s✱ ❞❡s ✐♥❡rt✐❡s✱ ✳✳✳✱ ♦❜t❡♥✉❡s

♣❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st q✉✬✐❧s s♦♥t s✉❥❡ts

❛✉① ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s

♠♦❞è❧❡s✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ③ér♦✴♥♦♥ ③ér♦ ❡st ✜①❡ ♠❛✐s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♥♦♥

♥✉❧s ✈❛r✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❊♥✜♥✱ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s s②stè♠❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✱

♥♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ❝❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s

❞❡ ●✐✈♦♥❡✲❘♦❡ss❡r ❡t ❋♦r♥❛s✐♥✐✲▼❛r❝❤❡s✐♥✐ ✭❬✷❪ ❡t ❬✶✷❪✮✱ ❡t ✉♥❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s

❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs s②stè♠❡s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞✐s❝r❡t✲❞✐s❝r❡t✱ ❝❛r ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s

♥❡ ♠❡tt❡♥t ❡♥ ❥❡✉ q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s♦✉✛r❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ♣❛r r❛♣✲

♣♦rt ❛✉① r❡♠❛rq✉❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❉✬❛❜♦r❞ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡❧❧❡ s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❡♥s✉✐t❡ ❡❧❧❡ s✉♣♣♦s❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t

❝♦♥♥✉s✳ ❇✐❡♥ sûr ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❛s♣❡❝t

✐♥❝❡rt❛✐♥ ❞✉ s②stè♠❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ♦✉ ❧❡s ét✉❞❡s ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡✳

❈❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛r ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ st❛❜✐❧✐s❛♥t❡s

♠❛✐s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❊❧❧❡s ♥❡ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t ❡♥

✺



❣é♥ér❛❧ q✉✬à ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s✳ ❯♥❡ ♥♦t✐♦♥ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥

❝♦♠♣t❡ q✉❡❧q✉❡s ✉♥❡s ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❡st ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡ str✉❝t✉ré ❞❛♥s

✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❛✈❡❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣❛r❛♠étrés✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✲

t❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ③ér♦s ✜①❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t✳ ❆ ✉♥

s②stè♠❡s str✉❝t✉rés ♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é✲

♥ér✐q✉❡s ❞✉ s②stè♠❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs s♦✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛r❛❝tér✐sé❡s très s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡

♣r♦♣r✐étés ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❛ss♦❝✐é✳ ❈❡❝✐ r❡♥❞ très ✐♥t✉✐t✐❢s ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

❛ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡

❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s ❧♦✐s ♣❤②s✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ s②s✲

tè♠❡ ❡♥ s♦✉s✲s②stè♠❡s✱ ❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡ à tr❛✈❡rs ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✈✐s✉❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡

str✉❝t✉r❡✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ s②stè♠❡ ♣r❡sq✉❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡s ✈❛✲

❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝♦♥♥✉s✱ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝♦♥♥✉s ét❛♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s

♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r t❡st❡r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧

très ré❞✉✐t✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✬✐❧s

s♦♥t très ✧❝r❡✉①✧✳

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❛ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❡st ✉♥ s✉❥❡t q✉✐ ❡st ét✉✲

❞✐é ❞❡♣✉✐s ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❞é❝❡♥♥✐❡s✳ ■❧ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ✉♥ ✈❛st❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s q✉✐ ❡st

❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡✱ ❡t q✉✐ ❡♥❣❧♦❜❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s r❡❧❛t✐❢s ❛✉① s❝✐❡♥❝❡s ❡①♣ér✐✲

♠❡♥t❛❧❡s ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s❡ ❢❛✐t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♠✐♥❛❧

s✐♠♣❧✐✜é q✉✐ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ t♦✉t❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ s②stè♠❡✳ ❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❝❡s ❛♣♣r♦①✐✲

♠❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡❝♦✉r✐r à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱

q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ét❛❜❧✐r s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡♠❡✉r❡ st❛❜❧❡ ♠❛❧❣ré ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛tt❡♥❞✉❡s ❞❡s

♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 4 s❡r❛ ❝♦♥s❛❝ré à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ▲▼■s ✭■♥é❣❛❧✐tés ▼❛tr✐❝✐❡❧❧❡s

▲✐♥é❛✐r❡s✮ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r ❆✳ ▲②❛♣✉♥♦✈✱ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣r✐t ❞❡

r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✬ éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✉♥✐✜é❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ ♣♦✉r

❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ t♦✉t ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧✬❡s♣r✐t ❞✬ ❡✣❝❛❝✐té ❡t

❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ❙✉r ❧❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ♦♥t

♣♦rté s✉r ❧❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ▲▼■ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✱ ❞♦♥♥❛♥t ❧❛

♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ❧❡s ♦✉t✐❧s ♥é❝❡ss❛✐r❡s✱ ♣♦✉r s✐t✉❡r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

✻



♦ù ♣❡✉t s❡ ❞é✈♦❧♦♣♣❡r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡s ▲▼■s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ ♣♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡ ♥♦✉s

♥♦✉s ❜❛s♦♥s s✉r ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❬✻❪✱ ❬✽❪✱ ❬✶✻❪✱ ❬✶✼❪✱ ❬✷✷❪ ❡t ❬✷✽❪✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ 5✱ ✐❧❧✉str❡

❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❡t ❛♥♥♦♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ st❛❜✐❧✐té

❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥t✐♦♥♥❡❧s✱ ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ♣ré❝✐s❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✐♥✐✲

t✐❛❧❡s ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ ét❛t ✈❡rs ③ér♦✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ rés✉❧t❛t ❞♦♥♥❡ ❧❡s

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t s✉✣s❛♥t❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♣♦❧②♥ô♠❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❬✾❪ ❡t❬✺❪✳ ◆♦✉s

❞♦♥♥♦♥s ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛

❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ▲▼■✬s ❧✐é❡s à ❧✬ ❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡s✳

✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❇❛s❡

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s✳

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡s ❀ ♥♦✉s ♥♦✉s ❜❛s♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❬✶✸❪✱ ❬✶✹❪ ❡t

❬✷✼❪

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ✭▼❛tr✐❝❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✮ ❯♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ A ❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t

❞❡s ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s✱ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ✈❡❝t❡✉r x ∈ Rn ♥♦♥ ♥✉❧ ♦♥ ❛ xTAx > 0✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ❯♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❜❧♦❝ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ♠❛tr✐❝❡s r❡❝t❛♥✲

❣✉❧❛✐r❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❛♣♣❡❧é❡s ❜❧♦❝s

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳ ❙♦✐t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

Q =




0 0 1 0 0 0

1.1 0 0 2 2 0

0 0 1.2 0 0 1

0 5.5 0 0 0 0.5

0 3.2 0 0 0 0

1 0 0 3 0 0




,

✽



◗ ♣❡✉t êtr❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥é❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t Q =


 A B

C 0


 ❛✈❡❝

A =




0 0 1 0

1.1 0 0 2

0 0 1.2 0

0 5.5 0 0




✱

B =




0 0

2 0

0 1

0 0.5




❡t

C =


 0 3.2 0 0

2 0 0 3




❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❜❧♦❝ s✐ ❡❧❧❡ ❡st s♦✉s ❧❛

❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡

D =


 D1 0

0 D2




❊①❡♠♣❧❡ ✷✳

D =




1 1 0 0

1.1 0 0 0

0 0 1.2 0

0 0 0 1.5




❛✈❡❝ D1 =


 1 1

1.1 0


 ❡t D2 =


 1.2 0

0 1.5




✾



❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ [Q] s♦♥t s♦✐t ♥✉❧✱ s♦✐t ✜①é ❝♦♠♠❡

♣❛r❛♠êtr❡ l s✬✐❧s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ ③❡r♦✳ ❯♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♥✉♠❡r✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡ Q ❡st ❛♣♣❡❧é❡

ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s✐ ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❡♥tré❡s

✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s ❞❡ [Q] ❡t ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✳ ❉❡✉① ♠❛tr✐❝❡s Q ❡t Q′ s♦♥t ❞✐t❡s

str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s s✐ ❡❧❧❡s ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ♠ê♠❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡

[Q]✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳

[A] =




0 0 l 0

l 0 0 l

0 0 l 0

0 l 0 0




, ✭✶✳✵✳✶✮

[B] =




0 0

l 0

0 l

0 l




✭✶✳✵✳✷✮

❡t

[C] =


 0 l 0 0

l 0 0 l


 ✭✶✳✵✳✸✮

s✐

Q =


 A B

C 0




❧❛ ♠❛tr✐❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❝♦s♣♦♥❞❛♥t❡ ❡st

✶✵



[Q] =




0 0 l 0 0 0

l 0 0 l l 0

0 0 l 0 0 l

0 l 0 0 0 l

0 l 0 0 0 0

l 0 0 l 0 0




❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳ ❙♦✐t Q✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré ❞✬♦r❞r❡ q✳ Q ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ❞✐❣r❛♣❤❡

G(Q) ❛✈❡❝ q ❞✐✛ér❡♥ts s♦♠♠❡ts v1, v2, ..., vq✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛rêt❡ (Vi, vj) ❞✉ s♦♠♠❡t vi ❛✉

s♦♠♠❡t vj s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬❡♥tré❡ qij ❞❡ Q ♥✬❡st ♣❛s ♥✉❧❧❡✳ ▲❛ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rêt❡

(Vi, vj) ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ qij✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳

u2

u1

u3

x1

x2

x3

y1

y2

l1

l2

l3

l4l5
l6

l7

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳ ✭◆♦r♠❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s✮ ❡t ✭◆♦r♠❡s ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s s✉❜♦r❞♦♥♥é❡s✮

❖♥ ♥♦t❡ ‖.‖1✱ ‖.‖2 ❡t ‖.‖∞ ❧❡s tr♦✐s ♥♦r♠❡s ✉s✉❡❧❧❡s s✉r Kn = R
n ♦✉ n r❛♣♣❡❧é❡s ❝✐✲

❞❡ss♦✉s✱ ❙♦✐t v =
(

a1 . . . an

)
∈ Kn✱ ❛❧♦rs ❝❡s ♥♦r♠❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s

s✉✐✈❛♥t❡s✱

‖v‖1 =
∑n

i=1 |ai|✱ ‖v‖2 =
√∑n

i=1 |ai|
2 ❡t ‖v‖∞ = maxi |ai|

✶✶



✶✳✵✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ Z ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❧❛

2D ▲❛♣❧❛❝❡✲Z tr❛♥s❢♦r♠é❡ s✬✉t✐❧✐s❡♥t s✉rt♦✉t ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s s✐❣♥❛✉①

❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❡t ❞❡s ✐♠❛❣❡s✱ ♦ù ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✿ ✜❧tr❛❣❡

❡t ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♣ré❛❧❛❜❧❡s à ❧❡✉r ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✱ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❞✬♦♥❞❡s✳ ❊❧❧❡s ♥❡ s♦♥t q✉❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s

❜❛s♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❬✽❪✱ ❬✸✷❪ ❡t ❬✷✾❪✳

✶✳✶ ❚r❛♥❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡

♥♦♠❜r❡✉① ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠✉♥s ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ à ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧✬✐♥✲

té❣r❛❧❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❛✉t❛♥t q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧ à ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s✱

♣♦ssè❞❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✐ts s♣é❝✐✜q✉❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ r❡tr♦✉✈❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥✲

♥❡❧✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

❡t é♥♦♥❝❡r s❡s ♣r♦♣r✐étés ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦♠♠❡ s✉✐t✱

F (p, q) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−px−qyf(x, y)dxdy, ✭✶✳✶✳✶✮

♦ù p = σ + iµ✱ q = τ + iν s♦♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳ ❬✽❪ ▲✬✐♥t❡❣r❛❧❡ ✭✶✳✶✳✶✮ ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ s✐ ❡①✐st❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡✱

lima→∞;b→∞

∫ a

0

∫ b

0

|e−px−qyf(x, y)|dxdy =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−px−qy|f(x, y)|dxdy; ✭✶✳✶✳✷✮

♦ù Re p = σ✱ Re q = τ

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳ P❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛s ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❡♥s❡r q✉❡ s✐ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡

✭✶✳✶✳✶✮ ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs p0 ❡t q0✱ ❡❧❧❡ ❧❡ s❡r❛ ♣♦✉r t♦✉s

✶✷



❧❡s Re p > σ0✱ Re q > τ0✳ ▼❛✐s ❝❡❝✐ ♥✬❛ ♣❛s ❧✐❡✉ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ à ❞❡✉①

❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t✱

f(x, y) =





0 ♣♦✉r x ∈ [0, 2]✱ y ∈ [0, 2] ❡t ♣♦✉r x ≥ 2✱ y ≥ 2,

ex
2

♣♦✉r x ∈ [0,∞[✱ y ∈ [0, 1[,

−ex
2

♣♦✉r x ∈]2,∞[✱ y ∈ [1, 2[,

ey
2

♣♦✉r x ∈ [0, 1[✱ y ∈]2,∞[,

−ey
2

♣♦✉r x ∈ [1, 2[✱ y ∈]2,∞[.

✭✶✳✶✳✸✮

P♦✉r a ≥ 2✱ b ≥ 2✱ ♦♥ ❛
∫ a

0

∫ b

0

f(x, y)dxdy = 0, lim
a→∞;b→∞

∫ a

0

∫ b

0

f(x, y)dxdy = 0,

✐✳❡✳ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ F (0, 0) = 0✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r a ≥ 2✱ b ≥ 2✱ ♦♥ ❛✱

F (p, q; a, b) =
∫ a

0

∫ b

0
e−px−qyf(x, y)dxdy =

=
∫ a

2
e−pxdx[ex

2
∫ 1

0
e−qydy − ex

2
∫ 2

1
e−qydy]+

+
∫ b

2
e−qy[ey

2
∫ 1

0
e−pxdx− ey

2
∫ 2

1
e−pxdx] =

= 1
q
(1− e−q)2

∫ a

2
e−px+x2

dx+ 1
p
(1− e−p)2

∫ b

2
e−qy+y2dy,

✭✶✳✶✳✹✮

❉✬♦ù ✐❧ s✉✐t q✉❡ s✐ p ❡t q ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♥✉❧s✱ lima→∞;b→∞ F (p, q; a, b) ♥✬❡①✐st❡

♣❛s✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡♥ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s Re(z−

z0) > 0✱ ✐✳❡✳ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Re(z) > z0 ❞✉ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ z✱ ♥❡

s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ♣❛s ❛✉ ❝❛s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ❝❛r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡
∫ ∞

0

e−ptf(t)dt

❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s
∫ T

0
e−ptf(t)dt s♦♥t ❜♦r♥é❡s q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t T ≥ 0✱ ❛❧♦rs

q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛s ❧❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡s

✐♥té❣r❛❧❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳

F (p, q; a, b) =

∫ a

0

∫ b

0

e−px−qyf(x, y)dxdy, ✭✶✳✶✳✺✮

◗✉❡❧s q✉❡ s♦✐❡♥t a ≥ 0✱ b ≥ 0✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ à

✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s❡ tr❛♥s♣♦s❡♥t ❛✉ ❝❛s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡①✐❣❡r q✉❡ ♣♦✉r ✉♥

✶✸



❝♦✉♣❧❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s p ❡t q✱ s♦✐❡♥t ré❛❧✐sé❡s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱

✶✮ ▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ✭✶✳✶✳✺✮ ❡st ❜♦r♥é❡ ❛✉ ♣♦✐♥t (p, q) ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s a ≥ 0✱ b ≥ 0✱

❝✲à✲❞

|F (p, q; a, b)| < M (p, q)

♣♦✉r t♦✉s ❧❡s a ≥ 0✱ b ≥ 0✱ ♦ù M (p, q) ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ♥✐ ❞❡ a ♥✐

❞❡ b ❀

✷✮ ❆✉ ♣♦✐♥t (p, q) ❡①✐st❡ ❧❛

lim
a→∞;b→∞

F (p, q; a, b) = F (p, q).

❙✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✶✮ ❡t ✷✮ s♦♥t r❡♠♣❧✐❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡

✭✶✳✶✳✶✮ ❡st à ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜♦r♥é❡ ❛✉ ♣♦✐♥t (p, q)✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❛❞♠❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛❜s♦❧✉❡ ❞❡

❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ✭✶✳✶✳✶✮✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜♦r♥é❡

♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥❝❧✉t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✳

❊♥ ❡✛❡t✱

|
∫ a

0

∫ b

0
e−px−qyf(x, y)dxdy| ≤

∫ a

0

∫ b

0
|e−px−qyf(x, y)|dxdy

≤
∫∞

0

∫∞

0
|e−px−qyf(x, y)|dxdy.

✶✳✶✳✶ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

✶✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ✭✶✳✶✳✶✮ ❡♥tr❛î♥❡ ❛✉ss✐tôt ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

▲p,qf(αx, βy) =
1

αβ
F (

p

α
,
q

β
), ✭✶✳✶✳✻✮

▲p,qe
−αx−βyf(x, y) = F (p+ α, q + β), ✭✶✳✶✳✼✮

♦ù α ❡t β s♦♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s p ❡t q s♦♥t

❝❤♦✐s✐s t❡❧s q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❝♦♥✈❡r❣❡✳

✷✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s s❡ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t

f(x, y) = f1(x, y) ∗ f2(x, y) =

∫ x

0

∫ y

0

f1(ξ, η)f2(x− ξ, y − η)dξdη. ✭✶✳✶✳✽✮

✶✹



✸✳ ❙✐ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ✭✶✳✶✳✶✮ ❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t

❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛ ❧✐❡✉✱ ✐✳❡✳✱

▲ p,qf1(x, y)▲p,qf2(x, y) = ▲p,qf(x, y) ✭✶✳✶✳✾✮

✶✳✶✳✷ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(x, y) ♣♦ssè❞❡ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s

f ′
x(x, y) ❡t f

′
y(x, y) ❡t ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ s❡❝♦♥❞❡ ♠✐①t❡ f ′′

xy(x, y) ❡t q✉✬❡①✐st❡♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s

♣♦s✐t✐✈❡s Q✱ k1 ❡t k2 t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s x ∈]0,+∞[ ❡t y ∈]0,+∞[ ❧✬♦♥ ❛✐t✱

|f(x, y)| < Qek1x+k2y, |f ′′
xy(x, y)| < Qek1x+k2y. ✭✶✳✶✳✶✵✮

s✐✱

F (p, q) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−px−qyf(x, y)dxdy, ✭✶✳✶✳✶✶✮

❛❧♦rs✱

f(x, y) = lim
ω1→∞;ω2→∞

1

(2πi)2

∫ σ+iω1

σ−iω1

∫ τ+iω2

τ−iω2

epx+qyF (x, y)dpdq, ✭✶✳✶✳✶✷✮

♦✉✱

f(x, y) = −
1

4π2

∫ σ+i∞

σ−i∞

∫ τ+i∞

τ−i∞

epx+qyF (x, y)dpdq, ✭✶✳✶✳✶✸✮

♦ù✱ σ > k1✱ τ > k2✳

✶✳✷ ❚r❛♥❢♦r♠é❡ ❡♥ Z à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✳ ❬✷✾❪ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s Zx ❡t Zy✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡

❡♥ Z ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ f(m,n) s✐t✉é ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s m ❡t n ❡st

❛❧♦rs✱

F (Zx, Zy) = f(m,n)Z−m
x Z−n

y ✭✶✳✷✳✶✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r t♦✉t ❧❡ ♣❧❛♥✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ s✬♦❜t✐❡♥t

♣❛r s♦♠♠❛t✐♦♥

F (Zx, Zy) =
∞∑

m=−∞

∞∑

n=−∞

f(m,n)Z−m
x Z−n

y ✭✶✳✷✳✷✮

✶✺



❡❧❧❡ ❡st ❞é❢♥✐❡ ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦ù ❧❛ s♦♠♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥❡ ❝♦✉r♦♥♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t

❧❡ t♦r❡ ✧♣r♦❞✉✐t✧

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳ ❙✐ Zx = Zy = 1 ❞❡ r❛②♦♥ ✉♥✳ ❙✉r ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❡❧❧❡ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡

tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r

F (eiu, eiv) =
∞∑

m=−∞

∞∑

n=−∞

f(m,n)Z−m
x Z−n

y ✭✶✳✷✳✸✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳ ❙✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(x, y) ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t

f(x, y) = h(x)g(y) ✭✶✳✷✳✹✮

❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ F (Zx, Zy) ❡st sé♣❛r❛❜❧❡

F (Zx, Zy) =
∞∑

m=−∞

h(x)Z−m
x

∞∑

n=−∞

g(y)Z−n
y = H(Zx)G(Zy) ✭✶✳✷✳✺✮

♦ù H(Zx) ❡t G(Zy) s♦♥t ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ h(x) ❡t g(y)✳ ❈✬❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① tr❛♥s✲

❢♦r♠é❡s ❡♥ ③ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

sé♣❛r❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❡st ❢❛❝✐❧✐té✳

✶✳✷✳✶ ▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡

❙✐ ♦♥ ♣♦s❡

Zx = eiu ✭✶✳✷✳✻✮

Zy = eiv ✭✶✳✷✳✼✮

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ Z s✬é❝r✐t✱

F (Zx, Zy) =
∞∑

m=−∞

∞∑

n=−∞

f(m,n)e−i(mu+nv) ✭✶✳✷✳✽✮

❈✬❡st ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞✉ s✐❣♥❛❧ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥♥é✳

✶✻



✶✳✷✳✷ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✐♥✈❡rs❡

❈✬❡st ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✐♥✈❡rs❡✳

f(x, y) =
1

4π2

∮

Cx

[

∮

Cy

F (Zx, Zy)Z
y
y

dZy

Zy

]Zx
x

dZx

Zx

✭✶✳✷✳✾✮

▲✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐s❛♥t s✉r ✉♥ ❝♦♥t♦✉r ❢❡r♠é ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ✐♥tér✐❡✉r ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡

❞é❢♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡✳

✶✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❙②stè♠❡s ❇✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❘é❝❡♠♠❡♥t ❧❡s s②stè♠❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❞✐s❝r❡ts ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s r❡✲

❝❤❡r❝❤❡s✱ ❝❡❧❛ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❧✐és à ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞✐❣✐t❛❧❡✱ ❧❡

tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❧❛ ❣é♦♣❤②s✐q✉❡✱ ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♣rés❡♥tés à tr❛✈❡rs ❧❛

t❤é♦r✐❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s ❡st q✉✬✐❧s

♣r♦♣❛❣❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♦✉ ♣❛r ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts z−1
1 ✱ z−1

2

❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝✐r❝✉✐ts✳ ▲✬✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s

t❡❝❤♥✐q✉❡s q✉✐ ❡①✐st❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✶✲❉✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s s②stè♠❡s ♣❡✉t êtr❡ ét✉❞✐é❡ à tr❛✈❡rs

❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✬ét❛t ♦✉ ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ tr❛♥s❢❡rt✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐ ❧❡s s②stè♠❡s à

t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t✱ à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉✲❞✐s❝r❡t ❡t à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ■❧ ❡①✐st❡ tr♦✐s

♠♦❞è❧❡s ❞✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ❝❧❛ss✐q✉❡s ✷✲❉ à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t✱ ❝✐t♦♥s✱

✶✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ●✐✈♦♥❡✲❘♦❡ss❡r ❬✶✼❪

✷✳ ▼♦❞è❧❡ ❞✬❆tt❛s✐ ❬✸❪

✸✳ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❋♦r♥❛s✐♥✐✲▼❛r❝❤❡s✐♥✐ ❬✶✸❪ ❡t ❬✶✹❪

q✉❡ ♥♦✉s t❡♥t❡r♦♥s ❞✬ ❛❞❛♣t❡r ❛✉① ❝❛s ❝♦♥t✐♥✉✲❞✐s❝r❡t ❡t ❝♦♥t✐♥✉✲❝♦♥t✐♥✉✳ ●✐✈♦♥❡✲❘♦❡ss❡r✱

❙✳❆tt❛s✐✱ ❡t ❋♦r♥❛s✐♥✐✲▼❛r❝❤❡s✐♥✐ s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♣ré❝✉rs❡✉rs ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s

✶✽



s②stè♠❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✳ ❉❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s 1970✱ ✐❧s ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s

s②stè♠❡s ♣❛r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬ét❛t ❧✐♥é❛✐r❡s q✉✐ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ t❡sts ❞❡ ❝♦♥trô✲

❧❛❜✐❧✐té✱ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✱ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té ❡t ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞é❝r✐ts ♣❛r ❞❡ t❡❧s

s②stè♠❡s✳ P❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❘♦❡ss❡r ❛ été ❛❞❛♣té ❛✉ ❝❛s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧

❝♦♥t✐♥✉✲❞✐s❝r❡t ❡t ❛✉ ❝❛s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❝♦♥t✐♥✉✳

✷✳✷ ▼♦❞è❧❡s ❞✬❡s♣❛❝❡s ❞✬ét❛t ❝❧❛ss✐q✉❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s

à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t

✷✳✷✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ●✐✈♦♥❡✲❘♦❡ss❡r

❊♥ 1972✱ ●✐✈♦♥❡ ❡t ❘♦❡ss❡r ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r s②stè♠❡ ❞✬ét❛t ♣♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡

❞❡s ❝✐r❝✉✐ts ❧✐♥é❛✐r❡s ✐tér❛t✐❢s ❬✶✼❪✱ ❬✷✽❪✳ ❯♥ ❝✐r❝✉✐t ✐tér❛t✐❢ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s

✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s✱ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡ s♦♥t✱





 xh

n1
(i1 + 1, i2)

xv
n2
(i1, i2 + 1)


 =


 A11 A12

A21 A22




 xh

n1
(i1, i2)

xv
n2
(i1, i2)


+


 B1

B2


u(i, j)

y(i, j) =
(

C ′
1 C ′

2

)

 xh

n1
(i1, i2)

xv
n2
(i1, i2)


+Du(i1, i2)

✭✷✳✷✳✶✮

♦ù✱

✖ xh(i, j) ∈ Rn1 ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ❍♦r✐③♦♥t❛❧

✖ xv(i, j) ∈ Rn2 ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ❱❡rt✐❝❛❧

✖ y(i, j) ∈ Rp ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s♦rt✐❡

✖ u(i, j) ∈ Rm ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡

▲✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭✷✳✷✳✶✮ ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t s♦✉s s❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❛❝t❡✱

ẋ(i1, i2) = Ax(i1, i2) + Bu(i1, i2)

y(i, j) = C ′x(i1, i2) +Du(i1, i2)
✭✷✳✷✳✷✮

✶✾



♦ù✱

ẋ(i1, i2) =


 xh

n1
(i1 + 1, i2)

xv
n2
(i1, i2 + 1)


 ∈ Rn1+n2

❡t

x(i1, i2) =


 xh

n1
(i1, i2)

xv
n2
(i1, i2)


 ∈ Rn1+n2

A =


 A11 A12

A21 A22


 , B =


 B1

B2


 , C =

(
C1 C2

)

A11, A12, A21, A22, B1, B2, C1, C2✱ s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ré❡❧❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❡t d ✉♥

s❝❛❧❛✐r❡✳

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ✷❉ Z✲tr❛♥s❢♦r♠é❡ à ✭✷✳✷✳✷✮✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♥✉❧❧❡s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ tr❛♥s❢❡rt ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡✱

Hgr(z1, z2) = C ′[Z − A]−1B +D ✭✷✳✷✳✸✮

❛✈❡❝✱ Z = z1In ⊕ z2In✱ ⊕ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡✳

✷✳✷✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❆tt❛s✐

❊♥ 1972✱ ❙✳❆tt❛s✐ ♣r♦♣♦s❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❬✸❪ ❡t ❬✷✽❪




x(i1 + 1, i2 + 1) = A1x(i1 + 1, i2) + A2x(i1, i2 + 1) + A0x(i1, i2) + Bu(i1, i2)

y(i1, i2) = C ′x(i1, i2)
✭✷✳✷✳✹✮

❊♥ ❛②❛♥t ❧❛ ✷❉ Z✲tr❛♥s❢♦r♠é❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡✱

Ha(z1, z2) = C ′[z1z2I − z1A1 − z2A2 − A0]
−1B ✭✷✳✷✳✺✮

✷✳✷✳✸ ▼♦❞è❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❋♦r♥❛s✐♥✐✲▼❛r❝❤❡s✐♥✐

❋♦r♥❛s✐♥✐✲▼❛r❝❤❡s✐♥✐ ♣r♦♣♦s❡♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ✷❉ s✉✐✈❛♥ts ❬✶✸❪✱ ❬✶✹❪ ❡t ❬✷✽❪✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ❞✬ét❛t ✷❉ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥ 1976✱




x(i1 + 1, i2 + 1) = A0x(i1, i2) + A1x(i1 + 1, i2) + A2x(i1, i2 + 1) + Bu(i1, i2)

y(i1, i2) = C ′x(i1, i2)
✭✷✳✷✳✻✮

✷✵



❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❡st✱

Hfm1(z1, z2) = C ′[z1z2I − z1A1 − z2A2 − A0]
−1B ✭✷✳✷✳✼✮

▲❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✱




x(i1 + 1, i2 + 1) = A1x(i1 + 1, i2) + A2x(i1, i2 + 1) + B1u(i1 + 1, i2) + B2u(i1, i2 + 1)

y(i1, i2) = C ′x(i1, i2)

✭✷✳✷✳✽✮

❛②❛♥t ♣♦✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt✱

Hfm2(z1, z2) = C ′[z1z2I − z1A1 − z2A2]
−1B1z1 +B2z2 ✭✷✳✷✳✾✮

✷✳✸ ❙✐♥❣✉❧❛r✐té ❡t ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥✲

♥❡❧s

❙♦✐t Rn×m ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ré❡❧❧❡s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs r❡❧❛t✐❢s ♥♦♥✲♥é❣❛t✐❢s

❡st ♥♦té Z+✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❛♥s ❬✷✸❪ ❧❡ s②stè♠❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱




Exi+1,j+1 = A0xij + A1xi,j+1 + A2xi,j+1 +Buij

yij = Cxij +Duij i, j ∈ Z+

✭✷✳✸✳✶✮

♦ù xij ∈ Rn ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ❛✉ ♣♦✐♥t (i, j)✱ ui,j ∈ Rm ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡✱ yij ❡st ❧❡

✈❡❝t❡✉r ❞❡ s♦rt✐❡ ❡t E ∈ Rn×n✱ Ak ∈ Rn×n✱ k = 1, 2, 3, 4✱ B ∈ Rn×m✱ C ∈ Rp×n✱ D ∈ Rp×m✳

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♣♦✉r ✭✷✳✸✳✶✮ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r✱

xi0 pour i ∈ Z+ et x0j pour j ∈ Z+ ✭✷✳✸✳✷✮

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✳ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✷✳✸✳✶✮ ❡st ❛♣♣❡❧é st❛♥❞❛r❞ s✐ E = In ✭❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té✮ ❡t ✐❧

❡st ❛♣♣❡❧é s✐♥❣✉❧✐❡r s✐ detE = 0✳

❙✐

det[Ez1z2 − A0 − A1z1A2z2] 6= 0 z1, z2 ∈ C ✭✷✳✸✳✸✮

❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✷✳✸✳✶✮ ❡st ❛♣♣❡❧é ré❣✉❧✐❡r✳

✷✶



✷✳✸✳✶ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❘♦❡ss❡r

❊♥ s❡ ré❢ér❛♥t à ❬✶✼❪ ❡t ❬✷✸❪✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ét❡♥❞r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✷❉ ❞❡ ❘♦❡ss❡r à ❧❛ ❢♦r♠❡

s✉✐✈❛♥t❡✱




E


 xh

i+1,j

xv
i,j+1


 =


 A11 A12

A21 A22




 xh

ij

xv
ij


+


 F1 0

0 F2




 xh

i,j+1

xv
i+1,j


+


 B1

B2


uij

yij =
(

C1 C2

)

 xh

ij

xv
ij


+Duij

✭✷✳✸✳✹✮

♦ù xh
ij ∈ Rn1 ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ xv

ij ∈ Rn2 ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ✈❡rt✐❝❛❧ ✱

uij ∈ Rm ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡✱ yij ∈ Rp ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s♦rt✐❡✱ A11, F1 ∈ Rn1×n1 ✱

A22, F2 ∈ Rn2×n2 ✱ E ∈ Rn×n✱ n = n1 + n2✱ B1 ∈ Rn1×m✱ B2 ∈ Rm×n2 ✱ C1 ∈ Rn1×p✱

C2 ∈ Rp×n2 ✱ D ∈ Rp×m✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✷✳✸✳✹✮ ❡st ❛♣♣❡❧é st❛♥❞❛r❞ s✐ E = In ❡t ✐❧ rst s✐♥❣✉❧✐❡r s✐

detE = 0✳

❙✐

E11z1 − A11 − F1z2 E12z2 − A12

E21z1 − A21 E22z2 − A22 − F2z1
6= 0 ✭✷✳✸✳✺✮

P♦✉r t♦✉t z1, z2 ∈ C

❛❧♦rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✷✳✸✳✹✮ ❡st ❞✐t ré❣✉❧✐❡r✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳ ◗✉❛♥❞ F1 = 0 F2 = 0 ❞❛♥s ✭✷✳✸✳✹✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❘♦❡ss❡r

✭✷✳✸✳✶✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳ ✭▼♦❞è❧❡ ❘é❞✉✐t✮

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✷✳✸✳✶✮ ♣❡✉t êtr❡ ré❞✉✐t à ❧❛ ❢♦r♠❡✱




Ã0x̃ij + Ã1x̃i+1,j + Ã2x̃i,j+1 + B̃uij = 0

yij = C̃x̃ij +Duij

✭✷✳✸✳✻✮

✷✷



♦✉ ❜✐❡♥ 



Ã′
0x̃

′
ij + Ã′

1x̃
′
i+1,j + Ã′

2x̃
′
i,j+1 + B̃′uij = 0

yij = C̃ ′x̃′
ij +Duij

✭✷✳✸✳✼✮

♦ù

x̃ij :=


 xi+1,j

xij


 , Ã0 :=


 A1 A0

In 0


 , Ã1 :=


 0 0

0 −In


 ,

Ã2 :=


 −E A2

0 0


 , B̃ :=


 B

0


 , C̃ :=

(
0 C

)

x̃′
ij :=


 xi,j+1

xij


 , Ã′

0 :=


 A2 A0

In 0


 , Ã′

1 :=


 −E A1

0 0


 ,

Ã′
2 :=


 0 0

0 −In


 , B̃′ :=


 B

0


 , C̃ ′ :=

(
0 C

)
.

✷✳✹ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❘♦❡ss❡r

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ❝❧é✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❝❛♣✐t❛❧❡ ❡♥ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✱ ❛✐♥s✐ ❡❧❧❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ❡①♣❧♦✐té❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ré♣♦♥❞r❡ à ❞✬❛✉tr❡s

❛s♣❡❝ts t❡❧❧❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧❛ st❛❜✐❧✐té✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❬✷✶❪✱




E


x

h(i1 + 1, i2)

xv(i1, i2 + 1)


 = A


x

h(i1, i2)

xv(i1, i2)


+Bu(i1, i2)


y

h(i1, i2)

yv(i1, i2)


 = C


x

h(i1, i2)

xv(i1, i2)




✭✷✳✹✳✶✮

♦ù✱

✖ xh(i1, i2) ∈ Rn1 ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ❤♦r✐③♦♥t❛❧

✖ xv(i1, i2) ∈ Rn2 ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ✈❡rt✐❝❛❧

✖ yh(i1, i2) ∈ Rp ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s♦rt✐❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧

✖ yv(i1, i2) ∈ Rp ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s♦rt✐❡ ✈❡rt✐❝❛❧

✖ u(i1, i2) ∈ Rm ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡

✷✸



❡t E✱ A✱ B ❡t C s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ré❡❧❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♣♣r♦♣r✐é❡s✳ ❖♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡ ❝❡s

♠❛tr✐❝❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t✱

E =


E11 E12

E21 E22


✱ A =


A11 A12

A21 A22


✱ C =


C11 C12

C21 C22




Ei1i2 ∈ Rni1
×ni2 ✱ Ai1i2 ∈ Rni1

×ni2 ❡t Ci1i2 ∈ Rpi1×ni2 ♣♦✉r i1, i2 = 1, 2 ❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡

♠♦❞è❧❡ ✭✷✳✹✳✶✮ ❡st ré❣✉❧✐❡r✱ ❞✬♦ù✱


E11z1 − A11 E12z2 − A12

E21z1 − A21 E22z2 − A22




−1

=
∞∑

i1=−µ1

∞∑

i2=−µ2

Ti1,i2z
−(i1+1)
1 z

−(i2+1)
2 ✭✷✳✹✳✷✮

♦ù µ1 ❡t µ2 s♦♥t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ♥✐❧♣♦t❡♥❝❡ ❡t Ti1,i2 s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡s

♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱

[
E1 0

]
Ti1,i2−1+

[
0 E2

]
Ti1−1,i2+ATi1−1,i2−1 =





In ♣♦✉r i1 = i2 = 0,

0 ♣♦✉r i1 6= 0 ❡t ✴ ♦✉ i2 6= 0.

✭✷✳✹✳✸✮

Ti1−1,i2 = 0 ♣♦✉r i1 < −µ1 ❡t✴♦✉ i2 < −µ2

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭✷✳✹✳✶✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭✷✳✹✳✶✮ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✱

x(n,m) =
∑n+µ1−1

i1=0

∑m+µ2−1
i2=0 Tn−i1−1,m−i2−1Bu(i1, i2)

+
∑m+µ1−1

i1=0 Tn−i1−1,mE2x
v(i1, 0) +

∑n+µ2−1
i2=0 Tn,m−i2−1E1x

h(0, i2)
✭✷✳✹✳✹✮

❡t s❛ s♦rt✐❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✱


y

h(n,m)

yv(n,m)


 = C




∑n+µ1−1
i1=0

∑m+µ2−1
i2=0 Tn−i1−1,m−i2−1Bu(i1, i2)

+
∑m+µ1−1

i1=0 Tn−i1−1,mE2x
v(i1, 0)

+
∑n+µ2−1

i2=0 Tn,m−i2−1E1x
h(0, i2)


 ✭✷✳✹✳✺✮

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✳✶✮ ♣❡✉t s✬❡①♣r✐♠❡r ❝♦♠♠❡ s✉✐t✱

E11 E12

E21 E22




x

h(i1 + 1, i2)

xv(i1, i2 + 1)


 =


A11 A12

A21 A22




x

h(i1, i2)

xv(i1, i2)


+


B1

B2


 u(i1, i2) ✭✷✳✹✳✻✮

✷✹



♦✉ ❜✐❡♥✱




E11x
h(i1 + 1, i2) + E12x

v(i1, i2 + 1) = A11x
h(i1, i2) + A12x

v(i1, i2) + B1u(i1, i2)

E21x
h(i1 + 1, i2) + E22x

v(i1, i2 + 1) = A21x
h(i1, i2) + A22x

v(i1, i2) + B2u(i1, i2)

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ Z ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✳✶✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s✱




E11z1X
h(z1, z2)− A12X

v(z1, z2) + E12z2X
v(z1, z2)− A11X

h(z1, z2) =

= E11z1X
h(0, z2) + E12z2X

v(z1, 0) + B1U(z1, z2)

E21z1X
h(z1, z2)− A22X

v(z1, z2) + E22z2X
v(z1, z2)− A21X

h(z1, z2) =

= E21z1X
h(0, z2) + E22z2X

v(z1, 0) + B2U(z1, z2)

♦✉ ❞❛♥s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❛❝t❡✱

E11z1 − A11 E12z2 − A12

E21z1 − A21 E22z2 − A22




X

h(z1, z2)

Xh(z1, z2)


 =


E11z1 E12z2

E21z1 E22z2




X

h(0, z2)

Xh(z1, 0)


+BU(z1, z2)

P✉✐sq✉❡


E11z1 − A11 E12z2 − A12

E21z1 − A21 E22z2 − A22




−1

❡①✐st❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s (z1, z2) ∈

C × C✱ ❛❧♦rs✱

X

h(z1, z2)

Xh(z1, z2)


 =


E11z1 − A11 E12z2 − A12

E21z1 − A21 E22z2 − A22



−1 


E11z1 E12z2

E21z1 E22z2




X

h(0, z2)

Xh(z1, 0)


+BU(z1, z2)




❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✷✳✹✳✷✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s✱

X

h(z1, z2)

Xv(z1, z2)


 =

∑∞

i1=−µ1

∑∞

i2=−µ2
Ti1,i2z

−(i1+1)
1 z

−(i2+1)
2




E11z1 E12z2

E21z1 E22z2




X

h(0, z2)

Xh(z1, 0)


+BU(z1, z2)




=
∑∞

i1=−µ1

∑∞

i2=−µ2
Ti1,i2

[
E1z1 E2z2

]

X

h(0, z2)

Xh(z1, 0)


 z

−(i1+1)
1 z

−(i2+1)
2

+
∑∞

i1=−µ1

∑∞

i2=−µ2
Ti1,i2z

−(i1+1)
1 z

−(i2+1)
2 BU(z1, z2)

=
∑∞

i1=−µ1

∑∞

i2=−µ2
Ti1,i2z

−(i1+1)
1 z

−(i2+1)
2 z1E1X

h(0, z2)

+
∑∞

i1=−µ1

∑∞

i2=−µ2
Ti1,i2z

−(i1+1)
1 z

−(i2+1)
2 z2E2X

v(z1, 0)

+
∑∞

i1=−µ1

∑∞

i2=−µ2
Ti1,i2z

−(i1+1)
1 z

−(i2+1)
2 BU(z1, z2)

✷✺



▼♦②❡♥♥❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ Z ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✱

1
2πj

∮

X

h(z1, z2)

Xv(z1, z2)


 zn−1

1 dz1 =
1

2πj

∮ ∑∞

i1=−µ1

∑∞

i2=−µ2
Ti1,i2z

−(i1+1)
1 z

−(i2+1)
2 z1E1X

h(0, z2)

+
∑∞

i1=−µ1

∑∞

i2=−µ2
Ti1,i2z

n−i1−1
1 z

−(i2+1)
2 z2E2X

v(z1, 0)

+
∑∞

i1=−µ1

∑∞

i2=−µ2
Ti1,i2z

n−i1−1
1 z

−(i2+1)
2 BU(z1, z2)

s♦✐t ❞♦♥❝✱

X

h(n, z2)

Xv(n, z2)


 =

∑n+µ1−1
i=0

∑∞

i2=−µ2
Tn−i1−1,i2z

−(i2+1)
2 Bu(i1, z2)

+
∑n+µ1−1

i=0

∑∞

i2=−µ2
Tn−i1−1,i2E2z

−i2
2 xv(i1, 0)

+
∑∞

i2=−µ2
Tn,i2E1z

−(i2+1)
2 Xh(0, z2)

P✉✐s ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ Z ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✉✲

r♦♥s✱

1
2πj

∮

X

h(n, z2)

Xv(n, z2)


 zn−1

2 dz2 =
1

2πj

∮ ∑n+µ1−1
i=0

∑∞

i2=−µ2
Tn−i1−1,i2z

n−i2−1−1
2 Bu(i1, z2)dz2

+ 1
2πj

∮ ∑n+µ1−1
i=0

∑∞

i2=−µ2
Tn−i1−1,i2z

n−i2−1
2 E2x

v(i1, 0)dz2

+ 1
2πj

∮ ∑∞

i2=µ2
Ti1,i2z

n−i2−1−1
2 E1x

h(0, z2)dz2

❞✬♦ù ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✷✳✹✳✶✮ ❡st✱

X

h(n,m)

Xv(n,m)


 =

∑n+µ1−1
i1=0

∑m+µ2−1
i2=0 Tn−i1−1,m−i2−1Bu(i1, i2) +

∑m+µ1−1
i1=0 Tn−i1−1,mE2x

v(i1, 0)

+
∑n+µ2−1

i2=0 Tn,m−i2−1E1x
h(0, i2)

❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ s❡r❛ ❞♦♥❝✱


X

h(n,m)

Xv(n,m)


 = C




∑n+µ1−1
i1=0

∑m+µ2−1
i2=0 Tn−i1−1,m−i2−1Bu(i1, i2)

+
∑m+µ1−1

i1=0 Tn−i1−1,mE2x
v(i1, 0)

+
∑n+µ2−1

i2=0 Tn,m−i2−1E1x
h(0, i2)




✷

P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❝❧❛rté ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❝❡❝✐ ♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳

✷✻



❊①❡♠♣❧❡ ✺✳ E =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0



✱ A =




0 −1 0 −1

0 1 0 1

−1 −2 0 1

0 1 0 0



✱ B =




1

0

−1

1



✱ C =

[
0 1 0 1

]
.

D = 1 ❖♥ ♦❜t✐❡♥t✱

E11 =


1 0

0 1


✱ E21 =


0 0

0 0


✱ E12 =


0 0

0 0


✱ E22 =


1 0

0 0


✱

A11 =


0 −1

0 1


✱ A21 =


−1 −2

0 1


✱ A12 =


0 −1

0 1


✱ A22 =


0 1

0 0


✱

det(z1, z2) = det


E11z1 − A11 E12z2 − A12

E21z1 − A21 E22z2 − A22




= det




z1 −1 0 −1

0 z1 − 1 0 1

−1 −2 z2 −1

0 1 0 0



= −z1z2

❆✐♥s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ré❣✉❧✐❡r ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s✳


E11z1 − A11 E12z2 − A12

E21z1 − A21 E22z2 − A22




−1

= 1
−z1z2




−z2 −z2 0 −z1z2

0 0 0 z1z2

1 z1 + 1 −z1 −2z1 + z21

0 z1z2 0 −z1z2 + z21z2




=




z−1
1 z−1

1 0 1

0 0 0 −1

−z−1
1 z−1

2 −z−1
2 − z−1

1 z−1
2 −z−1

2 2z−1
2 − z1z

−1
2

0 −1 0 1 + z1




▲❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ♥✐❧♣♦t❡♥❝❡ µ1✱ µ2 s♦♥t✱

µ1 = 2, µ2 = 1

✷✼



❞✬❛♣rès 3.4.2 ♦♥ ❛✱


E11z1 − A11 E12z2 − A12

E21z1 − A21 E22z2 − A22



−1

=
∑∞

i=−2

∑∞

k=−1 Ti,kz
−(i+1)
1 z

−(k+1)
2

= T−2,−1z1 + T−2,0z1z
−1
2 + T−1,−1 + T−1,0z

−1
2

+T0,−1z
−1
1 + T0,0z

−1
1 z−1

2

❆✐♥s✐ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦♥t✱

T−2,−1 =




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1



, T−2,0 =




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 0 0



, T−1,−1 =




0 0 0 1

0 0 0 −1

0 0 0 0

0 −1 0 1




T−1,0 =




0 0 0 0

0 0 0 0

0 −1 1 2

0 0 0 0



, T0,−1 =




1 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0



, T0,0 =




0 0 0 0

0 0 0 0

−1 −1 0 0

0 0 0 0




◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱

x(n,m) =
∑n+µ1−1

i=0

∑m+µ2−1
k=0 Tn−i−1,m−k−1Bu(i, k)

+
∑m+µ1−1

i=0 Tn−i−1,mE2x
v(i, 0) +

∑n+µ2−1
k=0 Tn,m−k−1E1x

h(0, k)

= T−2,−1Bu(n+ 1,m) + T−2,0Bu(n+ 1,m− 1)

+T−1,−1Bu(n,m) + T−1,0Bu(n,m− 1)

+T0,−1Bu(n− 1,m) + T0,0Bu(n− 1,m− 1).

✷✽



P❧✉s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st✱

x(n,m) =




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1







1

0

−1

1



u(n+ 1,m) +




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 0 0







1

0

−1

1



u(n+ 1,m− 1)

+




0 0 0 1

0 0 0 −1

0 0 0 0

0 −1 0 1







1

0

−1

1



u(n,m) +




0 0 0 0

0 0 0 0

0 −1 1 2

0 0 0 0







1

0

−1

1



u(n,m− 1)

+




1 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0







1

0

−1

1



u(n− 1,m) +




0 0 0 0

0 0 0 0

−1 −1 0 0

0 0 0 0







1

0

−1

1



u(n− 1,m− 1)

.

❊♥ ❞✬❛✉tr❡ t❡r♠❡s✱

x(n,m) =




−u(n,m) + u(n− 1,m)

−u(n,m)

−u(n+ 1,m− 1) + u(n,m− 1)− u(n− 1,m− 1)

−u(n+ 1,m) + u(n,m)




❡t ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡✈✐❡♥t✱

y(n,m) =
[
0 1 0 1

]




−u(n,m) + u(n− 1,m)

−u(n,m)

−u(n+ 1,m− 1) + u(n,m− 1)− u(n− 1,m− 1)

−u(n+ 1,m) + u(n,m)



+ u(n,m)

= u(n,m)− u(n+ 1,m).

.

✷✾



✷✳✺ ▼♦❞è❧❡ à ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉✲

❞✐s❝r❡t

❉❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ é❧❛♥ ♥♦✉s ❡①♣❧✐❝✐t♦♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ét✉❞✐és ♣❧✉s ❤❛✉t s✉r

✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉✲❞✐s❝r❡t✳ ◆♦✉s ❛❞❛♣t❡r♦♥s ❧❡s tr♦✐s ♠♦❞è❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❛✉ ❝❛s

❝♦♥t✐♥✉✲ ❞✐s❝r❡t✳

✷✳✺✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ●✐✈♦♥❡✲❘♦❡ss❡r à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉✲

❞✐s❝r❡t

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✱ ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ●✐✈♦♥❡✲❘♦❡ss❡r ❞❛♥s ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♥t❡①t❡✱

❡t ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s✱

 ẋh

n1
(t, i)

xv
n2
(t, i+ 1)


 =


 A11 A12

A21 A22




 xh

n1
(t, i)

xv
n2
(t, i)


+


 B1

B2


u(t, i)

y(t, i) =
(

C ′
1 C ′

2

)

 xh

n1
(t, i)

xv
n2
(t, i)


+ du(t, i)

✭✷✳✺✳✶✮

♦ù✱

✖ xh(t, i) ∈ Rn1 ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ❍♦r✐③❡♥t❛❧

✖ xv(t, i) ∈ Rn2 ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ❱❡rt✐❝❛❧

✖ y(t, i) ∈ Rp ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s♦rt✐❡

✖ u(t, i) ∈ Rm ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡

❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❛s ❞✐s❝r❡t✱ ✐❧ ♣❡✉t✲êtr❡ ♠✐s s♦✉s s❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❛❝t❡✱

ẋ(t, i+ 1) = Ax(t, i) + Bu(t, i)

y(t, i) = C ′x(t, i) + du(t, i)
✭✷✳✺✳✷✮

♦ù✱

ẋ(t, i) =


 ẋh

n1
(t, i)

xv
n2
(t, i)


 ∈ Rn1+n2

✸✵



❡t

x(t, i+ 1) =


 xh

n1
(t, i)

xv
n2
(t, i+ 1)


 ∈ Rn1+n2

A =


 A11 A12

A21 A22


 , B =


 B1

B2


 , C =

(
C1 C2

)

A11, A12, A21, A22, B1, B2, C1, C2✱ s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ré❡❧❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♣♣r♦♣r✐é❡s ❡t d

✉♥ s❝❛❧❛✐r❡✳

▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥t✐èr❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❡t ❞❛♥s

✉♥ s♦✉❝✐ ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❛ ✷❉ sZ✲tr❛♥s❢♦r♠é❡ à

✭✷✳✺✳✷✮✱ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♥✉❧❧❡s✱

Hgr(s, z) = C ′[sz − A]−1B + d ✭✷✳✺✳✸✮

✷✳✺✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❆tt❛s✐

▲❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦❞è❧❡ ❡st ❛❞❛♣té ❛✉ ❝❛s ❝♦♥t✐♥✉✲❞✐s❝r❡t✱

ẋ(t, i+ 1) = A1ẋ(t, i) + A2x(t, i+ 1) + A0x(t, i) + Bu(t, i)

y(t, i) = C ′x(t, i)
✭✷✳✺✳✹✮

❆✐♥s✐✱❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ✷❉ sZ✲tr❛♥s❢♦r♠é❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡✱

Ha(s, z) = C ′[szI − sA1 − zA2 − A0]
−1B ✭✷✳✺✳✺✮

✷✳✺✳✸ ▼♦❞è❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❋♦r♥❛s✐♥✐✲▼❛r❝❤❡s✐♥✐

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❋♦r♥❛s✐♥✐✲▼❛r❝❤❡s✐♥✐ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❛s

❝♦♥t✐♥✉✲❞✐s❝r❡t✱

ẋ(t, i+ 1) = A0x(t, i) + A1ẋ(t, i) + A2x(t, i+ 1) + Bu(t, i)

y(t, i) = C ′x(t, i)
✭✷✳✺✳✻✮

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ 2D ❞❡ ❋♦r♥❛s✐♥✐✲▼❛r❝❤❡s✐♥✐ à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉✲❞✐s❝r❡t ❛ ♣♦✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

tr❛♥s❢❡rt✱

Hfm1(s, z) = C ′[szI − sA1 − zA2 − A0]
−1B ✭✷✳✺✳✼✮

✸✶



▲❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞è❧❡ 2D ❞❡ ❋♦r♥❛s✐♥✐✲▼❛r❝❤❡s✐♥✐✱

ẋ(t, i+ 1) = A1ẋ(t, i+ 1) + A2x(t, i+ 1) + B1u̇(t, i) + B2u(t, i+ 1)

y(t, i) = C ′x(t, i)
✭✷✳✺✳✽✮

▲❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞è❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❋♦r♥❛s✐♥✐✲▼❛r❝❤❡s✐♥✐ à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉✲❞✐s❝r❡t ❛ ♣♦✉r

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt✱

Hfm2(s, z) = C ′[szI − sA1 − zA2]
−1B1s+B2z ✭✷✳✺✳✾✮

✷✳✺✳✹ ▼♦❞è❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❣é♥ér❛❧ à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉✲❞✐s❝r❡t

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ❡st ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ q✉✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s

❬✷✷❪✱ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡✱

Eẋ(t, k + 1) = Ax(t, k + 1) + Bx(t, k) + Cẋ(t, k)

+D0u(t, k) +D1u̇(t, k) +D2u(t, k + 1)

y(t, k) = Fx(t, k) +Gu(t, k) t ∈ R+, k ∈ Z+

✭✷✳✺✳✶✵✮

♦ù ẋ(t, k) = ∂x(t,k)
∂t

✱ x(t, k) ∈ Rn✱ ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t✱ u(t, k) ∈ Rm ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡✱

y(t, k) ∈ Rp ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s♦rt✐❡✱ E ∈ Rq×n, A ∈ Rq×n, B ∈ Rq×n, C ∈ Rq×n, Di ∈

Rq×n, i = 0, 1, 2, F ∈ Rp×n, G ∈ Rp×m, Rq×n❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ré❡❧❧❡s ❞❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥ q×n✱ R+✭ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t Z+✮ s♦♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s ♥♦♥ ♥é❣❛t✐❢s✱

✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs r❡❧❛t✐❢s ♥♦♥ ♥é❣❛t✐❢s✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳ ❙✐ q 6= n ♦✉ detE = 0 q✉❛♥t q = n✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✷✳✺✳✶✵✮ ❡st ❛♣♣❡❧é

s✐♥❣✉❧✐❡r✳ ❙✐ n = q ❡t detE = 0 ♠❛✐s

det[Esz − Az − B − Cs] 6= 0 pour s ∈ C (l′ensemble des nombres complexe) ✭✷✳✺✳✶✶✮

❛❧♦rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✷✳✺✳✶✵✮ ❡st ❛♣♣❡❧é ré❣✉❧✐❡r✳

❙✐ q = n ❡t detE 6= 0 ❛❧♦rs ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ✭✷✳✺✳✶✵✮ ♣❛r E−1✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡

st❛♥❞❛r❞ ❛✈❡❝ E = In ✭❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té✮✳

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡ ✭✷✳✺✳✶✵✮ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r✱

x(t, 0) = x1(t), t ∈ R+ et x(0, k) = x2(k), k ∈ Z+ ✭✷✳✺✳✶✷✮

✸✷



❛✈❡❝ x1(t) ❡t x2(t) s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❝♦♥t✐♥✉ ❞✐s❝r❡t ❞❡ ❘♦❡ss❡r ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s✱

Ē


 ˙̄x1(t, k)

ẋ2(t, k + 1)


 = Ā


 x̄1(t, k)

x̄2(t, k)


+ B̄u(t, k) ✭✷✳✺✳✶✸✮

y(t, k) = C̄


 x̄1(t, k)

x̄2(t, k)


+ D̄u(t, k) t ∈ R+, k ∈ Z+ ✭✷✳✺✳✶✹✮

♦ù ˙̄x = ∂x̄1(t,k)
∂t

✱ x̄1(t, k) ∈ Rn1 ❡t x̄2(t, k) ∈ Rn2 s♦♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬ét❛t✱ u(t, k) ❡t y(t, k)

s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦✉r ✭✷✳✺✳✶✵✮✱ Ē ∈ Rq×n✱ n = n1 + n2✱ Ā ∈ Rq×n✱ B̄ ∈ Rq×m✱ C̄ ∈ Rp×n ❡t

D̄ ∈ Rp×m✳

❙✐ q = n ❡t detĒ 6= 0 ❛❧♦rs ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ✭✷✳✺✳✶✸✮ ♣❛r Ē−1 ♦♥ ❛ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ st❛♥❞❛r❞ t❡❧ q✉❡

Ē = In✳

x̄1(0, k) = x̄1(k), k ∈ Z+ et x̄2(t, 0) = x̄2(t), t ∈ R+ ✭✷✳✺✳✶✺✮

♦ù x̄1(k) ❡t x̄2(t) s♦♥t ❝♦♥♥✉s✳

✷✳✺✳✺ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ré❣✉❧✐❡r ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❝♦♥t✐♥✉✲❞✐s❝r❡t

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ♠♦❞è❧❡

❣é♥ér❛❧ ✭✷✳✺✳✶✵✮ ❬✷✷❪✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉✐✈❛♥t✱




Eẋ(t, k + 1) = A0x(t, k) + A1ẋ(t, k) + A2x(t, k + 1) + Bu(t, k)

y(t, k) = Cx(t, k) +Du(t, k)
✭✷✳✺✳✶✻✮

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✺✳✶✻✮ ❡st ré❣✉❧✐❡r✱ ✐✳❡✳✱ det[Esz − A0 − A1s− A2z] 6= 0 ♣♦✉r

(s, z) ∈ C × C

❞✬♦ù✱

[Esz − A0 − A1s− A2z]
−1 =

∞∑

i=−µ1

∞∑

k=−µ2

Ti,ks
−(i+1)z−(k+1) ✭✷✳✺✳✶✼✮

✸✸



t♦✉t ❡♥ s❛❝❤❛♥t q✉❡✱

det[Esz − A0 − A1s− A2z] =

n1∑

i=0

n2∑

k=0

di,ks
izk ✭✷✳✺✳✶✽✮

♦ù µ1 µ2 s♦♥t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ♥✐❧♣♦t❡♥❝❡✱ Ti,k s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡s ♣❛r✱

ETi,k =





A0T−1,−1 + A1T−1,−1 + A2T−1,−1 ♣♦✉r i = k = 0

A0Ti,k + A1Ti,k + A2Ti,k ♣♦✉r i 6= 0 ❡t✴♦✉ k 6= 0

✭✷✳✺✳✶✾✮

❛✈❡❝✱

Ti,k = 0 ♣♦✉t i < −µ1 ❡t✴♦✉ k < −µ2

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭✷✳✺✳✶✻✮ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r✱

x(t, n) =
∑∞

i=1

∑n+µ2−1
k=0 Ti,n−k−1B

∫ t

0

[
ti

i!
u(t− τ, k)

]
+
∑µ1

i=0

∑n+µ2−1
k=0 T−i,n−k−1Bu(t, k)

+
∑∞

i=1 Ti,nE
ti−1

(i−1)!
x(t− τ, 0) +

∑µ1

i=0 T−i,nExi(t, 0) +
∑∞

i=1

∑n+µ2

k=0 Ti,n−kEx(0, k) t
i

i!

+
∑µ1

i=0

∑n+µ2

k=0 T−i,n−kEx(0, k)δi+1 −
∑∞

i=1 Ti,kEx(0, 0) t
i

i!
−
∑µ1

i=0 T−i,nEx(0, 0)δ(i−1)

−
∑∞

i=1

∑n+µ2−1
k=0 Ti,n−k−1A1x(0, k)

ti

i!
−
∑µ1

i=0

∑n+µ2−1
k=0 T−i,n−k−1A1x(0, k)δ

(i−1)

−
∑∞

i=1 Ti,nA2

∫ t

i=0

[
ti

i!
x(t− τ, 0)

]
dτ −

∑µ1

i=0 T−i,nA2x(t, 0)δ
(i−1)

✭✷✳✺✳✷✵✮

✸✹



❡t s❛ s♦rt✐❡ ❡st✱

y(t, n) = C




∑∞

i=1

∑n+µ2−1
k=0 Ti,n−k−1B

∫ t

0

[
ti

i!
u(t− τ, k)

]

+
∑µ1

i=0

∑n+µ2−1
k=0 T−i,n−k−1Bu(t, k)

+
∑∞

i=1 Ti,nE
ti−1

(i−1)!
x(t− τ, 0)

+
∑µ1

i=0 T−i,nExi(t, 0)

+
∑∞

i=1

∑n+µ2

k=0 Ti,n−kEx(0, k) t
i

i!

+
∑µ1

i=0

∑n+µ2

k=0 T−i,n−kEx(0, k)δi+1

−
∑∞

i=1 Ti,kEx(0, 0) t
i

i!

−
∑µ1

i=0 T−i,nEx(0, 0)δ(i−1)

−
∑∞

i=1

∑n+µ2−1
k=0 Ti,n−k−1A1x(0, k)

ti

i!

−
∑µ1

i=0

∑n+µ2−1
k=0 T−i,n−k−1A1x(0, k)δ

(i−1)

−
∑∞

i=1 Ti,nA2

∫ t

i=0

[
ti

i!
x(t− τ, 0)

]
dτ −

∑µ1

i=0 T−i,nA2x(t, 0)δ
(i−1)




+Du(t, n)

✭✷✳✺✳✷✶✮

❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✳✶✻✮ ♦♥ ❛✱

EsX(s, k+1)−EX(0, k+1) = A0X(s, k)+A1sX(s, k)−A1X(0, k)+A2X(s, k+1)+BU(s, k)

P✉✐s ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ Z✱

EszX(s, z)− EszX(s, 0)− EzX(0, z) + Ezx(0, 0) = A0X(s, z) + A1szX(s, z)− A1X(0, z)

+A2zX(s, z)− A2zX(s, 0) + BU(s, z)

✸✺



[Esz − A0 − A1s− A2z]X(s, z) = BU(s, z) + EszX(s, 0) + EzX(0, z)

−Ezx(0, 0)− A1X(0, z)− A2zX(s, 0)

❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ q✉❡ [Esz − A0 − A1s− A2z]
−1 ❡①✐st❡ ♣♦✉r (s, z) ∈ C × C ❛❧♦rs✱

X(s, z) = [Esz − A0 − A1s− A2z]
−1[BU(s, z) + EszX(s, 0) + EzX(0, z)− Ezx(0, 0)

−A1X(0, z)− A2zX(s, 0)]

P❛r s✉✐t❡ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ [Esz − A0 − A1s− A2z]
−1 ♣❛r s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱

X(s, z) =
∑∞

i=−µ1

∑∞

k=−µ2
Ti,ks

−(i+1)z−(k+1)[BU(s, z) + EszX(s, 0) + EzX(0, z)

−Ezx(0, 0)− A1X(0, z)− A2zX(s, 0)]

=
∑∞

i=−µ1

∑∞

k=−µ2
Ti,ks

−(i+1)z−(k+1)BU(z, s) +
∑∞

i=−µ1

∑∞

k=−µ2
Ti,ks

−iz−kEX(s, 0)

+
∑∞

i=−µ1

∑∞

k=−µ2
Ti,ks

−(i+1)z−kEX(0, z)−
∑∞

i=−µ1

∑∞

k=−µ2
Ti,ks

−(i+1)z−kEX(0, 0)

−
∑∞

i=−µ1

∑∞

k=−µ2
Ti,ks

−(i+1)z−(k+1)A1X(0, z)−
∑∞

i=−µ1

∑∞

k=−µ2
Ti,ks

−(i+1)z−kA2X(s, 0)

▲✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ Z ❞♦♥♥❡✱

1
2πj

∮
[X(s, z)zn−1]dz =

∑∞

i=−µ1

∑∞

k=−µ2
Ti,ks

−(i+1) 1
2πj

∮
[zn−k−1−1BU(s, z)]dz

+
∑∞

i=−µ1

∑∞

k=−µ2
Ti,ks

−i 1
2πj

∮
[zn−k−1EX(s, 0)]dz

+
∑∞

i=−µ1

∑∞

k=−µ2
Ti,ks

−(i+1) 1
2πj

∮
[zn−k−1EX(0, z)]dz

−
∑∞

i=−µ1

∑∞

k=−µ2
Ti,ks

−(i+1) 1
2πj

∮
[zn−k−1EX(0, 0)]dz

−
∑∞

i=−µ1

∑∞

k=−µ2
Ti,ks

−(i+1) 1
2πj

∮
[zn−k−1−1A1X(0, z)]dz

−
∑∞

i=−µ1

∑∞

k=−µ2
Ti,ks

−(i+1) 1
2πj

∮
[zn−k−1A2X(s, 0)]dz

✸✻



❞✬♦ù✱

X(s, n) =
∑∞

i=−µ1

∑n+µ2−1
k=0 Ti,n−k−1s

−(i+1)BU(s, k) +
∑∞

i=−µ1
Ti,ns

−iEX(s, 0)

+
∑∞

i=−µ1

∑n+µ2

k=0 Ti,n−ks
−(i+1)Ex(0, k)−

∑∞

i=−µ1
Ti,ns

−i+1Ex(0, 0)

−
∑∞

i=−µ1

∑n+µ2−1
k=0 Ti,n−k−1s

−(i+1)A1x(0, k) +
∑∞

i=−µ1
Ti,ns

−iA2X(s, 0)

P❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ✐❧ ✈✐❡♥t✱

L
−1[X(s, n)] = L

−1[
∑∞

i=1

∑n+µ2−1
k=0 Ti,n−k−1s

−(i+1)BU(s, k)] + L
−1[
∑µ1

i=0 T−i,ns
iEX(s, 0)]

+L
−1[
∑∞

i=1 Ti,ns
−iEX(s, 0)] + L

−1[
∑∞

i=1

∑n+µ2−1
k=0 T−i,n−k−1s

i−1BU(s, k)]

+L
−1[
∑∞

i=1

∑n+µ2

k=0 Ti,n−ks
−(i+1)EX(0, k)] + L

−1[
∑µ1

i=0

∑n+µ2

k=0 T−i,n−ks
i−1EX(0, k)]

−L
−1[
∑∞

i=0 Ti,ns
−(i+1)Ex(0, 0)]− L

−1[
∑∞

i=0

∑n+µ2−1
k=0 Ti,n−k−1s

−(i+1)A1X(0, k)]

−L
−1[
∑µ1

i=0 T−i,ns
i−1Ex(0, 0)]− L

−1[
∑µ1

i=0

∑n+µ2−1
k=0 T−i,n−k−1s

i−1A1X(0, k)]

−L
−1[
∑∞

i=0 Ti,ns
−(i+1)A2X(s, 0)]− L

−1[
∑µ1

i=0 T−i,ns
i−1)A2X(s, 0)]

✸✼



♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ ♦♥ ❛✱

L
−1[X(s, n)] =

∑n+µ2−1
k=0 L

−1[(
∑∞

i=1 Ti,n−k−1s
−(i+1))BU(s, k)] + L

−1[(
∑µ1

i=0 T−i,ns
i)EX(s, 0)]

+L
−1[(

∑∞

i=0 Ti,ns
−i)EX(s, 0)] +

∑n+µ2−1
k=0 [L−1(T−i,n−k−1

∑µ1

i=0)BU(s, k)]

+
∑n+µ2

k=0 [L−1(
∑∞

i=1 Ti,n−ks
−(i+1))Ex(0, k)]

+
∑n+µ2

k=0 L
−1[(

∑µ1

i=0 T−i,n−ks
i−1)Ex(0, k)]− L

−1[(
∑∞

i=1 Ti,ns
−(i+1))Ex(0, 0)]

−
∑n+µ2−1

k=0 L
−1[(

∑∞

i=1 Ti,n−k−1s
−(i+1))A1x(0,k)]− L

−1[
∑µ1

i=0 T−i,ns
i−1]Ex(0, 0)

−
∑µ1

i=0 L
−1[(

∑n+µ2−1
k=0 T−i,n−k−1s

i−1)A1x(0, k)]

−L
−1[(

∑∞

i=1 Ti,ns
−(i+1))A2X(s, 0)]− L

−1[(
∑µ1

i=0 T−i,ns
i−1)A2X(s, 0)]

❉✬♦ù ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱

x(t, n) =
∑∞

i=1

∑n+µ2−1
k=0 Ti,n−k−1B

∫ t

0

[
ti

i!
u(t− τ, k)

]
+
∑µ1

i=0

∑n+µ2−1
k=0 T−i,n−k−1Bu(t, k)

+
∑∞

i=1 Ti,nE
ti−1

(i−1)!
x(t− τ, 0) +

∑µ1

i=0 T−i,nExi(t, 0) +
∑∞

i=1

∑n+µ2

k=0 Ti,n−kEx(0, k) t
i

i!

+
∑µ1

i=0

∑n+µ2

k=0 T−i,n−kEx(0, k)δi+1 −
∑∞

i=1 Ti,kEx(0, 0) t
i

i!
−
∑µ1

i=0 T−i,nEx(0, 0)δ(i−1)

−
∑∞

i=1

∑n+µ2−1
k=0 Ti,n−k−1A1x(0, k)

ti

i!
−
∑µ1

i=0

∑n+µ2−1
k=0 T−i,n−k−1A1x(0, k)δ

(i−1)

−
∑∞

i=1 Ti,nA2

∫ t

i=0

[
ti

i!
x(t− τ, 0)

]
dτ −

∑µ1

i=0 T−i,nA2x(t, 0)δ
(i−1)

✸✽



❡t ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✱

y(t, n) = C




∑∞

i=1

∑n+µ2−1
k=0 Ti,n−k−1B

∫ t

0

[
ti

i!
u(t− τ, k)

]

+
∑µ1

i=0

∑n+µ2−1
k=0 T−i,n−k−1Bu(t, k)

+
∑∞

i=1 Ti,nE
ti−1

(i−1)!
x(t− τ, 0)

+
∑µ1

i=0 T−i,nExi(t, 0)

+
∑∞

i=1

∑n+µ2

k=0 Ti,n−kEx(0, k) t
i

i!

+
∑µ1

i=0

∑n+µ2

k=0 T−i,n−kEx(0, k)δi+1 −
∑∞

i=1 Ti,kEx(0, 0) t
i

i!

−
∑µ1

i=0 T−i,nEx(0, 0)δ(i−1)

−
∑∞

i=1

∑n+µ2−1
k=0 Ti,n−k−1A1x(0, k)

ti

i!

−
∑µ1

i=0

∑n+µ2−1
k=0 T−i,n−k−1A1x(0, k)δ

(i−1)

−
∑∞

i=1 Ti,nA2

∫ t

i=0

[
ti

i!
x(t− τ, 0)

]
dτ

−
∑µ1

i=0 T−i,nA2x(t, 0)δ
(i−1)




+Du(t, n)

✷

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳ E =




1 0 0

0 1 0

0 0 0


✱ A0 =




0 −1 0

0 0 0

0 −1 0


✱ A1 =




0 0 0

0 0 0

1 0 0




✸✾



A2 =




0 0 1

0 0 0

0 0 0


✱ B =




0

1

0


✱ C =

[
0 0 1

]
✱ D = 1

❞❛♥s ❝❡ ❝❛s n = 3✱ m = 1✱ p = 1✳

❖♥ ❛✱

[Esz − A0 − A1s− A2z] =




sz 0 0

0 sz 0

0 0 0


−




0 −1 0

0 0 0

0 0 0


−




0 0 0

0 0 0

s 0 0


−




0 0 z

0 0 0

0 0 0




=




sz 1 −z

0 sz 0

−s 1 0




❞✬♦ù✱

det[Esz − A0 − A1s− A2z] = det




sz 1 −z

0 sz 0

−s 1 0


 = −s2z2

adj[Esz − A0 − A1s− A2z] =




0 −z sz2

0 −sz 0

s2z −s− sz s2z2




❡t✱

[Esz − A0 − A1s− A2z]
−1 = 1

−s2z2




0 −z sz2

0 −sz 0

s2z −s− sz s2z2




=




0 s−2z−1 −s−1

0 s−1z−1 0

−z−1 s−1z−2 + s−1z−1 −1




▲❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ♥✐❧♣♦t❡♥❝❡ s♦♥t µ1 = 1 ❡t µ2 = 1✳

✹✵



❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✳✶✼✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱

[Esz − A0 − A1s− A2z]
−1 =

∑∞

i=−µ1

∑∞

k=−µ2
Ti,ks

−(i+1)z−(k+1)

= T−1,−1 + T−1,0z
−1 + T−1,1z

−2 + T0,−1s
−1 + T0,0s

−1z−1

+T0,1s
−1z−2 + T1,−1s

−2 + T1,0s
−2z−1 + T1,1s

−2z−2

▲❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s s♦♥t✱

T−1,−1 =




0 0 0

0 0 0

0 0 −1


 , T−1,0 =




0 0 0

0 0 0

−1 0 0


 , T0,−1 =




0 0 −1

0 0 0

0 0 0




T0,0 =




0 0 0

0 1 0

0 1 0


 , T0,1 =




0 0 0

0 0 0

0 1 0


 , T1,0 =




0 0 0

0 0 0

−1 0 0




❆✐♥s✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st✱

x(t, n) =
∑n+µ2−1

k=0 T1,n−k−1B
∫ t

0
[tu(t− τ, k)]dτ +

∑µ1

i=0

∑n+µ2−1
k=0 T−i,n−k−1Bui−1(t, k)

+
∑∞

i=1

∑n+µ2

k=0 Ti,n−kEx(0, k) t
i

i!
+
∑µ1

i=0

∑n+µ2

k=0 T−i,n−kEx(0, k)δ(i+1)

−
∑∞

i=0

∑n+µ2−1
k=0 Ti,n−k−1A1x(0, k)

ti

(i)!
−
∑µ1

i=0

∑n+µ2−1
k=0 T−i,n−k−1A1x(0, k)δ

(i−1)

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

x(t, n) =




0

1

1


 u(−1)(t, n− 1) +




0

0

1


 u(−1)(t, n− 2) +




1 0 0

0 1 0

0 1 0


 x(0, n)δ(−1)

+




0 0 0

0 0 0

0 1 0


 x(0, n− 1)δ(−1) +




0 0 0

0 0 0

−1 0 0


 tx(0, n)

✹✶



❡t ❧❛ s♦rt✐❡✱

y(t, n) = C







0

1

1


 u(−1)(t, n− 1) +




0

0

1


 u(−1)(t, n− 2) +




1 0 0

0 1 0

0 1 0


 x(0, n)δ(−1)

+




0 0 0

0 0 0

0 1 0


 x(0, n− 1)δ(−1) +




0 0 0

0 0 0

−1 0 0


 tx(0, n)




= u(−1)(t, n− 1) + u(−1)(t, n− 2) +
[
0 1 0

]
x(0, n)δ(−1) +

[
0 1 0

]
x(0, n− 1)δ(−1)

+
[
−1 0 0

]
tx(0, n)

✷✳✺✳✻ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ré❣✉❧✐❡r ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❝♦♥t✐♥✉✲❞✐s❝r❡t

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ x(t, k) ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ré❣✉❧✐❡r ❬✷✷❪ ✭✷✳✺✳✶✵✮ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ✭✷✳✺✳✶✷✮

❙✐ ✭✷✳✺✳✶✶✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ❛❧♦rs✱

[Esz − Az − B − Cs]−1 =
∞∑

p=−n1

∞∑

p=−n2

Tpqs
−pz−q ✭✷✳✺✳✷✷✮

♦ù ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s Tpq s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r

ETp−1,q−1 − BTpq − CTp−1,q − ATp,q−1 =





I pour p = q = 0

0 pour p 6= 0 et q 6= 0
✭✷✳✺✳✷✸✮

❡t Tpq = 0 ♣♦✉r p < n1 ❡t✲♦✉ q < n2✳

✹✷



❚❤é♦rè♠❡ ✺✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ x(t, k) ❞❡ ✭✷✳✺✳✶✵✮ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ✭✷✳✺✳✶✷✮ ❡st ❛❧♦rs✱

x(t, k) =
∑n1

p=0

∑k+n2

q=0 T−p,k−qD0u
(p)(t, q) +

∑∞

p=1

∑k+n2

q=0 Tp,k−qD0

∫ t

0
τp−1

(p−1)!
u(t− τ, q)dτ+

∑n1

p=0

∑k+n2

q=0 T−p,k−qD1u
p+1(t, q) +

∑∞

p=1

∑k+n2

q=0 Tp,k−qD1

∫ t

0
τp−2

(p−2)!
u(t− τ, q)dτ+

∑n1

p=0

∑k+n2+1
q=0 T−p,k−q+1D2u

(p)(t, q)+

∑∞

p=1

∑k+n2+1
q=0 Tp,k−q+1D2

∫ t

0
τp−1

(p−1)!
u(t− τ, q)dτ+

∑n1

p=0 T−p,k[A,D2]


 x1(t)

u(t, 0)




(p)

+

∑∞

p=1 Tp,k[A,D2]
∫ t

0
τp−1

(p−1)!


 x1(t− τ)

u(t− τ, 0)


 dτ−

∑n1

p=0

∑k+n2

q=0 Tp,k−qδ
(p)(t)[C,D1]


 x2(q)

u(0, q)


−

✭✷✳✺✳✷✹✮

∑∞

p=1

∑k+n2

q=0 Tp,k−q
tp−1

(p−1)!
[C,D1]


 x2(q)

u(0, q)


+

∑n1

p=0 T−p,kEx
(p−1)
1 (t) +

∑∞

p=1 Tp,kE
∫ t

0
τp−2

(p−2)!
x1(t− τ)dτ+

∑n1

p=0

∑k+n2+1
q=0 T−p,k−q+1Eδ(p)(t)x2(q) +

∑n1

p=0 T−p,kEδ(p)(t)x(0, 0)−

∑∞

p=1 Tp,kE
tp−1

(p−1)!
x(0, 0) Pour t ∈ R+, k ∈ Z+

✷✳✻ ▼♦❞è❧❡ ❞✬❡s♣❛❝❡s ❞✬ét❛t ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❝♦♥t✐♥✉

✷✳✻✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❞✬ét❛t ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❘♦❡ss❡r

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❘♦❡s✲

s❡r q✉✐ ❡st✱

✹✸




 E1 E2

E3 E4






∂xh(t1,t2)
∂t1

∂xv(t1,t2)
∂t2


 =


 A1 A2

A3 A4


×


 xh(t1, t2)

xv(t1, t2)


+


 B1

B2


u(t1, t2),

✭✷✳✻✳✶✮

♦✉ ❞❛♥s s❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❛❝t❡✱

Ex′(t1, t2) = Ax(t1, t2) + Bu(t1, t2) ✭✷✳✻✳✷✮

❈♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞❡ ❉❛r❜♦✉① à

❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❬✸✷❪✱

E
∂2T (y, t)

∂y∂t
= F

∂T (y, t)

∂y
+G

∂T (y, t)

∂t
+HT (y, t) + Bu(y, t), ✭✷✳✻✳✸✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✻✳ ❖♥ r❡♥❝♦♥tr❡ ❞❡ t❡❧❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛

❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r✱ ré❛❝t✐♦♥s ❝❤✐♠✐q✉❡s✱✳✳✳

◆♦✉s ♥♦t♦♥s q✉❡ ✭✷✳✻✳✸✮ ❡st ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞✐s❝r❡t✳

❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✳✻✳✸✮ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❘♦❡ss❡r

✭✷✳✻✳✷✮✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s✱

T1 =
E∂T

∂t
− FT, ✭✷✳✻✳✹✮

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs✱
∂T1

∂y
=

E∂2T

∂y∂t
−

F∂T

∂y
, ✭✷✳✻✳✺✮

❆✐♥s✐ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ✭✷✳✻✳✸✮ ❝♦♠♠❡✱

 I −G

0 E






∂T1

∂y

∂T
∂t


 =


 0 H

I F




 T1

T


+


 B

0


u. ✭✷✳✻✳✻✮

❝❡ ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✻✳✷✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù E = 0✱ ✭✷✳✻✳✸✮ ❞❡✈✐❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ q✉✐ ❞é❝r✐t ♣❧✉s✐❡✉rs

♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✭✷✳✻✳✻✮ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t s✐♥❣✉❧✐èr❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

❡t ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ✈✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐s❝r❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❜✐❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ 2D tr❛♥s❢♦r♠é❡ Z✳

✹✹



✷✳✼ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ●✐✈♦♥❡✲❘♦❡ss❡r

❡t ❞❡ ❋♦r♥❛s✐♥✐✲▼❛r❝❤❡s✐♥✐

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ●✐✈♦♥❡✲❘♦❡ss❡r ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❋♦r♥❛s✐♥✐✲

▼❛r❝❤❡s✐♥✐✳ ❆✉ss✐ ♥♦✉s é♥♦♥❝❡r♦♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ t❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠♦✲

❞è❧❡s s♦✐❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❧✬✉♥ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ♠✐s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✱ ❡t

✈✐❝❡✲✈❡rs❛✱ s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t é❧❡✈❡r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥

❢♦r♠❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ●✐✈♦♥❡✲❘♦❡ss❡r ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❋♦r♥❛s✐♥✐✲▼❛r❝❤❡s✐♥✐ ♣rés❡r✈❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✲

♠❡♥t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❧♦❝❛❧ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡s d

❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s✳ ❉❛♥s ❧✬❛✉tr❡ s❡♥s✱ ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❋♦r♥❛s✐♥✐✲▼❛r❝❤❡s✐♥✐

s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ●✐✈♦♥❡✲❘♦❡ss❡r ❀ ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t s❛♥s

❛❣r❛♥❞✐r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t✱ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ❞♦✐t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥

d s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s✱ ❧❡sq✉❡❧s ♣♦✉rr♦♥t ♦✉ ♥♦♥ r❡❝♦✉✈r✐r ❧❡ ❞✐t ❡s♣❛❝❡✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉❡r♦♥s q✉❡✱

s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❋♦r♥❛s✐♥✐✲▼❛r❝❤❡s✐♥✐ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡

●✐✈♦♥❡✲❘♦❡ss❡r ♣♦✉rr❛ êtr❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ t♦✉t ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t✳

❈❡tt❡ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s❡r❛ ❡①♣❧♦✐té ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❋♦r♥❛s✐♥✐✲

▼❛r❝❤❡s✐♥✐✳

✷✳✼✳✶ ▼✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ ●✐✈♦♥❡✲❘♦❡ss❡r ❡♥ ❋♦r♥❛s✐♥✐✲▼❛r❝❤❡s✐♥✐

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ 2D ❞❡ ●✐✈♦♥❡✲❘♦❡ss❡r ❬✶✷❪✱ ❬✷✼❪ q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r✱

 x1(n1 + 1, n2)

x2(n1, n2 + 1)


 =


 AGR

11 AGR
12

AGR
21 AGR

22




 x1(n1, n2)

x2(n1, n2)


+


 BGR

1

BGR
2


u(n1, n2)

y(n1, n2) =
(

CGR
1 CGR

2

)

 x1(n1, n2)

x2(n1, n2)


+DGRu(n1, n2).

✭✷✳✼✳✶✮

✹✺



◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✼✳✶ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✱

 x1(n1, n2)

x2(n1, n2)


 =


 AGR

11 AGR
12

0 0




 x1(n1 − 1, n2)

x1(n1, n2 − 1)




+


 0 0

AGR
21 AGR

22




 x1(n1, n2 − 1)

x1(n1, n2 − 1)




+


 BGR

1

0


u(n1 − 1, n2) +


 0

BGR
2


u(n1, n2 − 1),

✭✷✳✼✳✷✮

♦✉✱

 x1(n1, n2)

0


+


 0

x2(n1, n2)


 =


 AGR

11 AGR
12

0 0









 x1(n1 − 1, n2)

0


+


 0

x2(n1, n2 − 1)








+


 0 0

AGR
21 AGR

22









 x1(n1, n2 − 1)

0


+


 0

x1(n1, n2 − 1)








+


 BGR

1

0


u(n1 − 1, n2) +


 0

BGR
2


u(n1, n2 − 1).

✭✷✳✼✳✸✮

P❛r ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ♦♥ ❛✱ x(n1, n2) :=


 x1(n1, n2 − 1)

0


+


 0

x2(n1, n2 − 1)


 ,

❡t

AFM
1 =


 AGR

11 AGR
12

0 0


✱AFM

2 =


 0 0

AGR
21 AGR

22


✱BFM

1 =


 BGR

1

0


✱BFM

2 =


 0

BGR
2


✱

CFM = CGR =
(

CGR
1 CGR

2

)
✱ DFM = DGR✳

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s✱

x(n1, n2) = AFM
1 x(n1 − 1, n2) + AFM

2 x(n1, n2 − 1) + BFM
1 u(n1 − 1, n2) + BFM

2 u(n1, n2 − 1)

y(n1, n2) = CFMx(n1, n2) +DFMx(n1, n2)

✭✷✳✼✳✹✮

✹✻



q✉✐ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❋♦r♥❛s✐♥✐✲▼❛r❝❤❡s✐♥✐ (2D)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✽✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡s q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✼✳✶✮ ❡♥

✭✷✳✼✳✸✮

✶✳ ▲❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ Pk : H =
⊕d

i=1 Hi 7→ Hk ♦ù ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡st

é❣❛❧❡ à Hk✱

✷✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ lk : Hk 7→ H =
⊕d

i=1 Hi✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡✱

A =


 A11 A12

A21 A22


 : H 7→ H, H =


 H1

H2


 .

❆❧♦rs✱

P1A =
(

A11 A12

)
: H 7→ H1, et l1P1A =


 A11 A12

0 0


 : H 7→ H,

P2A =
(

A21 A22

)
: H 7→ H2, et l2P2A =


 0 0

A21 A22


 : H 7→ H.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡ ✭✷✳✼✳✸✮ ❞❛♥s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❛❝t❡✱

l1x1(n1, n2) + l2x2(n1, n2) = l1P1A
GR{l1x1(n1 − 1, n2) + l2x2(n1 − 1, n2)}

+l2P2A
GR{l1x1(n1, n2 − 1) + l2x2(n1, n2 − 1)}

+l1P1B
GRu(n1 − 1, n2) + l2P2B

GRu(n1, n2 − 1)

✭✷✳✼✳✺✮

❊♥ ♣♦s❛♥t x(.) =
∑2

k=1 lkxk(.)✱ ❡t AFM
k = lkPkA

GR✱ BFM
k = lkPkB

GR✱ k = 1, 2, ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t q✉❡ ✭✷✳✼✳✹✮✳

✹✼



✷✳✼✳✷ ▼✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❋♦r♥❛s✐♥✐✲▼❛r❝❤❡s✐♥✐ ❡♥ ●✐✈♦♥❡✲❘♦❡ss❡r

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❋♦r♥❛s✐♥✐✲▼❛r❝❤❡s✐♥✐ ✷❉ ❬✶✷❪✱ ❬✷✼❪ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r✱

x(n) =
2∑

k=1

AFM
k x(n− ek) +

2∑

k=1

BFM
k u(n− ek) ✭✷✳✼✳✻✮

y(n) = CFMx(n) +DFMu(n) ✭✷✳✼✳✼✮

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✱

UFM =


 AFM BFM

CFM DFM


 =




AFM
1 BFM

1

AFM
2 BFM

2

AFM BFM


 :


 H

U


 −→



⊕2

1 H

Y


 . ✭✷✳✼✳✽✮

❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ é❝r✐r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✼✳✻✮ ❝♦♠♠❡✱

x(n) =
2∑

k=1

[AFM
k x(n− ek) + BFM

k u(n− ek)] =
2∑

k=1

xk(n). ✭✷✳✼✳✾✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✾✳ P♦✉r é❝r✐r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❋♦r♥❛s✐♥✐✲▼❛r❝❤❡s✐♥✐ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡

●✐✈♦♥❡✲❘♦❡ss❡r✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s✱ Hk ♣♦✉r k = 1, 2 t❡❧s q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡

❞✐r❡❝t❡ ⊕2
k=1Hk = H✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡✱

Im[AFM
j BFM

j ] ∩ Im[AFM
j BFM

j ] = {0} k 6= j, ✭✷✳✼✳✶✵✮

❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t✱ Hk t❡❧ q✉❡✱ im[AFM
j BFM

j ] ⊂ Hk✳ ❆❧♦rs✱

AGR
i,j = PiA

FM
i |Hj

: Hj 7→ Hi, BFM
i = PiB

FM
i : U 7→ Hi,

CGR
j = CFM |Hj

: Hj 7→ Y , DGR = DFM : U 7→ Y .

❞✬♦ù✱ ♣♦✉r k = 1, 2

xk(n) = Pkx(n) = Pk

∑2
l=1[A

FM
l x(n− el) + BFM

l u(n− el)]

= PkA
FM
k x(n− ek) + PkB

FM
k u(n− ek)

=
∑2

j=1 PkA
FM
k |Hj

xj(n− ek) + PkB
FM
k u(n− ek)

=
∑2

j=1 A
GR
k,j xj(n− ek) + BGR

k u(n− ek)

✹✽



q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à✱

xk(n+ ek) =
2∑

j=1

AGR
k,j xj(n) + BGR

k u(n). ✭✷✳✼✳✶✶✮

❆♥❛❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ s♦rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱

y(n) = CFMx(n) +DFMu(n)

=
∑2

j=1 C
FM |Hj

xj(n) +DFMu(n)

=
∑2

j=1 C
GR
j xj(n) +DGRu(n).

✭✷✳✼✳✶✷✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✵✳ ❖♥ ❛✉r❛✐t ♣✉ ❛✉ss✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❋♦r♥❛s✐♥✐✲▼❛r❝❤❡s✐♥✐ 2D

❝♦♠♠❡ s✉✐t✱

x(n1, n2) = x1(n1, n2) + x2(n1, n2) ✭✷✳✼✳✶✸✮

y(n1, n2) = [C1 C2]x(n1, n2) +Du(n1, n2) ✭✷✳✼✳✶✹✮

♦ù✱

x1(n1, n2) =


 A11 A12

0 0


x(n1 − 1, n2) +


 B1

0


u(n1 − 1, n2) ∈ im[AFM

1 BFM
1 ] ⊂ H1

x2(n1, n2) =


 0 0

A21 A22


x(n1, n2 − 1) +


 0

B2


u(n1, n2 − 1) ∈ im[AFM

2 BFM
2 ] ⊂ H2.

❞✬♦ù✱

P1x(n1, n2) = P1[x1(n1, n2) + x2(n1, n2)] = P1x1(n1, n2) = x1(n1, n2)

= P1

[

 A11 A12

0 0


x(n1 − 1, n2) +


 B1

0


u(n1 − 1, n2)

]

= [A11 A12]x(n1 − 1, n2) + B1u(n1 − 1, n2)

= [A11 A12]|H1
x1(n1 − 1, n2) + [A11 A12]|H2

x1(n1 − 1, n2) + [A11 A12]|H2

+B1u(n1 − 1, n2)

= A11x1(n1 − 1, n2) + A12x2(n1 − 1, n2) + B1u(n1 − 1, n2).

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ P2x(n1, n2)

P2x(n1, n2) = x2(n1, n2)

= A21x1(n1, n2 − 1) + A22x2(n1, n2 − 1) + B2u(n1, n2 − 1).

✹✾



❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ s♦rt✐❡ y(n1, n2) ❡st✱

y(n1, n2) = [C1 C2]|H1
x1(n1, n2) + [C1 C2]|H2

x2(n1, n2) +Du(n1, n2)

= C1x1(n1, n2) + C2x2(n1, n2) +Du(n1, n2).

✺✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❈♦♥trô❧❧❛❜✐❧✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s

❜✐❞✐❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❧✐♥é❛✐r❡s✲▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r

❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡s s②sté♠❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✉

❢❛✐t q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❧✐és à ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❧❛

❣é♦♣❤②s✐q✉❡✱ ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❜✐❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥♥❡❧s✳ ❉❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s 1970✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s

2D✱ ✐❧ ② ❛ ❡✉ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡

❬✷✸❪✱ ❬✸✸❪✱ ❬✸✹❪ ❡t ❬✸✺❪✮✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s ❡st q✉✬✐❧s ♣r♦♣❛❣❡♥t ❞❡s

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♦✉ ♣❛r ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts z−1
1 ❡t z−1

2 ❞❛♥s

❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝✐r❝✉✐ts✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s tr❛✈❛✉① ré❝❡♥ts s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ♥♦✉s

♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r ❬✸✻❪ ♦ù ❧❡s ❛✉t❡✉rs ét✉❞✐❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ✉♥❡

❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞✐s❝r❡ts ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞✬❛❝t✐♦♥♥❡✉r ❡t ❞❡

t❡♠♣s ❞✐✛éré✱ ▼✳❍✳ ▲✐♥ ❡t s❡s ❝♦✲❛✉t❡✉rs ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬❛✉t♦✲ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡

❞✬ét❛t ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡ts ♠✉❧t✐✲❡♥tré❡s ♠✉❧t✐✲s♦rt✐❡s✱ ❬✸✽❪ ♦ù

✺✶



▲✐ ❳✉ ❡t s❡s ❝♦✲❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

♣♦✉r ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❋♦r♥❛s✐♥✐✲▼❛r❝❤❡s✐♥✐ à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t✱ ❲✳ ❈❤❡♥ ❡t

❨✳ ▲✐♥ ét✉❞✐❡ ❞❛♥s ❬✸✾❪✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ré♣ét✐t✐❢ ❞❡ ❧❛ rétr♦❛❝t✐♦♥ ❞❡ s♦rt✐❡ ♣♦✉r

❧❡s s②stè♠❡s ✐♥❝❡rt❛✐♥s à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t ❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❝❡r✲

t❛✐♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❡t ❈✳❑✳ ❆❤♥ ❡t ▼✳❱✳ ❇❛s✐♥ ❚r❛✐t❡♥t ❞❛♥s ❬✹✵❪ ❞❡

❧❛ st❛❜✐❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✐ss✐♣❛t✐❢ ❡t ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❘♦❡ss❡r

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲✬✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡

❡st ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s q✉✐ ❡①✐st❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s 1D✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s s②stè♠❡s ♣❡✉t

êtr❡ ét✉❞✐é❡ à tr❛✈❡rs ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✬ét❛ts✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐ ❧❡s s②stè♠❡s à t❡♠♣s ❞✐s✲

❝r❡t✳ ■❧ ❡①✐st❡ tr♦✐s ♠♦❞è❧❡s ❞✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t 2D ❝❧❛ss✐q✉❡ à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡

●✐✈♦♥❡✲❘♦❡ss❡r✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❋♦r♥❛s✐♥✐✲▼❛r❝❤❡s✐♥✐ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❆tt❛s✐✳ ■❧s ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t

✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s ♣❛r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬és♣❛❝❡s ❞✬ét❛ts ❧✐♥é❛✐r❡s q✉✐ ♦♥t ♣❡r✲

♠✐s ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s t❡sts ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té✱ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✱ ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡ st❛❜✐❧✐té✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s ❛ ré❝❡♠♠❡♥t ❝♦♥♥✉ ❞❡s ❞é✲

✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ❞❛♥s ❞✐✈❡rs ❞♦♠❛✐♥❡s ❧✐és ❛✉① s❝✐❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬✐♥❣é♥✐❡✉r✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t

❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ s♦✉s✲♠❛r✐♥❡ ❡t s♣❛t✐❛❧❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞é✜ ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥

❞❡ ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ str✉❝t✉r❡❧s s✐♠♣❧❡s ❡t ❣ér❛❜❧❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r q✉❡❧q✉❡s tr❛✈❛✉①

ré❝❡♥ts ❞❡ ❈✳ ❈♦♠♠❛✉❧t✱ ❏✳▼✳ ❉✐♦♥ ❡t ❧❡✉rs ❝♦✲❛✉t❡✉rs✳ ❉❛♥s ❬✹✶❪✱ ✐❧s ét✉❞✐❡♥t ❞❡s ❣r❛♣❤❡s

❛ss♦❝✐és à ❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s q✉✐ s♦♥t ❜✐❡♥ ❛❞❛♣tés à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐✲

❧✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ❡♥tré❡s ❀ ❞❛♥s ❬✹✷❪ ❧❡s ❛✉t❡✉rs✱ ét✉❞✐❡♥t ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞❡s

s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♠♦❞é❧✐sés ❛✈❡❝ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ré❣✉❧✐❡rs✱ ❡t ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❜✐♣❛rt✐t❡s q✉✐ ❝❛♣✲

t✉r❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✱ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✹✸❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❡①❛♠✐♥❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝

✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡ ❛②❛♥t ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬❡♥tré❡ t❡❧ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉①✱ ❡t ❞❛♥s

❬✹✹❪ ❈♦♠♠❛✉❧t✱ ❉✐♦♥ ❡t ❇♦✉❦❤♦❜③❛✱ ❝♦♥s✐❞ér❡♥t ❧❡s rés❡❛✉① ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝tés ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r

q✉❡ ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ q✉✐ s❡r❛ ♣rés❡♥t❡ ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t❡s

❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠étr❡s ❧✐❜r❡s✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✜①❡

❝♦♥trô❧❛❜❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ str✉❝t✉r❡❧ ❡t ❬✹✺❪✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱

❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❡①tré♠❡♠❡♥t ❛♣♣r♦♣r✐é ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❞❡ t❡❧❧❡s
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❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉① s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥trô❧❛✲

❜✐❧✐té str✉❝t✉r❛❧❡ ❛♣♣❛r❛îss❡♥t ❞❛♥s ❬✹✻❪✱ ❬✹✼❪✱ ❬✹✽❪ ❡t ❬✺✶❪ ❡t ❊✳ ❋♦r♥❛s✐♥✐ ❡t ❛❧✳ ♦♥t ❛♥❛❧②sés

❞❛♥s ❬✺✷❪ ❡t ❬✺✸❪ ✉♥ ❞✐❣r❛♣❤❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s✱ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❞❡s ♣❛✐r❡s ❞❡

♠❛tr✐❝❡s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❡t ❧❛ ♣r✐♠✐t✐✈✐té ❞❡ ♣❛✐r❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ❘✳ P❡r❡✐r❛ ❡t ❛❧✳

♦♥t ❞❡✜♥✐ ❞❛♥s ❬✺✹❪ ✉♥ ❞✐❣r❛♣❤❡ ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡

❞❡s s②stè♠❡s 2D✳ P♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❜✐❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥♥❡❧s✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ str✉❝t✉r❡❧ ❞❡ ●✐✈♦♥❡✲❘♦❡ss❡r ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ str✉❝t✉r❡❧

❞❡ ❋♦r♥❛s✐♥✐✲▼❛r❝❤❡s✐♥✐✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♠♦❞è❧❡ str✉❝t✉r❡❧

❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s q✉✐ ❡st ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉①

❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ q✉✐ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❞❡✉① s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s✱ ❡t ❡①♣r✐♠❡ ❧❛

♣r♦♣r✐été ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ❛✐♥s✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞é❥à ❡①✐st❛♥ts ♣❡✉✈❡♥t

êtr❡ ❡①♣❧♦✐tés ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s✱ ❡t ♣❡✉✈❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ◆♦✉s ét❛✲

❜❧✐ss♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s str✉❝t✉r❛✉① ❞❡ ●✐✈♦♥❡✲❘♦❡ss❡r ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ str✉❝t✉r❡❧

❞❡ ❋♦r♥❛s✐♥✐✲▼❛r❝❤❡s✐♥✐✳ ❊♥✜♥✱ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✐❧❧✉str❡r♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳

✸✳✷ ●r❛♣❤❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ str✉❝t✉r❡❧

▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❬✹✻❪✱ ❬✹✽❪ ❡t ❬✹✼❪✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♥é✲

r✐q✉❡s ❞✉ s②stè♠❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs s♦✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛r❛❝tér✐sé❡s très s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡

♣r♦♣r✐étés ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❛ss♦❝✐é✳ ❈❡❧❛ r❡♥❞ ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts très ✐♥t✉✐t✐❢s✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥

❛ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳ ❆ ✉♥ t❡❧ s②stè♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ❣r❛♣❤❡

♥♦té G = (V,W ) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❡st V = U ∪X∪Y ♦ù U ✱ X ❡t Y s♦♥t ❞❡s ❡♥tré❡s

✱ ❧❡s ét❛ts ❡t ❧❡s s♦rt✐❡s ❞♦♥♥és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r u = {u1, u2, ..., um}✱ x = {x1, x2, ..., xn}

❡t y = {y1, y2, ..., yp}✳

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❝s W = {(ui, xj)|Bji 6= 0} ∪ {(xi, xj)|Aji 6= 0} ∪ {(xi, yj)|Cji 6= 0}✱ ♦ù Aji

✭r❡s♣✳ Bji✱ Cji✮ ❡st ❧✬é❧é♠❡♥t (j, i) ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A ✭r❡s♣✳ B✱ C✮✱ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❛r❝s ❡st ❞❡

ui à xj✱ xi à xj ❡t xi à yj✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷✳ ❯♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s G r❡❧✐❛♥t ❧❡ s♦♠♠❡t i0 ❛✉ s♦♠♠❡t il ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬❛r❝s

✺✸



(i0, x1), (i1, x2), ..., (il−2, xl−1), (il−1, xl) t❡❧❧❡ q✉❡ it ∈ V ♣♦✉r t = 0, 1, 2, ..., l ❡t (it−1, xt) ∈

W ♣♦✉r t = 1, 2, ..., l✳

❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s s❛♥s s♦♠♠❡t ❝♦♠♠✉♥ ❡st ❞✐t s♦♠♠❡t✲❞✐s❥♦✐♥t✳

✸✳✷✳✶ ❈♦♥trô❧❧❛❜✐❧✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t t✐rés ❞❡ ❬✹✻❪ ❡t ❞❡ ❬✹✽❪✱ ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥✲

t❛✉① ❞❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❧❛❜✐❧✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡ s♦♥t ❡①♣♦sés✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✸✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ [Q] s♦♥t s♦✐t ✜①és à ③ér♦✱ s♦✐t

✐♥❞ét❡r♠✐♥és✱ s✉♣♣♦sés ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✹✳ ❯♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t Q ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛❞✲

♠✐ss✐❜❧❡ s✐ ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✜①❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❡♥tré❡s ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s ❞❡ [Q] ❡t ❝❡r✲

t❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✼✳ ❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✸

A =




0 0 a13 0

a21 0 0 a24

0 0 a33 0

0 a24 0 0




, ✭✸✳✷✳✶✮

B =




0 0

b21 0

0 b32

0 b24




✭✸✳✷✳✷✮

❡t

C =


 0 c12 0 0

c21 0 0 c24


 ✭✸✳✷✳✸✮

▲❡s ♠❛tr✐❝❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s s♦♥t

✺✹



[A] =




0 0 l 0

l 0 0 l

0 0 l 0

0 l 0 0




, ✭✸✳✷✳✹✮

[B] =




0 0

l 0

0 l

0 l




✭✸✳✷✳✺✮

❡t

[C] =


 0 l 0 0

l 0 0 l


 ✭✸✳✷✳✻✮

s✐

Q =


 A B

C 0


 ✭✸✳✷✳✼✮

❛❧♦rs ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❡st

[Q] =




0 0 l 0 0 0

l 0 0 l l 0

0 0 l 0 0 l

0 l 0 0 0 l

0 l 0 0 0 0

l 0 0 l 0 0




✭✸✳✷✳✽✮

♦ù ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❢✉✐t❡ s♦♥t ✜①és à ③ér♦ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s é❧é♠❡♥ts ♦♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ré❡❧❧❡

✐♥❝♦♥♥✉❡ l✳

✺✺



❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✺✳ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞♦♥♥é❡ ♣❛r s❛ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡ [A,B]

❡st ❞✐t❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ (A,B) ∈

[A,B] ét❛♥t ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ❛✉ s❡♥s ♥✉♠ér✐q✉❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✶✳ ❬✹✻❪ ▲❡ r❛♥❣ str✉❝t✉r❡❧ ❞❡ [Q] ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡ r❛♥❣ ❙ [Q] = maxQ dans[Q] rank Q

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✷✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ r❡t♦✉r ❞✬ét❛t st❛t✐q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s u = Ex✱

❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❜❧♦❝s s✉✐✈❛♥t❡ s❡r❛ ❧❛

♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é❡

Q1 =


 A B

E 0


 ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ✭✸✳✷✳✾✮

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✻✳ ❬✹✻❪ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❡st ❝♦♥♥❡❝t❛❜❧❡ à ❧✬❡♥tré❡ s✐✱ ❞❛♥s ❧❡

❣r❛♣❤❡ G([Q])✱ ✐❧ ② ❛✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞✬ét❛t✱ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts

❞✬❡♥tré❡ ❛✉ s♦♠♠❡t ❞✬ét❛t ❝❤♦✐s✐✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✸✳ ❬✹✻❪ ❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ t❡r♠❡ ♥♦♥ ♥✉❧ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t

detQ✳ ❉✬♦ù ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Q ❛ ✉♥ r❛♥❣ ♣❧❡✐♥ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s str✉❝t✉r❡❧✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✼✳ ❬✹✻❪ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s G([Q]) ❡st ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r

w s✐ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s t♦✉❝❤❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✬ét❛ts w✳

❈r✐tèr❡ ❞❡ ❈♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❙tr✉❝t✉r❡❧❧❡

❚❤é♦rè♠❡ ✻✳ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s

[A,B] ❡st str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥trô❧❧❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

✶✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝♦♥♥❡❝t❛❜❧❡ à ❧✬❡♥tré❡

✷✳ ❙✲r❛♥❦ [A,B] = n

❚❤é♦rè♠❡ ✼✳ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s

[A,B] ❡st str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥trô❧❧❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ ❞✐❣r❛♣❤❡ G([Q1])✱ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s

❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱

✺✻



✶✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞✬ét❛t ❞❛♥s G([Q1]) ✐❧ ② ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s m

s♦♠♠❡ts ❞✬❡♥tré❡s ❛✉ s♦♠♠❡t ❞✬ét❛t ❝❤♦✐s✐✳

✷✳ ■❧ ② ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r G([Q1])✳

❚❤é♦rè♠❡ ✽✳ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s

[A,B] ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥trô❧❧❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ ❞✐❣r❛♣❤❡ G([Q1])✱

s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝♦♥♥❡❝t❛❜❧❡ à ❧✬❡♥tré❡✳

✷✳ ■❧ ② ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n ❞❛♥s G([Q1])✳

✸✳✷✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❇✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❙tr✉❝t✉r❡❧ à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t

▼♦❞è❧❡ ❙tr✉❝t✉r❡❧ ❞❡ ●✐✈♦♥❡✲❘♦❡ss❡r

▲❡ ♠♦❞è❧❡ str✉❝t✉r❡❧ ❞❡ ●✐✈♦♥❡✲❘♦❡ss❡r ❡st






 xh

n1
[(i1 + 1, i2)]

xv
n2
[(i1, i2 + 1)]


 =


 A11 A12

A21 A22




 xh

n1
[i1, i2]

xv
n2
[i1, i2]


+


 B1

B2


u [i1, i2]

y [i1, i2] =
[
C1 C2

]

 xh

n1
[i1, i2]

xv
n2
[i1, i2]




✭✸✳✷✳✶✵✮

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A =


 A11 A12

A21 A22


 ❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧❡

❜❧♦❝✱ ❝♦♠♠❡ s✉✐t Ã =


 A1 0

0 A2


✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t à (3.2.10)✱

❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❜❧♦❝s✱ ✈♦✐r✱ ❬✹✾❪ ❡t

❬✺✵❪✳

✺✼



✸✳✷✳✸ ▼♦❞è❧❡ ❙tr✉❝t✉r❡❧ ❞❡ ❋♦r♥❛s✐♥✐✲▼❛r❝❤❡s✐♥✐

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ str✉❝t✉r❡❧ ❞❡ ❋♦r♥❛s✐♥✐

▼❛r❝❤❡s✐♥✐




x [i1 + 1, i2 + 1] = [A1] x [i1 + 1, i2] + [A2] x [i1, i2 + 1]

+ [A0] x [i1, i2] + [B1] u [i1 + 1, i2] + [B2] u [i1, i2 + 1]

y [i1, i2] = [C] x [i1, i2]

✭✸✳✷✳✶✶✮

❆✉ss✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡ ❞✐❣r❛♣❤❡ ❡♥ ✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ q✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é à ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡

str✉❝t✉r❡❧ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡t❛t s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞✬✉♥❡

♣❛rt✐❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❛✐♥s✐ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧

q✉✐ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡♥ ✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❝✲à✲❞ q✉✐ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞❡✉① s♦✉s ❣r❛♣❤❡s q✉✐ ♥❡

s♦♥t ♣❛s ❝♦♥♥❡①❡s ❛✐♥s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❞❡✈✐❡♥t V = (V h, V v)✳ ❙♦✐❡♥t G1 ❡t G2 ❞❡✉①

❣r❛♣❤❡s✱ ♦♥ ♥♦t❡ G1+G2 ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡♥ ✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ Gi✱ i = 1, 2✳ ■❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❣r❛♣❤❡

(V1 ∪V2,W1 ∪W2)✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❡t ❧❡s ❛r❝s ❞❡ G1 ❡t G2 s♦♥t

❝♦♥s✐❞éré✱ sé♣❛r❛✐♠❡♥t✳

▲❡ ❉✐❣r❛♣❤❡ ❡♥ ❯♥✐♦♥ ❉✐s❥♦✐♥t❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ▼♦❞è❧❡ ❙tr✉❝t✉r❡❧ ❞❡ ●✐✈♦♥❡✲

❘♦❡ss❡r

▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♠♦❞è❧❡ str✉❝t✉r❡❧ ●✐✈♦♥❡✲❘♦❡ss❡r ❡st (GGR) = (V,W ) t❡❧ q✉❡

V = U ∪X ∪ Y ✱ ♦ù

U = {u1(i1, i2), u2(i1, i2), ..., um(i1, i2)} ,

X = Xh(i1, i2) ∪Xv(i1, i2) =
{
xh
1(i1, i2), x

h
2(i1, i2), ..., x

h
n1
(i1, i2)

}

∪
{
xv
1(i1, i2), x

v
2(i1, i2), ..., x

v
n2
(i1, i2)

}

❡t

Y = {y1(i1, i2), y2(i1, i2), ..., yp(i1, i2)}

✭✸✳✷✳✶✷✮

✺✽



❡t ❧❡s ❛r❝s s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ s✉✐t

W =
{
(uj(i1, i2), x

h
kh
(i1, i2))|B

1
kj 6= 0

}
j = 1,m1 ❡t kh = 1, n1

∪
{
(uj(i1, i2), x

v
kv
(i1, i2))|B

2
kj 6= 0

}
j = 1,m2 ❡t kv = 1, n2

∪
{
(xh

jh
(i1, i2), x

h
kh
(i1, i2))|A

1
ji 6= 0

}
jh = 1, n1 ❡t kh = 1, n1

∪
{
(xv

jv
(i1, i2), x

v
kv
(i1, i2))|A

2
ji 6= 0

}
jv = 1, n2 ❡t kv = 1, n2

∪
{
(xh

jh
(i1, i2), yk(i1, i2))|C

1
kj 6= 0

}
jh = 1, n1 ❡t k = 1, p1

∪
{
(xv

jv
(i1, i2), yk(i1, i2))|C

2
kj 6= 0

}
jv = 1, n2 ❡t k = 1, p2

✭✸✳✷✳✶✸✮

❛✈❡❝ m1 +m2 = m✱ p1 + p2 = p ❡t

A =


 A1 0

0 A2


 , B =


 B1

B2


 ❛♥❞ C =

(
C1 C2

)
✭✸✳✷✳✶✹✮

❊①❡♠♣❧❡ ✽✳ ▲❡ ❞✐❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♠♦❞è❧❡ str✉❝t✉r❡❧ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ●✐✈♦♥❡✲

❘♦❡ss❡r ✱ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ❞✐❣r❛♣❤❡ ❡♥ ✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡✳








xh
1 [(i1 + 1, i2)]

xh
2 [(i1 + 1, i2)]

xv
1 [(i1, i2 + 1)]


 =




0 l4 0

l5 0 0

0 0 0







xh
1 [i1, i2]

xh
2 [i1, i2]

xv
1 [i1, i2]


+




l1 0 0

0 l2 0

0 0 l3







uh
1 [i1, i2]

uh
2 [i1, i2]

uv
1 [i1, i2]





 yh [i1, i2]

yv [i1, i2]


 =


 0 l6 0

0 0 l7







xh
1 [i1, i2]

xh
2 [i1, i2]

xv
1 [i1, i2]




✺✾



uh
2(i1, i2)

uh
1(i1, i2)

uv
1(i1, i2)

xh
1(i1, i2)

xh
2(i1, i2)

xv
1(i1, i2)

yh(i1, i2)

yv(i1, i2)

l1

l2

l3

l4l5
l6

l7

❋✐❣✉r❡ ✶ ✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ❞✐❣r❛♣❤❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ●✐✈♦♥❡✲❘♦❡ss❡r

❉❡ ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ str✉❝t✉r❡❧ ❞❡ ●✐✈♦♥❡✲❘♦❡ss❡r✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞

❛✉ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♥♦♥✲♥✉❧s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s s♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❧✐❜r❡s l =

(l1, l2, ..., l7) ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❡♥tré❡s ét❛ts ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞✐s✲

❥♦✐♥ts
(
uh
1(i1, i2), x

h
1(i1, i2), x

h
2(i1, i2)

)
✱
(
uh
2(i1, i2), x

h
2(i1, i2), x

h
1(i1, i2)

)
❡t (uv

1(i1, i2), x
v
1(i1, i2))✳

✸✳✷✳✹ ❉ét❡♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ❉✐❣r❛♣❤ ❞✉▼♦❞è❧❡ str✉❝t✉r❡❧ ❞❡ ❋♦r♥❛s✐♥✐✲

▼❛r❝❤❡s✐♥✐

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉✐✈❛♥t µ[(i1, i2)] = x[(i1, i2+1)]−A2x[(i1, i2)]✱

♦♥ ❛

µ[(i1, i2)] = A0x[(i1, i2)] + A1x[(i1, i2 + 1)] + Bu[(i1, i2)]

= A0x[(i1, i2)] + A1(µ[(i1, i2)] + A2x[(i1, i2)]) + Bu[(i1, i2)]

= A1µ[(i1, i2)] + (A0 + A1A2)x[(i1, i2 + 1)] + Bu[(i1, i2)]

✻✵



▲❡ ❞✐❣r❛♣❤❡ ❡♥ ✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❋♦r♥❛s✐♥✐ ▼❛r❝❤❡s✐♥✐ ♣❡✉t êtr❡ ré❡❝r✐t

s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ❞✐❣r❛♣❤❡ ❞❡ ●✐✈♦♥❡✲❘♦❡ss❡r

X = Xh(i1, i2) ∪Xv(i1, i2)

= {µ1(i1, i2), µ2(i1, i2), ..., µn1
(i1, i2)}

∪ {x1(i1, i2), x2(i1, i2), ..., xn2
(i1, i2)}

❡t ♦ù Xh(i1, i2) = Mu(i1, i2)✱ Xv(i1, i2) = X(i1, i2) ❡t ❧❡s ❛r❝s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t

W = {(uj(i1, i2), µk(i1, i2))|Bkj 6= 0}
{
(µj(i1, i2), µk(i1, i2))|A

1
ji 6= 0

}
∪

{
(xj(i1, i2), xk(i1, i2))|A

2
ji 6= 0

}
∪

{(xj(i1, i2), yk(i1, i2))|Ckj 6= 0}

✭✸✳✷✳✶✺✮

❛✈❡❝

A =


 A1 A0 + A1A2

I A2


 ♦ù


 A1 0

0 A2


 ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❜❧♦❝ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❆


 B1

B2


 =


 B

0


 ❡t

[
C1 C2

]
=
[
0 C

]

✸✳✷✳✺ Pr♦♣r✐étés ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞✉ ❞✐❣r❛♣❤❡ ❡♥ ✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❛ss♦❝✐é

❛✉ s②stè♠❡ str✉❝t✉r❡❧ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧

❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡ ❞✐❣r❛♣❤❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ str✉❝t✉r❡❧ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡♥ ✉♥✐♦♥

❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❞❡✉① s♦✉s✲❞✐❣r❛♣❤❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❛

❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✱ ♦ù ❧❡ s♦✉s✲❞✐❣r❛♣❤❡ G(h)

❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ str✉❝t✉r❡❧ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡

s♦✉s✲❞✐❣r❛♣❤❡ G(v) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ str✉❝t✉r❡❧ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳

❙✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡ s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣♦✉r s❡✉❧❡♠❡♥t G(h) ✭r❡s✲

♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t G(v)✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♦✉

✉♥❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳

✻✶



◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ●✐✈♦♥❡✲❘♦❡ss❡r✱

uh
2(i1, i2)

uh
1(i1, i2) xh

1(i1, i2)

xh
2(i1, i2)

yh(i1, i2)
l1

l2

l4
l5

❋✐❣✉r❡ ✷ ✿❙♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❍♦r✐③♦♥t❛❧

uv
1(i1, i2) xv

1(i1, i2) yv(i1, i2)
l3 l6

❋✐❣✉r❡ ✸ ✿❙♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❱❡rt✐❝❛❧

❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♥❛❧②s❡r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❞✐❣r❛♣❤❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧

❞❡ ●✐✈♦♥❡✲❘♦❡ss❡r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ét✉❞✐❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té str✉❝t✉✲

r❡❧❧❡ ❞✉ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♦✉ ✈❡rt✐❝❛❧✳

▲❡♠♠❡ ✶✳ G ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡♥ ✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ Gh ❡t Gv✱ ❡t ❡st ❝♦♥♥❡❝t❛❜❧❡ à ❧✬❡♥tré❡ s✐

❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Gh ❡t Gv s♦♥t ❝♦♥♥❡❝t❛❜❧❡ ❛✉ ✈❡❝t❡✉r ❡♥tré❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

◆é❝❡ss✐té ▲❡s s♦♠♠❡ts ❞❡s ét❛ts s♦♥t s♦✐t ❤♦r✐③♦♥t❛✉① s♦✐t ✈❡rt✐❝❛✉①✱ s✐ ❧❡ s♦♠♠❡t

❞✬ét❛t ❡st ❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ xh
n ∈ Gh✱ ❡t ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ Gh ❝♦♥♥❡❝t❛❜❧❡ ❛✉ ✈❡❝t❡✉r ❡♥tré❡✱ ✐❧

② ❛ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ❧✬✉♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✬❡♥tré❡ à xh
n ∈ Gh✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐

❧❡ s♦♠♠❡t ❞✬ét❛t ❡st ✈❡rt✐❝❛❧✱ xv
m ∈ Gh✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ❧✬✉♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts

❞✬❡♥tré❡ à xv
m ∈ Gv✳

❙✉✣s❛♥❝❡ ➱✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ s✐ G ❡st ❝♦♥♥❡❝t❛❜❧❡ ❛✉ ✈❡❝t❡✉r ❡♥tré❡✱ ❛❧♦rs Gh ❡t Gv s♦♥t

♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝♦♥♥❡❝t❛❜❧❡ ❛✉ ✈❡❝t❡✉r ❡♥tré❡✱ ❝❛r G = Gh ∪Gv✳

✻✷



▲❡♠♠❡ ✷✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉❡ G([Q1]) = Gh([Q1]) ∪ Gv([Q1])✳ ❙✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞✬ét❛t

❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞❛♥s Gh([Q1]) ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞✬ét❛t ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❛♥s Gv([Q1]) ✐❧ ② ❛ ❛✉

♠♦✐♥s ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s m1 s♦♠♠❡ts ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❡♥tré❡ à xh
n✱ ❡t ✐❧ ② ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥

❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s m2 s♦♠♠❡ts ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡ à xv
m✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞✬ét❛t ❞❛♥s G([Q1]) ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s mi ♣♦✉r i = 1, 2✱

❛✈❡❝ m = m1 +m2 s♦♠♠❡ts ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡ ❛✉ s♦♠♠❡t ❞✬ét❛t ❝❤♦✐s✐✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s s♦♠♠❡ts ❞❡s ét❛ts s♦♥t s♦✐t ❤♦r✐③♦♥t❛✉① s♦✐t ✈❡rt✐❝❛✉①✱ s✐ ❧❡ s♦♠♠❡t

❞✬ét❛t ❡st ❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ xh
i ∈ Gh([Q1])✱ ❛✈❡❝ i ∈ 1,m1✱ ❛❧♦rs✱ ✐❧ ② ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡

❧✬✉♥ ❞❡s m1 s♦♠♠❡ts ❡♥tré❡ à xh
i ✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐ ❧❡ s♦♠♠❡t ❞✬ét❛t ❡st ✈❡rt✐❝❛❧✱

xv
i ∈ Gv([Q1])✱ ❛❧♦rs✱ ❞❛♥s G([Q1]) ✐❧ ② ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s mi ♣♦✉r i = 1, 2✱

❛✈❡❝ m = m1 +m2 s♦♠♠❡ts ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡s ❛✉ s♦♠♠❡t ❞✬ét❛t ❝❤♦✐s✐✳

▲❡♠♠❡ ✸✳ ❙✬✐❧ ② ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n1 ❞❛♥s Gh([Q1])✱ ❡t ❛✉

♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n2 ❞❛♥s Gv([Q1])✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ni ♣♦✉r i = 1, 2✱ ❛✈❡❝ n = n1 + n2 ❞❛♥s

G([Q1]) = Gh([Q1]) ∪Gv([Q1])✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✬ét❛t ❞❛♥s Gh([Q1]) ❡st n1 ❡t ❧❡

♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞✬ét❛t ❞❛♥s Gv([Q1]) ❡st n2✳ ❙✬✐❧ ② ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s ❞❡

❧♦♥❣✉❡✉r n1 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t n2✱ ❛❧♦rs✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝②❝❧❡ ❡st ❞❛♥s Gh([Q1])

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s Gv([Q1])✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s

❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ni ♣♦✉r i = 1, 2✱ ❛✈❡❝ n = n1 + n2 ❞❛♥s G([Q1])✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✹✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡s ❧❡♠♠❡s ❡st ❧❛ ♣r♦♣r✐été

♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✉ ❞✐❣r❛♣❤❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ q✉✐ ❡st ❧✬✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❞❡✉① s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s✱ ❧❛

♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡✹✳✶✱ ✹✳✷ ❡t ✹✳✸ ét❛♥t ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧✬✐❞é❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤✐q✉❡ ❤♦r✐✲

③♦♥t❛❧ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✈❡rt✐❝❛❧✮✳
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✸✳✷✳✻ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❈r✐tèr❡s ❞❡ ❈♦♥trô❧❛❜✐❧✐té ❙tr✉❝t✉r❡❧❧❡

♣♦✉r ❧❡s ❙②stè♠❡s str✉❝t✉r❡❧s ❇✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s

▲❡s tr♦✐s ♣ré❝é❞❡♥ts ❧❡♠♠❡s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té

str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✾✳ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ♣❛✐r❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ [A,B] ❡st str✉❝✲

t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥trô❧❧❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡❧❡ [A1, B1] ❡t

[A2, B2] s♦♥t str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥trô❧❛❜❧❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆é❝❡ss❛✐r❡ ❙✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡ts ❞✬ét❛t ❞❛♥s G([Qh
1 ]) r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

G([Qv
1]) ✐❧ ② ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡sm1 s♦♠♠❡ts ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❡♥tré❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

m2 s♦♠♠❡ts ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❡♥tré❡ ❛✉① s♦♠♠❡ts ❞✬ét❛t ❝❤♦✐s✐s✱ ❛❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✱ ✐❧

❡①✐st❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛t ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❛♥s G([Q1]) = G([Qh
1 ])∪G([Qv

1])✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❝❤❡♠✐♥

❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✬❡♥tré❡ m = m1 +m2 ✈❡rs ❧❡ s♦♠♠❡t ❞✬ét❛t ❝❤♦✐s✐✳ ❙✬✐❧ ② ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s

✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n1 ✐♥ G([Qh
1 ]) ❡t n2 ❞❛♥s G([Qv

1])✱ ❛❧♦rs✱ s❡❧♦♥ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✸✱

✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n = n1 + n2 ❞❛♥s G([Q1]) = G([Qh
1 ]) ∪G([Qv

1])✳

❙✉✣s❛♥t❡ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥trô❧❧❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r

❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲s②stè♠❡ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❧❛ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡s [Ai, Bi] ❡st str✉❝t✉✲

r❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥trô❧❧❛❜❧❡✱ s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣❛✐r❡ [A1, B1] ❡t [A2, B2]

❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✳ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ♣❛✐r❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ [A,B] ❡st

str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡ [A1, B1]

q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à Gh([Q1])✱ ❡t [A2, B2] q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à Gv([Q1]) s♦♥t str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t

❝♦♥trô❧❛❜❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆é❝❡ss✐té ❙✐ [A1, B1] ❡t [A2, B2] s♦♥t str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ ❛❧♦rs✱

Gh([Q1]) ❡t Gv([Q1]) s♦♥t ❝♦♥♥❡❝t❛❜❧❡ ❛✉ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥❣t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✶✱

G([Q1]) ❡st ❝♦♥♥❡❝t❛❜❧❡ ❛✉ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡✳ ❙✐ [A1, B1] ❡t [A2, B2] s♦♥t str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t

❝♦♥trô❧❛❜❧❡ ❛❧♦rs✱ s✲r❛♥❦ [A1, B1] = n1 ❡t s✲r❛♥❦ [A2, B2] = n2✱ ❡t ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡

❣r❛♣❤❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❞❡✉① s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s s✲r❛♥❦

[A,B] = n1 + n2 = n✳

✻✹



❙✉✣s❛♥❝❡ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥trô❧❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r

❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲s②stè♠❡ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❧❛ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡ [Ai, Bi] ❡st str✉❝t✉✲

r❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥trô❧❛❜❧❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r [A1, B1] ❡t [A2, B2]✳

◆♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r

❧❛ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡ [A,B] ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ s✐ ❡t

s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ [A1, B1] ❡t [A2, B2] s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥trô❧❛❜❧❡s✳

✸✳✸ ❊①❡♠♣❧❡s ■❧❧✉str❛t✐❢s

◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❞❡s

♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ♣❛r q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s✱

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ str✉❝t✉r❡❧ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ét❛ts ❤♦r✐③♦♥✲

t❛✉①✱ ✉♥ ét❛t ✈❡rt✐❝❛❧✱ ❞❡✉① ❡♥tré❡s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡s✱ ✉♥❡ ❡♥tré❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡✱ ✉♥❡ s♦rt✐❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡

❡t ✉♥❡ s♦rt✐❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡✳

A =




0 0 0

l1 0 0

0 0 0


, B =




l3 0 0

0 l4 0

0 0 l5


 , ❡t C =


 0 l6 0

0 0 l7




uh
2(i1, i2)

uh
1(i1, i2)

uv
1(i1, i2)

xh
1(i1, i2)

xh
2(i1, i2)

xv
1(i1, i2)

yh(i1, i2)

yv(i1, i2)

l3

l4

l5

l1
l5

l6

✻✺



❋✐❣✉r❡ ✹ ✿❉✐❣r❛♣❤❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡

❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ str✉❝t✉r❡❧ ✈✉ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ ❡♥

❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❝❛r❛❝tér✐✲

sé❡s ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✸ s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❡t ❧❛ ♣❛rt✐❡

✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳

❙✐ ♦♥ ♣♦s❡ E =




l7 0 0

0 l8 0

0 0 l9


 ❛❧♦rs✱ s♦♥ G[Q1] ❣r❛♣❤❡ ❡st✱

uh
2(i1, i2)

uh
1(i1, i2)

uv
1(i1, i2)

xh
1(i1, i2)

xh
2(i1, i2)

xv
1(i1, i2)

l3

l4

l5

l1

l7

l8

l9

❋✐❣✉r❡ ✹ ✿ ❉✐❣r❛♣❤❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧

❛✈❡❝ r❡t♦✉r ❞✬ét❛t

❉❛♥s ❝❡ ❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ s♦♠♠❡t ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ✈❡❝✲

t❡✉r ❞✬ét❛t ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ str✉❝t✉r❡❧ ❡st str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t

❝♦♥trô❧❛❜❧❡✳

❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐ ❧❡ ❣r❛✲

♣❤✐q✉❡ str✉❝t✉r❡❧ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s str✉❝t✉r❡❧s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s

✻✻



uh
2(i1, i2)

uh
1(i1, i2)

uv
1(i1, i2)

xh
1(i1, i2)

xh
2(i1, i2)

xv
1(i1, i2)

yh(i1, i2)

yv(i1, i2)

l2

l3

l1
l5

l6

❋✐❣✉r❡ ✻ ✿ ❉✐❣r❛♣❤❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥trô❧❛❜✐❧✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡

❧✐♥é❛✐r❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥trô❧❛❜❧❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱

♠❛✐s q✉❡ ❧❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡st str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥trô❧❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s

❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡st str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❤♦r✐③♦♥t❛❧✲❝♦♥trô❧❛❜❧❡

t❡❧ q✉❡ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳

✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❬✺✷❪ ❡t ❬✺✸❪✱ ❊✳ ❋♦r♥❛s✐♥✐ ❡t ❛❧✳ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té 2D ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣❛✐r❡

(A,B) ❝♦♠♠❡ x(i1 + 1, i2 + 1) = Ax(i1 + 1, i2) + Bx(i1, i2 + 1)✱ ❡t ét✉❞✐❡ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s

❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s (A,B) ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ Pré♠✐t✐✈✐té

❞❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té (A,B) ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ♣❛r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s

❣r❛♣❤❡s✳ ■❧s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ❛ss♦❝✐é D∗(A,B) ❛✈❡❝ ❞❡s ❛r❝s ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s

❞✐✛ér❡♥ts✱ à s❛✈♦✐r✱ ❆✲❛r❝s ❡t ❇✲❛r❝s✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❛r❝s ❆ à ♣❛rt✐r ❞✉ s♦♠♠❡t vi ❛✉ s♦♠♠❡t

vj s✐ (vi, vj) ❡st ❞❛♥s A✱ ❡t ❇✲❛r❝s s✐ (vi, vj) ❡st ❞❛♥s B✳ P♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥s

❞❡ ❧✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s str✉❝t✉rés ❞❛♥s ❬✺✹❪ P❡r❡✐r❛ ❡t ❛❧✳ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❧❡s

♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ σ1x(i1, i2) = x(i1 + 1, i2) ❡t σ2x(i1, i2) = x(i1, i2 + 1) ♣♦✉r réé❝r✐r❡

✻✼



❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❋♦r♥❛s✐♥✐✲▼❛r❝❤✐s✐♥✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ 1D✱ ❡t ❞é✜♥✐t ❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ♦r✐❡♥té

❝♦♠♠❡ ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s ❡t é❧✐♠✐♥❡ ❧❡s ❜♦r❞s ré♣étés ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s

rés✉❧t❛ts q✉✐ ❡①✐st❡♥t ❞❛♥s 1D✳ ❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡

❞❡s s②stè♠❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❡♥ ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❛♥t s✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ▲✬✐❞é❡ ♣r✐♥✲

❝✐♣❛❧❡ ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ str✉❝t✉r❡❧

❞❛♥s s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✬❛✉tr❡s

♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❞❡ st❛❜✐❧✐té✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ str✉❝t✉r❡❧ ❛ss♦❝✐é ❛✉ s②stè♠❡

❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡t ❞ér✐✈❡r ❞❡s ❝r✐tèr❡s✳ ◆♦tr❡ ✐♥térêt ❛❝t✉❡❧ ❡st ❝❡♥tré s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ str✉❝t✉✲

r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s q✉✐ s❡r♦♥t ét✉❞✐és ❞❛♥s ✉♥ ❛rt✐❝❧❡

sé♣❛ré✳

✻✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

■♥é❣❛❧✐tés ▼❛tr✐❝✐❡❧❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s

▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s ❛✣♥❡s ✭▲✐♥❡❛r ♠❛tr✐① ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡

❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ❛♣♣❛r✉❡✱ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡s tr❛✲

✈❛✉① ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞✬❆❧❡❦s❡♥❞❡r ▲②❛♣✉♥♦✈✱ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ ❆✉t♦✉r

❞❡s ❛♥♥é❡s 1890✱ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❛ ♠✐s ❛✉ ♣♦✐♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♠♦✉✈❡✲

♠❡♥t ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥✳ ■❧ ét✉❞✐❛ ❧❛ st❛❜✐❧✐té

❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✱ ẋ = Ax✱ ❡t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st st❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡✲

♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ P ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ATP + PA < 0✱ ❛✉ss✐ ❝♦♥♥✉❡

s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❡t q✉✐ ❡st ✉♥❡ ▲▼■ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ ❆✳ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❛ ❛✉ss✐

♠♦♥tré q✉❡ ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✳

❉❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✹✵✲✺✵✱ ▲✉r✬❡✱ P♦st♥✐❦♦✈ ❡t ❞✬❛✉tr❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❡♥ ✉♥✐♦♥ s♦✈✐ét✐q✉❡ ❛♣♣❧✐✲

q✉èr❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ à ❞❡ ✈ér✐t❛❜❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❡t rés♦❧✉r❡♥t ❧❡s

▲▼■s q✉✐ s❡ ♣♦sèr❡♥t à ❡✉①✱ ✧ à ❧❛ ♠❛✐♥✧✳ ❉❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✻✵✱ ❨❛❦✉❜♦✈✐❝✱ P♦♣♦✈✱ ❑❛❧♠❛♥

❡t ❞✬❛✉tr❡s ré✉ss✐r❡♥t à ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❢❛✲

♠✐❧❧❡s ❞❡ ▲▼■✳ P❧✉s t❛r❞ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✽✵ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s P②❛t♥✐ts❦✐✐ ❡t

❙❦♦r♦❞✐♥s❦✐✐ ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡❢♦r♠✉❧❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ▲▼■ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡

❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t rés♦✉❞r❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t s✐ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉

❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊❧❧✐♣s♦ï❞❡✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐✲

s❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧ ❡st ❛❧♦rs ✉t✐❧✐sé✳ ❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ▲▼■ ♥✬❛
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❞❡ s❡♥s q✉❡ s✐ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❡t ré❛❧✐s❛❜❧❡✳ ▲❡s ♣r♦❣rès ré❛❧✐sés ❞❛♥s

❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬♦✉t✐❧s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s

✭▲▼■❚♦♦❧❇♦①✱ ▲▼■❚♦♦❧✱ ❙❡❉✉▼✐✱✳✳✳✮✳ ❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❡✛♦rt ✐♠♣♦rt❛♥t s✬❛tt❛❝❤❡ à ❢♦r♠✉✲

❧❡r✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ▲▼■ ❞❡ t❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡ à

❛✈♦✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✉♥✐✜é❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❞❡s

❝❧❛ss❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✳

✹✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❡t Pr✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ▲▼■s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✽✳ ❬✶✾❪ ❯♥❡ ▲▼■ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ s②♠étr✐q✉❡ ❡t

❞✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱

F (x) = F0 +
i=n∑

i=1

xiFi < 0 ✭✹✳✶✳✶✮

♦ù✱

✶✳ x = (x1, ..., xn) ∈ R ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♥ ❛♣♣❡❧é ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳

✷✳ F0, ..., Fn s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s s②♠étr✐q✉❡s ❞❡ Rn× n✳

▲✬✐♥é❣❛❧✐té < ✈❡✉t ❞✐r❡ ✧❞é✜♥✐❡ ♥é❣❛t✐✈❡✧✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❛✈♦✐r ✉♥❡ ▲▼■ ♥♦♥ str✐❝t❡ s✐

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s str✐❝t❡ ✭F (x) s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡ ♥é❣❛t✐✈❡✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✾✳ ❙♦✐t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛✣♥❡✱

F : X −→ S;F (x) = F0 + T (x)

♦ù✱

F0 ∈ S

❛✈❡❝✱

S =: {M | ∃ n ∈ N
∗ tel que M = MT ∈ R

n×n}.
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❘❡♠❛rq✉❡ ✶✺✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛✣♥❡ F : X → S ♣r❡♥❞ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡

F (x) = F0 + T (x) ♦ù F0 ∈ S ✭✐✳❡✳✱ F0 s②♠étr✐q✉❡✮ ❡t T : X → S ❡st ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

❧✐♥é❛✐r❡✳ ❆✐♥s✐ s✐ X ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✱ ✐✳❡✳ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✱ ❡t ♦ù {e1, e2, ..., en} ❝♦♥st✐✲

t✉❡♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r X✳ ❆✐♥s✐ t♦✉t x ∈ X ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té ❝♦♠♠❡ x =
∑n

j=1 xjej ❡t

é❝r✐r❡✱

T (x) = T

(
n∑

j=1

xjej

)
=

n∑

j=1

xjFj ✭✹✳✶✳✷✮

♦ù✱ Fj = T (ej) ∈ S✱ ❞❡ ❧❛✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✭✹✳✶✳✶✮ ❝♦♠♠❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✻✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❧❡s ▲▼■s s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ✈❛✲

r✐❛❜❧❡s ♣❧✉tôt q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥s✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡st ▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈

F (x) = ATX +XA < 0

♦ù

A ∈ R
m1×m2

❛✈❡❝ m1 = m2 = m ❞♦♥♥é❡✳ X ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ m× m✳

✹✳✷ ❙②stè♠❡ ▲▼■ ❡t ❘é❞✉❝t✐♦♥

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✵✳ ❬✶✽❪ ❙♦✐t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ▲▼■ F1(x) < 0, ..., Fp(x) < 0✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡

r❡❣r♦✉♣❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ▲▼■✱

F (x) :=




F1(x) 0 . . . 0

0 F2(x) 0 . . 0

. . .

. . .

. . .

0 0 . . . Fp(x)




< 0

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✼✳ ✶✳ ❯♥❡ ▲▼■ ♠✉❧t✐♣❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs êtr❡ ❝♦♥✈❡rt✐❡ ❡♥ ✉♥❡

▲▼■ à ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✳

✼✶



✷✳ ▲✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ▲▼■ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❜❧♦❝ ❛ ❝♦♠♠❡ ♣r♦♣r✐été q✉❡ s❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t

✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s q✉✐ ❧❛ ❢♦r♠❡♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❙♦✐t M ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ n× n ❡t T ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ré❣✉❧✐èr❡✱ ❛❧♦rs T ∗MT

❡st ❛♣♣❡❧é❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❣r✉❡♥t❡✳

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣♦s✐t✐❢s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✭♥é❣❛t✐❢s✮ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥t ♣❛s ❡♥ ❡✛❡t ❀

❙✐ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs u ❡t v s♦♥t ❡①♣r✐♠és ❝♦♠♠❡ s✉✐t u = Tv ❛✈❡❝ detT 6= 0✱ ❛❧♦rs u∗Mu < 0

♣♦✉r t♦✉t u 6= 0Rn✳ ❈✬❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ v∗T ∗MTv < 0 ♣♦✉r t♦✉t v 6= 0Rn✳ ❉✬♦ù

M < 0 ⇔ T ⋆MT < 0✳

❊①❡♠♣❧❡ ✾✳ ❙♦✐t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥é❡✱

M =


 M11 M12

M21 M22


 ❆✈❡❝✱ M11 ∈ Rn×n ❡t detM11 6= 0✳

❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❣r✉❡♥t❡ T ∗MT ✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❝❡❝✐

❞♦♥♥❡✱

M < 0 ⇔ T ∗MT < 0

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❜❧♦❝ ❆❧♦rs✱ M11 < 0 et S < 0 ♦ù✱ S :=

M22 −M21M
−1
11 M12

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❡t ❞✬❡①❡♠♣❧❡s q✉✐ ♠❡tt❡♥t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬✐♠♣♦r✲

t❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦✉t✐❧ ▲▼■ ❞❛♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✱ st❛❜✐❧✐té✳

❙♦✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▲▼■ s✉✐✈❛♥t✱

❚r♦✉✈❡r x ∈ Rn t❡❧ q✉❡ F (x) = F0 +
∑i=m

i=1 xiFi < 0✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ Fm ≤ 0 ❡t

q✉❡ Fm ❡st ❞❡ r❛♥❣ r ≤ n✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡

▲▼■ ❛✈❡❝ m− 1 ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙♦✐t Fm s❡♠✐ ❞é✜♥✐❡✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ U ❞❡ r❛♥❣ ♣❧❡✐♥

✈ér✐✜❛♥t Fm = UUT ✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s F (x) < 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱

 ŨT

UT


F (x)

(
Ũ U

)
< 0

❖♥ ❞é✜♥✐t

x̂ = (x1, ..., xm−1)
T ∈ Rm−1

✼✷



❡t

F̂ (x̂) =: F0 +
i=m−1∑

i=1

xiFi

❖♥ ❛ ❛❧♦rs F (x) = F̂ (x̂) + xmUUT ✱ ❞♦♥❝

 ŨT

UT


F (x)

(
Ũ U

)
=


 ŨT F̂ (x̂)Ũ ŨT F̂ (x̂)U

UT F̂ (x̂)Ũ UT F̂ (x̂)U + xm(U
TU)2




❝❛r UT Ũ = 0

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❙❝❤✉r✱ ♦♥ ❛ F (x) < 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱




ŨT F̂ (x̂)Ũ > 0

UT F̂ (x̂)U + xm(U
TU)2 − UT F̂ (x̂)Ũ(T̃ T F̂ (x̂)Ũ)−1ŨT F̂ (x̂)U > 0

♦r ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r xm s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧❛ 2e ✐♥é❣❛❧✐té s❛t✐s❢❛✐t❡✳

❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦sé ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à✱

tr♦✉✈❡r x̂ ∈ Rm−1 t❡❧ q✉❡ ŨT F̂ (x̂)Ũ < 0

♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ♣✉ é❧✐♠✐♥❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ▲▼■ ❣râ❝❡ ❛✉ t❡r♠❡ s❡♠✐ ❞é✜♥✐✳ ✷

❙♦✐t ❧❛ ▲▼■ s✉✐✈❛♥t❡✱

A(x) + B(x)XcT (x) + c(x)XTBT (x) < 0

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❡r X s✐ x ❡t X s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ▲❛ ▲▼■ ❡st ❛❧♦rs éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à✱

B̃T (x)A(x)B̃(x) > 0

c̃T (x)A(x)c̃(x) > 0

♦ù B̃ ❡t c̃ s♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛✐r❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ❞❡ B ❡t c r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✵✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱

ẋ = Ax

♦ù A ∈ Rn×n✱ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❛ss✉r❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ M ❡t α t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r

t♦✉t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ x0 ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ x(t) ❛✈❡❝ x(t0) = 0 s❛t✐s❢❛✐t✱

‖x(x)‖ ≤ ‖x(t0)‖Me−α(t−t0)

✼✸



❙❡❧♦♥ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t st❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡

♠❛tr✐❝❡ X = XT t❡❧ q✉❡ X > 0 ❡t ATX + XA < 0✱ ❡♥ ❡✛❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

V (x) := xTXx ✱ q✉❛❧✐✜é❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦✉r t♦✉t ✈❡❝t❡✉r ♥♦♥ ♥✉❧

❡t str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ x ❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✉t♦♥♦♠❡✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ ♠♦♥tr❡r ‖x(x)‖ ≤ ‖x(t0)‖Me−α(t−t0) ❛✈❡❝ M2 = λmax(x)/λmin et α > 0

t❡❧ q✉❡ ATX +XA+αX < 0✱ ❛❧♦rs ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té

❞❡ ❧❛ ▲▼■✱ 
 −X 0

0 ATX +XA


 < 0

❊①❡♠♣❧❡ ✶✶✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ k s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✱

ẋ = Aix+Biu

♦ù Ai ∈ Rn×n ❡t Bi ∈ Rn×m✱ i = 1, ..., k✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r

✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ r❡t♦✉r ❞✬ét❛t u = Fx ❛✈❡❝ F ∈ Rn×m t❡❧ q✉❡ t♦✉s ❧❡s s②stè♠❡s ❛✉t♦♥♦♠❡s✱ ẋ =

(Ai +BiF )x i = 1, ..., k s♦✐❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡s✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱

❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡r❛ rés♦❧✉ q✉❛♥❞ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ F ❡t Xi i = 1, ..., k t❡❧❧❡

q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i

Xi > 0 et (Ai +BiF )TXi +Xi(Ai +BiF ) < 0

✼✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❙t❛❜✐❧✐té ❞❡s ▼♦❞è❧❡s

❞✬ét❛t ▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ♣❛r ❧❡s ▲▼■s

✺✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

◆♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ st❛❜✐❧✐té✱ tr♦✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t

❛♣♣♦rté❡s✱ ❧❛ ♣r❡♠✐ér❡ ét❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ q✉✐ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r

❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡

♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ ❞✐t s②stè♠❡✱ ❡t ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

s✉✣s❛♥t❡ s✉r ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ▲▼■s ❞ér✐✈é❡s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✳

❖♥ ♥♦t❡ ♣❛r Rm×n r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t Cm×n✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ré❡❧❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t

❝♦♠♣❧❡①❡s à m ❧✐❣♥❡s ❡t n ❝♦❧♦♥♥❡s ❡t ♣❛r Rm r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t Cm ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs

ré❡❧s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❆✉ss✐ Z+ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs r❡❧❛t✐❢s ❡t R+ ❧❛ ❞r♦✐t❡

ré❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t j ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❞❡ −1✳

✼✺



✺✳✶✳✶ ❙②stè♠❡ ❞✐s❝r❡t ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❡❧ ❣é♥ér❛❧

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✐s❝r❡t ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❣é♥ér❛❧




Ex(k1 + 1, k2 + 1, ..., kd + 1) = A0x(k1, k2, ..., kd)+
∑d

i=1 Aix(k1 + δi1, k2 + δi2, ..., kd + δid) +
∑d

i=1 Biu(k1 + δi1, k2 + δi2, ..., kd + δid)

y(k1 + 1, k2 + 1, ..., kd + 1) = Cx(k1 + 1, k2 + 1, ..., kd + 1).

✭✺✳✶✳✶✮

♦ù δiℓ = 1 s✐ i = ℓ ❡t 0 ✐❢ i 6= ℓ ✭♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✮✱ x(k1 + 1, k2 + 1, ..., kd + 1) ∈ Rn

❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ✭✺✳✶✳✶✮✱ u(k1 + 1, k2 + 1, ..., kd + 1) ∈ Rm ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r

❞✬❡♥tré❡✱ y(k1 + 1, k2 + 1, ..., kd + 1) ∈ Rp ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ Ai ∈ Rn×n✱

Bi ∈ Rn×m✱ i = 0, 1, 2✱ C ∈ Rp×n✱ D ∈ Rp×m✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ E ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ❊♥

❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ z ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❛✉ s②stè♠❡ (5.1.1)✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✐♥✐t✐❛❧❡s ♥✉❧❧❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ré❛❧✐s❛♥t ❝❡ s②stè♠❡ ❞✬❡s♣❛❝❡

❞✬ét❛t ❣é♥ér❛❧✐sé✳

T (z1, z2, ..., zd) = C

(
Ez1z2...zd −

d∑

i=1

Aizi − A0

)−1( d∑

i=1

Bizi

)
✭✺✳✶✳✷✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ♣ô❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ (5.1.1) ❡st

❞♦♥♥é ♣❛r

D(z1, z2, ..., zd) = det

(
Ez1z2...zd −

d∑

i=1

Aizi − A0

)
✭✺✳✶✳✸✮

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥♥❡❧s à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t✳ ▲❡ s②stè♠❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭✺✳✶✳✶✮ ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t

st❛❜❧❡ s✐ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t x(k1, k2, ..., kd) ❝♦♥✈❡r❣❡s ✈❡rs ③ér♦ ♣♦✉r ✉♥❡ ❡♥tré❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ♣♦✉r

❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❜♦r♥é❡s✱ ✐✳❡✳

lim
k1,k2,...,kd→∞

‖x(k1, k2, ..., kd)‖ = 0

✼✻



❢♦r
u(k1, k2, ..., kd) = 0 for ki ∈ Z+

supk1∈Z+
‖x(k1, 0, ..., 0)‖ < ∞

supk2∈Z+
‖x(0, k2, ..., 0)‖ < ∞

✳✳✳

supkd∈Z+
‖x(0, 0, ..., kd)‖ < ∞

♦ù ‖.‖ ❡st ❧❛ ♥♦r♠❡ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s

❡t s✉✣s❛♥t❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✳ ❈❡s

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ét❛✐❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞ér✐✈és ❞❛♥s ❬✷✵❪ ♠❛✐s ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ✐❝✐ ❧❡s ✐❞é❡s ❞❡ ❜❛s❡

❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

▲❡ s②stè♠❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭✺✳✶✳✶✮ ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

D(z1, z2, ..., zd) 6= 0 ♣♦✉r t♦✉t z = (z1, z2, ..., zd)✱ t❡❧s q✉❡ |zi| ≤ 1✱ i = 1, ..., d✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t

T (z1, z2, ..., zd) =
N(z1, z2, ..., zd)

D(z1, z2, ..., zd)
=

∞∑

m1=0

∞∑

m2=0

...

∞∑

md

Hm1m2...md
zm1

1 zm2

2 ...zmd

d ✭✺✳✶✳✹✮

❖ù ❧❡ ❝♦é✣❝✐❡♥ts Hm1m2...md
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✺✳✶✳✶✮✳ ▲❛

❢♦♥❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ T (z1, z2, ..., zd) ❡st st❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧t✐♦♥♥❡❧❧❡

❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ③ér♦ ♣♦✉r t♦✉t z = (z1, z2, ..., zd) ❞❛♥s ❧❡ ♣♦❧②❞✐sq✉❡ |zi| ≤ 1 ❛✈❡❝✱ i =

1, ..., d✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ sér✐❡✱ ❝❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

T (z1, z2, ..., zd) ❡st ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t z = (z1, z2, ..., zd) ❞❛♥s ❧❡ ♣♦❧②❞✐sq✉❡ |zi| ≤ 1✱

i = 1, ..., d✳ ♣♦✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ D(z1, z2, ..., zd) ♥✬❛ ♣❛s

❞❡ r❛❝✐♥❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣♦❧②❞✐sq✉❡✳

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❛ été ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❬✺✺❪✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡✱ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❬✺✺❪✱

❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ D(z1, z2, . . . , zd) ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ zi, i = 1, . . . , d✳

▲❡ s②stè♠❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ (5.1.1) ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡

✼✼



♣♦❧②♥ô♠❡ s✉✐✈❛♥t ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ r❛❝✐♥❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ✉♥✐té✳




D(z1, 1, 1, ..., 1) 6= 0 for |z1| ≤ 1

D(1, z2, 1, ..., 1) 6= 0 for |z2| ≤ 1
✳✳✳

D(1, 1, ..., 1, zd) 6= 0 for |zd| ≤ 1

✭✺✳✶✳✺✮

❡t s✐

D(z1, z2, ..., zd) 6= 0 for |zi| = 1, i = 1, ..., d. ✭✺✳✶✳✻✮

❈✬❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❛

st❛❜✐❧✐té✱ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ❞ér✐✈❡r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ▲▼■ ♣♦✉r

❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ (5.1.1)✳

✺✳✶✳✷ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❙t❛❜✐❧✐té ♣❛r ▲▼■

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✺✳✶✳✶✮ ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ d ♠❛tr✐❝❡s s②♠♠❡tr✐q✉❡s

ré❡❧❧❡s X1✱✳✳✳✱ Xd ❡t d + 2 ♠❛tr✐❝❡s ❤ér♠✐t✐❡♥♥❡s Yi, i = 0, . . . , d + 1 t❡❧s q✉❡ ❧❡s ▲▼■s

s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ❢❛✐s❛❜❧❡s✱

Xi ≻ 0, et ÂT
i XiÂi − (E − Ai)

TXi(E − Ai) ≻ 0, pour i = 1, ..., d, ✭✺✳✶✳✼✮

d+1∑

i=0

Yi = 0, V TV + diag {Y0, Y1, . . . , Yd, Yd+1} ≻ 0, ✭✺✳✶✳✽✮

✇❤❡r❡ Âi :=
∑d

ℓ=0,ℓ 6=i Aℓ✱ ❡t V :=
[
−A0 −A1 . . . −Ad E

]
.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✺✳✶✳✺✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡❢♦r♠✉❧é ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛✲

r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿




D(z1, 1, 1, ..., 1) = det[z1(E − A1)− Â1] 6= 0 pour |z1| ≤ 1

D(1, z2, 1, ..., 1) = det[z2(E − A2)− Â2] 6= 0 pour |z2| ≤ 1
✳✳✳

D(1, 1, ..., 1, zd) = det[zd(E − Ad)− Âd] 6= 0 pour |zd| ≤ 1.

✭✺✳✶✳✾✮

✼✽



❈❡✉①✲❝✐ s♦♥t s❛t✐s❢❛✐ts s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s ▲▼■ s✉✐✈❛♥ts s♦♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s

s②♠étr✐q✉❡s ré❡❧❧❡s Xi ✿

ÂT
i XiÂi − (E − Ai)

TXi(E − Ai) ≻ 0, et Xi ≻ 0, pour i = 1, ..., d. ✭✺✳✶✳✶✵✮

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✺✳✶✳✻✮ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ωi ∈ R ❛✈❡❝ i = 1, 2, ..., d✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

D(ejω1 , ejω2 , ..., ejωd) = det[ejω1ejω2 . . . ejωdE − A0 − ejω1A1 − ejω2A2 . . .− ejωdAd]

= det[VΠD(ω1, . . . , ωd)] 6= 0

✭✺✳✶✳✶✶✮

♦ù

ΠD(ω1, . . . , ωd) :=
[
I ejω1I ejω2I . . . ejωdI ej

∑d
i=1

ωiI
]T

.

❈✬❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡

Π∗
D(ω1, . . . , ωd)diag {Y0, Y1, . . . , Yd, Yd+1}ΠD(ω1, . . . , ωd) = 0

✐❢ Yi s♦♥t ❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡s ❡t
∑d+1

i=0 Yi = 0✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝

Π∗
D(ω1, . . . , ωd)V

TVΠD(ω1, . . . , ωd) ≻ 0 et det[VΠD(ω1, . . . , ωd)] 6= 0

à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r tr♦✉✈❡r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡ ❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡s Yi t❡❧ q✉❡

d+1∑

i=0

Yi = 0, and V TV + diag {Y0, Y1, . . . , Yd, Yd+1} ≻ 0.

❈❡❝✐ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✺✳✶✳✻✮✳

✺✳✶✳✸ ❙②stè♠❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉

❊♥ ❞❡r♥✐❡r ❧✐❡✉ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉✱ ◆♦✉s

❞ér✐✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ▲▼■s ♣♦✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à ❡s♣❛❝❡s ❞✬ét❛ts

♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ à ❡s♣❛❝❡s ❞✬ét❛ts

♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s✱




E ∂nx(t1,t2,...,td)
∂t1∂t2...∂td

= A0x(t1, t2, ..., td) +
∑d

i=1 Ai
∂ix(t1,t2,...,td)

∂ti
+
∑n

i=1 Bi
∂iu(t1,t2,...,tn)

∂ti

y(t1, t2, ..., td) = Cx(t1, t2, ..., td)

✭✺✳✶✳✶✷✮

✼✾



❖ù ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ❡st x(t1, t2, ..., td) ∈ R
n✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡ u(t1, t2, ..., td) ∈ R

m✱ ❧❡

✈❡❝t❡✉r ❞❡ s♦rt✐❡ y(t1, t2, ..., td) ∈ R
p ❡t A0✱ Ai✱ Bi i = 1, 2, ..., d✱ C ❡t E s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s

ré❡❧❧❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♣♣r♦♣r✐é❡s ❡t E ❡st s✉♣♣♦sé❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡

❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❉✱

T (s1, s2, ..., sd) = C

(
Es1s2...sd −

d∑

i=1

Aisi − A0

)−1( d∑

i=1

Bisi

)
. ✭✺✳✶✳✶✸✮

▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ✭✺✳✶✳✶✷✮ ❡st

D(s1, s2, ..., sn) = det

(
Es1s2...sd −

d∑

i=1

Aisi − A0

)
✭✺✳✶✳✶✹✮

▲❡ s②stè♠❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ✭✺✳✶✳✶✷✮✱ ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡

s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t x(t1, t2, ..., td) ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ③ér♦ ♣♦✉r ✉♥❡ ❡♥tré❡ ♥✉❧❧❡

❡t ♣♦✉r ❞❡s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❜♦r♥é❡s✱ ✐✳❡✳

lim
t1,t2,...,td→∞

‖x(t1, t2, ..., td)‖ = 0

♣♦✉r

u(t1, t2, ..., td) = 0 for ti ∈ R+

supk1∈R+
‖x(t1, 0, ..., 0)‖ < ∞

supk2∈R+
‖x(0, t2, ..., 0)‖ < ∞

✳✳✳

supkd∈R+
‖x(0, 0, ..., td)‖ < ∞

❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s ❛ été ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬✷✵❪✳

▲❡ s②stè♠❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ✭✺✳✶✳✶✷✮✱ ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❡ s✐

❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ D(s1, s2, ..., sd) 6= 0 ♣♦✉r t♦✉t s = (s1, s2, ..., sd)✱ t❡❧s q✉❡ Rsi ≥ 0✱ i =

1, 2, ..., d✳

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ✐❝✐ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s

❞❛♥s ❬✺✺❪ ❡t ❡st ❞♦♥♥é❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ▲❡ s②stè♠❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ✭✺✳✶✳✶✷✮✱

✽✵



❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐




D(s1, 0, . . . , 0) = det[−A1s1 − A0] 6= 0 pour ℜs1 ≥ 0,

D(0, s2, . . . , 0) = det[−A2s2 − A0] 6= 0 pour ℜs2 ≥ 0,
✳✳✳

D(0, ..., 0, sd) = det[−Adsd − A0] 6= 0 pour ℜsd ≥ 0,

✭✺✳✶✳✶✺✮

❡t

D(jω1, jω2, ..., jωd) 6= 0 pour ωi ∈ R, i = 1, ..., d. ✭✺✳✶✳✶✻✮

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✭✺✳✶✳✶✷✮ ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❡ s✬✐❧ ② ❛ d♠❛tr✐❝❡s s②♠♠étr✐q✉❡sXi, i =

1, . . . , n t❡❧s q✉❡ ❧❡s ▲▼■s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ❢❛✐s❛❜❧❡s

Xi ≻ 0, et AT
i XiA0 + AT

0XiAi ≻ 0, pour i = 1, ..., d ✭✺✳✶✳✶✼✮

❡t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡ Y ❛✈❡❝ (d + 1)(d + 2)/2 ❜❧♦q✉❡s Yi,j, i = 1, . . . , d + 1, j =

i+ 1, . . . , d+ 1 t❡❧s q✉❡

V TV +




0 Y0,1 . . . Y0,d Y0,d+1

Y0,1 0 . . . Y1,d Y1,d+1

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

✳✳✳

Y0,d −Y1,d . . . 0 Yd,d+1

−eY0,d+1 eY1,d+1 . . . eYd,d+1 0




≻ 0, ✭✺✳✶✳✶✽✮

♦ù e = (−1)d ❡t V :=
[
−A0 −A1 . . . −Ad E

]
✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✺✳✶✳✶✽✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡❢♦r♠✉❧❡r ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡

❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿




D(s1, 0, . . . , 0) = det[−A1s1 − A0] 6= 0 pour ℜs1 ≥ 0

D(0, s2, . . . , 0) = det[−A2s2 − A0] 6= 0 pour ℜs2 ≥ 0
✳✳✳

D(0, . . . , 0, sd) = det[−Ads − A0] 6= 0 pour ℜsd ≥ 0.

✭✺✳✶✳✶✾✮

✽✶



❈❡✉①✲❝✐ s♦♥t s❛t✐s❢❛✐ts s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s ▲▼■s s✉✐✈❛♥ts s♦♥t ❢❛✐s❛❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s

s②♠♠étr✐q✉❡s Xi ✿

AT
i XiA0 + AT

0XiAi ≻ 0, et Xi ≻ 0, pour i = 1, ..., d. ✭✺✳✶✳✷✵✮

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✺✳✶✳✶✽✮ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ωi ∈ R ❛✈❡❝ i = 1, 2, ..., d✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

D(jω1, jω2, ..., jωd) = det[jω1jω2 . . . jωdE − A0 − jω1A1 − jω2A2 . . .− jωdAd]

= det[VΠC(ω1, . . . , ωd)] 6= 0
✭✺✳✶✳✷✶✮

♦ù

ΠC(ω1, . . . , ωd) :=
[
I jω1I jω2I . . . jωdI jd

∏d

i=1 ωiI
]T

.

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜é q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ωi ❡t ♣♦✉r e := (−1)d

Π∗
C(ω1, . . . , ωd)




0 Y0,1 . . . Y0,d Y0,d+1

Y0,1 0 . . . Y1,d Y1,d+1

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

✳✳✳

Y0,d −Y1,d . . . 0 Yd,d+1

−eY0,d+1 eY1,d+1 . . . eYd,d+1 0




ΠC(ω1, . . . , ωd) = 0.

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ Y ❡st ❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡ ♣♦✉r✈✉ q✉❡ s❡s ❜❧♦q✉❡s ♥♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❛✈❡❝ ❧❡ s✐❣♥❡ é❣❛❧

s♦✐❡♥t ❤❡r♠✐t✐❡♥s✱ ❡t ❝❡✉① ❛✈❡❝ ❞❡s s✐❣♥❡s ♦♣♣♦sés s♦♥t ❛♥t✐✲❤ér♠✐t✐❡♥s✳ P❛r s✉✐t❡ ◆♦✉s

♦❜t❡♥♦♥s

Π∗
C(ω1, . . . , ωd)V

TVΠC(ω1, . . . , ωd) ≻ 0 et det[VΠC(ω1, . . . , ωd)] 6= 0

à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡ Y ❛✈❡❝ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡t

❛✈❡❝ e := (−1)d✱ t❡❧s q✉❡ ✿

V TV +




0 Y0,1 . . . Y0,d Y0,d+1

Y0,1 0 . . . Y1,d Y1,d+1

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

✳✳✳

Y0,d −Y1,d . . . 0 Yd,d+1

−eY0,d+1 eY1,d+1 . . . eYd,d+1 0




≻ 0.

❈❡❝✐ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✺✳✶✳✶✽✮✳

✽✷



❘❡♠❛rq✉❡ ✶✽✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s

♣♦✉r q✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❞✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s s♦✐❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡s✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉❡

♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ✐❝✐ s♦♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ t❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ❞❡s ▲▼■❙✳

✽✸



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶❪ ❆♥❞❡rs♦♥ ❇✳❉✳❖✳ ❛♥❞ ❏✉r② ❊✳■✳✱ ✧❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐❣✐t❛❧ ✜❧t❡rs✳✧

■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❈✐r❝✳ ❙②st✳ ❈❆❙✲✸✸✭✸✮ ✿✷✻✶✲✷✻✻✱ ✭✶✾✽✻✮✳

❬✷❪ ❆◆❚❖◆■❖❯✱ ●✳❊✳ ❛♥❞ ▼■❈❍❆❊▲✱ ▼✳❚✳ ✧❙❡❝♦♥❞✲❖r❞❡r ❚♦✇✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❙②s✲

t❡♠s ✿ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❚❤❡ ❚r❛♥s❢❡r ❋✉♥❝t✐♦♥✧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ❱♦❧✳

✺✺✱ ◆♦✳ ✶✶✲✶✷✱ ✷✵✵✹✱ ✷✾✻✲✸✵✵✳

❬✸❪ ❆❚❚❆❙■✱ ❙✳✱ ✧❙②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❤♦♠♦❣é♥❡s à ❞❡✉① ✐♥❞✐❝❡s✱✧ ■❘■❆ ❘❆PP❖❘❚

▲❛r♦r✐❛✱ ❱♦❧✳ ✸✶✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✶✾✼✸✳

❬✹❪ ❇❖❯❆●❆❉❆✱ ❉✳✱ ✧❙✉r ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ▲✬✉♥✐❝✐té ❉❡s ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ❙②stè♠❡s ■♠♣❧✐✲

❝✐t❡s✱✧ ❚❤ès❡ ❞❡ ▼❛❣✐st❡r✳

❬✺❪ ❇❖❯❆●❆❉❆✱ ❉✳✱ ✧❙②stè♠❡s ❉✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❙✐♥❣✉❧✐❡rs P♦s✐t✐❢s ❡t ▲▼■s✱✧ ❚❤ès❡ ❞❡
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t♦r❛ ♦❢ P❤✐❧♦s♦♣❤② ✐♥ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ❱✐r❣✐♥✐❛ P♦❧②t❡❝❤♥✐❝ ■♥st✐t✉t❡ ❛♥❞

❙t❛t❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❆♣r✐❧ ✷✵✵✸✳

❬✷✽❪ ▼■❈❍❆❊▲✱ ❚✳ ▼✳✱ ✧▼✉❧t✐♦r❞❡r ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠s ✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉❋❚✱✧ ❆ ▼❛st❡r✬s ❚❤❡s✐s✱ ▼♦♥t✐❝❧❛✐r ❙t❛t❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱

▼❛② ✷✵✵✻✳

❬✷✾❪ ▼❖❘■✱ ❨✳✱ ✧❋✐❧tr❛❣❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ s✐❣♥❛❧✱✧ ❊❞✐t✐♦♥ ❍❡r♠❡s ❙❝✐❡♥❝❡
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▼ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✷✵✵✸✴✷✵✵✹ ❯♥✐✈❡rs✐t❡ ❘❡♥é ❉❡s❝❛rt❡s ❯❋❘ ❞❡ ♠❛t❤é♠❛✲
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■♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ ❈♦♥tr♦❧✱✧ ❱❡rs✐♦♥ ✷✳✵ ✿ ❆♣r✐❧✱ ✶✾✾✾✳
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t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ✇✐t❤ ✐♥t❡r♣❛ss s♠♦♦t❤✐♥❣ ❡✛❡❝ts✬✱ ■▼❆ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
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❬✸✺❪ ❙✳ ●✉t❧❛♥✱ ❵❙t❛t❡✲❙♣❛❝❡ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❚✇♦✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❙②st❡♠s✬✱ ■▼❆ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
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❬✸✻❪ ❱✳❈✳ P❛❧ ❛♥❞ ❘✳ ◆❡❣✐✱ ❵❜❛s❡❞ ❛♥t✐✲✇✐♥❞✉♣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❢♦r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐s❝r❡t❡

❞❡❧❛②❡❞ s②st❡♠s ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✉❛t♦r s❛t✉r❛t✐♦♥✬✱ ■▼❆ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
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❝♦♥tr♦❧ ❢♦r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ st♦❝❤❛st✐❝ s②st❡♠s✬✱ ■▼❆ ❏♦✉r♥❛❧
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❬✸✽❪ ▲✳ ❳✉✱ ▲✳ ❲✉✱ ◗✳ ❲✉✱ ❩✳ ▲✐♥✱ ❛♥❞ ❨✳ ❳✐❛♦✱ ❵❖♥ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✷❉ ❞✐s❝r❡t❡ s②st❡♠s
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❬✹✵❪ ❈✳❑✳ ❆❤♥ ❛♥❞ ▼✳❱✳ ❇❛s✱ ❵❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ❢♦r
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s②st❡♠s✬✱ ✶✵t❤ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥✱ ❏✉♥

✷✵✶✸✳

❬✹✷❪ ❆✳❨✳ ❑✐❜❛♥❣♦✉ ❛♥❞ ❈✳ ❈♦♠♠❛✉❧t✱ ❵❖❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❈♦♥♥❡❝t❡❞ str♦♥❣❧② r❡❣✉❧❛r
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t✉r❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ✿ ❛ ❣r❛♣❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✬✱ ■❊❚ ❈♦♥tr♦❧
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❬✹✾❪ ❏✳ ❊✐s❡♥❢❡❧❞✱ ❵❇❧♦❝❦ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ♠❛tr✐① ♦♣❡r❛t♦rs✬✱ ▲✐♥❡❛r ❆❧❣❡❜r❛

❛♥❞ ✐ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✈♦❧✳ ✻ ♣♣✳ ✶✽✸✲✶✾✶✱ ✶✾✼✸✳

❬✺✵❪ ❏✳ ❲✐rt❤✱ ❵❇❧♦❝❦✲❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ ♦♣❡r❛t♦rs✬✱ ▲✐♥❡❛r ❆❧❣❡❜r❛ ❛♥❞ ✐ts

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✈♦❧✳ ✹✸✶ ♣♣✳ ✽✾✺✕✾✵✷✱ ✷✵✵✾✳

❬✺✶❪ ❈✳ ▲✐♥✱ ❵❙tr✉❝t✉r❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐t②✬✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❆✉t♦♠❛t✳ ❈♦♥tr♦❧✱ ✈♦❧✳ ✶✾✱ ♣♣✳

✷✵✶✲✷✵✽✱ ✶✾✼✹✳

❬✺✷❪ ❊✳ ❋♦r♥❛s✐♥✐ ❛♥❞ ❊✳ ❱❛❧❝❤❡r✱ ❵❉✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s✱ ✷❉ st❛t❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♠❛tr✐① ♣❛✐rs✬✱ ▲✐♥❡❛r ❆❧❣❡❜r❛ ❛♥❞ ✐ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❱♦❧✳

✷✻✸✱ ♣♣✳ ✷✼✺✲✸✶✵✱ ✶✺ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✶✾✾✼✳

❬✺✸❪ ❊✳ ❋♦r♥❛s✐♥✐ ❛♥❞ ❊✳ ❱❛❧❝❤❡r✱ ❵Pr✐♠✐t✐✈✐t② ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛tr✐① ♣❛✐rs ✿ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝❤❛✲

r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✱ ❣r❛♣❤ t❤❡♦r❡t✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✷❉ s②st❡♠s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✬✱ ❙■❆▼✳ ❏✳

▼❛tr✐① ❆♥❛❧ ❛♥❞ ❆♣♣❧✱ ♣♣✳ ✼✶✲✽✽✱ ✶✾✾✽✳

✽✽



❬✺✹❪ ❘✳ P❡r❡✐r❛✱ P✳ ❘♦❝❤❛ ❛♥❞ ❘✳ ❙✐♠♦❡s✱ ❵❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ r❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ♦❢

✷❉ str✉❝t✉r❡❞ s②st❡♠s✬✱ ▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❙②st❡♠s ❛♥❞ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ❱♦❧✳ ✷✹✱

■ss✉❡ ✶✱ ♣♣✳ ✺✶✲✻✹✱ ▼❛r❝❤ ✷✵✶✸✳

❬✺✺❪ ❙tr✐♥t③✐s✱ ▼✳●✳✱ ✧❚❡sts ♦❢ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❋✐❧t❡rs✳✧ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❈✐r❝✳

❙②st✳✱ ❈❆❙✲✷✹✭✽✮ ✿✹✸✷✲✹✸✼✱ ✭✶✾✼✼✮✳

✽✾


	Notions de Base
	Introduction
	Tranformée de Laplace à deux dimensions
	Propriétés de l'intégrale de Laplace à deux dimensions
	Inversion de l'intégrale de Laplace à deux dimensions

	Tranformée en Z à deux dimensions
	Lien avec la transformée de Fourier bidimensionnelle
	La transformée inverse


	Systèmes Bidimensionnels
	Introduction
	Modèles d'espaces d'état classiques bidimensionnels à temps discret
	Modèle bidimensionnel de Givone-Roesser
	Modèle bidimensionnel de Attasi
	Modèle bidimensionnel de Fornasini-Marchesini

	Singularité et régularité des modèles bidimensionnels
	Extension du modèle bidimensionnel de Roesser

	Solution du modèle de Roesser 
	Modèle à espace d'état bidimensionnel à temps continu-discret
	Modèle bidimensionnel de Givone-Roesser à temps continu-discret
	Modèle bidimensionnel de Attasi
	Modèle bidimensionnel de Fornasini-Marchesini
	Modèle bidimensionnel général à temps continu-discret
	Solution du modèle régulier bidimensionnel continu-discret
	Solution du modèle régulier bidimensionnel continu-discret

	Modèle d'espaces d'état bidimensionnel continu
	Modèle d'état bidimensionnel de Roesser

	Identification entre les modèles de Givone-Roesser et de Fornasini-Marchesini
	Mise en forme de Givone-Roesser en Fornasini-Marchesini 
	Mise en forme de Fornasini-Marchesini en Givone-Roesser


	Contrôllabilité structurelle des systèmes bidiensionnels linéaires-L'approche par la théorie des graphes
	Introduction
	Graphe associé à un système linéaire structurel
	Contrôllabilité structurelle
	Modèle Bidimensionnel Structurel à temps discret
	Modèle Structurel de Fornasini-Marchesini
	Détemination du Digraph du Modèle structurel de Fornasini-Marchesini
	Propriétés principales du digraphe en union disjointe associé au système structurel bidimensionnel
	Généralisation des Critères de Contrôlabilité Structurelle pour les Systèmes structurels Bidimensionnels

	Exemples Illustratifs
	Conclusion

	Inégalités Matricielles linéaires
	Définition et Principales propriétés des LMIs
	Système LMI et Réduction

	Conditions de Stabilité des Modèles d'état Multidimensionnels par les LMIs
	Formulation et position du problème
	Système discret multidimensionel général
	Condition de Stabilité par LMI
	Système multidimensionnel à temps continu



