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Introduction

Cette thése se divise en deux parties, la premiére partie traite de la controlabilité struc-
turelle des systémes linéaires bidimensionnels ot I'outil d’analyse principal est la théorie
des graphes, la deuxiéme partie traite de critéres matriciels de stabilité de systémes li-
néaires multidimensionnels noté nD. Dans ce cadre la méthode que nous avons utilisés est

la théorie des inégalités matricielles linéaires.

L’analyse de la controlabilité structurelle des systémes linéaires bidimensionnels est un
sujet qui est étudié depuis plusieurs decades. Il s” inscrit dans un vaste champ de recherches
qui est I'analyse structurelle de la comandabilité, et qui englobe plusieurs domaines relatifs
aux sciences expérimentales tel le traitement d’images, la biotechnologie, la géophysique
ainsi que I’économie, ainsi que d’autres domaines pratiques
Néanmoins, la contrélabilité structurelle trouve ses principales applications dans la théorie
de la commande et 'automatique. En pratique, nous sommes souvent confrontés a la si-
tuation suivante, lors de la modélisation d’un systéme physique : le systéme peut contenir
des paramétres fixes qui représentent le role particulier joué par certaines variables dans
le systéme. Ceci peut arriver si le systéme est composé, par exemple, de sous-ensembles
connectés en série. Une autre raison pour l'existence de paramétres fixes est I’existence de
relations algébriques entre variables, par exemple lorsqu'une variable est la dérivée d’une
autre. Enfin I'absence de relation directe entre variables se traduit par un paramétre nul
dans le modéle.

Comme préalable par rapport a 'étude de la controlabilité structurelle, il convient d’



expliciter les outils nécessaires a sa réalisation, ainsi, nous consacrerons la premiére partie
de la présente thése a 'exposé de ces derniers. Les notions de bases fondamentales et
nécessaires a notre étude illustrant le chapitre 1, ont porté sur I’ outil algébrique et matriciel
(pour plus de détailles voir [15], [16], [30] et [5]). Dans le chapitre 3, nous abordons trois
modéles (Givone-Roesser, S. Attasi et Fornasini-Marchesini) (étudié dans [3], [13] [14],
[17] et [28]) de systémes bidimensionnels linéaires, sous la forme de deux représentations,
I’ une par la formulation d’ espace d’ état, I’ autre par la fonction de transfert. Nous
definirons également les forme structurelle associées, Cette méthodologie est appliquée
par rapport a trois dynamiques : discret-discret, continu-discret et continu-continu. Par
ailleurs, nous nous sommes intéressés a la formulation générale du modéle bidimensionnel
linéaire. Nous nous sommes penchés aussi, sur la résolution de ces différents modéles,
I’étude structurelle fera apparaitre que Le modéle peut contenir également des parameétres
qui représentent des relations empiriques ou des lois de la physique qui lient les variables
entre elles. De tels paramétres sont par exemple des masses, des inerties, ..., obtenues
par identification. Une caractéristique commune de ces paramétres est qu’ils sont sujets
aux erreurs de modélisation. Une autre situation commune est celle de la linéarisation des
modeéles, dans ce cas, la structure zéro/non zéro est fixe mais la valeur des paramétres non
nuls varie avec le point de fonctionnement. Enfin, concernant les systémes bidimensionnels,
nous terminons ce troisiéme chapitre par une présentation d’équivalence entre les modéles
de Givone-Roesser et Fornasini-Marchesini ([2] et [12]), et une mise en adaptation de ces
deux derniers systémes dans le sens discret-discret, car nous devons observer que les calculs
ne mettent en jeu que les coefficients.

L’approche habituelle des systémes linéaires souffre de plusieurs inconvénients par rap-
port aux remarques précédentes. D’abord elle ne permet pas de prendre en compte I'infor-
mation structurelle sur les paramétres, ensuite elle suppose ces paramétres parfaitement
connus. Bien sir un certain nombre d’approches permettent de prendre en compte ’aspect
incertain du systéme, par exemple les modéles stochastiques ou les études de robustesse.
Ces approches permettent par optimisation I'obtention de lois de commande stabilisantes

mais ne permettent pas d’analyser la structure interne du systéme. Elles ne conduisent en



général qu’a des conditions suffisantes. Une notion intéressante qui permet de prendre en
compte quelques unes des observations précédentes est la notion de systéme structuré dans
une représentation d’état avec coefficients paramétrés. La structure est essentiellement dé-
terminée par la position des zéros fixes dans les matrices de la représentation d’état. A un
systémes structurés on peut associer de facon naturelle un graphe orienté. Les propriétés gé-
nériques du systéme peuvent alors souvent étre caractérisées trés simplement en termes de
propriétés du graphe associé. Ceci rend trés intuitifs certains résultats. Cette modélisation
a les caractéristiques suivantes : elle permet de prendre en compte une partie importante
de I'information structurelle provenant des lois physiques et de la décomposition du sys-
téme en sous-systémes, elle donne & travers le graphe une représentation visuelle de cette
structure, elle permet 1’étude des propriétés du systéme presque indépendamment des va-
leurs des paramétres inconnus, ces parameétres inconnus étant en général des fonctions des
paramétres physiques ainsi que le cotlit de calcul pour tester une propriété est en général
trés réduit, ce qui permet de traiter des problémes de grande dimension, en particulier s’ils
sont trés "creux".

L’analyse da la stabilité des systémes linéaires multidimensionnels est un sujet qui est étu-
dié depuis plus de deux décennies. Il s’inscrit dans un vaste champ de recherches qui est
I’analyse de la robustesse, et qui englobe plusieurs domaines relatifs aux sciences expéri-
mentales la synthése d’une loi de commande se fait généralement sur un modéle nominal
simplifié qui ne prend pas en compte toute la complexité du systéme. Du fait de ces approxi-
mations, il est généralement nécessaire de recourir a l'analyse de la stabilité du modéle,
qui consiste a établir si le systéme demeure stable malgré les variations attendues des
paramétres. Ainsi le chapitre 4 sera consacré a I'étude des LMIs (Inégalités Matricielles
Linéaires) lesquelles ont été développées, notamment par A. Lyapunov, dans un esprit de
recherche de stabilité d’ équations différentielles. Une approche unifiée est présentée pour
I’analyse de problémes de commande linéaire, tout en préservant l'esprit d’ efficacité et
de réalisabilité de la résolution de problémes. Sur les derniéres années, des recherches ont
porté sur la reformulation d’une LMI en un probléme d’ optimisation convexe, donnant la

possibilité d’ une résolution numérique. les outils nécessaires, pour situer I’environnement



ou peut se dévolopper le concept des LMIs relativement a notre étude, pour ce faire nous
nous basons sur les références suivantes [6], [8], [16], [17], [22] et [28]. Le chapitre 5, illustre
les résultats de la deuxiéme partie de notre travail, et annonce des conditions de stabilité
des modéles multidimentionnels, par la définition essentielle précisant les hypothéses ini-
tiales conduisant a la convergence du vecteur d’ état vers zéro. Le second résultat donne les
conditions nécessaires et suffisantes associées aux polynomes caractéristiques [9] et[5]. Nous
donnons par ailleurs des conditions suffisantes de stabilité asymptotique par rapport a la

faisabilité de systémes de LMI’s liées a 1’ existence d’ ensemble de matrices hermitiennes.



Chapitre 1

Notions de Base

Nous présentons dans ce premier chapitre les notions concernant la théorie des matrices.
Il existe un grand nombre de références; nous nous basons principalement sur [13], [14] et

27]

Définition 1. (Matrice définie positive) Une matrice symétrique A dont les éléments sont

des nombres réels, est définie positive si pour tout vecteur x € R™ non nul on a v7 Az > 0.

Définition 2. Une matrice bloc est une matrice pouvant étre divisée en matrices rectan-

gulaires de dimensions inférieures appelées blocs

Exemple 1. Soit la matrice

0O 0 100 O
.10 02 2 0
0 01200 1
Q= ,
055 000 05
032 000 O
10 030 0




Q) peut étre partitionnée comme suit () = avec

N
I
o o v o

o O N O
—_

et

0 32 00
2 00 3

C:

Définition 3. On dit qu’une matrice est une matrice diagonale bloc si elle est sous la

forme suivante

D1 0
D =
0 D2
Exemple 2.
11 0 O
1.1 0 0 O
D=
0 0 1.2 0
0 0 0 1.5
11 1.2 0
avec D1 = et D2 =
1.1 0 0 1.5



Définition 4. Les éléments de la matrice structurelle [Q] sont soil nul, soit fizé comme
paramétre | s’ils sont différents de zero. Une matrice numerique donnée () est appelée
réalisation numérique admissible si elle peut étre obtenue en faisant varier toutes les entrées
indéterminées de [Q)] et certaines valeurs particuliéres. Deux matrices Q et Q) sont dites

structurellement équivalentes si elles admettent une méme réalisation numeérique admissible

@]

Exemple 3.
00 0
[ 00 1
[A] = , (1.0.1)
00 [0
07 00
0 0
[ 0
[B] = (1.0.2)
0 1
0 1
et
07 00
C] = (1.0.3)
I 00 1
St
A B
C 0

la matrice structurelle cospondante est

10



00171000
1001 10
001001

(@ =
010001
010000
100100

Définition 5. Soit Qune matrice carré d’ordre q. () peut étre représentée par un digraphe
G(Q) avec q différents sommets vy, vs, ..., v,. Il existe une aréte (V;,v;) du sommet v; au
sommet v; st et seulement si l'entrée q;; de Q) n'est pas nulle. La pondération de ['aréte

(Vi,v;) est égale a la valeur de Uentrée g;;.

UG —— I Y1

Uy —m——— Ty

I3 7

u3 T3 Y2

Exemple 4.

Définition 6. (Normes vectorielles) et (Normes matricielles subordonnées)

On note ||.||y, Il et |||l les trois normes usuelles sur K™ = R™ ou " rappelées ci-

dessous, Soit v = ( a . . . a, ) € K™, alors ces normes sont données par les formules
sutvantes,
2
[olly = 2250 lal, Nlvlly = /220 sl et [l = maz; |a;]

11



1.0.1 Introduction

La transformée de Laplace a deux dimensions, la transformée en Z bidimensionnelle et la
2D Laplace-Z transformée s’utilisent surtout dans les problémes de traitement des signaux
bidimensionnels et des images, ot l'interprétation fréquentielle est importante : filtrage
et prétraitement des images préalables a leur interprétation, problémes de propagation
d’ondes. Elles ne sont que des extensions des techniques monodimensionnelles. Nous nous

basons essentiellement sur [8], [32] et [29].

1.1 Tranformée de Laplace a deux dimensions

Les propriétés fondamentales de I'intégrale de Laplace a deux dimensions présentent de
nombreux points communs avec celles de l'intégrale a une dimension. D’autre part, I'in-
tégrale de Laplace a deux dimensions, autant que le calcul opérationnel a deux variables,
possédent de nombreux traits spécifiques que I'on ne retrouve pas dans le cas unidimension-
nel. Dans cette section, nous allons considérer une intégrale de Laplace a deux dimensions

et énoncer ses propriétés fondamentales.

Définition 7. On définit la transformée de Laplace & deux dimensions comme suit,

F(p,q) :/ / e P f(z, y)dxdy, (1.1.1)
o Jo
oup=0+1iu, q =T+ sont des parametres complezes.

Définition 8. /8] L’integrale (1.1.1) est absolument convergente si existe la limite,
a b o0 [e%9)
lita [ [ e W yldedy = [ [T erolfeyldedy (112
o Jo o Jo
ou Rep=o0c, Req=rT

Remarque 1. Par analogie avec le cas unidimensionnel, on peul penser que si l'intégrale

(1.1.1) est convergente pour un certain couple de valeurs py et qo, elle le sera pour tous

12



les Re p > o0g, Re q > 19. Mais ceci n’a pas lieu pour une intégrale de Laplace a deux

dimensions comme le montre [’exemple suivant,

;

0 pour x € [0,2], y € [0,2] et pour x > 2, y > 2,
e” pour x € [0,00[, y € [0,1],
f(@,y) = —e*  pour z €]2,00[, y € [1,2], (1.1.3)

eV’ pour x € [0,1], y €]2, 00|,

¥ pour x € [1,2], y €]2, 0.

\

Poura>2,b>2, ona

a b a b
| [ sy =0 vw [ [ segdedy =0,
0 0 a—o0;b—00 0 0

i.e. qu’il existe F(0,0) = 0. D’autre part, pour a >2,b>2, on a,

F(p,qia,b) = [y [} e #* % f(z,y)dady =
= [3 e Prdz[e”” f01 e~ Wdy — e’ ff e~ Wdyl+
+ fzb e~ [ey’ fol e Prdy — ev’ ff e Prdx] =

_ a _prtr _ b _
:%<1—6 0?2 [, e7prt 2d:1:+%(1—6 P2 e Wy dy,

(1.1.4)

D’ot il suit que si p et q¢ ne sont pas simultanément nuls, lim,_oop—00 F'(p, ¢; a,b) n'existe
pas. La propriété d’ezistence de l'intégrale de Laplace en tous les points pour lesquels Re(z—
29) > 0, i.e. lintégrale est convergente dans le domaine Re(z) > zy du plan compleze z, ne

se généralise pas au cas bidimensionnel, car la convergence de [intégrale
/ e P f(t)dt
0

entraine que les intégrales partielles fOT e PLf(t)dt sont bornées quel que soit T > 0, alors
que la convergence ordinaire de lintégrale bidimensionnelle n'implique pas la limitation des

intégrales partielles.
a b
F(p7 q;a, b) = / / e_px_qyf(x, y)d(l,’dy, (115)
o Jo

Quels que soitent a > 0, b > 0, pour que les propriétés de la transformation de Laplace a

une dimension se transposent au cas bidimenstonnel, il est nécessaire d’exiger que pour un

13



couple au moins de valeurs des paramétres p et q, soient réalisées les conditions suivantes,
1) L’intégrale (1.1.5) est bornée au point (p,q) par rapport auz variables a > 0, b > 0,
c-a-d

|F(p,q;a,b)] < M (p,q)

pour tous lesa >0, b >0, ou M (p,q) est une constante positive ne dépendant ni de a ni
de b;
2) Au point (p,q) eziste la

lim  F(p,q;a,0) = F(p,q).

a—o00;b—00

Si les conditions 1) et 2) sont remplies simultanément, on dit que lintégrale de Laplace
(1.1.1) est & convergence bornée au point (p,q). Si l'on admet la convergence absolue de
Uintégrale (1.1.1), il n'est pas indispensable d’introduire la notion de convergence bornée

puisque la premiére inclul automatiquement la seconde.
En effet,
| o [ ey f(a,y)dady| < [7 [ e P9 f(x, y)|dady
< S0 ST lemrr e f (s ) dady.

1.1.1 Propriétés de l'intégrale de Laplace & deux dimensions

1. La définition de I'intégrale (1.1.1) entraine aussitot les propriétés suivantes :

Lyqof(az, By) = QLBF<§ ), (1.1.6)

a
B
Lyge™ " f(z,y) = F(p+ a,q + B), (1.1.7)

ou « et [ sont des nombres complexes quelconques. Dans les deux cas p et ¢ sont

choisis tels que I'intégrale de Laplace converge.

2. Le produit de convolution de deux fonctions se définit comme suit

F(o.y) = fi(z.) * fole,y) = / ) / CREm e — &y —nydedn. (LL18)

14



3. Silintégrale (1.1.1) est absolument convergente, la propriété fondamentale du produit

de convolution a lieu, i.e.,

L p,qfl(%?/)[’p,qﬁ(%y) = Lp,qf(x,y) (1.1.9)

1.1.2 Inversion de l’'intégrale de Laplace & deux dimensions

Théoréme 1. Supposons qu’une fonction f(x,y) posséde des dérivées partielles premiéres
folz,y) et f(x,y) et une dérivée partielle seconde mizte f;, (v,y) et qu’eristent des constantes

positives Q, ki et ko telles que pour tous les x €]0, +o0] et y €]0, +o0[ l'on ait,

(2, )| < QEMTHEY | (2, y)| < QeMmHEay., (1.1.10)
St,
C]):/ / e PP f(z, y)dxdy, (1.1.11)
0o Jo
alors,
o+iwy T+1wo
li p“qu dpd 1.1.12
f(x’y> w1—>o<1>1(1;12—>oo 271'1 o—iwy /T iwo € «T y) p q’ ( )
ou,
1 o+100 T+100
f(x>y):—4—7r2 ‘ / ' P T E (2, y)dpdq, (1.1.13)
o —100 100

o, 0 > ki, T > ko.

1.2 Tranformée en 7 a deux dimensions

Définition 9. [29] On considére les deuz variables Z, et Z,. La valeur de la transformée
en Z d’un échantillon d’amplitude f(m,n) situé en un point de coordonnées m et n est
alors,

F(Z, Zy) = f(m,n)Z, " Z," (1.2.1)

Dans le cas d’une fonction échantillonnée définie sur tout le plan, la transformée s’obtient

par sommation

F(Z,, Z,) Z Z fm,n)Z,mZ," (1.2.2)

m=—0o0 N=—00
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elle est défnie dans un domaine ou la somme converge, en général une couronne contenant

le tore "produit”

Remarque 2. Si Z, = Z, = 1 de rayon un. Sur ce domaine, elle prend la forme d’une
transformée de Fourier
Z Z fm,n)Z,;"Z," (1.2.3)

Remarque 3. Si la fonction f(x,y) peut s’écrire sous la forme d’un produit

f(z,y) = hx)g(y) (1.2.4)

la transformée F(Z,, Z,) est séparable

o0

F(Z,, Z,) Z W) Z,™ Y ()2, = H(Z,)G(Z,) (1.2.5)

m=—0oQ n=—oo
ou H(Z,) et G(Z,) sont les transformées de h(x) et g(y). C’est le produit de deuz trans-
formées en z monodimensionnelles. Notons qu’il peut étre pratique d’utiliser des fonctions

séparables pour lesquelles le calcul des propriétés est facilité.

1.2.1 Lien avec la transformée de Fourier bidimensionnelle

Si on pose
Zy =™ (1.2.6)
Z,=e" (1.2.7)

La transformée en Z s’écrit,

F(Z,, Z,) Z men ~i(mustno) (1.2.8)

m=—00 N=—00

C’est la transformée de Fourier du signal échantillonnné.
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1.2.2 La transformée inverse

C’est la généralisation de la transformée de Fourier inverse.

1 dz dz
= — F(Z,, Z,) 7Y =278 —= 1.2.
f(xa y) 47T2 %z[fcy ( z) y) Yy Zy ] x Z:c ( 9)

L’intégration se faisant sur un contour fermé autour de l'origine intérieur au domaine de

défnition de la transformée.
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Chapitre 2

Systémes Bidimensionnels

2.1 Introduction

Récemment les systémes bidimensionnels discrets ont fait I'objet de nombreuses re-
cherches, cela vient du fait que plusieurs phénoménes liés & la technologie digitale, le
traitement de 'image, la géophysique, la robotique, peuvent étre représentés a travers la
théorie des systémes bidimensionnels. La propriété fondamentale de ces systémes est qu’ils
propagent I'information dans deux directions indépendantes ou par deux éléments z; ', 25 *
dans la théorie des circuits. L’une des méthodes d’analyse s’inscrit dans ’extension des
techniques qui existent dans le cas 1-D. L’analyse des systémes peut étre étudiée a travers
les espaces d’état ou par les fonctions de transfert. Nous considérons ici les systémes a

temps discret, a temps continu-discret et & temps continu, respectivement. Il existe trois

modéles d’espace d’état classiques 2-D a temps discret, citons,

1. Le modéle de Givone-Roesser [17]
2. Modéle d’Attasi [3]
3. Modéle de Fornasini-Marchesini [13] et |14]

que nous tenterons d’ adapter aux cas continu-discret et continu-continu. Givone-Roesser,

S.Attasi, et Fornasini-Marchesini sont considérés comme les précurseurs de la théorie des
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systémes bidimensionnels. Dans les années 1970, ils ont introduit une description de ces
systémes par des modéles d’état linéaires qui ont permis la conception de tests de contro-
labilité, d’observabilité, d’atteignabilité et de stabilité de phénoménes décrits par de tels
systémes. Plus particuliérement, le modéle de Roesser a été adapté au cas bidimensionnel

continu-discret et au cas bidimensionnel continu.

2.2 Modéles d’espaces d’état classiques bidimensionnels

a temps discret

2.2.1 Modéle bidimensionnel de Givone-Roesser

En 1972, Givone et Roesser ont introduit le premier systéme d’état pour la théorie
des circuits linéaires itératifs [17], [28]. Un circuit itératif est une combinaison de cellules

individuelles, Les équations d’entrée et de sortie sont,

(

al (i1 +1,14s) A A al (iy,is) By .
o = R u(i, 7)
33'%2 (Zl, 19 + 1) Agl AQQ .I'Z2 (Zl, 22) BQ (2 9 1)
. (i1, 1) o
y(i,j) = ( (GG ) o + Du(iy, is)
\ 23, (i1, is)
ot
— 2"(i,7) € R™ vecteur d’état Horizontal
— 2Y(i,7) € R" vecteur d’état Vertical
— y(i,j) € RP vecteur de sortie
— wu(i,j) € R™ vecteur d’entrée
L’espace d’état du modéle (2.2.1) peut étre écrit sous sa forme compacte,
i‘(il,ig) = AfE(il, 22) + Bu(z’l, ZQ) (2 9 2)

y(i,j) = C'x(iy, i2) + Duliy, iz)
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ou,

al (i1 +1,4s)

i(iy,iy) = € Rritn?
T, (41,12 + 1)
et
x (i, 1
x(iy,19) = m (1, %2) e Rritn?
xy, (i1, 72)
Ay Ap B,
A= 5 B = 5 C = ( Cl CQ >
Ay Ay By

A1, A, Ag1, Aoo, By, By, (4, Cs, sont des matrices réelles de dimension appropriée et d un

scalaire.

En appliquant la 2D Z-transformée a (2.2.2), avec les conditions initiales nulles, la fonction

de transfert prend la forme suivante,
Hy(21,20) =C'[Z — A"'B+ D

avec, Z = 211, @ 231, & désigne la somme directe.

2.2.2 Modéle bidimensionnel de Attasi

En 1972, S.Attasi propose le modéle bidimensionnel [3] et [28]

l’(Zl + ].,Zj + 1) = Alx(il + 1,@2) + AQZE(’il, iQ + 1) + A(}’L‘(’ih 22) + Bu(il, 22)
y(i1,12) = C'w(iy, i2)

En ayant la 2D Z-transformée, la fonction de transfert prend la forme,

Ha(zl, 2’2) = C'[zlzgl — ZlAl — ZQAQ — AQ]_lB

2.2.3 Modéle bidimensionnel de Fornasini-Marchesini

Fornasini-Marchesini proposent les modéles 2D suivants [13], [14] et [28].
Le premier modéle d’état 2D a été introduit en 1976,
ZL’(’Ll + 1,i2 + 1) = AofE(il, 22) + All‘(il + 1, 22) + AQI‘(il,ig + 1) + Bu(z’l, 22)
y(ih 22) = C,l'(il, 22)
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dont la fonction de transfert est,
Hfml(zla ZQ) = C,[legj - 21A1 - ZQAQ - Ao]_lB (227)
Le second modéle 2D,

l’(ll + 1, ig + 1) = All’(il + 1, ZQ) + Aglf(ih ’iQ + ].) + Blu(il + 1, ’LQ) + Bgu(il, ig + ].)

y(i1,i2) = C'w(iy, 1a)
(2.2.8)

ayant pour fonction de transfert,

Hfm2<21, 22) = Cl[zlzgf - ZlAl - ZQAQ]_lBlZl + BQZQ (229)

2.3 Singularité et régularité des modéles bidimension-
nels

Soit R™*™ l’ensemble des matrices réelles. L’ensemble des entiers relatifs non-négatifs
est noté 7.

On considére dans [23] le systéme décrit par les équations suivantes,

Exiiq 41 = Aozij + Arz ji1 + Aoz j + Buy; (2.3.1)
Yij = Caij + Duy; 1,] € 4y
ol z;; € R" est le vecteur d’état au point (7, j), u;; € R™ est le vecteur d’entrée, y;; est le
vecteur de sortie et £ € R™", A, € R™", k=1,2,3,4, B R, C € RP*", D € RP*™,

Les conditions initiales pour (2.3.1) sont données par,
Tio pour i € Z, et xg; pour j € Z; (2.3.2)

Définition 10. le modéle (2.5.1) est appelé standard si E = I,, (la matrice identité) et il
est appelé singulier si detF = 0.
Si

det|Ezizo — Ag — A121A925] # 0 21, 29 € C (2.3.3)

le modéle (2.5.1) est appelé régulier.
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2.3.1 Extension du modéle bidimensionnel de Roesser

En se référant a [17] et [23], nous pourrons étendre le modéle 2D de Roesser a la forme

suivante,
(
h h h
€T, ; AH A12 X F1 0 €T, ; Bl
B i+1,5 _ J + 2,7+1 + Uij
x;),j-i-l A21 A22 Z'ij 0 F2 .CE;}_H,]- BQ
h
_ i D
vij = | C1 Ch . + Duyj
( i
(2.3.4)
ou xf] € R™ est le vecteur d’état horizontal, z}, € R" est le vecteur d’état vertical ,

ij

uj; € R™ est le vecteur d’entrée, y;; € RP est le vecteur de sortie, Ay, F; € R™*™,
A227F2 € RTLQX”z, E € Rnxn’ n = ni + nog, Bl S Rnlxm, BQ € Rman, Cl € Ranp,
Cy € RP*™2 D € RP*™,

Définition 11. Le modeéle (2.3.]) est appelé standard si E = 1, et il rst singulier si
detEl = 0.
St
Enz — An — Fiz Eiozy — Apa £0 (2.3.5)
Eoiz1 — Ay Eogzy — Agg — Fozy
Pour tout z1,29 € C

alors le modéle (2.3.]) est dit régulier.

Remarque 4. Quand Fy = 0 F, = 0 dans (2.5./), nous obtenons le modéle de Roesser
(2.5.1).

Théoréme 2. (Modéle Réduit)

Le modele (2.3.1) peut étre réduit a la forme,

AoTij i‘ A1Tigrj + AT + Buy; =0 (2.3.6)
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ou bien

A1~ A~ 1~ 15 o

0t (2.3.7)
yij = C’/g;j + Duij
ot
ZT; i ~ A A ~ 0 0
i‘z] o ) AO = ' ’ ) Al = )
~ —F A, - B -
AQ : ) = ) C = < 0 C )
0 0 0
i i ~ A A ~ —-F A
i‘;] : 7]“1‘1 7 A6 — 2 0 7 A/ _ 1 7
2y I, 0 0 0
- 0 0 - B =,
A, , = , "= ( 0 C )
0 -1, 0

2.4 Solution du modéle de Roesser

Cette section, joue un role clé, puisque la recherche de la solution est une information

capitale en elle-méme, ainsi elle peut aussi étre exploitée de facon a répondre a d’autres

aspects telle, notamment, la stabilité. On considére le modéle bidimensionnel [21],

ou,

— T

4
(i + 1,4 x(iy, 4
E[ (i | g |7 e) + Bu(iy, is)
2¥(iy,ig + 1 (i, i
) (824 1) (i1, 2) (2.4.1)
yh(ihiz) _C Ih(il’lé)
y¥ (i1, 12) 2V (i1, i2)

(11,12) € R™ vecteur d’état horizontal

— 2"(i1,12) € R™ vecteur d’état vertical
— y"(iy,49) € RP vecteur de sortie horizontal
— y"(i1,12) € RP vecteur de sortie vertical

— u(iy, i2) € R™ vecteur d’entrée
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et £, A, B et C sont des matrices réelles de dimensions appropriées. On partitionne ces

matrices comme suit,

E, E Ay A Chn C
po | P B An Ao C= 1 Ci2

Y

E21 E22 A21 A22 021 022

Ei,i, € R">M2, A

i1is € R'in*"i2 et Cyy, € RPA*™2 pour 41,19 = 1,2 et on suppose que le

1112

modéle (2.4.1) est régulier, d’o,

Einz —An Bz — Ag _ 1 1
=3 Y Bt (2.4.2)
Eyizy — Ay Eaozg — Ao i1=—p1 to=—p2
ol /11 et po sont les indices de nilpotence et T;, ;, sont des matrices de transition définies
par les relations suivantes,
I, pour iy =1y =0,

[El 0] Til,z'2—1+[0 Eg} Ty 1, HAT 14y = (2.4.3)
0 pouri; #0et /ouiy#0.

Ti—14, =0 pour iy < —py et/ou iy < —pio
Nous allons dans ce qui suit caractériser la solution du modéle (2.4.1).

Théoréme 3. La solution du modéle (2.4.1) avec des conditions initiales est de la forme,

z(n,m) = Z?:Srl ZZI{)‘Q’l Ty —1,m—io—1 Bu(iy, iz)

(2.4.4)
+ZZL+6“ 1 n 11— 1mE2x (7/17 )+ZZ+%2 1 nm i2— 1E1£I} (O Z2)

et sa sortie s’exprime comme suit,

Ezﬂf}l_l E;;HSLQ_I Tnfilfl,mfigleu@;b i2)
O + Zm—Hn 1 n i1—1 m-E'2~r (Zlu O) (245)
+ ZnJr/J«Z 1 n m—ig— 1E1£L’ (O Z2)

I'équation (2.4.1) peut s’exprimer comme suit,

Ey Ep| 2"y + 1,49) _ Ay Al |2(iy,i2) N B, w(is. i) (2.4.6)
Ey Eg| |2¥(iy,i0+ 1) Ay Ago| |2V(iy, t2) By
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ou bien,
E11$h(i1 + 1, Zg) + Elgfﬁv(il, iz + 1) = Alll'h(il, 22) + A12$U(i1, 22) + Blu(il, 22)
Eglmh(’il + 1, Zg) + EQQiKv(il, 7:2 + 1) = Agll'h(il, 22) + AQQ.CCU(il, 22) + BQU/(il, 22)

En appliquant la transformée en Z bidimensionnelle a 1’équation (2.4.1), nous obtenons,

( E112’1Xh(2’1, 22) - A12Xv(21, ZQ) + E1222Xv(21, 2’2) - A11Xh(2’1, 2’2) =
= Bz X0, 29) + E1920XY(21,0) + BiU (21, )
Eo121 X" (21, 20) — Aa XV (21, 22) + Bz X¥(21, 20) — A X"(21, 20) =
| = Ey1 20 XM0, 23) + Eop20 X" (21,0) + BoU (21, 22)

ou dans une forme plus compacte,

Eiyz1 — A Eiazg — Ay Xh<21, 22) _ Enz Bz Xh(0,22) n BU(zl, 22>
Ey 21 — Ao Eagzg — Ao Xh(?«'l, 22) Eoz1 Bz Xh(zb 0)
-1
. Eyzy — A Eiaze — Agg . .
Puisque existe pour un certain couple de nombres (z1, 23) €
Eoyz1 — Ao Eagzg — Ago
C x C, alors,
-1
XMz, 2 Ei1z1 — Ay Eppzy— A Ei1z1 Eisz X0, 2
( 1 2) _ 1171 11 1272 12 1121 1222 ( 2) +BU(z1,22)
Xh(Zl, 22) Eynzy — Agr Eyoze — Ay Eoz1 Fayz Xh(Zh 0)
En utilisant (2.4.2), nous obtenons,
Xh(ZhZZ) 0 o —(i14+1) _—(ia+1
= Zilzfp,l Zig:*lu,g Elﬂézl ( " )Zz ( * )
XU(Zl, 2’2)
Eiiz1 Bz X0, 2
1171 1222 ( 2) +BU(21722)
Eoz1 Eagze Xh(Zb O)
o 0 Xh((), 22) —G —Gi
= Zh:*m Zz‘2=*u2 Til,iz [Elzl EQZQ] 21 ( 1Jr1)22 (21
Xh(Zl, O)

+ ZZo:*ul Z;)zo:fuz Ty in % (i1+1)Z;(i2+1)BU(Zl7 Z2)
= Zfi—m Zoo Til,izZl_(iﬁ_l)Z;(i2+l)zlE1Xh(07 22)

ig=—p2
S T Y BT s By X0 (21, 0)

00 %) i1+1) —(i2+1
_'_ Z’L’lzf‘ul Zig:*#@ ElyiQZl ( ' )22 ( : )BU(217 Z2)
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Moyennant la transformée en Z bidimensionnelle inverse, il s’ensuit le résultat suivant
Xh(Zl 22) )
1 ’ n—1 (Z1+1) —(i2+1) h
21j f . <1 le 27r] 3@ 211—7;11 ia=—po El:wzl %9 ZlElX (07 ZQ)
X(21, 29
n—i1—1 _—(ia+1) ”
+ le—*ul 212_7”2 ﬂl,zz 21 Z9 ZQEQX (21, 0)

+ Zuf—ltl lef—ug ,Tll ZQZIL net _(ZQ—H BU(Zh 22)

soit donc,

X"(n, z
( ) 2) :Zn-l-ul_l ZOO Tn i 12222 (t2+1) BU(’thQ)

i ©
XU (n, Z2) 7 2 2
YT S Tai—10, B2 22 iy, 0)

+ Zzz*—uz T, Z2E12_(Z2+1)Xh(07 ZQ)

Puis on applique la transformée en Z bidimensionnelle au deuxiéme composant, nous au-

rons,

= ¢ ’ 2 ey = QW $ Z"ﬂ“ ! Zu_ﬂm T iy 1.0y25 2 Bu(iy, 2p)dzo

+27r] § Zn+ﬂ1 1 le——#z Tn—i1—17i2 Zg_i2_1E2xv(i17 O)dZQ
+2ﬂ_] §212 =uo 11,@2 ;l i2_1_1E1xh(0722)d2}2

d’otl la solution de (2.4.1) est,

-1 .
mpa T _il_lvaQZL'v(Zb 0)

X"n,m) _ _ o
) — Z?f%l 1 Z:;L;rgz 1 Tn_i1_17m_i2_1BU(Zl, 22> + Zz’l:o n

+Zn+,u2 1 nm ig— 1l2137 (0 22)

12=0

et ’équation de la sortie sera donc,
n+pu1—1 m—+pg—1 ..
Doito 2o Tnii—1m—ip—1Buliy, iz)

Xh(n7m) kg — 1
=C +Z“ =0 n i1 — lmEQI (7/1)0)
X?(n,m

~—

+ZZ+%2 1 nm 12— 1E117~j (0 22)

([
Pour plus de clarté nous illustrons ceci par un exemple.
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10 00 0 -1 0 -1 1
0100 0 1 0 1 0
Exemple 5. £ = , A= , B= ,O:[O 101]
0010 -1 -2 0 1 -1
0000 0 1 0 O 1
D =1 On obtient, i i i ) i -
10 0 0 00 0
Ey = , Boy = , B = , By = ;
0 1 00 0 0 0 0
0 —1 -1 -2 0 —1 01
Ay = , Aoy = , Apg = , Aoy = ,
0 1 0 1 0 1 0 0

Ei1z1 — A Eiazg — Ao
Eoz1 — Agr Eagzg — Ao
21 —1 0 -1

0 Z1 — 1 0 1
= det = —2129

det(z1, z2) = det

Ainsi le systéme est régulier et nous avons.

X —29 —2 0 — 2129
Enz — A Eiaze — Ap o 0 0 0 Z1%2
Eyz1 — Ag1 Egpzy — Agy I 2 +1 —z =2z + 27
0 2129 0 —zz9+ Z%ZQ
[ 2! 2t 0 1 ]
0 0 0 -1
N —ztegt a2ty —zt 22t — 22t
0 —1 0 1+ 2
Les indices de nilpotence 1, o Sont,
pr =2, pe =1
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d’apres 3.4.2 on a,

Enz — An
Bz — A21

Eipz9 — A12
Eozg — A22

-1

Ainsi les matrices de transitions sont,

T o9 1=

o o o O

o o o O

0
0
0
0
0
0
1
0

) T72,0 =

e’} 0o —(t+1) —(k+1
= Zi:—2 Zk:—l Tk o )22( )

1 1
=T 9 121 +T 502125 +T1 1+ T 102

===

o o o O

-1 -1_-1
_'_TO,lel +T0702'1 Z9

o o o O

o o o =

o o o O

o o o O

o o o O

) Tfl,fl =
0
0
) TO,O —
-1
0

Nous obtenons une premiere formulation de la solution,

x(n,m)

2
+>

1=

n+pu1—1
=0

m—+p1—1 T

0

el Tn—i—l,m—k—lBu<i7 k‘)

w1 Ba? (4, 0) + 301 Ty Evae(0, F)

k=0

=T 5 1Bu(n+1,m)+T s9Bu(n+1,m—1)

+T_1 _1Bu(n,m) +T_1oBu(n,m — 1)
+T6_1Bu(n —1,m) + Tp oBu(n — 1,m — 1).
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Plus explicitement, la solution du systéme est,

x(n,m)

0

) o O O
o o O

o O o = o o o o

0

0
0
0
0
0
0
0

0
0
0

-1 0

o o o =

En d’autre termes,

x(n,m)

et la sortie devient,

y(n,m)z[o 1 0 1}

o o o O

o o o O

1

u(n+1,m) +

u(n,m) +

o o o o

o o o O

c o © © o o
o o o o©
o =~ o o

—u(n,m) +u(n —1,m)

—u(n,m)

—u(n+ 1,m) + u(n, m)

o o o O

—u(n,m) +u(n —1,m)

—u(n,m)

—u(n +1,m) + u(n,m)

=u(n,m) —u(n+1,m).
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—un+1,m—1)+un,m-—1)—uln—1,m-—1)

1
0
u(n+1,m—1)
—1
1
1
0
u(n,m—1)
—1
1
1
0
u(n —1,m —1)
—1
1

+ u(n, m)




2.5 Modeéle a espace d’état bidimensionnel & temps continu-
discret

Dans un méme élan nous explicitons les modéles bidimensionnels étudiés plus haut sur
un domaine & temps continu-discret. Nous adapterons les trois modéles classiques au cas

continu- discret.

2.5.1 Modéle bidimensionnel de Givone-Roesser 4 temps continu-

discret

Nous proposons, une écriture du systéme de Givone-Roesser dans le nouveau contexte,

et nous obtenons,

=h . h .
IL’nl (t,l) _ Au A12 $n1 (t,Z) n B1 u(t7z)
1’22 (t,Z -+ 1) A21 AQQ ‘1'17;2 (t, Z) Bg (2 5 1)
. ol (1.1) . -
vt = (¢ o) + dult, i)
xy (t,1)
ol
— a"(t,1) € R™ vecteur d’état Horizental
— a"(t,i) € R™ vecteur d’état Vertical
— y(t,i) € RP vecteur de sortie
— wu(t,i) € R™ vecteur d’entrée
Tout comme le cas discret, il peut-étre mis sous sa forme compacte,
(t,i+ 1) = Azx(t,i) + Bu(t,1) (2.5.2)
y(t,i) = C'z(t,1) + dul(t.i) N
ol
h (t,1
T I e
xp (t,1)



et

a(t,i+1) = " € R

A A B
A 11 12 B 1
Ay Ay By

Ay, A, As1, Ao, By, By, C, Cs, sont des matrices réelles de dimensions appropriées et d

o=(a o)

un scalaire.
Le fait que le systéme se compose d’une variable entiére et d’une variable continue, et dans
un souci d’obtention de la fonction de transfert, nous utiliserons la 2D sZ-transformée a

(2.5.2), avec conditions initiales nulles,

Hy(s,2) =C'[sz— A]"'B +d (2.5.3)

2.5.2 Modéle bidimensionnel de Attasi

Le suivant modéle est adapté au cas continu-discret,

(t,i+ 1) = Ayi(t,i) + Agx(t, i + 1) + Agz(t,i) + Bu(t,i)
y(t, i) = C'z(t,1)

(2.5.4)

Ainsi,en appliquant la 2D sZ-transformée, la fonction de transfert prend la forme suivante,

H,(s,2) = C'[sz] — sA; — 245 — Ag]'B (2.5.5)

2.5.3 Modéle bidimensionnel de Fornasini-Marchesini
Nous proposons une formulation du modéle de Fornasini-Marchesini par rapport au cas
continu-discret,

(t, i+ 1) = Agx(t, 1) + A12(t,1) + Asx(t,i + 1) + Bu(t, 1)
y(t,i) = Cx(t, i)

(2.5.6)

Le premier modéle 2D de Fornasini-Marchesini a temps continu-discret a pour fonction de

transfert,

Hpmi(s,2) = C'lsz] — sAy — zAy — A ' B (2.5.7)

31



Le second modéle 2D de Fornasini-Marchesini,

(t,i4+1) = Aya(t,i + 1) + Agw(t,i 4 1) + Bri(t, i) + Byult,i+ 1) (258)
y(t,i) = C'z(t, ) h

Le second modeéle bidimensionnel Fornasini-Marchesini & temps continu-discret a pour

fonction de transfert,

Hpma(s,2) = C'[szl — sA; — zAy) ' Bys + Baz (2.5.9)

2.5.4 Modéle bidimensionnel général & temps continu-discret

Le modeéle ci-dessous, est I'expression générale qu’on retrouve dans les systémes linéaires

[22], sous la forme suivante,
Ei(t,k+1) = Ax(t,k + 1) + Bx(t, k) + Ci(t, k)
+Dou(t, k) + Diu(t, k) + Dau(t, k + 1) (2.5.10)
y(t, k) = Fa(t, k) + Gu(t, k) teR,y, ke Zy

ou &(t, k) = axgt’k), x(t, k) € R", est le vecteur d’état, u(t,k) € R™ est le vecteur d’entrée,
y(t, k) € RP est le vecteur de sortie, £ € R”*", A € R”" B e R (C € R”"" D, €
R ¢ =0,1,2, F € RP™, G € RP*™, R7"est I’ensemble des matrices réelles de
dimension g x n, R, ( respectivement 7, ) sont les ensembles des nombres réels non négatifs,

(respectivement des nombres entiers relatifs non négatifs).

Remarque 5. Si ¢ # n ou detE = 0 quant ¢ = n, alors le modeéle (2.5.10) est appelé

singulier. Sin = q et detEE = 0 mais
det[Esz — Az — B —Cs] #0 pour s € C (I'ensemble des nombres compleze) (2.5.11)

alors le modeéle (2.5.10) est appelé régulier.
Si q = n et detE # 0 alors en multipliant (2.5.10) par E™', nous obtenons le modéle
standard avec E = I, (la matrice identité).

Les conditions initiales de (2.5.10) sont données par,
x(t,0) = z1(1), te R, et z(0, k) = xo(k), keZ, (2.5.12)
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avec x1(t) et xo(t) sont connues.

Le modéle bidimensionnel continu discret de Roesser est décrit par les équations,

_ T1(t, k) [ z1(t, k) _
E =A + Bu(t, k) (2.5.13)
To(t, k4 1) To(t, k)
[ z(t, k) _
y(t, k) =C + Du(t, k) te Ry, ke Z, (2.5.14)
52(@ k)

0t T = 8£18(f’k), T1(t, k) € R™ et Ty(t, k) € R™ sont les vecteurs d’état, u(t, k) et y(t, k)
sont les mémes pour (2.5.10), E € R”*™ n=mn; +ny, A€ R*" B € R>*™ (& RP*" et
D € Rp*m,

Siq=n et detE # 0 alors en multipliant (2.5.13) par E~* on a le modeéle standard tel que

E=1,.

71(0,k) =71(k), ke Z, et Ts(t,0) = To(t), te Ry (2.5.15)

ot T1(k) et To(t) sont connus.

2.5.5 Solution du modéle régulier bidimensionnel continu-discret

Dans un premier temps nous allons donner la solution d’un cas particulier du modéle
général (2.5.10) [22].

On considére le modéle suivant,

Ei(t k+1) = Agx(t, k) + Ayi(t, k) + Asa(t, k + 1) + Bul(t, k)
y(t, k) = Cx(t, k) + Du(t, k)

(2.5.16)

=

On suppose que le systéme (2.5.16) est régulier, i.e., det[Fsz — Ay — A1s — Ayz] # 0 pour
(s,2) e CxC
d’ou,

[Esz — Ag — Ajs — Ayz] ™' = Z Z Ty s~ HD = (4D) (2.5.17)

i=—p1 k=—ps2
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tout en sachant que,

ni n
det|Esz — Ag — A1s — Agz] = di7ks"zk (2.5.18)
i=0 k=0

ou ji1 2 sont les indices de nilpotence, T; , sont des matrices de transition définies par,

AOT—L—I -+ AIT—L—I + AQT_L_l pour i=k=0
ET;, = (2.5.19)

AoTi o+ ATy g + AT, pour i # 0 et/ou k #0
avec,

T;r=0pout i< —puy et/ou k < —po
Théoréme 4. La solution du modeéle (2.5.16) avec conditions initiales est donnée par,

ANOED DD D iren Tk B fo [v“ )} + 2 S YT 1 Bult, k)
+ 3 T Byt = 7,0) + 30 T n B (t,0) + 300, St Ty kB (0, k)

YOS T W Ex(0,k)6T — 300 T Ex(0,0)8 — S T, Ex(0,0)86-D
= o T Tk (0, k) G = ST ST T g1 Ay (0, )86

=Y Tonds [y | Bt = 7,0)| dr — X1 T i Ag(t, 0060
(2.5.20)
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et sa sortie est,

S e T B fy [Tv —Tv’f)]
Ly S el Bult, k)
+ 32 TinEy(t — 7,0)
+ > T, Ex'(t,0)
X ST, B (0, k)Y
y(t,n) =C | 30 Sre T, Bx(0, k)5 + Du(t, n)
— % Tk Ex(0,0)4
— T, Ex(0,0)60-Y
— S T T ke A0, K) G

=2 iz ZngilT—z‘,n—k—lAlx(Oak)é(iil

= S Tonds [y [Balt —7,0)] dr — S0 T Asir(t, 00007

(2.5.21)
On applique la transformée de Laplace a I’équation (2.5.16) on a,
EsX(s,k+1)—EX(0,k+1) = Ao X (s, k)+A15X (s, k)—A1 X (0, k)+A2 X (s, k+1)+BU (s, k)
Puis on applique la transformée en 7,

EszX(s,z) — EszX(s,0) — E2X(0,2) + Ezx(0,0) = Ao X (s, 2) + A152X(s,2) — A1 X(0, 2)
+A22X(s,2) — A2X(s,0) + BU(s, 2)
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[Esz — Ay — Ays — Agz] X (s,2) = BU(s, z) + FszX(s,0) + EzX(0, z)
—FEzx(0,0) — A1 X(0,2) — A22X (s,0)

Etant donnée que [Esz — Ag — Ays — Asz] ! existe pour (s,2) € C' x C alors,

X(s,2) =[Esz — Ay — A1s — Ayz| ' [BU(s,2) + EszX (s,0) + E2X(0,2) — Ezx(0,0)
—A1X(0,2) — A22X(s,0)]

Par suite on remplace [Esz — Ag — Ays — Ayz]™! par sa définition,

X(s,2) =222 2 e T ks~ V=D [BU (s, 2) + EszX (s,0) + EzX(0, 2)
—FEzx(0,0) — A1 X(0,2) — A22X(s,0)]

= o oy T D BU (2, 8) + 500 ST Tigs 'z FEX(s,0)
+ 3 e, Tiks T REX(0,2) = Y0 S Tes™ T 2TREX(0,0)

SO D T s~ 2=+ A, X(0, 2) — P D Tips~ D27k A4, X (5,0)

L’inverse de la transformée en Z donne,

2 X (s 202 e = 8, S, Toas™ O 55 e+ BU (s, 2)]dz

27j

2 ke Tins™ 5§12 TEX (s, 0)]dz

J

0 Db Tiks™ 5§ EX(0, 2)]d

2wy

= ey Tiws™ 5 [ TEX(0,0)]d

= 2 X Tows ™ g 12T ALX(0, 2)]dz

2mj

= o oy Tias™ o $l 1 A X (s, 0)]d2

21y
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d’ou,

X(s,n) =3° P e s BU (s, k) + 300

i=—p1

Tins "EX(s,0)

i=—p

3 S Tins ™ VEz(0, k) = Y2, Tins™ 1 Ex(0,0)

o T T Y A (0, ) + 0

z nS ZAQX(S, 0)

i=—p1

Par la transformée de Laplace inverse, il vient,

LX (s,n)] = &0, ST T s~ BU (s, k)] 4+ £ D0 Tins EX (5,0)]
T Tons T EX (5,0)] + L7052 Sp T T k18" BU (s, b))
T R Tonks CTVEX(0,F)] + £ [0 S T ks EX (0, k)]
T Tins Y E2(0,0)] — £71 305 S0 T ks™ T ALX(0, R)]
— LTI T s B(0,0)] — L S T 18T ALX(0, )]

T Tins TV AX (5, 0)] — L7 00 Trins'™ Y A2 X (5, 0)]
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par le théoréme du produit de convolution, on a,

X (s,n)] = 002 (T Tnmno1s™ ) BU (s, k)] + L7 (1) Toins') EX (5, 0)]

T Tins ™) EX (5,0)] + 20t e N (T i i1 22g) BU (s, k)]
+ 3 [T (2 Tinks™ ) B (0, k)]
+ 3 LT (T T ks ) B (0, k)] — £ [(3052, T s~ FY) Ex(0,0)]
— T e (S Tinkas™ ) Av(o)] — £ Toims™ 1 E2(0,0)
— > ST O T T k1) Arz(0, £))

THOZE Tins™ ) A X (5,0)] = L7 [(00 Toiins™ 1) A2 X (5, 0)]

D’ou la solution,

w(t,n) =30 S Tk 1Bf0 [u )} S S T T 1 Bu(t, k)
Y T Bfa(t = m,0) + Y Ty o Bai(1,0) + 3005, St T B (0, k)
SIS T kB (0, k)07 — S0 Tk Ex(0,0)5 — Y T, Bx(0,0)66Y
— Y T T (0, k) — S0 SR T Ar(0, k)04

— L Tinds [y [Ba(t — 7,0)| dr = X0, T Ag(t, 0860
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et la sortie est de la forme,

+ 2 SR Toie i Bu(t, k)

+ 32, TinEya(t — 7,0)

+ > T Ext(t,0)

Y S T B (0, k)Y

y(t,n) =C moSe W Br(0, k)6
Mo T Ex(0,0)00

S ST T 1 Av(0, k) G

1=0

— > 2 TinAs Ltzo [’i—,x(t -, 0)} dr

=3 T Ag(t,0)567D

1 00 0 -1 0

Exemple 6. E= |0 1 0|,4 =10 0 0f, A =

000 0 -1 0
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S S 1B [fu )]

— 32 Tk Ex(0,0)%

=S ST T 1 A (0, k)86

000
000
1 00

+ Du(t,n)



00 1 0
A, =10 0 o, B= 1,0:[0 0 1},D:1
00 0 0

dans ce casn =3, m=1, p=1.

On a,

sz 0 0 0 -1 0 0 00

[Esz—Ag—Ais— Azl = |0 sz 0O —|0 0 0| —1(0 0 0] —

0 0 0 0 0 0 s 00

sz 1 —=z
=10 sz O
-s 1 0
d’ou,
sz 1 —=z
det[Esz — Ay — Ais — Apzl =det | 0 sz 0 | = —s°2°
-s 1 0
0 —2z 522
adj[Esz — Ag— A1s — Asz] = | 0 —sz 0
sz —s—sz s°2°
et,
0 -z 527
[Esz — Ag — Ays — Agz] ™1 = @ 0 ey 0
s?z —s—sz s§%2°
0 572zt —s71
= 0 izt 0
—z7b s s

Les indices de nilpotence sont iy =1 et pg = 1.

40

0 0 z
000
000



En appliquant la relation (2.5.17), on obtient,

[ESZ — AO — A18 — AQZ]il = Z?Z_Ml ZZO:_MQ T'i’k‘g*(l*l)zf(’“rl)
=T+ T 0zt + T 22+ Ty s + Toos 27!
—l—To,ls_lz_z + Tl’_ls_Q + TLOS_QZ_l + TLls_Qz_Q

Les matrices de transitions sont,

00 0 0 00 00 -1

Ty 1=100 0/|,T0=|0 0 0|, To,.1=1]0 0 0

0 0 —1 -1 0 0 00 O
000 000 0 00
Too=10 1 0|, Top=10 0 0|, Tio=|0 0 O
010 010 -1 0 0

Ainsi la solution du systéme est,

a(t,n) = S0 Ty B [ Ttu(t — 7, K)]dr + 3 ST T Bui T (¢, k)
3 S Tk Ea(0, k)G + S0 S Ty B(0, )56+

— e o k1 Ar (0, k)ﬁ — > ST T 1 Av(0, k)80

Par conséquent,

0 0 1 00
z(t,n) = [1|uVEt,n-1)+ [o|uYt,n-2)+ |0 1 0] z(0,n)0Y
1 1 010
000 0 00
+10 0 0] z(0,n—1)6V+ 1|0 0 0ftz(0,n)
010 -1 00
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et la sortie,

0 0 1 0 0
1 u(*l)(t,n—1)+ 0 u(*l)(t,n—2)+ 01 0 m(O,n)é(*l)

1 1 010
y(t,n) =C
0 00 0 00
+10 0 0lz(0,n—1)8"Y+ 1|0 0 oftx(0,n)
010 -1 0 0

=u(t,n - 1) +u"Y(t,n—2) + [0 1 0} 2(0,n)6 4 [0 1 0] z(0,n —1)51
+ [—1 0 0] tz (0, n)

2.5.6 Solution du modéle régulier bidimensionnel continu-discret

La solution x(¢, k) du modéle régulier [22] (2.5.10) avec des conditions initiales (2.5.12)
Si (2.5.11) est vérifiée, alors,

[Esz — Az — B —Cs]™! = Z Z Tpys P21 (2.5.22)

p=—n1 p=—n2

ou les matrices T}, sont définies par

I pour p=q=0
ET, 141 —Bly—CTy 14— AT, 1 = (2.5.23)

0 pour p=#0etq#0

et T, = 0 pour p < ng et-ou q < no.
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Théoréme 5. La solution x(t, k) de (2.5.10) avec les conditions initiales (2.5.12) est alors,

x(t, k)

= Z szrnQ T—p k— qDOU(p) (t Q) + Zp 1 Zk+n2 Tp k— qDO ft (;p 1)! ( - T Q)dT—{_

S S T g D (k) + Y2y St Ty Dy fy gt — 7, q)dr+

n k+n
Zp;() q;ro2Jrl Tfp,quHDQU(p) (t> Q)+

k+n
Zp 12 e, Ty - q+1D2f0 (— 1'“( 7,q)dT+

(»)
- (1)
Zp:(} T*Pyk[A7 DQ] +
u(t,0)
sp—1 $1<t - T)
Z pkA D2 ft(pl dr—
u(t —7,0)
s sk s [ A0 -
u(0, q)
(2.5.24)

na p—1 $2(Q)
Zp— ZkJr Tp 1 q(lt; 1)1[0 D] +
u(0,q)

Z T p]gEx(p 1 ( ) + Z;il kE ft (;p 22)'.’13]_( )d7_+
S S T 1 BOP) (8)aa(q) + S0 T E6® (£)2(0,0) —

1

PO prkE(;%)!x(O, 0) Pourte Ry, ke Z,

2.6 Modeéle d’espaces d’état bidimensionnel continu

2.6.1 Modéle d’état bidimensionnel de Roesser

On considére dans cette section la forme continue du systéme bidimensionnel de Roes-

ser qui est,
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E, E 9z (t1,ta) Ay Ay a"(ti,t,) By

&rv(?zl t2) = X + U(tl, tg),
Es Ey e Az Ay z’(t1,1,) By
(2.6.1)
ou dans sa forme compacte,
Eml(tl, t2) = A.fl?(tl, tg) -+ BU(tl, tg) (262)

Comme exemple, on considére ’équation différentielle partielle généralisée de Darboux a

deux variables [32],

PT(y,t) . 0T(yt)  0T(y1t)
awor o, TS a

+ HT(y,t) + Bu(y,t), (2.6.3)

Remarque 6. On rencontre de telles équations dans la description mathématique de la
diffusion de la chaleur, réactions chimiques,...

Nous notons que (2.6.3) est la description continue du systéme bidimensionnel discret.

On peut définir d’une maniére auxiliaire, I’expression (2.6.3) dans la forme de Roesser
(2.6.2). On définit les variables auxiliaires,

EOT
= — — 2.6.4

Nous obtenons alors,
T EO*T  FoT

— — 2.6.5
oy Oyot oy’ ( )
Ainsi on peut écrire (2.6.3) comme,
I -G 2 0 H Ty B
v = + u. (2.6.6)
0 E a I F T 0

ce n'est rien d’autre que I'équation (2.6.2).
Dans le cas particulier o E = 0, (2.6.3) devient 'équation hyperbolique qui décrit plusieurs

phénomeénes physiques, dans ce cas (2.6.6) est évidemment singuliére.

Remarque 7. Concernant la résolution des modéles bidimensionnels linéaires, la méthode
et la méme que celle vue dans le cas discret en applique la transformée de Laplace bidimen-

sionnelle au lieu de la 2D transformée Z.
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2.7 Identification entre les modéles de Givone-Roesser
et de Fornasini-Marchesini

Il existe une relation entre le modéle de Givone-Roesser et le modéle de Fornasini-
Marchesini. Aussi nous énoncerons des conditions de telle maniére a ce que ces deux mo-
déles soient équivalents, dans le sens ou I'un pourra étre mis sous la forme de l'autre, et
vice-versa, sans pour autant élever la dimension de ’espace d’état. En fait, la mise en
forme du modéle de Givone-Roesser au modéle Fornasini-Marchesini préserve naturelle-
ment la dimension de I'espace d’état, puisque chaque état local est la somme directe des d
composantes orthogonales. Dans "autre sens, exprimer le modéle de Fornasini-Marchesini
sous la forme du modéle de Givone-Roesser; d’'une fagon générale, ne peut étre fait sans
agrandir la dimension de I'espace d’état, du fait que 'espace d’état doit étre décomposé en
d sous-espaces, lesquels pourront ou non recouvrir le dit espace. Nous remarquerons que,
sous certaines conditions, la mise en forme du modéle Fornasini-Marchesini au modéle de
Givone-Roesser pourra étre possible, tout en préservant la dimension de 'espace d’état.
Cette Identification sera exploité pour définir le graphe associé au modéle de Fornasini-

Marchesini.

2.7.1 Mise en forme de Givone-Roesser en Fornasini-Marchesini

On considére le modéle 2D de Givone-Roesser [12], [27] qui est donné par,

z1(n1 +1,n2) AR AT z1(n1, n2) Byt
= + u(nl,ng)
ZL‘Q(TLl, No + 1) A%R A%R ZL‘Q(TLl, TZQ) B2GR (271)
371(7”61,712)
y(ni,ng) = ( CeR CFR ) + D%Ru(ny, ngy).
132(711,712)
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Nous pouvons écrire I’équation 2.7.1 comme suit,

z1(ny, na) B AGR - AGR z1(ny — 1,n9)
iL'Q(nl, ng) 0 0 $1(n1,n2 — 1)
0 0 r1(ny,ne — 1
1,z = 1) (2.7.2)
A%R A2G2R ZE1<TL1,TLQ — ].)
BEE 0
+ u(m — ]_,’I'LQ) + U<TL177Z2 — 1),
0 Bg"
ou,
m(nn) | 0 [ AR AT
0 Ta(ny, ng) 0 0
r1(ni —1,n 0
1(n 2) n
0 xo(n1,ng — 1)
0 0
+ GR AGR
AsT A
r1(ny,ne — 1 0
1(n1,ng — 1) N
O xl(nl, N9 — 1)
BlGR 0
+ u(ny — 1,m9) + u(ny,ng — 1).
0 BQGR
(2.7.3)
o zr1(ny,ne — 1) 0
Par décomposition de espace d’état on a, x(ny, ny) := +
0 1'2(711, Ng — 1)
GR AGR GR
AFM _ ATt AR AFM _ 0 0 BFM _ B BFM _ 0
1 - ) 412 - ) 1 - » 2 -
0 0 AGE - AGE 0 BSE

_ (GR _ _ neG
OFM _ (& R—(ClGR CQGR>7DFM_D R
Nous obtenons,
z(ny,ng) = AfMz(ny — 1,n9) + AAMz(ny,ny — 1) + Bf Mu(ny — 1,n) + B¥Mu(ny,ny — 1)
y(ni,ny) = C*Mg(ny,ny) + DFMa(ng, ny)

(2.7.4)
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qui est exactement le modéle de Fornasini-Marchesini (2D).

Remarque 8. II existe deux opérateurs linéaires qui transforment ’équation (2.7.1) en

(2.7.3)

1. La projection orthogonale Py : H = @le H; — Hy ou l'image de la projection est
égale a Hy,

2. En considérant Uapplication suivante Iy, : Hyp — H = @le H;.

On suppose,

Ay A "
A= " " e w H=| T
Axi Ay Ho
Alors,
An A
HAz(&lAu>ﬁh%%J et LA=|"" T i ue
0 0
0 0
&A:<&1A2>ﬁh+%, et 1PyA = H
AQI A22

En utilisant cet opérateur, nous pouvons écrire (2.7.3) dans une forme plus compacte,

Lhzy(ng,ne) + las(ng, ne) = LPL AR {1z (ny — 1,n2) + lawa(ng — 1,n9)}
+ZZP2AGR{Z15E1 (nl, Ng — 1) + lgiﬁg(nl, No — 1)} (275)
—|—llplBGRu(n1 — 1,?7/2) -+ ZQPQBGRu(nl, Ng — 1)

En posant z(.) = Zzzl Lap(.), et AEM = [, P ACE BEM — |, p B¢k = 1,2, on obtient

le méme résultat que (2.7.4).
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2.7.2 Mise en forme de Fornasini-Marchesini en Givone-Roesser

Le modéle de Fornasini-Marchesini 2D [12], [27] est décrit par,

z(n) = Z AFMa(n — ep) + Z BfMu(n — e) (2.7.6)
y(n) = C*Mx(n) + D™Mu(n) (2.7.7)

Nous pouvons représenter le systéme comme suit,

FM FM AfM BFM 2
= A B — FM FM . H 691 H
= = | arv gl : — . (2.7.8)
CFM DFM u y

AFM BFM

UFM

On peut aussi écrire 'équation (2.7.6) comme,

[\
[\

Z [Af Mz (n — ex) + B{™Mu(n —e;)] = Z zr(n). (2.7.9)

k=1 k=1
Remarque 9. Pour écrire le modéle de Fornasini-Marchesini sous la forme du modele de
Givone-Roesser, nous devons construire les espaces, Hy pour k = 1,2 tels que la somme

directe ®i_,Hy = H. Pour ce faire, supposons que,

Im[AFM BV Im[AFM BIM) ={0}  k+#}, (2.7.10)
et on définit, H, tel que, im[AFM  BIM] C ;. Alors,
AGR — PAFM|, M, H;,  BFM = PBFM .U — H,,
Cj :OFM|Hj ZHij, DGR:DFJWZU!—)y.
d’ou, pour k =1,2
zx(n) = Pur(n) = P 3, [ATMa(n — ) + B Mu(n — e)]
= P AFMx(n —er) + P.BfMu(n — ey)

= 2371 PkAFM|H,xj(n —ex) + Py BEMu(n — ey)
= Zj VAT (n — er) + B u(n — ep)
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qui est équivalent &,
2

rp(n+ex) = Z Afij (n) 4+ BS u(n). (2.7.11)
j=1
Analogiquement, pour ’équation de sortie, nous avons,
y(n) = CtMg(n) + DFMuy(n)
=32 CFMy 25(n) + D" Mu(n) (2.7.12)
= Z?Zl CJGij (n) + D%Eu(n).

Remarque 10. On aurait pu aussi caractériser le modeéle de Fornasini-Marchesini 2D

comme suit,

x(ny,ne) = x1(n1, ne) + xa(ny, ng) (2.7.13)
y(ni,ne) = [C1  Colxz(ny, na) + Du(ng, ng) (2.7.14)
o1,
Ay A B
x1(ny,me) = o x(ny —1,n9) + ! u(ng — 1,ny) € im[AI'M  BFM] c 3,
0 0 0
0 0 0 ,
xo(ny,no) = z(ny,ng — 1) + u(ny,ny — 1) € im[AFM  BIM] C H,.
A21 A22 By
d’ot,

P1$(n1,n2) = P1[$1(n17 n2) + $2(n1, 712)] = P1$1(n1, n2) = 1131(711,712)
— Pl[ An A z(ny — 1,n9) + By u(ny — 1, ng)}
0 0 0
= [A11  Ap]z(ny — 1,n9) + Biu(ng — 1,n9)
= [An Al ri(n — 1,ng) + [An Apllwri(nn — 1,ng) + [An - Ass|a,
+Bju(n; — 1,n9)

= Anl‘l(nl — 1,%2) + Aml’g(ﬂl — 1, ng) + Blu(nl - 1, TLQ).
De la méme fagon on calcule Pyx(ny, no)

Pyx(ny,ng) = x2(ny, ng)

= Aglxl(nl, Ng — 1) + Azgxz(nl, Ng — 1) + BQU(Tll,ng — 1)
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et I’équation de sortie y(ny,ng) est,

y(ni,ng) = [C1 Collpyxi(ng, ne) + [C1 Collp,xa(na, n2) + Du(ng, no)
= Ci21(n1,n2) + Coxa(ny, ng) + Du(ng, nay).
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Chapitre 3

Controllabilité structurelle des systémes
bidiensionnels linéaires-L’approche par

la théorie des graphes

3.1 Introduction

Les systémes bidimensionnels ont fait I'objet de nombreuses recherches, en raison du
fait que plusieurs phénoménes liés a la technologie numérique, le traitement de I'image, la
géophysique, la robotique, peuvent étre représentés par la théorie des systémes bidimen-
sionnels. Dans les années 1970, plusieurs extensions ont été proposées pour les systémes
2D, il y a eu beaucoup de travaux de synthése ces derniéres décennies (voir par exemple
[23], [33], [34] et |35]). La propriété fondamentale de ces systémes est qu’ils propagent des

Let z,! dans

informations dans deux directions indépendantes ou par deux éléments z;
la théorie des circuits, parmi les travaux récents sur les systémes bidimensionnels nous
pouvons citer [36] ot les auteurs étudient le probléme de 'analyse de stabilité pour une
classe de systémes discrets bidimensionnels en présence de saturation d’actionneur et de

temps différé, M.H. Lin et ses co-auteurs définissent un controéle d’auto-réglage de I'espace

d’état pour les systémes stochastiques & temps discrets multi-entrées multi-sorties, [38] ou
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Li Xu et ses co-auteurs proposent une méthode constructive basée sur des algorithmes
pour la réalisation du modéle local de Fornasini-Marchesini a temps discret, W. Chen et
Y. Lin étudie dans [39], le probléme du controle répétitif de la rétroaction de sortie pour
les systémes incertains & temps discret et la formulation du probléme en utilisant une cer-
taine classe de systémes bidimensionnels et C.K. Ahn et M.V. Basin Traitent dans [40] de
la stabilité asymptotique, de controle dissipatif et de filtrage pour le modéle de Roesser
en utilisant I’approche des inégalités matricielles linéaires. L'une des méthodes d’analyse
est I’extension des techniques qui existent dans le cas 1D. L’analyse des systémes peut
étre étudiée a travers les espaces d’états. Nous considérons ici les systémes a temps dis-
cret. Il existe trois modéles d’espace d’état 2D classique a temps discret, le modéle de
Givone-Roesser, le modéle de Fornasini-Marchesini et le modéle d’Attasi. Ils ont introduit
une description de ces systémes par des modéles d’éspaces d’états linéaires qui ont per-
mis de concevoir des tests de controlabilité, d’observabilité, d’accessibilité et de stabilité.
D’autre part, la théorie des systémes dynamiques structurelles a récemment connu des dé-
veloppements significatifs dans divers domaines liés aux sciences de I'ingénieur, notamment
I’exploration sous-marine et spatiale. Le principal défi dans ce domaine est la conception
de critéres de controle structurels simples et gérables, nous pouvons citer quelques travaux
récents de C. Commault, J.M. Dion et leurs co-auteurs. Dans [41], ils étudient des graphes
associés a des systémes dynamiques qui sont bien adaptés a ’analyse de la controlabi-
lité structurelle en ajoutant des entrées; dans [42] les auteurs, étudient ’observabilité des
systémes linéaires modélisés avec des graphes réguliers, et des graphes bipartites qui cap-
turent les propriétés d’observabilité, dans larticle [43], les auteurs examinent le probléme
du controle minimal, plus précisément, le probléme de controle d’un systéme linéaire avec
un vecteur d’entrée ayant un minimum d’entrée tel que les modéles parcimonieux, et dans
[44] Commault, Dion et Boukhobza, considérent les réseaux interconnectés pour montrer
que le sous-espace controlable peut avoir une partie qui sera présente pour presque toutes
les valeurs des paramétres libres. Nous décrivons une caractérisation du sous-espace fixe
controlable en utilisant la représentation par le graphe structurel et [45]. Dans ce contexte,

la théorie des graphes apparait comme un outil extrémement approprié pour définir de telles
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conditions. Les premiers travaux sur ’approche de la théorie des graphes pour la controla-
bilité structurale apparaissent dans [46], [47], [48] et [51] et E. Fornasini et al. ont analysés
dans [52] et [53] un digraphe associé a une paire de matrices, pour étudier des paires de
matrices irréductibles et la primitivité de paires de matrices positives, R. Pereira et al.
ont defini dans [54] un digraphe de superposition pour caractériser 1’accessibilité globale
des systémes 2D. Pour étudier la contrélabilité structurelle des systémes linéaires bidimen-
sionnels, nous définissons le modéle structurel de Givone-Roesser et le modéle structurel
de Fornasini-Marchesini, puis nous introduisons un graphe associé au modéle structurel
bidimensionnel qui préserve les propriétés fondamentales qui est I'indépendance des deux
dynamiques, qui repose sur la notion d’union disjointe de deux sous-graphes, et exprime la
propriété d’indépendance des deux dynamiques, ainsi les résultats déja existants peuvent
étre exploités par 'analyse partielle des graphes, et peuvent introduire la notion Nous éta-
blissons ainsi le lien entre les graphes structuraux de Givone-Roesser et le modéle structurel

de Fornasini-Marchesini. Enfin, des exemples illustrerons les résultats obtenus.

3.2 Graphe associé a un systéme linéaire structurel

Le graphe associé a la structure est défini dans [46], [48] et [47]. Les propriétés géné-
riques du systéme peuvent alors souvent étre caractérisées trés simplement en termes de
propriétés du graphe associé. Cela rend certains résultats trés intuitifs. Cette modélisation
a les caractéristiques suivantes. A un tel systéme, on peut facilement associer un graphe
noté G = (V, W) I'ensemble des sommets est V =UUXUY ou U, X et Y sont des entrées
, les états et les sorties donnés respectivement par u = {uy, ug, ..., up, }, * = {21, 2, ..., T, }
et y = {y1, y2, - Up}-

I'ensemble des arcs W = {(u;, z;)|Bji # 0} U{(x;, x;)|Aj # 0} U {(xi,y,)|Cji # 0}, ou Aj;
(resp. Bj;, Cj;) est 'élément (7,4) de la matrice A (resp. B, C), la direction des arcs est de

u; & rj, r; axj et x;ay;.

Définition 12. Un chemin dans G reliant le sommet 19 au sommet i; est une suite d’arcs
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(10, 1), (i1, 22), -ry (l1—2, T1—1), (1—1, 7;) telle que iy € V pour t = 0,1,2,...,1 et (i;_1,24) €
W pourt=1,2,...1.

Un ensemble de chemins sans sommet commun est dit sommet-disjoint.

3.2.1 Controllabilité structurelle

Dans cette sous-section, les résultats sont tirés de [46] et de [48], les critéres fondamen-

taux de la controllabilité structurelle sont exposés.

Définition 13. Les éléments d’une matrice de structure [Q] sont soit fizés a zéro, soit

indéterminés, supposés indépendants les uns des autres.

Définition 14. Une matrice numériqguement () est appelée une réalisation numérique ad-
missible si elle peut étre obtenue en fizant toutes les entrées indéterminées de [Q)] et cer-

taines valeurs particuliéres.

Exemple 7. Cet exemple illustre la définition 13

0 0 a3 0
a 0 0 a
A=| ™ 2 (3.2.1)
0 0 ass 0
0 A24 0 0
0 0
b 0
B=| " (3.2.2)
0 by
et
0 C12 0 0
C= (3.2.3)

C21 0 0 Co4

Les matrices structurelles correspondantes sont
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, (3.2.4)

~
o o O
)
~

B] = (3.2.5)

et
[C] = (3.2.6)

81

A B
Q= (3.2.7)
C 0

alors la matrice structurelle correspondante est

~
o o O
~ O

~

~

)

(3.2.8)

~
o o O

o o O

o o o O
o~

ot les éléments de fuite sont fixés a zéro alors que les autres éléments ont une valeur réelle

connue .
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Définition 15. Une classe de systémes donnée par sa paire de matrices de structure [A, B]
est dite structurellement controlable s’il existe au moins une réalisation admissible (A, B) €

[A, B] étant controlable dans les conditions habituelles au sens numérique.
Remarque 11. [{6] Le rang structurel de [Q)] est défini par le rang S [Q] = maxq dansiq) Tank @

Remarque 12. Nous supposons que dans le retour d’état statique nous avons u = Ex,
et dans le contexte de l'investigation de contrélabilité, la matrice de blocs suivante sera la

plus appropriée

A B
Q= de dimension appropriée (3.2.9)
E 0

Définition 16. [/6] On dit qu’une classe de systémes est connectable & l'entrée si, dans le
graphe G([Q)), il y a, pour chaque sommet d’état, un chemin d’au moins un des sommets

d’entrée au sommel d’élal choisi.

Remarque 13. [/6] Une famille de cycles correspond & un terme non nul du déterminant

detQ. D’ow la matrice Q a un rang plein dans le sens structurel.

Définition 17. [/6] On dit qu’une famille de cycles donnée dans G([Q)]) est de longueur

w si cette famille de cycles touche exactement les sommets d’états w.

Critére de Controlabilité Structurelle
Théoréme 6. Une classe de systémes caractérisée par la paire de matrices structurelles
[A, B] est structurellement controllable si et seulement si

1. Elle est connectable o ’entrée

2. S-rank [A, B] =n

Théoréme 7. Une classe de systémes caractérisée par la paire de matrices structurelles
[A, B] est structurellement contréllable si et seulement si le digraphe G([Q1]), satisfait les

deuz conditions suivantes,
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1. Pour chaque sommet d’état dans G([Q1]) il y a au moins un chemin de l'un des m

sommets d’entrées au sommet d’état choisi.

2. Il y a au moins une famille de cycles de longueur G([Q1]).

Théoréme 8. Une classe de systemes caractérisée par la paire de matrices structurelles
[A, B] est fortement structurellement controllable si et seulement si le digraphe G([Q1]),

satisfait les deux conditions suivantes :
1. Elle est connectable a ’entrée.

2. Il y a exactement une famille de cycle de longueur n dans G([Q1]).

3.2.2 Modéle Bidimensionnel Structurel & temps discret
Modéle Structurel de Givone-Roesser

Le modéle structurel de Givone-Roesser est

ap, (i + 1,do)] A Ap am [in, i) By o
. = T wli, io]
T, (41,12 + 1)] Ay Ag T, [i1, 2] By (3.2.10)
.. le [ib 22]
Yy [11722] - |: Cl CQ i| o
\ N RA
. . . All A12 .
Dans ce qui suit, nous supposons que la matrice A = est diagonale
Ag Az
L At 0 . .
bloc, comme suit A = , |- puis nous obtenons un systéme équivalent a (3.2.10),
0 A

concernant les méthodes de diagonalisation et de diagonalisation par blocs, voir, [49] et

[50).
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3.2.3 Modéle Structurel de Fornasini-Marchesini

Dans la suite, nous proposons la forme compacte du modéle structurel de Fornasini

Marchesini

xliy+ 1o+ 1] = [A] @ [iy + 1,d0] + [Ag]  [i1, 42 + 1]
+ [Ao] @ [i1, ia) + [Bi]w [ir + 1, 4] + [Ba] u[ir, iz + 1] (3.2.11)
y lin,io] = [C  [ir, i)

Aussi nous donnons le digraphe en union disjointe qui est associé a un systéme linéaire
structurel bidimensionnel, La propriété principale est que le vecteur d’etat se compose d’une
partie horizontale et d’une partie verticale nous introduisons ainsi un graphe orthogonal
qui est un graphe en union disjointe c-a-d qui est constitué de deux sous graphes qui ne
sont pas connexes ainsi 'ensemble des noeuds devient V = (V" V?). Soient G et Gy deux
graphes, on note G| + G5 le graphe en union disjointe G;, ¢ = 1, 2. Il correspond au graphe
(ViU V,, W UW,), autrement dit cela signifie que les sommets et les arcs de G et Gy sont

considéré, séparaiment.

Le Digraphe en Union Disjointe associé au Modéle Structurel de Givone-

Roesser

Le graphe associ¢ au modéle structurel Givone-Roesser est (Ggr) = (V, W) tel que

V=UUXUY, o

U= {ul(ilaiQ)qu(il)i?)v"'7u’m(i17i2)}7

X = X"(in,i2) U X (i, d2) = {2 (i, d2), @5 (i1, 2), ooy a7y, (i1, 42) }
U{$1f(i17i2>7x12}(i17i2)7"'7x22<i17i2)} (3212)
et

Y = {y1(i1,12), y2 (i1, 92), .., Yp(i1,92) }
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et les arcs sont définis comme suit

W = {(Uj(il,iQ),ZBZh<i1,Zlg))’B]ij 7é 0} j = 1,m1 et k?h = ].,TLI

U{(uj i1,19), xkv(zl,@)ﬂBQ- + O} j=1,mget k,=1,n9

U{(x?h i1,19), xkh(zl,zz))]A =+ O} gh=1,n1 et kp=1,n1 (32.13)
U {(x;]v(zl,ig),:cvu(il,zg)) - 0} Jo=1,ng et k, =1,n9

U{(ah (i1,12), yu(in, i2))|Ch; # 0} g =T,y et k=1p;

U {(xz’u(zl,22),yk(zl,zg))|0k] =+ 0} Jo=1,nset k=1 py

avec m; +mg =m, p1 +pa =p et
A (A0 , B= Bt o= ( ol 02) (3.2.14)
0 A2 B2

Exemple 8. Le digraphe suivant est associé au modéle structurel bidimensionnel de Givone-

Roesser | illustre le digraphe en union disjointe.

ZE;L [(21 + ]., ZQ)] 0 l4 0 ZE}IL [il, ZQ] ll 0 0 Uill [1'1, ’LQ]
l‘g [(21 + ]., ZQ)] = l5 0 0 Ig [il, ’LQ] + 0 lg 0 Ug [il, Zg]
h .
o ) [i1, 4]
R 4y [i1, 4]
y¥ [iq, io] 0 0 Iy .
2y [i1, 1]

29



h

uf(iy, ip) —— xl(iy,iz) y" (i1, 12)

Figure 1 : Illustration du digraphe d’un modéle bidimensionnel de Givone-Roesser

De méme avec le modéle bidimensionnel structurel de Givone-Roesser, la premiéere partie
du graphe correspond au sous-graphe horizontal, et la seconde partie du graphe correspond
au sous-graphe vertical, les éléments non-nuls des matrices sont les parametres libres | =

(I1,1a, ..., 17) on peut voir qu’il existe un ensemble de chemins entrées états de sommets dis-

joints (ul (i1, i), 2} (i1, i2), Th (i1, 2)), (uh(i1,4), 2 (i1, 12), 2 (in,i2)) et (ul(in, ia), 2V (i1, 42)).

3.2.4 Détemination du Digraph du Modéle structurel de Fornasini-

Marchesini

En utilisant le changement de variables suivant (i1, i2)] = x[(i1,i2 + 1)] — Agx[(i1, i2)],

on a

h

pl(i1, i2)] = Aox[(ir, i2)] + Ava[(ir, 12 + 1)] + Bul(iy, iz)]

= A(ﬂ?[(’ll
= Aip|(iy

, 02
5 12

)
)

]
]

+ Ay (p[(i1,i2)] + Agz[(i1, i2)]) + Bul(i1, 42)]
+ (Ag + AlAQ).’L‘[(@.17 iQ —f- 1)] —|— BU[(Zl, 22)]
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Le digraphe en union disjointe associé au modéle de Fornasini Marchesini peut étre réecrit
sous la forme du digraphe de Givone-Roesser
X = X"(iy, i) U X?(iy,145)
= {,ul(ib Z.2)7 MZ(ila i2)? Y (ih 22)}
U{z1(i1,42), 22(i1, 42), ..., Tny (i1, 12) }

et ot X" (iy,49) = Mu(iy,is), X(i1,42) = X (i1,142) et les arcs deviennent

W= {(u; (i1, ), pur(in, i2)) | Bij # 0}
11,%2), Ux (21,1 0ru
{13 (in, i2), pa(in, i) )| AJ; # 0} (3.2.15)
{(; (i, 42), 2k (i1, 02))| A% # 0} U
{(z;(i1,i2), yu (i, i2))[Chy # O}
avec
Ay Ag+ A Ay At 0 . ) .
A= ou est la matrice diagonale bloc obtenue de la matrice A
I As 0 A?
By B

s 71 et [y oy | =0 C]

3.2.5 Propriétés principales du digraphe en union disjointe associé

au systéme structurel bidimensionnel

Sachant que le digraphe d’un modéle structurel bidimensionnel est un graphe en union
disjointe de deux sous-digraphes, on peut alors utiliser cette propriété pour étudier la
controlabilité structurelle partielle des systémes bidimensionnels, ou le sous-digraphe G/(h)
correspond a la partie horizontale du systéme structurel bidimensionnel respectivement le
sous-digraphe G/(v) correspond a la partie verticale du systéme structurel bidimensionnel.
Si les conditions de la controlabilité structurelle sont satisfaites pour seulement G(h) (res-
pectivement G(v)), nous obtenons une controlabilité structurelle horizontale partielle ou

une contrélabilité structurelle verticale partielle.
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Nous considérons I'exemple du graphe bidimensionnel de Givone-Roesser,

uf(iy, ia) —— x (i1, iz) y" (i1, i2)

Figure 2 :Sous-graphe Horizontal

I3 lg

ul(iy,ia) —— xV(i1,12) — y"(i1,12)

Figure 3 :Sous-graphe Vertical

Cet exemple montre que nous pouvons analyser localement le digraphe bidimensionnel
de Givone-Roesser, c’est-a-dire que nous ne pouvons étudier que la controlabilité structu-

relle du sous-graphe horizontal ou vertical.

Lemme 1. G est le graphe en union disjointe de G" et GV, et est connectable & Uentrée si

et seulement si G et GV sont connectable au vecteur entrée.

Démonstration.

Nécessité Les sommets des états sont soit horizontaux soit verticaux, si le sommet
d’état est horizontal, 2" € G" et étant donné que G" connectable au vecteur entrée, il
y a un chemin d’au moins I'un des sommets d’entrée a 2" € G", de la méme maniére si
le sommet d’état est vertical, ¥, € G", il y a un chemin d’au moins I'un des sommets

d’entrée a z,, € G°.

Suffisance Evidemment, si G est connectable au vecteur entrée, alors G" et GV sont

par définition connectable au vecteur entrée, car G = G" U G. ]
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Lemme 2. Sachant que G([Q1]) = G"([Q1]) U G¥([Q1]). Si pour chaque sommet d’état
horizontal dans G"([Q1]) et pour chaque sommet d’état vertical dans G*([Q1]) il y a au

moins un chemin de ['un des my sommets du vecteur entrée a x", et il y a au moins un

v

v, alors il existe respectivement

chemin de 'un des mo sommets du vecteur d’entrée a x
pour chaque sommet d’état dans G([Q1]) auw moins un chemin de l'un des m; pour i = 1,2,

avec m = mq + me sommets du vecteur d’entrée au sommet d’état choisi.

Démonstration. Les sommets des états sont soit horizontaux soit verticaux, si le sommet
d’état est horizontal, 2! € G"([Q1]), avec i € 1,my, alors, il y a au moins un chemin de
I'un des m; sommets entrée a x!, de la méme maniére si le sommet d’état est vertical,
x? € GY([Q1]), alors, dans G([@4]) il y a au moins un chemin de 'un des m; pour i = 1,2,

avec m = my + my sommets du vecteur d’entrées au sommet d’état choisi. O

Lemme 3. S’il y a au moins une famille de cycles de longueur ny dans G"([Q1]), et au
moins une famille de cycles de longueur ny dans G*([Q1]), alors il existe respectivement

au moins une famille de cycles de longueur n; pour i = 1,2, avec n = ny + no dans

G([Q1]) = GM([Q1]) U G*([Q1]).

Démonstration. Sachant que le nombre des sommets d’état dans G"([Q;]) est ny et le
nombre de sommets d’état dans G¥([Q1]) est ne. S’il y a au moins une famille de cycles de
longueur n; respectivement ny, alors, par définition la famille de cycle est dans G"([Q1])
respectivement dans G([Q1]), donc il existe respectivement au moins une famille de cycles

de longueur n; pour i = 1,2, avec n = n; + ny dans G([Q1]). O

Remarque 14. La notion fondamentale qui est utilisée dans ces lemmes est la propriété
principale du digraphe bidimensionnel, qui est ['union disjointe de deuzr sous-graphes, la
preuve du lemme4.1, 4.2 et 4.3 étant fondée sur l'idée qu’il existe un sous-graphique hori-

zontal (respectivement vertical).
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3.2.6 Généralisation des Critéres de Controlabilité Structurelle

pour les Systémes structurels Bidimensionnels

Les trois précédents lemmes sont nécessaires pour prouver les critéres de controlabilité

structurelle des systémes linéaires bidimensionnels.

Théoréme 9. Une classe de systémes caractérisée par la paire structurelle [A, B] est struc-
turellement controllable si et seulement si la paire de matrices de structurele [Ay, By] et

[Ay, Bs] sont structurellement controlables.

Démonstration. Nécessaire Si pour chaque sommets d’état dans G([Q}]) respectivement
G([@Q7]) il y a au moins un chemin de 'un des m; sommets du vecteur entrée respectivement
mo sommets du vecteur entrée aux sommets d’état choisis, alors, d’aprés le lemme 4.2, il
existe pour chaque état un sommet dans G([Q1]) = G([Q?]) UG(]QY]), au moins un chemin
de I'un des sommets d’entrée m = my + mqy vers le sommet d’état choisi. S’il y a au moins
une famille de cycles de longueur ny in G([Q?]) et ny dans G([QY]), alors, selon le lemme 4.3,
il existe au moins une famille de longueur n = n; + ny dans G([Q1]) = G([Q1]) U G([QY)).

Suffisante Il est évident que si le systéme est structurellement controllable, alors pour
chaque sous-systéme caractérisé par la paire de matrice structurelles [A;, B;] est structu-

rellement controllable, spécialement pour la paire [A;, By] et [Ay, Bo ]

Théoréme 10. Une classe de systémes caractérisée par la paire structurelle [A, B] est
structurellement controlable si et seulement si la paire de matrices structurelle [A, BY]
qui correspond a G"([Q1]), et [A% B? qui correspond a G°([Q1]) sont structurellement

controlable.

Démonstration. Nécessité Si [Ay, By| et [Ag, Bs] sont structurellement controlable alors,
G"([Q1]) et G¥([Q1]) sont connectable au vecteur d’entrée, en utilisangt le lemme 4.1,
G([Q1]) est connectable au vecteur d’entrée. Si [Ay, By et [Ay, By sont structurellement
controlable alors, s-rank [A;, B;] = n; et s-rank [Ay, Bs] = ng, et étant donné que le
graphe bidimensionnel est définie comme la réunion disjointe de deux sous-graphes s-rank

[A,B] =nN;+No =n.
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Suffisance Il est évident que si le systéme est structurellement contrélable, alors pour
chaque sous-systéme caractérisé par la paire de matrices structurelle [A;, B;] est structu-

rellement controlable, en particulier pour [A;, By] et [As, By O

Nous déduisons finalement le résultat suivant Une classe de systémes caractérisée par
la paire de matrices de structure [A, B] est fortement structurellement controlable si et

seulement si [Ay, By] et [Ag, By| sont fortement structurellement controlables.

3.3 Exemples Illustratifs

Nous illustrons les résultats précédents concernant la controlabilité structurelle des
modéles linéaires bidimensionnels par quelques exemples,

Nous considérons un modéle structurel bidimensionnel linéaire avec deux états horizon-
taux, un état vertical, deux entrées horizontales, une entrée verticale, une sortie horizontale

et une sortie verticale.

00 0 Is 0 0
0 lg O
A=1|1, 00|, B=]01 0],etC=
0 0 I
00 0 0 0 I
l N o
ul (i1,92) —> 7(i1,192) y" (i1, 12)

. . . . 6 . .
uf (i1, 12) —— 27(i1,92) —> y"(i1,i2)
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Figure 4 :Digraphe illustratif de la controlabilité structurelle d’un modéle linéaire

bidimensionnel

Le modeéle bidimensionnel structurel vu ci-dessus est structurellement contrélable en
appliquant le théoréme 4.4. En effet, les conditions de controlabilité structurelle caractéri-

sées par le lemme 4.2 et le lemme 4.3 sont satisfaites dans la partie horizontale et la partie

verticale du graphe.
Il 0 0
Sionpose E=| 0 [lg 0 | alors, son G[Q4] graphe est,

0 0 Iy

uf (i, i2) 7 (41, 12)
~_
ly

Figure 4 : Digraphe illustratif de la contrélabilité structurelle d’un modéle bidimensionnel

avec retour d’état

Dans ce graphe, nous considérons simplement le sommet d’entrée et les sommets du vec-

teur d’état par le théoréme 4.4, le modéle bidimensionnel structurel est structurellement

controlable.

Cet exemple illustre la controlabilité structurelle partielle, nous considérons ici le gra-

phique structurel de certains systémes linéaires structurels bidimensionnels
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uf(iy, ia) —— x (i1, iz) y" (i1, i2)

lo

u’ll}(ilalé) quj(i17i2) - yv(ihiQ)

Figure 6 : Digraphe illustratif de la controlabilité structurelle partielle d’un modéle

linéaire bidimensionnel

Nous remarquons que le sous-graphe vertical n’est pas controlable structurellement,
mais que le sous-graphe horizontal est structurellement controlable, alors nous pouvons
conclure que le modéle linéaire bidimensionnel est structurellement horizontal-contrélable

tel que défini dans la sous-section 4.4.

3.4 Conclusion

Dans [52] et [53], E. Fornasini et al. considérent le graphe orienté 2D de la matrice paire
(A, B) comme x(i; + 1,iy + 1) = Ax(iy + 1,42) + Ba(iy,ia + 1), et étudie les polynomes
caractéristiques des paires de matrices irréductibles (A, B) , respectivement, Prémitivité
de la paire de matrices de positivité (A, B) entre autres par la description théorique des
graphes. Ils définissent le graphe orienté associé D*(A, B) avec des arcs de deux types
différents, a savoir, A-arcs et B-arcs, il y a un arcs A a partir du sommet v; au sommet
v si (v;,v;) est dans A, et B-arcs si (v;,v;) est dans B. Pour étudier les caractérisations
de Paccessibilité globale des systémes structurés dans [54| Pereira et al. introduisent les

opérateurs de décalage o12(i1,12) = x(i1 + 1,i2) et oox(iy,i2) = z(i1,19 + 1) pour réécrire
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le modéle de Fornasini-Marchisini comme un modéle 1D, et définit le graphique orienté
comme la superposition de deux sous-graphes et élimine les bords répétés pour utiliser les
résultats qui existent dans 1D. Dans cet article, nous avons étudié ’approche structurelle
des systémes bidimensionnels en nous concentrant sur un probléme classique. L’idée prin-
cipale est le graphe d’union disjoint qui représente le systéme bidimensionnel structurel
dans son ensemble, avec la méme approche, il est possible de résoudre notamment d’autres
problémes de controle et de stabilité, en utilisant le graphe structurel associé au systéme
bidimensionnel et dériver des critéres. Notre intérét actuel est centré sur ’analyse structu-
relle de 'observabilité des systémes multidimensionnels qui seront étudiés dans un article

séparé.
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Chapitre 4

Inégalités Matricielles linéaires

L’étude des inégalités matricielles affines (Linear matrix inequalities) dans le contexte
des systémes dynamiques et du contréle est apparue, probablement, avec le début des tra-
vaux fondamentaux d’Aleksender Lyapunov, concernant la stabilité du mouvement. Autour
des années 1890, Lyapunov a mis au point une méthode d’analyse des propriétés du mouve-
ment de certains systémes dynamiques autour d’un point d’attraction. Il étudia la stabilité
d’équations différentielles de la forme, & = Ax, et montre que celle-ci est stable si et seule-
ment s’il existe une matrice P définie positive qui vérifie ATP + PA < 0, aussi connue
sous le nom d’inégalité de Lyapunov et qui est une LMI particuliére. A. Lyapunov a aussi
montré que cette inégalité peut étre résolue analytiquement.

Dans les années 40-50, Lur’e, Postnikov et d’autres chercheurs en union soviétique appli-
quérent la méthode de Lyapunov & de véritables problémes de commande, et résolurent les
LMIs qui se posérent a eux, " a la main". Dans les années 60, Yakubovic, Popov, Kalman
et d’autres réussirent a obtenir un critére graphique permettant de résoudre certaines fa-
milles de LMI. Plus tard dans les années 80 les travaux des mathématiciens Pyatnitskii et
Skorodinskii montrent qu’il est possible de reformuler un probléme LMI en un probléme
d’optimisation convexe, que I’on peut résoudre numériquement si celui-ci ne peut étre résolu
analytiquement. L’algorithme Ellipsoide, qui permet de résoudre des problémes d’optimi-

sation convexe en temps polyndmial est alors utilisé. Clairement, une formulation LMI n’a
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de sens que si elle permet une résolution efficace et réalisable. Les progrés réalisés dans
le domaine algorithmique ont permis le développement d’outils de résolutions numériques
(LMIToolBox, LMITool, SeDuMi,...). Actuellement, un effort important s’attache a formu-
ler, notamment, des problémes de commande avec un formalisme LMI de telle maniére a
avoir une approche unifiée pour I'analyse et la commande de problémes appartenant a des

classes distinctes.

4.1 Deéfinition et Principales propriétés des LMIs

Définition 18. [19] Une LMI peut étre décomposée en somme d’une forme symétrique et
d’une transformation linéaire,

1=n

F(z)=Fy+ Y aF; <0 (4.1.1)

i=1
o1,

1. = (x1,....,x,) € R est un vecteur de dimension n appelé variable de décision.

2. Fy, ..., F, sont des matrices symétriques de R™* ™.
Linégalité < veut dire "définie négative”. On peut aussi avoir une LMI non stricte si
I’équation n’est pas stricte (F(x) semi-définie négative).
Définition 19. Soit une forme affine,

F:X— S;F(z)=Fy+T(x)
o1,
Fy € S

avec,

S={M|3IneN tel que M = M" € R™"}.
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Remarque 15. On rappelle qu’une forme affine F' : X — S prend nécessairement la forme
F(x) = Fo+T(z) ou Fy € S (i.e., Fy symétrique) et T : X — S est une transformation
linéaire. Ainsi si X est de dimension finie, i.e. de dimension n, et ot {ey,es,...,e,} consti-

tuent une base pour X. Ainsi tout x € X peut étre représenté comme v = > -

j=1Tj€j et

écrire,
j=1 j=1
ou, F; =T(e;) € S, de la, nous obtenons (4.1.1) comme cas particulier.

Remarque 16. Dans certains cas, les LMIs sont exprimées en fonction de matrices va-
riables plutét que variables de décisions.

Un exemple, est Linégalité de Lyapunov
Flz)= ATX +XA<0

ol

A g Rmxm

avec my = mo = m donnée. X est la matrice inconnue de dimension m X m.

4.2 Systéme LMI et Réduction

Définition 20. [18] Soit un systéme de LMI Fy(x) <0, ..., F,(z) < 0. Il est possible de

regrouper le systeme ci-dessus en une seule LMI,

0 Fy(z) 0. . 0
F(z) = <0
0 0 . . . Fy()

Remarque 17. 1. Une LMI multiples contraintes peut toujours étre convertie en une

LMI ¢ une seule contrainte .
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2. L’écriture d’une LMI diagonale bloc a comme propriété que ses valeurs propres sont

une stmple réunion des valeurs propres des matrices qui la forment.

Proposition 1. Soit M une matrice carrée n x n et T une matrice réguliere, alors T*MT
est appelée transformation congruente.

Le nombre de vecteurs propres positifs respectivement (négatifs) ne changent pas en effet;
S les vecteurs u et v sont exprimés comme suit u = Tv avec detT # 0, alors w*Mu < 0
pour tout u # Ogn. C’est équivalent o dire que v*T * MTv < 0 pour tout v # Ogn. D0t
M<0&T"MT <0.

Exemple 9. Soit une matrice hermitienne partitionnée,

My My "
M = Avec, My, € R™™ et det My, # 0.

My Mo
On caleule la transformation congruente T*MT. D’apres la proposition ci-dessus, cect

donne,

M<0&eT"MT <0

On remarque que c’est une matrice diagonale bloc Alors, My, < 0 et S < 0 on, S :=

Moy — M21M1_11M12

Nous proposons une série de résultats et d’exemples qui mettent en évidence 'impor-
tance de I'outil LMI dans la résolution de divers problémes liés a la réduction, stabilité.
Soit le probléme LMI suivant,

Trouver x € R" tel que F(z) = Fy + ZZZ” z;F; < 0, on suppose que 'on a F,, < 0 et

que F, est de rang r < n. Nous montrons que ce probléme est équivalent a un probléme

LMT avec m — 1 variables. Soit F}, semi définie, donc il existe une matrice U de rang plein

vérifiant F,,, = UUT.

Nous avons F(x) < 0 si et seulement si,
UT

Fa) (T v)<0

T

On définit

T = (Il, ...,.%m,l)T € Rmil
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et

i=m—1
i=1
On a alors F(z) = F(2) + 2,,UUT, donc
ur N UTEF (&)U UTEF (&)U
Fa) (0 v)= o
Ur UTE@)T UTE#)U + 2 (UTU)?

car UTU = 0
En appliquant le lemme de Schur, on a F(z) < 0 si et seulement si,
UTF(&)U > 0
UTF(2)U 4 2p(UTU)? = UTF(2)U(TTF(2)U) 'UTF(2)U > 0
or on peut choisir x,, suffisamment grand pour avoir la 2¢ inégalité satisfaite.
Ainsi, le probléme posé ci-dessus est équivalent a,
trouver & € R™ ! tel que UTF (&)U < 0

on a donc pu éliminer une variable du probléme LMI grace au terme semi défini. O

Soit la LMI suivante,
A(z) + B(z) X' (z) + ¢(x) XTBT(z) < 0

Il est possible d’éliminer X si x et X sont indépendants. La LMI est alors équivalente a,
BT (2)A(z)B(z) > 0
&l(x)A(z)é(z) > 0
ol B et ¢ sont les complementaires orthogonaux de B et ¢ respectivement.
Exemple 10. On considére le probleme de stabilité exponentielle du systéme linéaire,
T = Ax

ot A € R, la stabilité du systéeme assure l’existence d’une constante M et « tel que pour
toute condition initiale xy la solution x(t) avec x(tg) = 0 satisfail,

lz(2)]| < [lo(to)[| Memett)
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Selon Lyapunov le systéme est exponentiellement stable si et seulement s’il existe une
matrice X = X7 tel que X > 0 et ATX + XA < 0, en effet dans ce cas la fonction
V(x) := 2T Xz , qualifiée de fonction de Lyapunov est positive pour tout vecteur non nul
et strictement décroissante le long de la solution x du systéme linéaire autonome.

Nous pouvons aussi montrer ||z(z)|| < ||x(to)||Me=*%) gvec M? = N paw (%) /Amin €t a > 0
tel que ATX + XA+ aX <0, alors la stabilité exponentielle est équivalente & la faisabilité

de la LMI,
-X 0

0 ATX + XA

<0

Exemple 11. On considére k systémes linéaires de la forme,

o A; € R™™ et B; € R™™,i=1,.... k. La question de la stabilité simultanée est de trouver
une loi de retour d’état w = Fx avec F' € R™™ tel que tous les systémes autonomes, T =
(Ai+ B;F)x i = 1,..., k soient asymptotiquement stables. En utilisant 'exemple précédent,
ce probléme sera résolu quand nous pourrons trouver une matrice F' et X; 1 =1, ...,k telle
que pour tout 1
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Chapitre 5

Conditions de Stabilité des Modéles

d’état Multidimensionnels par les LMIs

5.1 Formulation et position du probléme

Nous abordons dans ce dernier chapitre les résultats de stabilité, trois formulations sont
apportées, la premiére étant la définition de la stabilité asymptotique qui fait intervenir
la solution du systéme, la seconde qui correspond a une condition nécessaire et suffisante
par rapport au polynome caractéristique du dit systéme, et la troisiéme est une condition
suffisante sur la faisabilité de LMIs dérivées des conditions sur le polynéme caractéristique.
On note par R™*" respectivement C™*™, I'ensemble des matrices réelles respectivement
complexes a m lignes et n colonnes et par R™ respectivement C™ ’ensemble des vecteurs
réels respectivement complexes. Aussi Z est 'ensemble des entiers relatifs et R la droite

réelle positive et j la racine carrée de —1.
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5.1.1 Systéme discret multidimensionel général
On considére le systéme discret multidimensionnel général

El’(kl + ]., kQ + ]_, ceey k?d + 1) = A()J](kil, k?g, ceey kd)+
S A (kg + 0 kg + 0%, o kg + 05) 4+ S50 Bau(ky + 6%, kg + 04, . kg + 07)

ylkr + L ko + 1, kg + 1) = Ca(ky + 1, ko + 1, .. kg + 1).
(5.1.1)

ou 0, =1sii=~et0if i # ¢ (notation de Kronecker), z(k; + 1, ko + 1,.... kg + 1) € R"
est le vecteur d’état du systéme (5.1.1), w(ky + 1, ko + 1,...,kg + 1) € R™ est le vecteur
d’entrée, y(ky + 1,ko + 1,....,kqg + 1) € RP le vecteur de sortie du systéme, A; € R™™",
B, € R™™ 4 = 0,1,2, C € RP*™, D € RP*™. On suppose que E est inversible. En
appliquant la transformée en z multidimensionnel au systéme (5.1.1), avec des conditions
initiales nulles, on obtient : fonction de transfert rationnelle, réalisant ce systéme d’espace

d’état généralisé.

d -1/
T(Zl, 29y wuny Zd) =C <E2122...Zd - Z Azzz - Ao) (Z B12’1> (512)
i=1

i=1
Par conséquent, le polynome caractéristique décrivant les poles du systéme (5.1.1) est

donné par

d
D(Zl, 29y aany Zd) = det <E2’122...2d — Z Aizi — Ao) (513)

=1

Nous introduisons d’abord la notion de stabilité asymptotique des systémes multidimen-
sionnels & temps discret. Le systéme multidimensionnel (5.1.1) est asymptotiquement
stable si le vecteur d’état z(ky, ko, ..., kq) converges vers zéro pour une entrée nulle et pour
des conditions initiales bornées, i.e.

lim |x(k1, ko, ..., ka)|| =0

kl,kg,...,kdﬁoo
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for
u(ky, ko, ..., kqg) = 0 for k; € Z

supy, ez, [|7(k1,0,...,0)|| < oo

Supk2€Z+ HZ’(O, k27 7O)H < o0

SUPy,ez., |2(0,0, ..., kq)|| < o0
ou [|.|| est la norme Euclidienne. Nous rappelons maintenant les conditions nécessaires
et suffisantes de stabilité de tels systémes en termes de polyndme caractéristique. Ces
conditions étaient par exemple dérivés dans |20]| mais nous rappelons ici les idées de base
de la preuve.
Le systéme multidimensionnel (5.1.1) est asymptotiquement stable si et seulement si

D(z1, 22, ..., 24) # 0 pour tout z = (21, 22, ..., 24), tels que |z| < 1,i=1,...,d.

Démonstration. Soit

N(z1, 225 .., 2a) = = - e m
T(ZhZQ,---,Zd) = D<Zl’227‘”72d) = Z Z "'ZHmlmQ'"del 1222,..2dd (514)
mg

m1=0ma=0

O le coéfticients Hyyym,. m, représente la réponse impultionnelle du systéme (5.1.1). La
fonction rationnelle T'(z1, 2o, ..., z4) est stable si et seulement si la réponse impultionnelle
converge vers zéro pour tout z = (z1, 29, ...,24) dans le polydisque |z;| < 1 avec, i =
1,....,d. En utilisant les propriétés de la convergence d’une telle série, ceci implique que
T(z1, 22, ..., 2q) est analytique pour tout z = (z1, 29, ..., 24) dans le polydisque |z| < 1,
i =1,...,d. pour fonction rationnelle, cela implique également que D(zy, 2, ..., z4) n’a pas

de racines dans le polydisque. O

La condition équivalente suivante a été dérivée de [55|. La preuve, donné dans [55],
est basée sur le fait que D(z,z29,...,24) est polynomiale dans chaque z;,i = 1,...,d.

Le systéme multidimensionnel (5.1.1) est asymptotiquement stable si et seulement si le
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polyndéme suivant n’a pas de racines dans le cercle unité.

;

D(z,1,1,..,1) #0 for |z|<1

D(1,25,1,...,1 0 for |z <1
D1zl ) 20 for 2 515

D(1,1,..,1,24) #0 for |zq| <1

\

et si

D(z1,29,...,24) 0 for |z|=1,i=1,..,d. (5.1.6)

C’est précisément cette formulation de conditions nécessaires et suffisantes pour la
stabilité, que nous utilisons dans la section suivante pour dériver une condition LMI pour

la stabilité de (5.1.1).

5.1.2 Condition de Stabilité par LMI

Le modeéle (5.1.1) est asymptotiquement stable s’il existe d matrices symmetriques
réelles Xi,..., Xy et d + 2 matrices hérmitiennes Y;,i = 0,...,d + 1 tels que les LMIs

suivantes sont faisables,

Xi =0, et ATX;A; — (E— A)"X,(E — A;) = 0, pouri =1,...,d, (5.1.7)
d+1
Y V=0, V'V +diag{¥o, Vs, ... Yy, Yo} = 0, (5.1.8)
=0
where Az = Z?:O,Z;éi AZ; et V= [ _AO —Al _Ad FE

Démonstration. Les conditions (5.1.5) peuvent étre reformulé en termes de polynome ca-

ractéristique comme suit :

(

D(z,1,1,...,1) = det[z(E — Ay) — Ay] # 0 pour |z| < 1

D(1,2,1,...,1) = det[2(E — Ay) — Ag] # 0 pour |2z,] < 1 (5.19)

D(1,1,...,1, zg) = det[z4(E — Agq) — Ag] # 0 pour |z4| < 1.

\
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Ceux-ci sont satisfaits si et seulement si les LMI suivants sont réalisables avec des matrices

symétriques réelles X :
ATX;A; — (B — A)TX{(E — A;) = 0, et X; = 0, pouri=1,....d. (5.1.10)
La condition (5.1.6) exprime le fait que pour tout w; € R avec ¢ = 1,2, ..., d, nous avons

D(e?“r eiv2 ... eI¥1) = det[e/*1el¥2 .. e/¥IE — Ay — eITA] — 72 Ay ... — eIWi A

= det[VIIp(wy,...,wq)] #0
(5.1.11)

ou
. . . . d T
Hp(wi,...,wae) = [ I elr] eiw2] . elwa] eiXimawi]

C’est facile de vérifier que
I (wy, ... wa)diag {Yo, Y1, ..., Yo, Yo P p(wy, .. .y wa) =0
if Y; sont hermitiennes et ZdH Y; = 0. Nous avons donc
I (wi, . .., wg) VIVIIp(wy, . .. wq) = 0 et det[VIIp(wy, ... we)] #0

a condition de pouvoir trouver les matrice hermitiennes Y; tel que

d+1
> V=0, and VTV + diag {¥p, V1, ..., Ya, Yasi} > 0.

Ceci est clairement une condition suffisante pour I'inégalité (5.1.6). O

5.1.3 Systéme multidimensionnel & temps continu

En dernier lieu nous considérons un systéme multidimensionnel & temps continu, Nous
dérivons maintenant des conditions LMIs pour la stabilité des modéles a espaces d’états
multidimensionnels & temps continu de la forme suivante. Un modéle & espaces d’états

multidimensionnel a temps continu peut étre décrit par les équations,

0" x(t1,t2,...,t d diz( tl,tz, x(t1,t2,.stq) Otu(ti ta,...,tn)
E Ot10ts.. 8td on(t17t27 "'7td) + Zz 1 A + ZZ 1 B —at

y(tl,tg, ceey d) = C:L‘(tl,tg, ...,td)
(5.1.12)
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Ou le vecteur d’état est x(ty,ta,....t5) € R™, le vecteur d’entrée u(ty,ts,...,tq) € R™, le
vecteur de sortie y(tq,1s,...,tq) € RP et Ay, A;, B; i = 1,2,....,d, C et E sont des matrices
réelles de dimensions appropriées et E est supposée inversible. En appliquant la transformée

de Laplace, nous obtenons la fonction de transfert dD,

d -1 /4
T(Sl, 59, ..., Sd> =C <E5182...Sd — ZA,LSl — A()) <Z B,LS,L> . (5113)
=1

=1

Le polynome caractéristique de (5.1.12) est

d
D(Sl, S92y .uy 8n> = det <E8182...Sd — ZAZSZ — A()) (5114)

=1

Le systéme multidimensionnel & temps continu (5.1.12), est asymptotiquement stable
si et seulement si le vecteur d’état x(t,to, ..., t4) converge vers zéro pour une entrée nulle

et pour des des conditions initiales bornées, i.e.

lim  |z(ty, ta, ..., tq)]| =0

t1,t2,...,tq—00
pour
U(tl,tg, ...,td) =0 for tz € R+
Supk16R+ Hx(tla 07 sy O)H < 00

Supk2€R+ ||$(07t27 70)” < 00

SUPg,eRr, H‘T(0707 ;td)H <00

Une condition algébrique pour la stabilité de tels systémes a été donnée dans [20].
Le systéme multidimensionnel & temps continu (5.1.12), est asymptotiquement stabe si
et seulement si D(sq, S, ..., Sq) # 0 pour tout s = (sq, S, ..., Sq), tels que Rs; > 0, i =
1,2,....d.

La condition équivalente que nous allons utiliser ici est basée sur les résultats obtenus

dans [55] et est donnée ci-dessous. Le systéme multidimensionnel & temps continu (5.1.12),
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est asymptotiquement stabe si et seulement si

(

D(s1,0,...,0) = det[—A;s1 — Ap] # 0 pour Rs; > 0,
D(0, sq,...,0) = det[—Azsy — Ag] # 0 pour Rsy > 0,

(5.1.15)
\ D(0,...,0,sq) = det[—Agsq — Ap] # 0 pour Rsy > 0,
et
D(jwy, jwe, ..., jwq) # 0 pour w; € Ryi =1,...,d. (5.1.16)
Le modéle (5.1.12) est asymptotiquement stabe s’il y a d matrices symmeétriques X;, i =
1,...,n tels que les LMIs suivantes sont faisables

X; =0, et ATX;A0+ AT X;A; =0, pouri=1,...d (5.1.17)

et une matrice hermitienne Y avec (d + 1)(d + 2)/2 bloques Y;;, i = 1,...,d+ 1,j =
1+ 1,...,d+ 1 tels que

0 Yoo .. Yoa Yoau
Yo 0 o Yig Yian
VTV + : : : ; =0, (5.1.18)
Y04 ~Yiqg ... 0 Yiav
| —Yoan Yiap .. Yga 0]
ote=(—1)letV:=| -A, —A, ... —A; E

Démonstration. Les conditions (5.1.18) peuvent étre reformuler en termes de polyndome

caractéristique comme suit :

(

D(s1,0,...,0) = det[—Ays; — Ag] # 0 pour Rs; > 0

D(0,s9,...,0) =det|[—Aysy — A 0 pour Rsy >0
(0, 52 ) [ 2.2 ol #0p 2 (5.1.19)

D(0,...,0,s4) = det[—Ags — Ap] # 0 pour Rsy > 0.

\
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Ceux-ci sont satisfaits si et seulement si les LMIs suivants sont faisables avec les matrices

symmétriques X; :
AT X Ag+ AT X A; = 0, et X; =0, pouri = 1,....d. (5.1.20)

Les conditions (5.1.18) exprime le fait que pour tout w; € R avec i = 1,2, ..., d, nous avons

D(jwy, jws, ..., jwg) = det[jwijws . .. jwgE — Ag — jwi Ay — jwoAs ... — jwaAd] (5.1.21)
= det[VIlg(wy, ... ,wq)] #0
ou
Ho(wr, .. oywa) == | T jund jwsl ... jwgl 5° H?Zl w; [ '
Il est facile de vérifié que pour toutes les fréquences w; et pour e := (—1)4
0 Yoo ..o Yoa Yoau
Yo, 0 oo Yia Yian
7 (wr, - .., wa) : : : : He(wy, ..., wq) = 0.
Y04 —Yia ... 0 Yaam
| —eYoar1 €Yiapr oo €Yaapn 0|

La matrice Y est hermitienne pourvu que ses bloques non diagonaux avec le signe égal

soient hermitiens, et ceux avec des signes opposés sont anti-hérmitiens. Par suite Nous

obtenons
5 (wi, . wa) VIV (Wi, - - we) = 0 et det[VIIg(wi, . .., wq)] # 0

a condition de pouvoir trouver une matrice hermitienne Y avec la structure ci-dessus et

avec e 1= (—1)¢, tels que :

0 Yoo oo Yoa  Yoan
Yo,1 0 o Yig Yign
VIV + : P : - 0.
Y04 ~Yiqg ... 0 Yiav
| —Yoan Vg .. Yga 0]
Ceci est clairement une condition suffisante pour I'inégalité (5.1.18). O
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Remarque 18. Dans cette partie de la thése, nous avons trouvé des conditions suffisantes
pour que les systémes d-dimensionnels soient asymptotiquement stables. Les conditions que

nous avons développées ici sont de nouveau test décrit par des LMIS.
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