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 C’est quand on sait tout et que rien ne fonctionne. 
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C’est quand tout fonctionne et que personne ne sait pourquoi.  
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Rien ne fonctionne... et personne ne sait pourquoi  
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RÉSUMÉ 
 

Dans ce travail, trois théories de déformation de cisaillement d’ordre élevé (2D, quasi-

3D, quasi-3D hybride) sont présentées pour analyser le comportement des vibrations libres 

des plaques fonctionnellement graduées simplement appuyées et reposantes sur des 

fondations élastiques. Ces théories considèrent des distributions paraboliques des 

déformations de cisaillement à travers l’épaisseur tout en assurant la nullité des contraintes de 

cisaillement sur les bords libres de la plaque sans utiliser des facteurs de correction de 

cisaillement. Les propriétés matérielles sont supposées variables dans le sens de l’épaisseur de 

la plaque d’une façon continue selon une loi de puissance. Les équations de mouvement ont  

été dérivées à partir du principe d’Hamilton. Les solutions analytiques de la réponse  

dynamique des plaques sont obtenues en se basant sur la méthode de Navier afin de satisfaire 

les conditions d’appuis. Les investigations numériques sont présentées pour montrer l’effet de 

la composition matérielle, la géométrie de la plaque et les coefficients de rigidité des 

fondations élastiques sur les caractéristiques vibratoires des plaques FG. L’influence des 

propriétés matérielles dépendantes  et indépendantes de la température sur les fréquences 

naturelles des plaques FGM simplement appuyées dans un  environnement thermique a été 

aussi examinée. On peut conclure que les présentes théories sont non seulement précises et 

efficaces mais aussi simples pour la prédiction des réponses vibratoires des plaques FG 

reposant sur des appuis simples ou élastiques.   

Mots clés : plaques fonctionnellement graduées, théories de déformation de 

cisaillement, propriétés matérielles, vibration libre, fréquence naturelle, fondation élastique, 

environnement thermique, propriétés dépendantes de la température. 
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ABSTRACT  
 

In this work, three high order shear strain theories (2D, quasi-3D, quasi-3D hybrid) are 

presented to analyze the free vibration of simply supported functionally graded plates and 

resting on elastic foundations. These theories consider parabolic distributions of shear strain 

across the thickness satisfying the nullity of shear stresses at the free edges of the plate 

without using shear correction factors. The material properties are assumed to vary 

continuously and smoothly across the thickness of the plate according to a power law 

function. The equations of motion are derived from Hamilton's principle. Analytical solutions 

of the dynamic response of FG plates are obtained based on the Navier’s method in order to 

satisfy the boundary conditions. Numerical investigations are carried out to study thoroughly 

the effect of material composition, plate geometry and foundation stiffness coefficients on the 

vibration characteristics of FG plates. The influence of temperature-dependent and 

temperature-independent material properties on natural frequencies of simply supported FG 

plates in a thermal environment has also been discussed. It can be concluded that the present 

theories are not only accurate and efficient but also simple for predicting the vibration 

responses of simply supported FG plates on elastic foundations.   

Keywords: functionally graded plates; higher order shear deformation theory; material 

properties; free vibration; natural frequency; elastic foundation; thermal environment; 

temperature-dependent material properties.  
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 ملخــــــــــص  
 

 сϪыϪ йϡІ еуϯлЮϜ ̪ ϸϝЛϠцϜ сϪыϪ ̪ ϸϝЛϠцϜ сϚϝзϪ) сЮϝЛЮϜ ЉЧЮϜ инЇϦ Ьнϲ ϤϝтϽЗж ϨыϪ бтϹЧϦ бϦ ̪ЭгЛЮϜ Ϝϻк сТ

 (ϸϝЛϠцϜϣЂϜϼϹЮ сϧЮϜм ϝ̯уУуДм ϣϮϼϹϧгЮϜ ϱϚϝУЋЯЮ ϽϳЮϜ ϾϜϿϧкъϜ   ϤъϸϝЛв м ϤϜϽуПϧгЮϜ ϸϹК .ϣжϽвм ϣГуЃϠ ЁЂϒ пЯК ϹзϧЃϦ

ЯЮ ϣϡЃзЮϝϠ ЭЧт ϣЪϽϳЮϜϜϻкм ̪сЮϝϳЮϜ ϬϺнгз ϝв  ϤϝкнЇϦ ϤϝЛтϾнϦ ϼϝϡϧКъϜ сТ ϤϝтϽЗзЮϜ иϻк ϻ϶ϓϦ .рнузϡЮϜ ЭуЯϳϧЮϜ ЭлЃт

 ЉЧЮϜЋЮϜ ЩгЂ ϽϡК ϙТϝЫв ЙГЦ ЭЫІ пЯКϳуУ ϣуЯУЃЮϜ м ϣтнЯЛЮϜ РϜнϳЮϜ пЯК сЎϽЛЮϜ ЉЧЮϜ ϸϝлϮϖ аϜϹЛжϜ ϢϝКϜϽв Йв ϣ

ЩгЂ ϽϡК ϸϜнгЮϜ ЉϚϝЋ϶ ϽуПϧϦ .ЉЧЮϜ ϱуϳЋϦ ЭвϝЛв ЬϝгЛϧЂϜ дмϸ ϣϳуУЋЯЮ  бϦ .сЂϒ днжϝЦ ХТм ϽгϧЃв ЭЫЇϠ ϣϳуУЋЮϜ

 ϣЧтϽА пЯК Ϝ̯ϸϝзϧЂϜ ϤϝϲнЯЮ ϽϳЮϜ ϾϜϿϧкыЮ ϣуЯуЯϳϧЮϜ ЬнЯϳЮϜ пЯК ЬнЋϳЮϜ бϦ .днϧЯвϝк ϒϹϡв ев ϣЪϽϳЮϜ ϤъϸϝЛв ФϝЧϧІϜ

йууТϝж (Navier) .бКϹЮϜ АмϽІ ϣуϡЯϦ ЭϮϒ ев ЩЮϺм  ϣЂϹзкм ϸϜнгЮϜ ϣϡуЪϽϦ ϽуϪϓϦ ϼϝлДш ϣтϸϹЛЮϜ ϤϝЧуЧϳϧЮϜ бтϹЧϦ бϧт

 ϸϜнгЮϜ ЉϚϝЋ϶ ϽуϪϓϦ ЉϳТ бϦ ϝгЪ .ϝуУуДм ϣϮϼϹϧгЮϜ ϰϜнЮчЮ ϾϜϿϧкъϜ ЉϚϝЋ϶ пЯК дϽгЮϜ ЀϝЂцϜ ϤывϝЛвм ϱϚϝУЋЮϜ

 дϒ ϭϧзϧЃж дϒ еЫгт .Ϣϼϝϲ ϣϛуϠ сТ ϣГуЃϠ ЁЂϓϠ ϣвнКϹгЮϜ ϰϜнЮчЮ ϣуЛуϡГЮϜ ϤϜϸϸϽϧЮϜ пЯК ϢϼϜϽϳЮϜ ϣϮϼϸ пЯК ϢϹгϧЛгЮϜ

ϤϝтϽЗзЮϜ ϟЃϳТ ϣЮϝЛТм ϣЧуЦϸ ϥЃуЮ ϣуЮϝϳЮϜ ЭϠ ̪ ϝуУуДм ϣϮϼϹϧгЮϜ ϱϚϝУЋЯЮ ϣтϾϜϿϧкъϜ ϤϝϠϝϯϧЂъϝϠ ϕϡзϧЯЮ ϝ̯Џтϒ ϣГуЃϠ

ϣжϽв мϒ ϣГуЃϠ ϤϝвϝКϸ пЯК ϣКнЎнгЮϜ. 

 

ϸϸϽϧЮϜ ̪ϽϳЮϜ ϾϜϿϧкъϜ ̪ϣтϸϝв ЉϚϝЋ϶ ̪сЮϝЛЮϜ ЉЧЮϜ инЇϦ ϤϝтϽЗж ̪ϝуУуДм ϣϮϼϹϧгЮϜ ϱϚϝУЋЮϜ : الكلمات المفتاحية

пЯК ϢϹгϧЛв ЉϚϝЋ϶ ̪Ϣϼϝϲ ϣϛуϠ ̪дϽгЮϜ ЀϝЂцϜ ̪сЛуϡГЮϜ ϢϼϜϽϳЮϜ. 
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INTRODUCTION GENERALE 

Un grand progrès dans la technologie de fabrication matérielle a été mis en œuvre pour 

développer de nouvelle génération des matériaux afin de répondre aux  exigences de 

l’industrie. Comme depuis l'histoire de la civilisation humaine a évolué à partir des outils de 

pierre à l'ère de l'acier et à l'ère spatiale, l’innovation de certains matériaux à chaque époque a 

été faite pour soutenir le développement de la technologie. Les rails et les chaudières en acier 

de la révolution industrielle ont été utilisés pendant l'époque d'acier. À l'ère spatiale, les 

matériaux composites ont été introduits pour la fabrication de structures intelligentes qui 

étaient robustes et légères. Les matériaux composites qui sont connus sous le nom de 

matériaux modernes sont composés de deux ou plusieurs matériaux différents, pour avoir les 

propriétés souhaitées dans des applications spécifiques. Les matériaux composites légers 

appelés composites stratifiés matrice-fibre ont été utilisés avec succès dans l’aéronautique, 

l'automobile, l’industrie marine et d'autres applications d'ingénierie. Cependant, l'inadéquation 

des propriétés mécaniques à travers l'interface de deux matériaux différents peuvent 

provoquer d'importantes contraintes inter-laminaires. Donc, des problèmes de décollement et 

de délaminage peuvent survenir, surtout dans un environnement à haute température. 

 En général, différents types de matériaux homogènes isotropes tels que les matériaux 

dans le groupe de métaux et de polymères ont été largement utilisés dans plusieurs domaines 

de l'ingénierie depuis plusieurs décennies. Matériaux dans le groupe de métaux se distinguent 

par une haute résistance et la ténacité, tandis que les polymères sont bons pour une grande 

flexibilité et résistance à la corrosion. Cependant, ces types de matériaux ne parviennent pas à 

résister à des charges extrêmes de température. Par conséquent, pour améliorer les propriétés 

en termes de résistance thermique, des matériaux céramiques peuvent être mélangés avec des 

métaux et des polymères afin de combiner leurs avantages spécifiques. En raison de la 

croissance récente d'une tendance à utiliser des matériaux pour le marquage des structures 

d'ingénierie qui sont soumises à des charges mécaniques sous haute température, il est 

important de créer une nouvelle classe de matériaux afin de soutenir une telle exigence. 

De nombreux milieux naturels présentent des variations unidirectionnelles et continues 

de leurs propriétés élastiques. Les tissus vivants, la croûte terrestre, les océans ou encore l’os 
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cortical en font partie. Tirant leur inspiration de la nature qui les entoure, les scientifiques 

(chercheurs et ingénieurs), se sont penchés sur les avantages que présentaient ce type de 

matériaux en terme de comportement mécanique et c’est ainsi que l’on vit apparaître, dans les 

années 1980, les matériaux à gradients de propriétés (Functionally Graded Materials 

« FGM »). Ils permettent par exemple de reproduire les propriétés structurales et matérielles 

des tissus biologiques tels que l’os à différentes étapes de son évolution (croissance, 

vieillissement ou pathologie).  

Les matériaux à gradient de propriétés (FGM), sont un type de matériaux composites 

produit en changeant sans interruption les fractions de volume dans la direction d'épaisseur 

pour obtenir un profil bien déterminé. Ces types de matériaux ont suscité beaucoup d'attention 

récemment en raison des avantages de diminuer la disparité dans les propriétés matérielles et 

de réduire les contraintes thermiques. La variation continue des propriétés mécaniques 

confère au matériau un comportement optimisé. Les FGM sont particulièrement utilisés dans 

les applications de haute technologique: aéronautique, aérospatiale, nucléaire, semi-

conducteurs, en génie civil et également dans des applications biomédicales.  

Il est important d'étudier et de comprendre le comportement des structures en matériaux 

FGM soumises à diverses charges mécaniques, statiques et dynamiques, pour une conception 

appropriée et afin d'avoir des structures solides et de minimiser les coûts nécessaires à leur 

traitement et à leur fabrication. Donc, pour étudier telles structures FGM en utilisant les 

théories classiques des poutres et des plaques, on constate généralement que les résultats de 

l'analyse de la flexion sont sous-estimés, alors que les charges critiques de la stabilité et les 

fréquences naturelles de l'analyse dynamique sont surestimées. Il est donc recommandé 

d'appliquer les théories qui tiennent en compte des effets de déformation de cisaillement à 

l'analyse des poutres et des plaques produites à partir de FGM afin d'obtenir des résultats plus 

précis et adéquats. 

En conséquence, l’objectif de cette thèse est porté sur  une contribution à l’analyse de la 

vibration libre des plaques FGM en développant des modèles mathématiques raffinés, simples 

et fiables sur la base des théories de déformation de cisaillement d’ordre élevé 

bidimensionnelles (2D) et quasi-tridimensionnelles (quasi-3D). Plusieurs paramètres, qui ont 

des influences significatives sur les résultats analytiques, sont pris en compte dans cette 

recherche et comparés à d’autres  résultats numériques trouvés dans la littérature.   
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Pour ce faire, le travail de cette thèse s’articule autour de cinq chapitres dont voici les 

détails : 

Le premier chapitre s’intéresse à une présentation synthétique des matériaux 

fonctionnellement gradués, leurs propriétés et l’histoire de leur développement. Il évoque 

aussi les  différents modèles analytiques d’homogénéisation  qui permettent d’estimer 

l’évolution des propriétés élastiques en fonction de différents paramètres, notamment la 

fraction volumique de charge. D’autre part, il présente les méthodes d’élaboration de ces 

matériaux,  ainsi que leurs domaines d’applications.  

Le deuxième chapitre présente une revue de quelques travaux scientifiques portant sur 

les matériaux à gradient de propriétés  « FGM » en mettant l'accent sur les travaux publiés 

récemment. Les progrès récents dans la caractérisation, la modélisation et l'analyse des 

structures en FGM sont aussi présentés. 

Le troisième chapitre détaille la mise en œuvre d’un modèle analytique basé sur la 

théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé à cinq variables pour étudier la vibration 

libre des plaques FG reposant sur des fondations élastiques. L’effet de la géométrie de la 

plaque, l’indice matériel et les composantes des matériaux sur la réponse en vibration de la 

plaque est aussi recherché. 

Dans le quatrième chapitre, une théorie 2D et quasi-3D de déformation de cisaillement 

ont été développé afin de pouvoir examiner l’influence de l’effet de l’étirement sur le 

comportement vibratoire des plaques FGM. Une nouvelle fonction de gauchissement a été 

établie en combinant deux  fonctions exponentielle et trigonométrique tout en assurant une 

distribution parabolique des contraintes de cisaillement à travers l’épaisseur permettant leur 

nullité aux bords libres de la plaque. 

Le cinquième chapitre s’est concentré à l’analyse de la réponse dynamique des plaques 

FGM soumises à des chargements thermiques en utilisant une théorie de déformation d’ordre 

élevé bidimensionnelle à quatre variables. Les propriétés matérielles sont supposées 

dépendantes de la température et varient à travers l’épaisseur de la plaque selon une loi de 

puissance. Les conditions thermiques uniforme, linéaire, non linéaire et sinusoïdale sont 

prises en compte aux surfaces supérieure et inférieure des plaques FG simplement appuyées. 

Pour optimiser le comportement vibratoire en fonction de ces conditions thermiques, une 
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étude numérique paramétrique a été effectuée sur les plaques FGM. Cette étude a été réalisée 

en faisant varier la composition matérielle (indice de puissance), la géométrie de la plaque et 

le type du champ thermique. 

A la fin, une conclusion générale est dressée mettant en évidence les principaux 

résultats obtenus sur le comportement vibratoire des plaques en matériaux FGM. Des 

perspectives de recherche ouvertes à la suite de ce travail sont également proposées.   
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I.1. Introduction 

La récente technologie nécessite d’employer des matériaux innovants caractérisés selon 

les exigences en termes de performances techniques, de fiabilité, d’économie d’élaboration, 

de durabilité et d’impact environnemental, les matériaux classiques ne répondent pas toujours 

à ces spécifications. Dans ce contexte, la conception des matériaux avancés qui allient d’une 

façon simultanée la rigidité, la résistance, la ténacité élevée et une grande légèreté est un 

facteur plus important. Pour atteindre ces objectifs, les chercheurs et les industriels ont 

contribué au développement d’une nouvelle génération des matériaux composites appelée « 

matériaux à gradient de propriétés » qui font l’objet d’importantes recherches. 

I.2. Concept des matériaux fonctionnellement gradués 

Les matériaux fonctionnellement gradués (FGM), matériaux révolutionnaires, 

appartiennent à la classe des matériaux avancés dont la composition, la microstructure et 

même les propriétés mécaniques varient de manière continue et cohérente d'une surface  à 

l'autre le long de l'axe de construction (Figure I.1), ce qui permet d'améliorer les performances 

et la fiabilité du matériau et d’atténuer ainsi les concentrations de contraintes que l'on trouve 

dans les composites laminés (Popoola et al., 2016). 

 

Figure ‎I.1. Concept des matériaux à gradient de propriétés (Loh et al., 2018). 
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La composition d’un matériau à gradient fonctionnel peut être définie comme "un 

changement de composition dans le volume de masse d'un matériau visant à mélanger et à 

faire varier dynamiquement les proportions des matériaux dans un volume tridimensionnel 

afin de produire une intégration homogène de structures fonctionnelles monolithiques aux 

propriétés variées" (Mahmoud et Elbestawi, 2017).  

La graduation des propriétés du matériau réduit les contraintes thermiques, les 

contraintes résiduelles et les facteurs de concentration de contraintes. La variation graduelle 

donne un matériau très efficace adapté aux besoins de la structure et qui est donc appelé 

matériau fonctionnellement gradué « FGM ». Ils sont généralement fabriqués à partir de 

composants isotropes tels que les métaux et les céramiques, car ils sont employés également 

comme structures de barrière thermique dans des environnements à gradients thermiques 

importants (par exemple, dispositifs thermoélectriques pour la conversion d'énergie, industrie 

des semi-conducteurs). Dans ces applications, la céramique offre une résistance à la chaleur et 

à la corrosion, tandis que le métal assure la solidité et la ténacité (Tableau I.1) (Elishakoff et 

al., 2016). 

Tableau ‎I.1. Comparaison entre les propriétés de la céramique et du métal (Elishakoff 

et al., 2016). 

La face à haute température Céramique 

- Bonne résistance thermique ; 

- Bonne résistance à l’oxydation ; 

- Faible conductivité thermique. 

Continuité du matériau d’un 

point à l’autre 

« couches intermédiaires » 

Céramique-métal 

-Élimination des problèmes de 

l'interface ; 

-Relaxation les contraintes 

thermiques. 

La face à basse température Métal 

- Bonne résistance mécanique ; 

- Conductivité thermique élevée, 

- Très bonne ténacité. 

La différence de composition et de propriétés entre un matériau composite ordinaire et 

un FGM comme indiqué dans la figure I.2 est caractérisée par la présence d’une interface 

distincte entre les métaux et les céramiques dans un matériau composite ordinaire, mais pas 
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dans un FGM. Cette différence correspond à la répartition des propriétés telles que le 

coefficient de dilatation thermique, la conductivité thermique et la résistance thermique. Un 

matériau composite ordinaire présente un changement soudain de propriétés à l'interface, 

tandis qu'un FGM présente un changement progressif à l'intérieur de celui-ci. La différence 

des coefficients de dilatation thermique à l'interface provoque une contrainte thermique 

interne à des températures élevées, conduisant parfois au délaminage au niveau des interfaces. 

Comme le montre la figure I.2, un FGM réduit la contrainte thermique de près de 30 % et peut 

empêcher la rupture de l'interface (Shinohara, 2013). 

 

Figure  I.2. Illustration de la différence de variation des propriétés dans les composites 

classiques et les FGM (Shinohara, 2013). 

Les FGM présentent plusieurs avantages par rapport aux alliages et aux matériaux 

composites classiques. Ils introduisent des moyens pour contrôler la réponse des matériaux à 

la déformation, à la charge dynamique ainsi qu'à la corrosion et à l'usure, etc. En outre, ils 

permettent de tirer parti des avantages de différents matériaux qui les constituent, par exemple 

la céramique et les métaux (Petit et al., 2018). De plus, la biocompatibilité de certaines FGM 

augmente leur aptitude à remplacer les os. Les FGM peuvent également constituer une 

barrière thermique et peuvent être utilisées comme revêtement à haute résistance aux rayons 

et ils peuvent aussi réduire les contraintes résiduelles (Saleh et al., 2019). De même, les FGM 

peuvent être utilisées comme une interface de liaison à haute résistance pour relier deux 

matériaux incompatibles (Udupa et al., 2014). En plus, la possibilité et la facilité d'adapter les 

propriétés des matériaux aux exigences souhaitées est l’un des avantages de ces composites 

Composite ordinaire FGM 

Coefficient de dilatation 

thermique 

 

Conductivité thermique 

 

Contrainte thermique 

 

Résistance thermique 

 

○ : Céramique 

● : Métal 
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avancés. Quelques motifs réalisés à l'aide du FGM sont présentés dans la figure I.3 (Rajan et 

Pai, 2014). 

 

Figure  I.3. Composants à gradient fonctionnel: (a) chemises de cylindre et engrenages ; (b) 

frein à disques; et (c) piston fabriqué par la méthode de coulée centrifuge (Rajan et Pai, 2014). 

Le changement continu dans la composition et de la microstructure conduit à une 

variation continue dans les différentes propriétés (mécaniques, thermiques…etc.) d’un 

matériau « FGM ». Les chercheurs ont initialement classé les FGM dans la catégorie des 

matériaux composites conventionnels en fonction des combinaisons de constituants utilisées 

(Almasi et al., 2016). Il existe de nombreuses combinaisons possibles de matériaux qui 

peuvent être utilisés pour produire des FGM. Les plus courantes sont : métal-métal, métal-

céramique, céramique-céramique ou céramique-polymère (Jamaludin et al., 2013) comme le 

montre la figure I.4 ci-dessus. 

 
Figure  I.4. Exemples de quelques combinaisons pour un matériau FGM  (El-Galy et al., 

2019). 

Combinaisons des matériaux pour 
la production d'un FGM 

Métal-Métal 

1) Al - Cu   

2) Al - Ni  

3) Ni - Ti,  etc.  

Métal-Céramique 

1) Al - SiC   

2) Al - Al2O3  

3) Ni - ZrO2, etc.  

Céramique-
Céramique 

1) SiC - Carbone  

2) SiC - SiC 

3) Carbone  - Carbone 

Céramique-Polymère 

1) Verre - Epoxy 

2) Carbone - Epoxy, 
etc. 



Chapitre I   Généralités sur les matériaux fonctionnellement gradués 

 
- 9 - 

 

I.3. Histoire de développement des matériaux FGM :‎d’une‎idée‎à‎une‎réalité 

Le concept des matériaux fonctionnellement gradués a été aperçu dans la nature depuis 

des millions d’années (Figure I.5). On peut les trouver dans les tissus des plantes, des 

animaux et même dans notre corps en citant à titre d'exemple les os, les coquilles, les noix de 

coco et les feuilles de certaines graminées comme les bambous. La nature donne toujours un 

moyen aux scientifiques, chaque fois qu’ils sont confrontés à des problèmes technologiques 

(Mahamood et Akinlabi, 2017). 

 

(a) Une dent                  (b) Un os                     (c) Fibres de plantes 

Figure  I.5. Exemples des matériaux FGM dans la nature  (Baghershahi, 2017). 

Les matériaux à gradient de propriétés ont été développés pour la première fois dans le 

laboratoire national d'aérospatial du Japon en 1984 par Niino et ses collègues à Sendai. L'idée 

était de réaliser des matériaux utilisés comme barrière thermique dans les structures spatiales 

et les réacteurs à fusion (Koizumi, 1994). Les changements continues dans la composition, 

dans la microstructure, et même dans la porosité de ces matériaux a comme conséquences des 

gradients des propriétés matérielles telles que la résistance mécanique et la conductivité 

thermique (Koizumi, 1997). Cette nouvelle classe de matériaux composites peut être peuvent 

être utilisés pour différentes applications, telles que les enduits des barrières thermiques pour 

les moteurs en céramique, turbines à gaz, couches minces optiques (Nguyen et al., 2007). 

En 1987, le gouvernement Japonais a lancé un vaste projet intitulé "la recherche sur la 

technologie de base pour développement de matériaux à gradient de propriétés et l'étude de la 

relaxation des contraintes thermiques". L'intérêt du projet est de développer des matériaux 

présentant des structures utilisées comme barrière thermique dans les programmes 

aérospatiaux capables d’éliminer les concentrations de contraintes au niveau des interfaces 

(Abdizadeh, 1997) . Dix-sept laboratoires de recherches, des universités et des entreprises ont 
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été engagées dans ce projet. Ils ont montré également comment un FGM peut alléger ces 

concentrations de contraintes en changeant graduellement les propriétés matérielles et assure 

toujours la protection thermique trouvée dans les barrières thermiques conventionnelles 

(Koizumi, 1997). 

 

 

Figure  I.6. Protection thermique (Houari, 2011). 

 Les matériaux constituants les parois des engins spatiaux et les murs thermiques 

spéciaux sont appelés à travailler à des températures de surface de 1800°C ainsi qu'à un 

gradient de température de l'ordre de 1300°C. A cette époque, aucun matériau industriel 

n'était connu pour supporter de telles sollicitations thermomécaniques (Koizumi, 1994). Trois 

caractéristiques sont à considérer pour la conception de tels matériaux: 

- Résistance thermique et résistance à l'oxydation à haute température de la couche 

superficielle du matériau; 

- Ténacité du matériau côté basse température ; 

- Relaxation effective de la contrainte thermique le long du matériau. 
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Durant la période des (1987-1989), les chercheurs avaient réussi à fabriquer des petites 

pièces expérimentales (1-10mm d'épaisseur et 30mm de diamètre) pouvant résister à des 

températures maximales de 2000K (température de surface) et à un gradient de température de 

1000K.  

Dans les années (1990-1991), le but était de réaliser des pièces de tailles plus grandes et 

de forme plus complexes par rapport à celles réalisées dans la première étape. Pendant les 

années 90, non seulement les champs d'applications des FGM s'est développé pour les 

matériaux de structure fonctionnant à haute température, mais s'est aussi élargi à d'autres 

applications: biomécaniques, technologie de capteur, optique (Okamura, 1991). 

Le concept des matériaux à gradient de propriétés est de l’intérêt non seulement dans la 

conception des matériaux réfractaires performants pour des utilisations pour les futures 

navettes spatiales, mais également dans le développement de divers matériaux fonctionnels, 

tels que les matériaux optiques et électroniques. A cet effet, un deuxième projet a été lancé 

pour la recherche et développement des matériaux FGM en tant que matériaux fonctionnels 

« Recherche sur les matériaux de conservation d’énergie avec la structure à gradient de 

propriétés ». Ce programme vise à appliquer la technologie des FGM dans le but d’améliorer 

l’efficacité de la conservation de l’énergie comme l’énergie solaire, nucléaire, photovoltaïque, 

thermoélectrique (Attia, 2015).  

I.4. Classification conventionnelle des matériaux FGM 

Dès le développement des matériaux à gradient fonctionnel, le concept était d’éliminer 

l'interface qui existait dans le matériau composite traditionnel, et de le remplacer par une 

interface graduellement progressive. L'intérêt croissant pour ce type de matériau a entraîné le 

développement de différents types de FGM. Le type d'application prévue détermine 

généralement le type de FGM à utiliser. Les différents types de FGM qui sont actuellement 

produits peuvent être classés en fonction de plusieurs paramètres (Neubrand et Rödel, 1997).  

I.4.1. En fonction de la structure du FGM 

Les FGM sont caractérisées par des transitions graduelles dans les compositions / 

constituants ou les microstructures (par exemple, la taille des grains, la texture, la porosité, 

etc.), dans au moins une direction, conduisant à des changements fonctionnels associés à au 
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moins d’une propriété (Zhang et al., 2019). Pour cela, il existe deux modèles de progression 

fonctionnelle ; le modèle continu et le modèle discontinu. Dans le cas des FGM à changement 

progressive, ils donnent lieu à une structure à couches multiples avec existence d’interface 

entre ces couches discrètes (Figure I.7a) (Shen, 2009; Udupa et al., 2014). D’autre part,  les 

FGM à variation continue, la modification de la composition et de la microstructure se produit 

d’une manière continu d’un côté à l’autre où aucune zone ou ligne de séparation peut être 

observée à l'intérieur du matériau pour distinguer les propriétés de chaque zone (Figure I.7b). 

La graduation spatiale peut se manifester à un niveau global ou local. Dans la graduation 

globale, la variation des propriétés s'étend sur la plus grande partie du matériau. Par contre, la 

graduation locale est limitée à un emplacement spécifique dans le matériau, comme un 

revêtement sur la surface ou un joint dans la région inter-faciale (Miyamoto et al., 1999). Les 

FGM peuvent être aussi classés selon la composition (Figure I.7c), la dimension des particules 

(Figure I.7f), leurs orientations (Figure I.7d, g) et la fraction volumique des constituants 

(Figure I.7e, h) (El-Galy et al., 2019). La gradation structurelle du matériau pourrait être 

décrite comme une fonction de transition qui montre la relation entre la position spatiale et 

l'état de la graduation (Lee, 2013). 

 

Figure  I.7. Différents types d’un FGM. (a) le modèle discret (b) le modèle continu sans 

interface; (c) gradient de la composition (f) gradient de la dimension; (d,g) gradient de 

l’orientation; (e,h) gradient de la fraction volumique  (Zhang et al., 2019) . 
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I.4.2. En fonction du gradient 

Les FGM peuvent généralement être classées en trois groupes de gradient différents : la 

composition chimique, la microstructure et la porosité, comme le montre la figure I.8 

(Mahmoud et Elbestawi, 2017). Le type de gradient au niveau de la composition chimique des 

FGM dépend de la composition du matériau, qui varie d'une substance à l'autre, conduisant à 

différentes phases avec des structures chimiques différentes. Ces différentes phases de 

production dépendent de la quantité de matière synthétique et les conditions dans lesquelles 

les matériaux sont produits (Popoola et al., 2016). 

La graduation de la microstructure du  FGM peut être atteinte au cours du processus de 

solidification. Dans ce type, le noyau du même matériau peut se refroidir lentement, ce qui 

permet de générer différentes microstructures à partir de la surface jusqu'à l'intérieur du 

matériau (Popovich et al., 2017).  L'avantage de ce type gradient est qu'il est possible 

d'obtenir un noyau assez dur avec une surface plus tenace, ce qui augmenterait la résistance à 

l'usure (Mahmoud et Elbestawi, 2017). 

           

Figure  I.8. Classification des FGM selon le type du gradient  (El-Galy et al., 2019). 

 Avec les changements de la localisation spatiale dans le matériau en vrac, Il est 

possible de créer un gradient de  porosité fonctionnelle en modifiant la porosité dans le 

volume du matériau. La variation de la densité va être associée à la variation des propriétés 

mécaniques, ce qui peut rendre la pièce plus fonctionnelle qu'un seul matériau constitutif pour 

certaines applications (Mota et Loja, 2019). La taille des particules de poudre peut être 

Types de gradient des 
FGM 

Gradient de la 
composition 

Gradient de la 
microstructure  

Gradient de la 
porosité 
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mesuré à partir de la taille des pores utilisés lors de la graduation à différentes positions dans 

le matériau en vrac. Ce type de matériau fonctionnel est très important pour les applications 

biomédicales, car le matériau naturel qu'ils ont l'intention de remplacer consiste en une 

porosité graduelle, et la porosité graduelle aiderait également à l'intégration de l'implant et des 

tissus environnants (Gabbrielli et al., 2007). 

Les principaux paramètres de conception d’un FGM comprennent la dimension du 

vecteur de gradient, la forme géométrique et la répartition équipotentielle des surfaces. Les 

caractéristiques et la fonctionnalité du composant sont en outre déterminées par la direction 

du gradient dans la composition (Craveiro et al., 2013). La conception et les types de gradient 

volumétrique peuvent être réalisé en une seule dimension (1D), deux dimensions (2D) et en 

trois dimensions (3D) comme illustré dans la figure I.9, et en distribuant les matériaux 

uniformément ou par des motifs spéciaux (Loh et al., 2018; Muller et al., 2012). 

 

Figure  I.9. Classification des directions du gradient (Muller et al., 2012). 

I.5. Modèles‎mathématiques‎d’homogénéisation‎des‎propriétés‎matérielles‎des‎FGM  

Les FGMs sont des matériaux hétérogènes constitués par l’association de deux 

matériaux  aux propriétés structurales et fonctionnelles différentes. Donc, il est très utile 

d’avoir des schémas d'homogénéisation pour simplifier leurs microstructures non-homogènes 

complexes afin de les analyser d'une manière efficace. Des solutions fermées de certains 

problèmes fondamentaux de la mécanique des solides peuvent être obtenues par cette 

idéalisation et aussi elle aidera à l'évolution et le développement des modèles numériques 

pour les structures en FGMs. Un FGM typique représente un composite de particules avec une 

distribution prescrite des fractions volumiques des phases constitutives. Les propriétés de ces  

        

Direction du gradient dans un FGM  

Gradient 
en 1D   

Gradient 
en 2D   

Gradient 
en 3D   
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matériaux sont généralement supposées suivre une graduation continue à travers l'épaisseur 

(Bakora, 2016). Pour cela, Plusieurs modèles mathématiques d’homogénéisation ont été 

développés au fil des années pour déduire les propriétés effectives des matériaux FGM 

macroscopiquement homogènes. Ces modèles sont disponibles pour estimer les propriétés 

globales des composites à partir de la connaissance de la composition des matériaux et des 

propriétés des composants (Elishakoff et al., 2016). 

I.5.1. Les lois de mélange 

Selon la règle des mélanges, on suppose qu'une propriété matérielle arbitraire, désignée 

par P , d’une plaque FGM varie de façon régulière et continue dans une direction, en fonction 

des fractions volumiques et des propriétés des matériaux constitutifs. Comme on considère 

que la variation des propriétés se fait dans la direction de l'épaisseur ()z , voir la figure I.10.  

 

Figure  I.10. Une plaque fonctionnellement graduée (Elishakoff et al., 2016). 

Dans ce contexte, P  peut représenter, par exemple, le module d'élasticité, la masse 

volumique et/ou le coefficient de Poisson. Cette propriété peut être exprimée sous la forme 

d'une combinaison linéaire (Eq. I.1)  (Elishakoff et al., 2016). 

2211)( VPVPzP +=  (I.1) 

Tel que z  est la direction de distribution, ,1P 2P  et ,1V 2V  sont les propriétés matérielles et les 

fractions volumiques des matériaux constitutifs 1 et 2, respectivement. La somme des 

fractions volumiques de tous les matériaux constitutifs doit être égale à l'unité. 

121 =+VV  (I.2) 
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I.5.1.1. La loi de puissance (P-FGM) 

Cette loi est la plus fréquemment utilisé et surtout pour le calcul et l’analyse des 

contraintes (Bakora, 2016). La fraction volumique de cette classe est soumis à une fonction en 

loi de puissance (Bao et Wang, 1995; Zaoui et al., 2017a) comme suit 
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Où k ( )¤¢¢k0  est un indice matériel qui définit le profil de variation du matériau à travers 

l'épaisseur et h  est l’épaisseur du matériau. Une fois la fraction volumique locale )(zV  est 

définie, les propriétés matérielles peuvent être déterminées par la loi de mélange suivante 
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Figure ‎I.11. Variation de la fraction volumique à travers l’épaisseur d’un matériau P-FGM. 

La variation de la fraction volumique à travers l’épaisseur du FGM est représentée sur la 

figure I.11 pour différentes valeurs de k . Comme le montre la figure, le changement de la 

valeur de k  génère un nombre infini de distributions de composition. Cette loi de puissance 

reflète une règle simple des mélanges utilisés pour obtenir les propriétés efficaces du FGM. 

La quantité du matériau 2 contenue dans la plaque augmente avec  l’augmentation de la valeur 

de k . La valeur 0=k  représente une plaque entièrement homogène constituée du matériau 1 

(Markworth et Saunders, 1995). 
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I.5.1.2. La loi sigmoïde (S-FGM)  

La fraction volumique d’un matériau type S-FGM telle qu'elle est montrée dans  la 

Figure  I.12, est définie en utilisant deux fonctions de loi de puissance qui assurent une 

distribution régulière des contraintes dans le sens de l'épaisseur (Beldjelili et al., 2016; Chikh 

et al., 2016; Lee et al., 2015) comme suit  
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Figure  I.12. Distribution de la fraction volumique en fonction de l’épaisseur d’un matériau S-

FGM. 

En utilisant la loi des mélanges, les propriétés matérielles d’un matériau S-FGM peuvent être 

calculées par  

                              
2111 )](1[)()( PzVPzVzP -+=  Pour 02/ ¢¢- zh                     (I.6a) 

                              
2212 )](1[)()( PzVPzVzP -+=  Pour 2/0 hz¢¢  (I.6b) 

I.5.1.3. La loi exponentielle (E-FGM) 

Dans ce cas, la fraction volumique représentée sur la figure I.13 est censée d’être 

variable d’une façon continue dans le sens de l'épaisseur en fonction d’une distribution 

exponentielle (Delale et Erdogan, 1983; Mantari et Guedes Soares, 2013; Meradjah et al., 

2018) comme indiqué dans l'équation (I.7). 
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Figure ‎I.13.  Variation de la fraction volumique d’un matériau  E-FGM à travers l’épaisseur. 

I.6. Techniques d'élaboration des matériaux à gradient de propriétés  

Les structures en matériaux à gradient fonctionnel (Functionally Graded Materials - 

FGM) sont des structures dont la composition et la microstructure du matériau changent 

graduellement à l'intérieur de la pièce. Cette distribution de matière permet de réaliser des 

gradients de propriétés au niveau mécanique, physique, chimique, etc. Donc, pour pouvoir 

fabriquer des pièces à gradient fonctionnel, il est nécessaire d’avoir une méthodologie de 

fabrication complète et permettant de passer de l'objet imaginé par le concepteur au produit 

final. Cette méthodologie comporte la description de la pièce à fabriquer, la détermination 

d'une stratégie de fabrication adaptée et la génération des instructions de fabrication.  Parmi 

les étapes du processus de fabrication, celle du choix d'une stratégie de fabrication occupe une 

place importante (Muller, 2013). 

 La stratégie de fabrication des pièces en matériaux à gradient fonctionnel peut être 

divisée en deux étapes. La production de la structure spatialement non homogène qui est 

appelé « gradation » et la transformation de cette structure en matériau massif (en bloc) connu 

sous le nom « consolidation ». Pour cela, une variété de méthodes et procédés d'élaboration 

des FGM a été développée en vue de produire ce type de matériau (Jamaludin et al., 2013) 
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(Figure ‎I.14). La méthode de production la plus appropriée dépend principalement de la 

combinaison de matériaux, du type de fonction de transition requise et de la géométrie du 

composant souhaité et l’état initial du matériau constituant un FGM (Muller, 2013).  

 

Figure  I.14. Classification des méthodes de fabrication des FGMs (El-Galy et al. 2019). 

I.6.1. Procédés de fabrication à l’état solide 

I.6.1.1. Technique de métallurgie des poudres 

La métallurgie des poudres est le procédé conventionnel le plus approprié pour la 

fabrication des matériaux fonctionnellement gradués (Kawasaki et Watanabe, 1997). Il s’agit 

de frittage de poudre (Gang Jin et al., 2005). Son principe comme montré dans la Figure  I.15, 

consiste en premier temps au choix de la combinaison de matériaux (métal, céramique) qui 

sont sous forme de poudres, suivi par le mélange de ces poudres; l'empilement de la poudre 

pré-mélangée de manière échelonnée ou continue selon la distribution prédéfinie des 

composants; puis le compactage de la poudre empilée par pression isostatique à froid (CIP); et 

enfin le comprimé préparé est consolidé dans un four de frittage pour obtenir la pièce désirée 

(Bishop et al., 1993; Parihar et al., 2018). 
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Figure ‎I.15. Principe de la métallurgie des poudres (El-Galy et al. 2019). 

 

Figure  I.16. Principe de la méthode coulage en bande (Faddoul, 2012). 

I.6.2. Procédés de fabrication à l’état liquide 

I.6.2.1. Coulage en bande (Tape Casting) 

Le coulage en bande est une technique de mise en forme par voie liquide qui consiste 

à étaler une barbotine de poudres fines en suspension sur une surface plane en couches minces 

et régulières. L’étalement de la bande est obtenu par le mouvement relatif d'un réservoir ou 

sabot. La suspension est ainsi laminée par son passage entre la lame du réservoir et le support 

(Figure  I.16), ce qui confère à la bande déposée une épaisseur uniforme sur toute sa longueur. 

La hauteur du couteau du réservoir par rapport au support détermine l'épaisseur de la bande 
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(Lostec, 1997). Les produits obtenus sont des feuillets avec des épaisseurs contrôlées (25-

1000 µm). Après un raffermissement de la pâte, les feuillets sont démoulés et ensuite 

découpés. Le procédé de coulage en bande est largement utilisé pour réaliser des matériaux 

composites laminaires suivant deux méthodes: soit par réalisation directe de bandes 

multicouches grâce à un système de lames multiples, c'est le cas des tri-couches élaborés par  

Mistler et al. (1973); soit par empilement de couches élaborées séparément, dont la cohésion 

est ensuite assurée par une étape de thermo-compression (Boch et al., 1986). 

I.6.2.2. Coulage séquentiel en barbotine (Slip Casting) 

Le coulage en barbotine (slip casting) consiste à couler une suspension dans un 

moule poreux qui va drainer le liquide grâce aux forces capillaires, laissant un tesson (couche 

de poudre compacte) sur la surface du moule. Après séchage, on obtient le corps en cru 

(Moya et al., 1992). Donc, le coulage se décompose en deux étapes essentielles: 

- Formation du tesson ou "prise"; 

- Consolidation du tesson ou "raffermissement"; 

- La filtration, c'est à dire la formation du tesson lors du coulage, peut être 

considéré comme un processus d'élimination d'une partie de l'eau de la barbotine; 

cette eau migre à travers la couche de tesson déjà formée, sous l'effet du pouvoir 

de succion du plâtre (coulage classique) ou d'une pression appliquée sur la 

barbotine (coulage sous pression). 

Dans le cas de la fabrication de multicouches, après la formation du premier tesson, 

le dépôt de la deuxième couche s'effectue de manière telle que la barbotine ne pénètre pas 

dans le tesson formé. Ce procédé est successivement reproduit pour les autres couches 

(Houari, 2011).  

I.6.2.3. Projection du plasma (Plasma Spraying) 

Dans ce procédé, un gaz utilisé est ionisé entre une anode et une cathode dans un 

pistolet à plasma. Le plasma atteint des températures comprises entre 15 000 et 20 000 °C. 

Une poudre de revêtement est injectée dans le jet de plasma par un gaz porteur, où elle fond 

avant de se déposer sur le substrat ou l'objet nécessitant le revêtement. Les particules de 

poudre fusionnent ensemble sur le substrat pour former un revêtement protecteur (Figure 

 I.17). 
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Figure  I.17. Concept de la technique de projection du plasma (Tan et al., 2017). 

Cette méthode est devenue très utilisable pour la fabrication des FGM surtout pour 

les revêtements de barrière thermique (TBC) dans les turbines à gaz. L'équipement 

relativement simple, le rendement élevé du dépôt des particules sur des substrats à géométrie 

compliquée, les performances des surfaces en fonctionnement et la compatibilité des 

céramiques avec les métaux sont les avantages essentiels de cette technique (Steffens et al., 

1990). 

I.6.2.4. Frittage et Infiltration 

Cette technique est constituée de deux étapes et convient à la fabrication d'un 

composite à gradient de fonction composé de deux matériaux dont les températures de fusion 

sont très différentes. La première étape est de fabriquer une matrice frittée du matériau à haute 

température de fusion avec un gradient de porosité. La seconde est de remplir ces porosités 

avec le deuxième matériau fondu par infiltration. Le résultat est excellent pour la diminution 

de la contrainte thermique (Takahashi et al., 1990). 

Cette technique peut être généralement appliquée pour plusieurs combinaisons de 

matériaux qui sont chimiquement inertes et qui ont des points de fusion bien différents les uns 

par rapport aux autres (Houari, 2011). 

I.6.2.5. Technique d’infiltration par centrifugation 

En outre, la technique de dépôt par centrifugation consiste à verser une suspension 

colloïdale relativement diluée dans des flacons cylindrique, le tout est soumis à une 

centrifugation. La sédimentation s’opère et le liquide surnageant est retiré. Ce procédé est 

répété pour obtenir des multicouches (Figure  I.18) (Abdizadeh, 1997). 
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Figure ‎I.18. Principe d’infiltration par centrifugation (El-Galy et al. 2019). 

I.6.3. Procédés de Fabrication par projection de matière 

Ces techniques sont basées sur la déposition de matière. Elles permettent d’avoir un ou 

plusieurs revêtements sur une pièce existante. Ce revêtement a une épaisseur de l’ordre du 

micromètre en ce qui concerne la projection en phase vapeur (Figure  I.19) (Groves et Wadley, 

1997), tandis qu’elle est de l’ordre du millimètre pour les procédés d’électrodéposition (Put et 

al., 2003) et de projection thermique (Xinhua et al., 1997). Avec ces techniques, les 

dimensions du gradient sont donc très limitées. De plus, le choix de la distribution des 

matériaux est souvent restreint. En effet, les surfaces d’équi-composition sont, dans la plupart 

des cas, parallèles à la surface extérieure de la pièce (Muller, 2013). 

 

Figure  I.19. Dépôt en phase vapeur d’un revêtement sur une pièce (Muller, 2013). 

Le dépôt par électrophorèse est un procédé dans lequel une suspension colloïdale stable 

est placée dans une cellule contenant deux électrodes, le dépôt se fait par le mouvement des 
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particules chargées au sein de la solution vers la cathode ou l'anode selon le signe de la charge 

des particules due à un champ électrique. L'élaboration des F.G.M peut se faire donc par le 

dépôt séquentiel des matériaux (Abdizadeh, 1997; Chikh, 2016). 

I.6.3.1. Procédé de fusion sélective par laser (SLM) 

La technique de fusion sélective par laser (ou Selective Laser Melting) (Figure 

 I.20) est directement dérivée de la stéréo-lithographie. A partir d’un fichier CAO, et d’un 

tranchage en couches 2D successives, un faisceau laser fond une poudre pré-déposée et, 

couche par couche, en permettant une dilution entre-couches qui assure la continuité de la 

matière, génère une pièce 3D. La technique peut être utilisée sur les polymères, mais est 

particulièrement attractive sur les matériaux métalliques car elle permet l’obtention de pièces 

bonne matière (densité proche de 1), présentant des bonnes propriétés mécaniques 

(équivalentes ou légèrement supérieures à celles obtenues en fonderie), et un bon respect des 

côtes (Gharbi, 2013; Masmoudi, 2016). 

 

Figure ‎I.20. (a) Schéma du procédé de Fabrication par laser  (Zhang et al., 2019), (b) Un 

FGM type Ti6Al4V fabriqué par SLM (Qu et al., 2010). 

I.7. Domaines‎d’applications‎des‎matériaux‎à‎gradient‎de‎propriétés  

Dès la création  des matériaux FGM, ils ont suscités un intérêt particulier grâce à leur 

caractéristiques spécifiques telles que  la résistance, la rigidité, la conductivité et le poids 

léger…etc, qui les ont favorisées dans presque tous les domaines d'activité humaine (Figure 
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‎I.21). Les matériaux à gradient fonctionnel sont également idéaux pour réduire le désaccord 

entre les propriétés thermomécaniques de la liaison métal-céramique qui aide à prévenir le 

délaminage. Les demandes futures pour des matériaux fonctionnalisés sont dans de telles 

applications, où des propriétés mécaniques, thermiques et chimiques importantes sont 

requises, et qui doivent être capables de supporter des environnements de travail sévères. 

L'utilisation de matériaux fonctionnels est maintenant considérée comme l'un des matériaux les 

plus importants, efficaces et efficients pour promouvoir le développement durable dans les 

industries. 

 

Figure  I.21. Principaux domaines d’application des matériaux FGM (Khathun, 2018). 

I.7.1. Domaine d’énergie  

Les industries de l'énergie ont constamment besoin de différents types de matériaux 

fonctionnels, afin d'améliorer l'efficacité de certains de leurs équipements. Parmi les 

applications des matériaux fonctionnels dans l'industrie de l'énergie, citons la paroi interne des 

réacteurs nucléaires (Figure  I.22), le convertisseur thermoélectrique pour la conversion 

d'énergie, le panneau solaire, les cellules solaires, les tubes et récipients sous pression, 

l'électrode graduée pour la production de le combustible à oxyde solide, les matériaux piézo-

électriques à gradient fonctionnel pour le transducteur à ultrasons, le diélectrique, la pile à 

combustible, les revêtements de pale de turbine, et pour les revêtements à barrière thermique 

(Yadroitsev et al., 2007). 
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Figure  I.22. Réacteur nucléaire (Mahmoudi, 2018) 

I.7.2. Domaine aérospatial 

Le concept d’un matériau FGM fit son apparition dans ce domaine où le but était de 

concevoir un matériau apte à résister à la fois à des sollicitations thermiques et mécaniques 

(Muller, 2013). Par exemple, le centre de recherche de la NASA a conçu des supports de 

fixation en FGM pour des navettes spatiales permettant de relier le réservoir au fuselage 

(Figure  I.23a). Ils ont trouvé que pendant les phases de vol, la température du fuselage peut 

atteindre les 1000°C tandis que celle du réservoir est proche des 400°C. Donc, La création de 

ces supports de fixation en utilisant un gradient de matériau d’un alliage base Titane à un 

alliage base Nickel-Chrome, doit leur permettre de supporter ces contraintes thermiques en 

limitant les efforts de cisaillement et de flexion qui impactent leur durée de vie (Domack et 

Baughman, 2005).  

 

(a) Support de fixation NASA                             (b) Pale de turbine  

Figure ‎I.23. Produits en matériaux FGM utilisés dans l’aérospatial  (Domack et Baughman, 

2005; Qian et Dutta, 2003). 
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I.7.3. Domaine biomédical 

La technologie des FGM a été utilisée aussi dans le domaine biomédical où elle a trouvé 

a trouvé un large éventail d'applications dans le domaine dentaire et orthopédique pour le 

remplacement des dents et des os comme les implants dentaires, les prothèses de hanche 

(Figure I.24a) et les os artificiels. De nombreux chercheurs ont rapporté que les FGM 

pouvaient donner aux implants une solidité suffisante pour supporter la charge physiologique, 

et que la structure à porosité graduée pouvait améliorer les propriétés mécaniques de l'implant 

pour optimiser la réponse du matériau à la charge externe (Becker et Bolton, 1997; Pompe et 

al., 2003; Wang et al., 2012). Par exemple, pour les implants dentaires (Figure I.24b) formé à 

partir d’un FGM en titane/hydroxyapatite (Ti/HAP) présentaient une bonne biocompatibilité 

et une bonne résistance mécanique (Watari et al., 1997). Aucune inflammation n'a été 

observée dans les implants dentaires traditionnels en Ti pur et dans les implants améliorés en 

Ti/HAP MGF après huit semaines. Mais les implants Ti/HAP MGF ont montré une meilleure 

biocompatibilité pour les os nouvellement formés (Watari et al., 1997). 

 

(a) Prothèse de la hanche                                               (b) implant dentaire 

Figure ‎I.24. Application du FGM dans les biomatériaux (Muller, 2013). 

I.7.4. Domaine militaire 

L’aptitude des matériaux FGM à fournir des propriétés de résistance à la pénétration en 

empêchant la propagation des fissures est une caractéristique attractive qui les rend très utiles 

dans l'industrie de la défense. Ils sont utilisés dans des applications telles que les gilets pare-

balles, les plaques d'armure et récemment dans véhicules blindés (Lu et al., 2011; 

Saiyathibrahim et al., 2015). 

   Tête de la prothèse 

 

 

 

 

Métal : propriétés 

mécaniques 

Céramique : 

Biocompatibilité 

     Pièce FGM : 

Implant dentaire 

 

    Os alvéolaire 

 

 

 

 

Tige de prothèse 

 
Alliage base 

Titane  
 
 
 
 

Alliage base Chrome Cobalt 

 

 

 

Pièce FGM : 

Prothèse de hanche 

Alliage base Titane 

 

 

 



Chapitre I   Généralités sur les matériaux fonctionnellement gradués 

 
- 28 - 

 

I.7.5. Domaine maritime 

Les matériaux fonctionnellement gradués trouvent également leur application dans 

l'industrie maritime. Ils ont été utilisé dans l'arbre d'hélice, les cylindres de plongée, les dômes 

sonar, le système de tuyauterie composite et la coque cylindrique sous pression (Benadouda, 

2019). 

I.7.6. Domaine sportif  

Les matériaux composites répondent bien aux exigences sportives, malgré un coût 

relativement élevé, divers composants et accessoires sportifs peuvent bénéficier de 

l'utilisation du FGM. Par exemple, pointes en carbure ont été fabriqués pour les chaussures de 

Baseball afin de réduire l'usure. Entre la pointe et de la structure des chaussures une région à 

matériau gradué a été produite afin de réduire l'impact sur les extrémités. Ceci est un excellent 

exemple comment les FGM pourraient être utilisées pour produire des articles de sport de 

haute performance. Les sports concernés par ces matériaux sont surtout, le tennis, le ski, les 

sports nautiques…etc. Les composites permettent d'augmenter sur mesure les performances, 

la fiabilité des articles de sports (Hopkinson et al., 2006; Meftah, 2018). 

I.7.7. Autres applications 

On trouve également des applications dans le domaine de l’électronique (Müller et al., 

2003), de la chimie, ou de la production d’outillage (Jiang et al., 2005). Cette liste n’est 

évidemment pas exhaustive et on imagine qu’au fur et à mesure des avancées scientifiques. 

L’appropriation de ce type de structure par les concepteurs permettra encore de l’élargir. 

Effectivement, les possibilités de combinaison sont en théorie quasiment illimitées et chaque 

combinaison forme une structure avec des propriétés spécifiques. On peut donc penser que les 

structures en matériaux FGM vont transformer en profondeur le monde de la conception en 

augmentant considérablement les possibilités dans l’étape stratégique du choix des matériaux 

(Muller, 2013). Le domaine d'application des matériaux fonctionnellement gradués devrait 

augmenter si le coût de production de ce matériau est réduit à l'avenir. 

I.8. Conclusion  

 Dans ce chapitre, nous avons défini les matériaux à gradient de propriétés « FGM », 

l’histoire de leur développement, leurs propriétés, leurs principales méthodes de fabrication, 
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leurs domaines d’application et les différents modèles d’homogénéisation pour pouvoir 

étudier les différentes structures en FGM.  

La variation spatiale et progressive des propriétés des matériaux à gradient de propriétés 

permet de créer des structures innovantes qui peuvent être exploitées dans de nombreux 

domaines d’application dans les structures spéciales en génie mécanique. 
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II.1. Introduction 

Les structures composées de matériaux composites comptent parmi les structures les 

plus importantes utilisées dans l'ingénierie moderne et, en particulier, dans l'industrie 

aérospatiale. Ces structures légères sont également de plus en plus utilisées dans des 

applications d'ingénierie civile, mécanique et de transport. L'augmentation rapide de 

l'utilisation industrielle de ces structures a entraîné le développement de nouveaux outils 

analytiques et numériques adaptés à l'analyse et à l'étude du comportement mécanique de ces 

structures. Le comportement des structures composées de matériaux composites avancés est 

considérablement plus complexe que celui des structures isotropes. Afin de résoudre les 

problèmes des structures ayant comme éléments structuraux des poutres et des plaques FGM 

dans le domaine élastique, il est nécessaire de choisir la bonne théorie décrivant correctement 

le comportement statique et dynamique de la structure ainsi que la méthode de résolution à 

appliquer. 

Donc, ce chapitre est consacré à la présentation des différentes théories des plaques 

développées dans la littérature pour améliorer l'évolution de la variation du champ des 

déplacements afin de mieux étudier les différentes structures. Il est bien connu que ces 

modèles structurels sont basés sur des hypothèses relatives à la cinématique des déformations 

ou des contraintes à travers l'épaisseur de la plaque. 

En général, ces hypothèses permettent de réduire un problème tridimensionnel à un 

problème bidimensionnel. Ainsi, ces théories sont appropriées pour décrire le comportement 

des plaques minces et/ou moyennement épaisses. Comme les plaques fonctionnellement 

graduées (FG) peuvent avoir une épaisseur importante, les théories bidimensionnelles peuvent 

s'avérer inadéquates d’où il est nécessaire d'envisager l'étude des plaques FG dans le cadre 

tridimensionnel en utilisant les théories tridimensionnelles (3D) et quasi- tridimensionnelles.  

II.2. Généralités‎sur‎les‎théories‎d’élasticité‎ 

II.2.1. Définition des plaques 

Les plaques sont des éléments structurels droits, plans et bidimensionnels dont la 

dimension, appelée épaisseur h, est beaucoup plus petite que les autres dimensions. 

Géométriquement, elles sont délimitées par des lignes droites ou courbes. Comme leurs 
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homologues, les poutres, elles servent non seulement de composants structurels mais peuvent 

également former des structures complètes comme les tabliers des ponts, par exemple. En  

statique, les plaques ont des conditions aux limites libres, simplement appuyées et fixées, y 

compris des appuis et des retenues élastiques, ou même, dans certains cas, des appuis 

ponctuels (Figure  II.1). Les charges statiques et dynamiques supportées par les plaques sont 

principalement perpendiculaires à la surface de la plaque. Ces charges externes sont 

supportées par des moments de flexion et de torsion internes et par des forces de cisaillement 

transversales (Carrera et al., 2011). 

 
Figure  II.1. Différents types d’appuis des plaques. 

L'action structurelle bidimensionnelle des plaques permet d'obtenir des structures plus 

légères et offre donc des avantages économiques. En outre, de nombreuses configurations 

structurelles nécessitent une protection partielle ou même complète qui peut facilement être 

réalisée par des plaques, sans l'utilisation d'un revêtement supplémentaire, ce qui permet de 

réaliser des économies supplémentaires en termes de coûts de matériaux et de main-d'œuvre. 

 

 

 
(a) Plancher  (Tarun Kumar, 2017) 

Surépaisseur (Panneau) 

Chapiteau 

 (Appui ponctuel) 

 

Appui encastré 

Appui libre 

Appui 

ponctuel 

(B) Portiques                                                               (C) Ecluse (Asif, 2012) 

Colonne  
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Par conséquent, les plaques ont pris une importance particulière et leur application a été  

augmentée considérablement ces dernières années. Un grand nombre de composants 

structurels des ouvrages d'art peuvent être classés comme des plaques. Les exemples typiques 

des structures de génie civil sont les dalles des planchers et des fondations, les portes 

d'écluses, les murs de soutènement minces et les tabliers des ponts. Les plaques sont 

également indispensables dans la construction navale et l'industrie aérospatiale. Les ailes et 

une grande partie du fuselage d'un avion, par exemple, sont constituées d'une peau de plaque 

légèrement incurvée avec un ensemble de nervures raidies. La coque d'un navire, son pont et 

sa superstructure sont d'autres exemples de structures en plaques renforcées. Les plaques font 

aussi souvent partie de machines et d'autres dispositifs mécaniques. La figue II.2 illustre 

schématiquement certaines de ces applications industrielles (Szilard, 2004). 

      

              (a1) Dalles en béton armé dans les bâtiments                          (a2) Tablier d’un pont en acier 

(a) Utilisation des plaques dans la construction 

 

                      

                        (b1) navire marchand                                                  (b2) Coupe A-A 

(b) Utilisation des plaques dans la construction navale 
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(c1) Avion                                                            (c2) Fuselage 

(c) Utilisation des plaques dans les structures aérospatiales 

 
                  (d1) Carrosserie de voiture                                                      (d2) Corps discret 

(d)   Utilisation des plaques dans l'industrie automobile 

Figure  II.2. Utilisation des plaques dans divers domaines de l'ingénierie (Szilard, 2004). 

Dans toutes les analyses structurelles, l'ingénieur est obligé, en raison de la complexité 

de toute structure réelle, d’en remplacer par un modèle d'analyse simplifié, doté uniquement 

des paramètres importants qui influencent le plus sa réponse statique ou dynamique. Dans 

l'analyse des plaques, ces idéalisations concernent : 

1. la géométrie de la plaque et ses supports, 

2. le comportement du matériau utilisé, et 

3. le type des charges et leur mode d'application. 

 

Peau de plaque  

Plaque  

Plaque 

  

Poutre 

Panneau du plancher 

 

Peau de plaque pliée 

Cadres 

Longeron 
Peau de plaque  
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Figure  II.3. Forces internes dans divers types d'éléments de plaque (Szilard, 2004). 

Les plaques peuvent être classées en quatre types en fonction de leur rapport 

épaisseur/longueur ( )Lh / : 

- Plaques rigides ( )
10

1/
50

1 BB Lh  sont des plaques minces, rigides à la flexion, qui 

supportent des charges bidimensionnelles, principalement par des moments internes 

(flexion et torsion) et par un cisaillement transversal, généralement de manière 

similaire aux poutres (Figure II.3a). 

- Membranes ( )
50

1/ BLh  sont des plaques très fines exemptes de rigidité à la flexion, 

résistant aux charges par des forces internes de cisaillement axiale et centrale 

(Figure  II.3b). Elles peuvent être représentées approximativement par un réseau de 

câbles sous contrainte puisque, en raison de leur extrême finesse, leur moment de 

rigidité est d'un ordre négligeable. 

- Les plaques modérément épaisses ( )
5

1/
10

1 BB Lh  sont à bien des égards similaires 

aux plaques rigides à l'exception notable que les effets des forces de cisaillement 

Moment de flexion 

Cisaillement 

transverse 

Moment 

de torsion 

P z = Charge normale 

Effort axial 

Cisaillement 

central 

(a)  Plaque                                                     (b) Membrane 

   (c) Plaque avec rigidités en flexion et en extension           (d) Plaque épaisse 

Pz  

Pz  

Pz  

X, u 

Z, w 

Y, v 
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transversales sur les composantes de contraintes normales sont également pris en 

compte. 

- Les plaques épaisses ( )
5

1/ =Lh  ont un état de contraintes internes qui ressemble à 

un bloc tridimensionnel (Figure  II.3d). 

Il existe cependant une zone "grise" considérable entre les plaques minces et les 

membranes ; à savoir, si nous ne limitons pas les flexions des plaques minces, nous obtenons 

des plaques dites flexibles, qui supportent les charges externes par l'action combinée des 

moments internes, des forces de cisaillement transversales et centrales et des forces axiales 

(Figure ‎II.3c). Par conséquent, les théories des plaques élastiques font une nette distinction 

entre les plaques ayant de petites et de grandes déflections. Les plaques ayant de grandes 

déflections sont évitées, par la plupart, dans la pratique générale de l'ingénierie car elles 

pourraient créer certains problèmes dans leur analyse ainsi que dans leur utilisation (Szilard, 

2004).  

II.2.2. La théorie classique des plaques minces de Love-Kirchhoff (CPT) 

Bien qu'en réalité, un tel élément soit un corps tridimensionnel, l'analyse en utilisant la 

théorie de l'élasticité tridimensionnelle n'est pas essentielle si l'épaisseur est faible par rapport 

aux dimensions dans le plan. En supposant des variations raisonnablement réalistes dans 

l'épaisseur, des déplacements, des déformations et des contraintes, le problème peut être 

réduit à une analyse bidimensionnelle. Une telle théorie bidimensionnelle, le plus souvent 

utilisée pour l'analyse pratique, est la théorie classique des plaques (CPT), également appelée 

théorie des plaques minces (Jones, 1999; Timoshenko et Woinowsky-Krieger, 1959). 

La CPT est basée sur les hypothèses de Love- Kirchhoff (Kirchhoff, 1850) comme suit: 

¶ Les lignes droites qui sont perpendiculaires à la surface médiane (c'est-à-dire les 

normales transversales) avant la déformation restent droites après la déformation; 

¶ Les normales transversales ne subissent pas d'allongement (c'est-à-dire qu'elles sont 

inextensibles); 

¶ Les normales transversales tournent de manière à rester perpendiculaires au milieu 

de la surface après la déformation; 

¶ L'effet de l'inertie de rotation est négligeable. 
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Ces hypothèses sont clairement résumées dans la figure II.4. Les deux premières 

hypothèses impliquent que le déplacement transversal est indépendant de la coordonnée 

transversale (ou de l'épaisseur) et que la déformation normale transversale 
zze  est nulle. La 

troisième hypothèse donne des contraintes de cisaillement transversales nulles ( )0== yxxz tt .  

Le champ des déplacements requis par ces hypothèses est le suivant (Reddy, 2004)  

),(),,(

,),(),,(

,),(),,(

0

0

0

0

0

yxwzyxw

y

w
zyxvzyxv

x

w
zyxuzyxu

=

µ

µ
-=

µ

µ
-=

 

(II.1.a) 

(II.1.b) 

(II.1.c) 

Où ( )000 ,, wvu  désignent les déplacements d'un point matériel à ( )0,, yx  dans les directions 

des coordonnées( )zyx ,, . Notez que ( )00, vu  sont associés à la déformation d'extension de la 

plaque tandis que ( )0w  désigne la déformation de flexion. 

 

Figure  II.4. Illustration de la plaque de Love-Kirchhoff avant et après déformation  (Reddy, 

2004). 

La CPT est le modèle le plus simple et il ne convient qu'aux plaques/coques FG minces 

où les effets de cisaillement et de déformation normale sont négligeables. Yang et Shen, 

(2001) ont utilisé la CPT pour étudier la réponse transitoire de plaques FG initialement 

sollicitées, reposant sur une fondation élastique soumise à des charges latérales 

impulsives. Les réponses non linéaires de flexion et de post-flambement des plaques 
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FG reposant sur des fondations élastiques sous des charges axiales et transversales 

ont été étudiées par Yanga et Shen (2003) en utilisant la CPT avec les hypothèses de 

Von Karman. Javaheri et Eslami (2002, 2002a) ont utilisé le CPT pour étudier le 

comportement au flambage des plaques FG sous quatre types de charges thermiques 

et de compression. Woo et al. (2006) ont étudié la vibration non linéaire des plaques 

FG dans des environnements thermiques. Les équations non linéaires dérivées du 

CPT avec les hypothèses de Von Karman ont été résolues pour les plaques FG avec 

des conditions aux limites arbitraires en utilisant une méthode des séries. 

La CPT a été également utilisé pour analyser des plaques circulaires. Par 

exemple, Ma et Wang (2003) ont étudié les comportements de flexion non linéaire et 

de post-flambement thermique des plaques circulaires FG sous des charges 

mécaniques et thermiques. Li et al. (2007) ont également étudié le comportement non-

linéaire de post-flexion des plaques circulaires FG sous des charges mécaniques et 

thermiques en utilisant la CPT avec les hypothèses de Von Karman. Allahverdizadeh et 

al. (2008) ont étudié la vibration en régime permanent des plaques circulaires FG dans 

des environnements thermiques en se basant sur la CPT et une approche semi-

analytique. Du et al. (2014) ont étudié la vibration non linéaire des coques cylindriques 

FG sous excitation basées sur la CPT avec les hypothèses de Von Karman en 

combinaison avec une méthode à échelle multiple. 

II.2.3. La théorie de déformation de cisaillement du premier ordre (FSDT) 

Les études réalisées en utilisant la théorie classique de Love-Kirchhoff ont montré que 

cette théorie sous-estime les déformations et surestime les fréquences naturelles et les charges 

de flambage pour les plaques modérément épaisses. Ces divergences sont dues à la négligence 

de l'effet des contraintes de cisaillement transversales, puisque (selon la théorie des poutres) il  

a été supposé que les normales au plan médian restent droites et normales au plan médian 

déformé (Szilard, 2004). 

Les principales limites de la théorie classique des plaques, évoquées ci-dessus, sont 

partiellement éliminées par Reissner en introduisant l'influence du cisaillement transversal et 

celle de la contrainte transversale 
zs . Reissner (1945, 1975) a fait deux hypothèses. 

Premièrement, il a supposé une variation linéaire du champ de déplacement à travers 

l'épaisseur de la plaque. Deuxièmement, il a supposé que, lorsque la plaque se fléchit, toute 
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section droite et perpendiculaire à la surface moyenne non-déformée reste droite mais pas 

nécessairement perpendiculaire à la surface moyenne déformée (Figure  II.5). 

Cette hypothèse implique que la déformation de cisaillement transversale est différente 

de zéro, mais elle mène également à la violation statique de la contrainte de cisaillement qui 

est nulle sur les surfaces extérieures puisque la contrainte de cisaillement devient constante 

suivant toute l'épaisseur de la plaque. Pour compenser cette erreur, Mindlin (1951) a proposé 

un facteur k de correction de cisaillement à appliquer pour la force de cisaillement. En outre, 

Mindlin a modifié la quatrième hypothèse de sorte que  l'effet de l'inertie de rotation soit 

inclus (Wang et al., 2001). 

 

Figure  II.5. Illustration d'une plaque non déformée et déformée selon les hypothèses de 

Reissner-Mindlin (Reddy, 2004). 

La théorie du premier ordre est basée sur un champ des déplacements comportant  cinq 

inconnues (il y en avait que trois dans le cas de la CPT) comme suivant (Mindlin, 1951)  

            ),,(),,(
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(II.2a) 

(II.2b) 

(II.2c) 

Avec ( )000 ,, wvu  et ( )yx qq,  sont les déplacements en membrane et les rotations d’une 

normale autour des axes x et y, respectivement. Dans le cas de la CPT, les rotations 
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coïncident avec les dérivés xwx µµ-= 0q  et ywy µµ-= 0q . Seule la contrainte zzs  est nulle, 

par contre les contraintes xzt  et yxt  sont différentes de zéro.  

D’après l’équation (II.2), la contrainte de cisaillement vaut: 
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                       xxzxzxz GG qtgt .0. =Ý¸=
 

(II.3b) 

 

Figure  II.6. Distribution du déplacement et des contraintes de cisaillement à travers 

l’épaisseur dans les deux théories FSDT et CPT. 

Les équations  (II.3a) et (II.3b) donne des valeurs constantes pour les déformations et 

les contraintes de cisaillement transversales correspondantes (Figure  II.6). Étant donné que la 

distribution réelle des contraintes dans les plaques d'épaisseur moyenne est parabolique, cette 

hypothèse est incorrecte. En outre, elle ne satisfait pas la condition des contraintes nulles sur 

les surfaces supérieure et inférieure de la plaque. Par conséquent, il a été nécessaire 

d'introduire un facteur de correction de cisaillement transverse 2k , qui a été évalué par 

comparaison avec les solutions élastiques exactes. Suivant l'approche de Timoshenko - 

utilisée pour les poutres épaisses - la valeur 6/52 =k  a été retenue. Le facteur de correction 

du cisaillement ne dépend pas seulement des propriétés du matériau et de la géométrie, mais 

aussi de la charge et des conditions aux limites. 

La FSDT est utilisé par plusieurs chercheurs pour examiner les différentes 

comportements des structures en matériaux composites (Ardestani et al., 2014; Bellifa et al., 

2016; Bouazza et al., 2010; Chen, 2005; Della Croce et Venini, 2004; Fallah et al., 2011; 

Golmakani et Alamatian, 2013; Hadji, Lazreg et al., 2016; Hosseini-Hashemi et al., 2010; 

FSDT CPT 

Déplacements       Contrainte transversale Déplacements       Contrainte transversale 

z 
z z z 
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Nguyen et al., 2008; Pradyumna et Nanda, 2013; Praveen et Reddy, 1998; Reddy, 1979; 

Reddy et Chin, 1998; Wu et al., 2007). Bien que la FSDT offre une description assez précise 

de la réponse des plaques minces à modérément épaisses, elle n'est pas pratique à utiliser en 

raison de la difficulté de déterminer la valeur correcte du facteur de correction du 

cisaillement. Pour éviter l'utilisation du cisaillement facteur de correction, des théories de 

déformation en cisaillement d’ordre élevée ont été développées. 

II.2.4. La théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé (HSDT) 

Afin d’atténuer les limitations rencontrées dans les deux théories précédentes (i.e., 

détermination des contraintes de cisaillement transverse et leurs distributions au sens de 

l’épaisseur de la plaque), des théories raffinées dites ''théories de déformation en cisaillement 

d’ordre supérieur'' (HSDT), ont été développées par plusieurs chercheurs (Abdelbari et al., 

2016; Mantari et al., 2012a; Nguyen et al., 2014; Reddy, 2000; Taibi et al., 2015; Tebboune et 

al., 2014; Thai et al., 2013). Ces théories sont basées sur une distribution non-linéaire du 

champ de déplacement (Figure II.7), afin d’obtenir une meilleure représentation des 

déformations et des contraintes de cisaillement transverse sans recours à l'utilisation de 

facteurs de correction de cisaillement transverse. En plus, la théorie de déformation en 

cisaillement d’ordre supérieur permet de prendre en compte un gauchissement éventuel de la 

section droite de la plaque lors de la déformation (Belarbi, 2015; Berthelot, 2012).  

 

Figure  II.7. Illustration de la cinématique de la plaque d’ordre élevé (Reddy, 1997). 
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Le champ des déplacements est généralement formulé comme suit 
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On trouve les mêmes parties : le déplacement dû à l’effet de membrane, le déplacement 

dû à la flexion et le déplacement dû au cisaillement. Mais cette fois, le déplacement 

axial dû au cisaillement n’est plus linaire. Donc, on remplace le « z » pour la théorie 

précédente par une fonction f(z) qu’on l’appelle «fonction de gauchissement» ou «fonction 

de forme». Cette dernière représente l’allure de la déformation de la section transversale, 

c’est ce qu’on appelle «le gauchissement», donc elle doit être impaire pour prendre la forme 

de « S » aplatie qui est remarquée lors de la déformation de la plaque. La fonction de 

gauchissement doit aussi satisfaire les conditions aux limites de la nullité des contraintes 

tangentielles aux surfaces supérieur et inférieur de la plaque. Donc : 
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Et   

              
0)2/(')(.0. =°Ý¡=Ý¸= hfzfGG xxzxzxz qtgt

 
(II.5b) 

 
Figure  II.8. Distribution parabolique des contraintes de cisaillement à travers l’épaisseur dans 

la théorie HSDT. 

Plusieurs auteurs ont  contribué au développement de différents modèles d'ordre élevé 

qui se sont distingués dans la littérature par l'expression de la fonction de cisaillement )(zf  

(Tableau II.1). Ces modèles sont basés sur une distribution non linéaire des champs de 

(II.4a) 

(II.4b) 

(II.4c) 
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déplacement dans l'épaisseur et qui permettent de représenter le gauchissement de la section 

transversale dans la structure déformée (Figure II.8). 

Tableau  II.1. Quelques modèles de fonction de forme ()zf  et de déplacement transversal 

correspondant ()w  pour différentes théories de déformation par cisaillement. 

Théorie Fonction de gauchissement 
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II.2.4.1. Les théories basées sur des fonctions polynomiales 

Plusieurs modèles basés sur des fonctions polynomiales ont été développé.  Patel 

et al. (2005) ont étudié les caractéristiques de vibration libre des coques cylindriques FG en 

utilisant une théorie quasi-3D basé sur le développement en série de Taylor du champ des 

déplacements. Le champ des déplacements de la théorie quasi-3D présenté par Lo et al. 

(1977a; 1977b) comporte 11 inconnues et considère une variation cubique des déplacements 
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axiaux et une variation quadratique du déplacement transversal à travers l'épaisseur. Roque et 

al. (2007) ont étudié le comportement en flexion des plaques FG en utilisant une approche de 

fonction multi-quadrique. La formulation était basée sur le HSDT de Pandya et Kant (1988) 

avec 7 inconnues et tenant compte d'une variation cubique des déplacements dans le plan et 

d'un déplacement transversal constant à travers l'épaisseur. Dans le modèle de Reddy (2000), 

le champ de déplacement membranaire est cubique. Ce modèle donne une bonne 

approximation pour les contraintes de cisaillement transverse par rapport à la solution 

d’élasticité tridimensionnelle. 

Xiang et al. (2011) ont proposé une théorie de déformation par cisaillement du 

nième ordre pour l'analyse des vibrations libres des plaques sandwich FG et composites. Le 

champ des déplacements de leur théorie a été obtenu en modifiant le champ des déplacements 

de la TSDT pour tenir en compte des termes polynomiaux d'ordre n. Cette théorie a été 

ensuite appliquée aux problèmes de flexion des plaques FG (Xiang et Kang, 2013a) et de 

vibration libre des plaques isotropes et des plaques sandwich FG (Xiang et al., 2013) et des 

plaques FG reposant sur une fondation élastique (Xiang et al., 2014). Xiang et Kang (2013b)  

ont proposé diverses théories de déformation par cisaillement à cinq inconnues pour la flexion 

des plaques FG en utilisant une méthode sans maille avec des RBF à cannelures, tandis que 

Sobhy (2013) a évalué diverses théories de déformation par cisaillement à cinq inconnues 

pour le flambage et la vibration libre des plaques sandwich FG reposant sur une fondation 

élastique avec diverses conditions limites en utilisant une méthode en série. 

Wattanasakulpong et al. 2013   ont utilisé la théorie TSDT raffinée de Shi (2007) et la 

méthode Ritz pour analyser les problèmes de vibration libre et forcée des plaques FG 

encastrées sous des charges thermiques. Nguyen-Xuan et al. (2013) ont présenté une 

formulation simple et efficace pour les plaques sandwich composites en utilisant une théorie 

de déformation de cisaillement du cinquième ordre en combinaison avec l’analyse 

isogéométrique par éléments finis. Les comportements de flexion statique, de flambage et de 

vibration libre des plaques rectangulaires et circulaires dans différentes conditions aux limites 

ont été étudiés. 

II.2.4.2. Les théories basées sur des fonctions non-polynomiales 

 - La fonction sinusoïdale: La fonction non polynomiale a été utilisée pour la 

première fois par Levy (1877) avec une fonction sinusoïdale pour développer une théorie 

raffinée pour les plaques isotropes épaisses. La fonction sinusoïdale a ensuite été adoptée par 
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Stein (1986) et Touratier (1991) pour développer une théorie de la déformation par 

cisaillement sinusoïdale (SSDT) à cinq inconnues pour les plaques isotropes et les plaques 

composites laminées, respectivement. La SSDT a été largement utilisée pour étudier la flexion 

thermique des plaques composites (Ferreira et al., 2005a; Zenkour, 2004b),  le flambage des 

plaques composites (Zenkour, 2004a), la flexion des plaques sandwich FG (Zenkour, 2005b; 

Zenkour et Alghamdi, 2010), le flambage et la vibration des plaques sandwich FG (Zenkour, 

2005c; Zenkour et Sobhy, 2010), vibration des plaques FG (Zenkour, 2005a), flexion des 

plaques FG (Zenkour, 2006), flexion et flambage thermiques des plaques FG reposant sur une 

fondation élastique ( Zenkour et Sobhy, 2011; Zenkour, 2009), nanopoutres (Thai et Vo, 

2012) et nanoplaques  (Thai et al., 2014).  

- La fonction hyperbolique: Soldatos (1992) était le premier qui a développé une 

fonction hyperbolique pour étudier les plaques composites laminées. Akavci a proposé une 

nouvelle fonction hyperbolique pour développer une HSDT afin d’analyser la flexion des 

plaques composites (Akavci, 2010) et étudier les vibrations libres des plaques FG reposant sur 

une fondation élastique (Akavci, 2014). Une fonction hyperbolique inverse a été utilisée par 

Grover et al. (2013) pour développer une HSDT pour les plaques composites et les plaques 

sandwich. Mahi et al. (2015) a récemment développé une HSDT pour les plaques sandwich et 

composites FG basée sur une nouvelle fonction hyperbolique. 

- La fonction exponentielle: Karama et al., (2003) ont développé une HSDT pour 

les poutres composites en utilisant une fonction exponentielle. (Aydogdu, 2009) a étendu les 

travaux de Karama et al., (2003) aux plaques composites. Mantari et al. (2011) ont également 

utilisé la fonction exponentielle pour développer une HSDT pour les coques sandwich et 

composites. Cette HSDT a été adoptée par Mantari et Guedes Soares (2014b) pour étudier le 

comportement de flexion des plaques FG. Sur la base d'une nouvelle fonction exponentielle, 

Mantari (2014a) ont proposé une HSDT afin d’investiguer les vibrations des plaques FG sur 

des bases élastiques. 

En se basant sur une fonction tangentielle, Mantari et ses collaborateurs ont 

proposé une HSDT pour les plaques isotropes, composites et sandwich (Mantari et al., 2012a) 

et les plaques FG (Mantari et Guedes Soares, 2012a). Ils ont aussi combiné des fonctions 

exponentielles et trigonométriques pour développer une HSDT pour les plaques sandwich et 

composites (Mantari et al., 2012c), les plaques FG (Mantari et al., 2012b) et les coques 

doublement courbées FG  (Mantari et al., 2012d). Mantari et Guedes Soares (2012b, 2013b) 
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ont combiné des fonctions exponentielles et hyperboliques pour développer une HSDT pour 

les plaques isotropes, multicouches/coquilles et les plaques FG. Une combinaison de 

fonctions tangentielles et exponentielles a été proposée par Mantari et al., (2014b) pour 

développer une HSDT pour les plaques FG. Nguyen et al. (2014) ont combiné des fonctions 

tangentielles et cubiques inverses pour les plaques sandwich FG, tandis que Thai et al. 

(2014a) ont combiné des fonctions tangentielles et linéaires inverses pour les plaques 

composites et sandwich. Cette étude a été poursuivie par Thai et al. (2014b) pour développer 

un HSDT pour l'analyse Isogéométrique des plaques sandwich FG en utilisant deux nouvelles 

fonctions trigonométriques. 

Il faut noter que les théories mentionnées ci-dessus négligent l'effet d'étirement de 

l'épaisseur (c'est-à-dire 0=ze ) en supposant un déplacement transversal constant à travers 

l'épaisseur de la plaque. Cette hypothèse est appropriée pour les plaques FG minces ou 

modérément épaisses, mais elle est inadéquate pour les plaques FG épaisses (E. Carrera et al., 

2011; H.-T. Thai & Choi, 2014b).  

II.2.5. Les théories  tridimensionnelles (3D et quasi-3D) 

Pour les plaques épaisses où l'effet de l'étirement de l'épaisseur est plus prononcé, les 

théories bidimensionnelles de déformation de cisaillement (HSDT 2D)  ne sont pas adoptées à 

ce type de plaques. Pour cela, de nouvelles théories 3D et quasi-3D ont été développées pour 

pouvoir introduire l’effet de déformation normale et cela en modifiant le champ de 

déplacement dans l'équation (II.6), en ajoutant des termes d'ordre supérieur au  déplacement 

transversal comme il est représenté dans le champ des déplacements suivant 
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Où ),( yxq  est une fonction de déplacement qui tient compte de l'effet d'étirement de 

l'épaisseur; et )(zg  est une fonction de forme qui est déterminée à partir des conditions 

limites sans contrainte sur les surfaces supérieure et inférieure de la plaque.  

Ces théories ont été  utilisées par plusieurs chercheurs pour étudier et analyser les 

différents comportements mécaniques et dynamiques des structures fonctionnellement 

(II.6a) 

(II.6b) 

(II.6c) 
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graduées. Par exemple, Zenkour (2007) a utilisé la fonction sinusoïdale pour développer une 

théorie quasi-3D qui tient en compte à la fois les effets de cisaillement et de déformation 

normale pour les plaques FG. Mantari et Guedes Soares (2012c) ont présenté une formulation 

généralisée dans laquelle de nombreuses théories quasi-3D peuvent être déduites en utilisant 

les fonctions polynomiales, hybrides ou trigonométriques. Mantari et Guedes Soares (2014a) 

a optimisé la théorie sinusoïdale quasi 3D pour l'analyse de la flexion des plaques et coques 

FG.                        

II.3. Analyse de la réponse dynamique des structures FGM : Revue de la littérature  

La modélisation et l'analyse théorique des plaques en FGM sont désormais un sujet de 

discussion important. L'analyse numérique des vibrations des plaques rectangulaires FGM a 

été effectuée par un grand nombre de chercheurs. 

En se basant sur la théorie classique des plaques (CPT), les réponses vibratoires des 

structures FGM ont été largement étudiées par différents chercheurs. Cheng et Kitipornchai 

(1999) ont utilisé la théorie classique des plaques (CPT) et la théorie de la déformation de 

cisaillement du premier ordre (FSDT) pour étudier le comportement de flambement et de 

vibration des plaques FGM par analogie avec les vibrations membranaires. He et al. (2001) 

ont rapporté la formulation d'éléments finis basée sur la théorie des plaques minces (CPT) 

pour contrôler la forme et la vibration de la plaque FGM avec des capteurs piézo-électriques 

intégrés et des actionneurs sous charge mécanique. Yuda et Xiaoguang (2011) a également 

adopté le CPT avec les hypothèses de Von Karman pour effectuer des analyses de vibration et 

de stabilité des plaques FG sous des excitations axiales. Ruan et Wang (2016) ont étudié aussi 

les vibrations et la stabilité des plaques FG obliques en utilisant le CPT et la méthode de 

quadrature différentielle (DQM). 

En plus des plaques FG, la CPT était également utilisé pour l’étude des coques FG en 

raison de sa simplicité. Loy et al. (1999) ont étudié la vibration des coques cylindriques FG 

avec des conditions aux limites simplement appuyées en utilisant la CPT et la méthode de 

Rayleigh-Ritz. Une approche similaire a été adoptée par Arshad et al. (2007) et Pradhan et al. 

(2000) pour étudier les caractéristiques de vibration des enveloppes cylindriques de FG sous 

différentes conditions aux limites et pour différents types de lois de fraction volumique, 

respectivement. Ce problème a été réexaminé par Naeem et al. (2010) en utilisant la méthode 
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Ritz. Les vibrations forcées non linéaires des coques FG doublement courbés ont été évaluées 

par Alijani et al. (2011) en utilisant le CPT avec les hypothèses de Von Karman et la 

discrétisation multimodale de Galerkin. La vibration libre d'une coquille cylindrique circulaire 

bidimensionnelle fonctionnellement graduée a été analysée par Ebrahimi et Najafizadeh, 

(2014) en se basant sur la théorie classique des coques de Love. Les dérivées spatiales des 

équations du mouvement et des conditions aux limites sont discrétisées par les méthodes de 

quadrature différentielle généralisée (GDQ) et de quadrature intégrale généralisée (GIQ). 

Sur la base de la théorie de déformation du premier ordre (FSDT), Liew et al. (2003) ont 

analysé les vibrations des plaques stratifiées symétriquement. Shufrin et Eisenberger (2005) 

ont étudié la vibration libre et la stabilité des plaques déformables FG, en utilisant des théories 

de déformation de cisaillement de premier ordre (FSDT) et d’ordre élevé. Ferreira et al. 

(2005b) ont prédit les fréquences naturelles des plaques composites stratifiées basée sur la 

théorie du premier ordre avec la méthode de collocation globale avec des fonctions de base 

radiales multi-quadratiques. En utilisant la méthode du maillage de Galerkin, Liew et al. 

(2009) ont rapporté une analyse des vibrations des plaques ondulées. Peng et al. (2007) ont 

également fait état d'une analyse des vibrations libres des plaques pliées par la méthode sans 

maillage en utilisant la théorie de la déformation de cisaillement du premier ordre. Liew et al. 

(2004), Dai et al. (2004) ont utilisé la technique de maillage (Mesh-Free Method) pour 

l'analyse des vibrations libres des plaques composites laminées en utilisant la théorie de la 

déformation par cisaillement du premier ordre. Analyse des vibrations libres des plaques 

composites stratifiées symétriquement avec la théorie de la déformation par cisaillement du 

premier ordre (FSDT) par la méthode de convolution singulière discrète a été présentée par 

Civalek (2008). Zhao et al. (2009) ont présenté une analyse des vibrations libres pour les 

plaques FG carrées et obliques avec différentes conditions aux limites en utilisant la méthode 

d'élément libre kp-Ritz sur la base de FSDT. La technique de collocation globale avec de 

nouvelles fonctions de base radiales multi-quadratiques pour examiner les vibrations libres 

des plaques composites stratifiées en utilisant la théorie de la déformation par cisaillement du 

premier ordre (FSDT) est développée par Ngo-Cong et al. (2010, 2011). Hosseini-Hashemi et 

al. (2011) ont proposé une solution analytique exacte pour étudier la vibration transversale des 

plaques rectangulaires de type Lévy. Une simple théorie de déformation de cisaillement du 

premier ordre avec seulement quatre variables a été présentée par Thai et Choi (2013a, 2013b) 

pour la flexion et la vibration libre des plaques FGM et composites laminées, respectivement. 

Contrairement à la FSDT existante à cinq variables, Mantari et Granados (2015a, 2015b, 
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2016) ont analysé la flexion et la vibration libre des plaques fonctionnellement graduées en 

utilisant une nouvelle théorie déformation de cisaillement de première ordre (FSDT) avec une 

nouvelle cinématique contenant des termes indéterminés avec seulement quatre inconnus. 

Madani et al. (2016) ont étudié la vibration libre d'une coque cylindrique piézoélectrique 

renforcée par des nanotubes de carbone (FG-CNT) soumise à des distributions de température 

uniformes et non uniformes basées sur le FSDT en utilisant la Méthode Différentielle 

Cubique. 

Afin d'introduire les effets de déformation de cisaillement, plusieurs théories de 

déformation de cisaillement polynomiales et non polynomiales d'ordre élevé (HSDT) ont 

été développées. Ces théories satisfont les conditions de contrainte de cisaillement nulle sur 

les surfaces supérieure et inférieure des plaques dont le facteur de correction de 

cisaillement n'est donc pas pris en considération. Matsunaga (2008) a analysé la vibration 

libre et la stabilité des plaques FG en se basant sur une théorie bidimensionnelle d'ordre 

supérieur (2D). Xiang et al. (2011) ont suggéré une théorie de plaque de déformation de 

cisaillement d'ordre n pour étudier la réponse de vibration libre des plaques sandwich 

composites à gradations fonctionnelles. Le champ de déplacement est représenté par un 

terme polynomial d'ordre n où les conditions de contrainte de cisaillement transversale 

nulle sont satisfaites aux faces supérieure et inférieure de la plaque. En utilisant une 

théorie des plaques raffinées à quatre variables, Benachour et al. (2011) ont analysé la réponse 

dynamique des plaques FG avec une gradation aléatoire des matériaux. Cette théorie 

considère les effets de cisaillement transverse avec une distribution parabolique des 

déformations transversales de cisaillement dans l'épaisseur de la plaque, de sorte que les 

facteurs de correction de cisaillement ne sont pas nécessaires. Draiche et al. (2014) ont 

présenté une théorie des plaques trigonométrique à quatre variables pour l'analyse des 

vibrations libres d'une plaque rectangulaire laminée supportant une masse de pièce localisée.  

Plusieurs études ont été réalisé sur la vibration des structures en utilisant les théories 

quasi-3D et 3D  afin d’introduire les effets des déformations de cisaillement et d'étirement 

d'épaisseur. Reddy et Cheng (2003) ont développé des analyses vibratoires tridimensionnelles 

pour les plaques rectangulaires FGM en utilisant une formulation asymptotique et une 

méthode de matrice de transfert. Une solution tridimensionnelle exacte pour la vibration des 

plaques rectangulaires fonctionnellement graduées a été présentée par Vel et Batra (2004). 

Qian et al. (2004) ont réalisé une étude sur le comportement statique et dynamique des 
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plaques élastiques épaisses à gradient de propriétés en utilisant la théorie du cisaillement 

d'ordre supérieur, la déformation normale des plaques et la méthode locale de Petrov-Galerkin 

où les propriétés mécaniques ont été obtenues à partir du modèle de Mori-Tanaka. L’effet de 

l'étirement de l'épaisseur sur la vibration libre des plaques FG a été évalué par Mantari et 

Guedes Soares (2013a), Carrera et al., (2011) et Thai et Choi (2014b). Une solution 3D exacte 

pour les vibrations libres des plaques FG épaisses avec des conditions aux limites générales a 

été proposée par Jin et al. (2014). Les effets du cisaillement transverse et des déformations 

normales pour l'analyse des vibrations libres des plaques sandwich FG ont été pris en compte 

par Bessaim et al. (2013). Hebali et al. (2014) ont présenté une nouvelle théorie quasi-3D 

pour l'étude de la flexion statique et la vibration libre des plaques FGM. Neves et al. (2012a;   

2012b; 2013) ont proposé des théories de déformation par cisaillement hyperbolique de type 

sinusoïdal et hybride quasi-3D pour étudier les réponses des plaques FG à la flexion, aux 

vibrations libres et au flambage. Une théorie de la déformation normale et du cisaillement 

d'ordre supérieur simple et efficace pour la vibration statique et libre des plaques FG a été 

développée par Belabed et al. (2014) en utilisant le schéma d'homogénéisation de Mori-

Tanaka. Le comportement statique et dynamique de plaques à fonctionnellement graduées 

basées sur des théories de déformation de cisaillement quasi-3D et 2D a été étudié  Akavci et 

Tanrikulu (2015). La vibration libre des plaques sandwich a été analysée par une nouvelle 

théorie de plaque quasi-3D par Bennoun et al. (2016).  

En se basant sur la méthode de quadrature différentielle généralisée (GDQ), (Tornabene 

et al., 2016, 2017, 2018) ont étudié les vibrations libres et des plaques et des coquilles 

stratifiés et en matériaux  à gradient fonctionnel. En utilisant une théorie non-local quasi-3D 

où les effets de déformation de cisaillement et d'étirement d'épaisseur sont introduits,  Bouafia 

et al. (2017) ont investigués le comportement dynamique et statique des nano-poutres en 

FGM. Sekkal et al. (2017) ont réalisés une étude numérique détaillée pour examiner le 

flambement et vibration des plaques FGM avec une nouvelle théorie quasi-3D HSDT. L'effet 

de la porosité sur la vibration libre des plaques piézoélectriques à gradient fonctionnel (FGP) 

a été étudié par Barati et al. (2017) sur la base de la théorie des quatre plaques inconnues. 

Younsi et al. (2018) ont présenté des théories 2D et quasi-3D de déformation de cisaillement 

pour l'analyse de la flexion et la vibration libre des plaques FG à l'aide d'une nouvelle forme 

de fonction hyperbolique. Une nouvelle théorie quasi-3D de déformation de cisaillement 

hyperbolique pour les plaques fonctionnellement graduées est proposée par Ait Sidhoum et al. 

(2018). Cette théorie considère à la fois la déformation de cisaillement et les influences 
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d'étirement de l'épaisseur par une distribution hyperbolique de tous les déplacements dans 

l'épaisseur et respecte les conditions aux limites de contraintes libres sur les surfaces 

supérieures et inférieures de la plaque sans employer n'importe quel coefficient de correction 

de cisaillement. Abualnour et al. (2018) ont développé une nouvelle théorie de déformation de 

cisaillement trigonométrique en tenant compte l’effet d’étirement « stretching » pour l’analyse 

de la vibration libre des plaques FGM simplement appuyées. Bouhadra et al. (2018) ont 

amélioré une théorie HSDT de telle façon que l’effet de l’étirement soit pris en compte afin 

d’analyser la flexion et la vibration libre des plaques FGM. Une théorie efficace et originale 

de déformation de cisaillement d'ordre élevé incluant la déformation normale a été présentée 

par Khiloun et al. (2020) pour l'analyse statique et dynamique des plaques FGM. Meksi et al. 

(2019) a proposé une nouvelle théorie d’ordre élevé en utilisant une cinématique avec 

seulement quatre variables pour étudier le flambement, la flexion et la vibration libre des 

plaques sandwich en matériaux FGM. Zaoui et al. (2020) ont étudié le comportement statique 

et vibratoire des plaques FGM en utilisant une théorie d’ordre élevé raffinée. Les études 

comparatives et de validation montrent que les théories avec moins d'inconnues peuvent 

atteindre la même précision du HSDT conventionnelle qui a plus de variables inconnues. 

II.3.1. Analyses de l’influence des fondations élastiques  

Les plaques basant sur  des fondations élastiques sont très courantes dans l'ingénierie 

des structures. De nombreuses études de flexion linéaire et de vibration  pour des plaques 

épaisses soumises à des charges transversales avec des fondations élastiques sont disponibles 

dans la littérature. Dans certaines analyses des plaques sur fondations élastiques, un seul 

paramètre est utilisé pour décrire le comportement des fondations selon le modèle de Winkler 

(Bezine, 1988; El-Zafrany et al., 1995; Liu, 2000). Cette fondation est modélisée par des 

ressorts verticaux discrets et ne prend pas en compte la déformation transversale de 

cisaillement. D'autres chercheurs ont modélisé la fondation avec deux paramètres selon le 

modèle de Pasternak (Pasternak, 1954). Ce modèle à deux paramètres prend en compte l'effet 

de l'interaction du cisaillement entre les points de la fondation (Shen, 1999, 2000; Sladek et 

al., 2002).  

Akavci (2007) a analysé le comportement en flambage et en vibration libre des plaques 

composites laminées antisymétriques sur des appuis élastiques. Baferani et al. (2011) ont 

étudié la réponse dynamique d'une plaque rectangulaire FG reposant sur des fondations à 

deux paramètres élastiques en se basant sur la théorie de la plaque de déformation en 
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cisaillement du troisième ordre. Une théorie raffinée de la déformation par cisaillement est 

présentée pour l'analyse de la vibration libre de la plaque FG reposant sur la fondation de 

Pasternak par Thai et Choi (2012). Sur la base d'une théorie de déformations normales et de 

cisaillement d'ordre supérieur des plaques, Sheikholeslami et Saidi (2013) ont analysé la 

réponse aux vibrations libres des plaques FG posées sur des fondations élastiques à deux 

paramètres. Thai et Choi (2014a) ont développé une théorie de déformation de cisaillement 

d'ordre zéro pour analyser les réponses en flexion et en vibration des plaques FG. La vibration 

libre des plaques rectangulaires à gradation fonctionnelle (FG) soumises à différentes 

conditions aux limites en utilisant  la théorie classique des plaques a été étudiée par 

Chakraverty et Pradhan (2014) où la méthode de Rayleigh-Ritz a été est utilisée pour obtenir 

le problème généralisé des valeurs propres. Akavci (2014) a examiné l'effet des déformations 

de cisaillement transversales lors de la réponse vibratoire d'une plaque de FGM reposant sur 

une fondation élastique de type Pasternak en se basant sur la théorie de déformation de 

cisaillement hyperbolique d'ordre supérieur. Mantari (2015a) a analysé l'effet d'étirement sur 

le comportement en vibration libre des plaques FG reposant sur une fondation élastique en 

utilisant une théorie de la déformation en cisaillement d'ordre supérieur raffinée. Meksi et al. 

(2015) ont proposé une théorie de déformation de cisaillement de premier ordre simple et 

efficace basée sur la position de surface neutre afin de calculer les fréquences naturelles des  

plaques FG reposant sur des fondations élastiques type Winkler-Pasternak. Akavci (2016) a 

présenté un nouveau modèle de cisaillement hyperbolique pour étudier l'état statique, les 

vibrations libres et le flambage des plaques sandwich FG sur fondations élastiques. Une théorie 

de la déformation de cisaillement non locale d'ordre zéro pour la vibration libre des nanoplaques 

FG reposant sur une fondation élastique a été donnée par Bounouara et al. (2016). 

Récemment, l'effet de la fondation élastique de type Winkler-Pasternak sur les 

fréquences naturelles des plaques et coques composites laminées renforcées de nanotubes de 

carbone (CNT) a été étudié par Banić et al. (2017). Benahmed, et al. (2017) a proposé une 

nouvelle théorie quasi-3D pour analyser les interactions mécaniques des plaques souples avec 

différentes distributions des propriétés matérielles. Meftah et al. (2017) ont développé une 

théorie non polynomiale de déformation de cisaillement à quatre variables pour l'analyse des 

vibrations libres des plaques FG sur des appuis élastique. Barati et Shahverdi (2018) ont 

présenté de nouvelles solutions pour examiner les vibrations à  grande amplitude d'une nano-

plaque poreuse reposant sur une fondation élastique à durcissement non linéaire modélisée par 

une théorie des plaques non linéaire à quatre variables. L'effet des modèles micromécaniques 
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sur la vibration libre des plaques rectangulaires de FGM reposant sur des fondations 

élastiques a été étudié par Mahmoudi et al. (2018). Guerroudj et al. (2018) ont développé une 

théorie des plaques quasi-3D hybride afin d’investiguer les vibrations libres des plaques FG 

appuyant sur des fondations élastiques.  L’influence de la porosité  sur le comportement 

dynamique des plaques FGM reposant sur différents fondations élastiques a été investiguée 

par Shahsavari et al. (2018) en développant une  théorie quasi-3D hyperbolique où le 

déplacement transversale a été divisé en termes de flexion, cisaillement et d’étirement de 

l’épaisseur. Ghasemi et Meskini (2019) présentent des recherches sur la vibration libre de 

coquilles cylindriques poreuses laminées, basées sur la théorie des coques de Love avec des 

conditions aux limites simplement supportées. Les vibrations libres linéaires et non linéaires 

des poutres de Timoshenko composites rotatives fonctionnellement graduées renforcées par 

des nanotubes de carbone ont été étudiées par Heidari et Arvin (2019). Sur la base du modèle 

des poutres d'Euler-Bernoulli et de la théorie de déformation à gradient modifié, la vibration 

forcée dépendant de la taille des micropoutres en sandwich avec un noyau fonctionnellement 

gradué (FG) a été présentée par Taati et Fallah (2019). Addou et al. (2019) ont établi une 

étude paramétrique détaillée pour évaluer les influences de l'indice de gradient, du paramètre 

de porosité, de la rigidité des paramètres de fondation, du nombre de modes et de la géométrie 

sur les fréquences naturelles des plaques FG en utilisant une théorie quasi-3D simple. 

L'influence des différents types de conditions aux limites sur le comportement en flexion et en 

vibration libre de plaques sandwichs fonctionnellement graduées reposant sur des fondations 

élastiques à deux paramètres a été examinée à l'aide d'une nouvelle théorie originale du 

cisaillement d'ordre élevé a été analysée par Rahmani et al. (2020).  

II.3.2. Etudes reportées sur l’effet thermique  

Les FGM sont fabriqués de céramique et de métal de telle sorte que la céramique puisse 

résister aux charges thermiques dans des environnements à haute température. Les propriétés 

des matériaux des FGM varient continuellement d'une surface à l'autre, ce qui permet 

d'éliminer les problèmes d’interfaces des matériaux composites et d’obtenir une répartition 

uniforme des contraintes. La plupart des chercheurs se sont penchés à l'analyse des vibrations 

libres et forcées et du flambage des plaques de FGM dont les propriétés sont indépendantes de 

la température, en utilisant différentes théories. En raison de l'utilisation accrue des matériaux 

FG dans les différents domaines, il est important de découvrir les caractéristiques de vibration 

des plaques FG dans des environnements thermiques. 
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Yang et Shen (2002) ont étudié la réponse dynamique des plaques de FGM soumises à 

des charges latérales impulsives combinées à des actions initiales dans le plan dans un 

environnement thermique. Huang et Shen (2004) ont analysé la vibration non linéaire et la 

réponse dynamique des plaques FG dépendantes de la température en se basant sur la théorie 

de la déformation par cisaillement d'ordre supérieur. Kim (2005) a utilisé la méthode de 

Rayleigh-Ritz basée sur la théorie de la plaque de déformation de cisaillement du troisième 

ordre pour étudier les caractéristiques de vibration dépendantes de la température des 

plaques rectangulaires FG. Chen et al. (2006) ont dérivé des équations différentielles partielles 

non-linéaires pour le comportement vibratoire d'une plaque FGP initialement soumise à des 

contraintes indépendantes de la température. Li et al. (2009) ont utilisé la théorie de 

l'élasticité tridimensionnelle avec la méthode de Ritz pour générer les fréquences propres 

des plaques rectangulaires FG dépendantes de la température. Une  théorie d’ordre élevé 

généralisée pour l’étude statique et dynamique des plaques sandwich soumises à des charges 

thermomécaniques a été présentée par Shariyat (2010). Mahi et al. (2010) ont développé une 

méthode analytique afin d’analyser la vibration libre des poutres FGM avec des conditions 

aux limites différentes et sous l’effet des efforts thermiques. L’analyse de la vibration libre et 

forcée des poutres FG en tenant compte de la dépendance des propriétés des matériaux à la 

température a été réalisé par Azadi (2011). Natarajan et al. (2011) ont étudié la vibration de 

flexion libre linéaire de plaques FG fissurées dans un environnement thermique sévère. 

Hao et al. (2011) ont étudié la réponse vibratoire transversale non linéaire des plaques 

rectangulaires FGM de type cantilever qui ont été soumises à des charges transversales et 

thermiques combinées où les équations de mouvement non-linéaire pour la plaque FGM 

sont dérivées de la théorie de la plaque de déformation de cisaillement du troisième ordre 

de Reddy  (Reddy, 2000) et du principe d’Hamilton. Shahrjerdi et al. (2011) ont étudié la 

vibration libre des plaques solaires fonctionnellement graduées soumises à des champs de 

température uniformes, linéaires, non linéaires, sinusoïdaux et de flux thermique en utilisant 

une théorie de déformation de cisaillement du second ordre (SSDT). Shen et Wang (2012) ont 

analysé les vibrations de petites et de grandes amplitudes de la plaque à gradients 

fonctionnels reposant sur une fondation élastique de type Pasternak dans un environnement 

thermique à l'aide des modèles Voigt et Mori-Tanaka basés sur une théorie d’ordre supérieur. 

Du et Li (2013) ont étudié la réponse vibratoire non linéaire des coques cylindriques FG dans 

des environnements thermiques en suivant la CPT avec les hypothèses de Von Karman en 

combinaison avec une méthode à échelles multiples. Sur la base du FSDT, le comportement 
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dynamique des plaques FG dans un environnement thermique soumises à des charges mobiles 

et reposant sur des fondations élastiques a été étudié par Malekzadeh et Monajjemzadeh 

(2013) en incluant les effets des contraintes thermiques initiales. 

La formule de Ritz trigonométrique hiérarchique (HTRF) a été appliquée par Fazzolari 

(2015) pour étudier la vibration libre et la stabilité thermique des plaques sandwich FG. Les 

réponses aux vibrations libres des panneaux incurvés FG sous l’effet de la température ont été 

analysées par Kar et Panda (2015). Attia et al. (2015) ont présenté théories de déformation par 

cisaillement d'ordre supérieur à quatre inconnus pour analyser la vibration libre des plaques 

FG avec des propriétés matérielles dépendantes de la température. Analyse thermo-mécanique 

des vibrations des poutres FG type Euler constituées par des matériaux poreux soumises à 

diverses charges thermiques a été réalisée par Ebrahimi et al. (2016). L'influence de la 

porosité sur la vibration des plaques rectangulaires fonctionnellement graduées soumises à 

différents champs de température a été étudiée par Wang et Zu (2017). En développant une 

théorie de déformation de cisaillement trigonométrique à seulement deux variables,   

Mouffoki et al. (2017) ont analysé la vibration des nanopoutres dans un environnement 

hygrothermique. Une nouvelle théorie de déformation de cisaillement hyperbolique pour 

l'analyse de la vibration libre des plaques à gradation fonctionnelle simplement supportées 

dans un environnement thermique a été développée par Taleb et al. (2018). Tu et ses 

collaborateurs ont analysé la vibration des plaques à gradient fonctionnel dans des 

environnements thermiques en utilisant la théorie de la déformation de cisaillement d'ordre 

supérieur avec huit inconnues (Tu et al., 2019).  

II.4. Conclusion 

Une revue critique des différentes recherches effectuées pour prédire la réponse globale 

des plaques et des coques FG sous des charges mécaniques et thermiques, la modélisation et 

l'analyse des plaques et des coques FGM ont été examiné et discuté en détail dans ce chapitre. 

A cet effet, un effort a été fait pour inclure toutes les contributions importantes dans le 

domaine d'intérêt actuel en mettant en évidence la littérature la plus pertinente disponible pour 

les ingénieurs chercheurs étudiant les structures de plaques FG.  Les remarques qui peuvent 

être constaté à partir de cette  recherche bibliographique sont les suivantes: 

¶ Dans la plupart des théories 2D développées pour prédire les réponses globales 

des plaques FG, seul l'effet de la déformation de cisaillement transversal a été pris 
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en compte et très peu de théories considèrent l'effet du cisaillement transversal et 

l'effet des déformations normales transversales.  

¶ Des études très limitées ont été réalisées pour comparer la précision des diverses 

théories d'ordre supérieur à prédire les réponses globales des plaques FG.  

¶ De nombreux chercheurs ont prétendu utiliser des théories 2D au lieu de la 

théorie 3D pour économiser le temps et le coût de calcul mais d'autres recherches 

devraient être effectuées pour faire des résultats basés sur la théorie 2D avec 

la proximité des résultats basés sur la théorie 3D. 

¶ L'utilisation des modèles théoriques 2D améliorés qui semblent maintenant fournir 

une précision aussi bonne que les modèles 3D devraient être poursuivis dans 

l'intérêt des coûts de calcul et des analyses efficaces. 

¶ Un grand nombre de HSDT basées sur des fonctions non polynomiales ont été 

développées récemment. Cependant, elles ne sont pas largement utilisées par 

rapport aux HSDT basées sur des fonctions polynomiales, à l'exception du cas de 

la théorie sinusoïdale d’ordre élevé (SSDT). En outre, la plupart des études basées 

sur les fonctions non polynomiales se limitent à l’analyse des problèmes linéaires. 

Le développement des modèles numériques basés sur les fonctions non 

polynomiales est donc nécessaire pour évaluer également la précision et 

l'efficacité des HSDT basée sur des fonctions non polynomiales. 
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III.1. Introduction   

Les plaques reposant sur des fondations élastiques sont importantes dans les structures 

et ont de nombreuses applications dans les domaines de l'ingénierie. On trouve de telles 

structures de plaques dans divers types d'applications industrielles comme les fondations type 

radiers, les réservoirs de stockage, les piscines et dans la plupart des constructions de génie 

civil. Ce type de structures rencontre plusieurs problèmes techniques dans les différentes 

applications. Pour cela, divers modèles de fondations élastiques ont été proposées afin de 

décrire les interactions entre  les plaque et leurs fondations. Le plus simple est la fondation 

élastique à un seul paramètre ou le modèle Winkler qui considère la fondation comme une 

série de ressorts verticaux séparés sans effets de couplage entre eux (Winkler, 1868). Cela 

signifie qu'il y a une relation proportionnelle entre les forces externes et la flèche au point 

appliqué dans la fondation. Ce modèle a été amélioré par Pasternak en ajoutant un ressort de 

cisaillement pour simuler les interactions entre les ressorts séparés dans le modèle de Winkler 

(Pasternak, 1954). Le modèle Pasternak ou fondation à deux paramètres est le plus utilisé 

pour étudier le comportement mécanique des interactions structure-fondation (Arefi et Allam, 

2015; Malekzadeh, 2009; Zenkour, 2009). 

Les problèmes de flexion, du flambement et de vibration des plaques FGM reposant sur 

des fondations élastiques ont attiré l'attention de nombreux chercheurs travaillant sur l'analyse 

et la conception des fondations structurales (Abdelbari et al., 2016; Akavci, 2016; Bakora et 

Tounsi, 2015; Thai et al., 2013). Dans ce chapitre, on s’est intéressé à l’analyse de vibration 

libre des plaques FGM reposant sur des fondations élastiques par le biais d’une théorie quasi-

3D hybride d’ordre élevé.  La particularité de cette théorie est qu’elle emploie un champ des 

déplacements à 5 inconnus seulement dont l’effet de l’étirement est pris en compte.  Le 

champ de déplacement est modélisé sur la base des fonctions de forme de déformation de 

cisaillement de type hybride (sinusoïdale et parabolique) tout en remplissant la condition de 

contrainte de cisaillement nulle sur les bords libres ce qui ne requièrent pas l’utilisation de 

facteur de correction de cisaillement. Les équations de mouvement des plaques FG reposant 

sur une base élastique sont dérivées en utilisant le principe d’Hamilton. Ces équations 

directrices sont ensuite résolues par la méthode de Navier. Ainsi, les fréquences 

fondamentales sont obtenues en résolvant le problème des valeurs propres. L'exactitude de la 
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présente théorie est vérifiée en comparant les résultats obtenus avec ceux des solutions de 

HSDT disponibles dans la littérature. 

III.2. Formulations théoriques 

III.2.1. Propriétés de la plaque FGM 

Une plaque rectangulaire en matériau FGM d’une épaisseur uniforme ()h , de longueur 

()a  et de largeur ()b  supportée sur des appuis élastiques est considérée. Les coordonnées x, y 

et z sont prises selon la longueur, la largeur, et l’épaisseur, respectivement, comme il est 

montré dans la figure III.1. La formulation est limitée au comportement élastique linéaire. Les 

propriétés mécaniques de la plaque sont variables dans le sens de l'épaisseur en fonction de la 

loi de puissance (Eq. III.1) en termes de fractions volumiques des constituants.  

( )
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õ
æ
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+-+=
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)(  (III.1) 

Où P  représente la propriété matérielle effective, tP  et bP  représentent les propriétés de la 

partie supérieure riche en céramique et la partie inférieure formée du métal, respectivement, et 

p  est l’exposant signifiant le profil de distribution des matériaux constituants à travers 

l’épaisseur de la plaque. Les caractéristiques matérielles de la plaque, notamment le module 

de Young E , module de cisaillement G  et la masse volumique varient suivant l’équation 

(III.1), et le coefficient de Poisson n est considéré constant (Qian et al., 2004). 

 

Figure  III.1. Géométrie d’une plaque FG rectangulaire sur des appuis élastiques. 
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III.2.2. Cinématique et relations constitutives  

En se basant sur la théorie des plaques quasi-tridimensionnelle avec la prise en compte 

de la déformation normale zj , le champ des déplacements en un point quelconque de 

coordonnées ( )zyx ,,  dans la plaque est présenté sous la forme suivante 

),,()(),,(),,,( 0

0 tyxzf
x

w
ztyxutzyxu xj+
µ

µ
-=  (III.2a) 

),,()(),,(),,,( 0
0 tyxzf

y

w
ztyxvtzyxv yj+
µ

µ
-=  (III.2b) 

),,()(),,(),,,( 0 tyxzgtyxwtzyxw zj+=  (III.2c) 

Où 0u , 0v , 0w , xj , yj  et zj   sont les six déplacements inconnus du plan moyen de la plaque. 

Afin de réduire le nombre d’inconnus, quelques simplifications peuvent être 

considérées. En mettant ñ= dxyxx ),(qj  et ñ= dyyxy ),(qj  , la cinématique de la théorie 

proposée peut être exprimée dans une simple forme avec seulement cinq inconnus comme suit   
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w
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0
0 q  (III.3a) 
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0
0 q  (III.3b) 

                               
),,()(),,(),,,( 0 tyxzgtyxwtzyxw zj+=  (III.3c) 

)(zf  et )(zg représentent les fonctions de forme qui définissent la variation des déformations 

transversales et des contraintes de cisaillement à travers l’épaisseur de la plaque. Le faite que 

)(zf  et )(zg  peuvent être indépendante, cela permet de développer plusieurs HSDT. Dans 

ce travail, deux fonctions de formes (Eq. III.4) ont été couplé d’où vient le nom hybride de la 

théorie proposée. La première fonction est de type sinusoïdale, proposée par Touratier (1991) 

et la deuxième utilisée est celle de Reddy (1998) qui est une fonction parabolique.   
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En supposant que le comportement des plaques est élastique linéaire et que les 

déplacements et les rotations sont infinitésimales et obéissant la loi de Hooke. Les relations de 

contrainte-déformation linéaire dérivées à partir de la cinématique des équations (III.3a-c) qui 

sont valables pour les plaques minces, modérément épaisses et épaisses, sont les suivantes 
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Où  
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Les intégrales indéterminées apparaissant dans les expressions précédentes peuvent être 

résolues par la méthode de Navier et elles sont exprimées dans les formules suivantes 

yx
Adx

y µµ

µ
=

µ

µ
ñ

q
q

2

' ,   
yx

Bdy
x µµ

µ
=

µ

µ
ñ

q
q

2

' ,  
x

Adx
µ

µ
=ñ

q
q ' , 

y
Bdy
µ

µ
=ñ

q
q '  (III.7) 

Où les coefficients 'A , 'B , 1k  et 2k  sont définis selon le type de solution adoptée, dans ce cas 

via Navier. a et b sont exprimés dans l’expression (III.24). 

2

1
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a
-=A , 

2

1
'
b
-=B , 

2

1 a=k , 
2

2 b=k  (III.8) 

Pour les plaques FGM, les relations entre contraintes et déformations sont exprimées 

comme suit 
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Tels que ( )
xyxzyzzyx tttsss ,,,,,  et ( )

xyxzyzzyx gggeee ,,,,,  sont les vecteurs de contraintes et 

de déformations, respectivement. En utilisant les propriétés du matériau définies dans 

l'équation (III.1), les coefficients de rigidité ijQ  peuvent être donnés comme suit  
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III.2.3. Principe d’Hamilton 

Le principe d’Hamilton a été employé pour décrocher les équations de mouvement 

appropriées au champ des déplacements et des équations constitutives. Il peut être défini sous 

la forme analytique suivante  
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Où U d  est la variation de l’énergie potentielle de la plaque; eV d  est la variation de l’énergie 

de déformation de la fondation élastique; et K d  exhibe  la variation de l’énergie cinétique.  

La variation de l’énergie potentielle de la plaque est définie par la formule ci-dessous  
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Où A  est l’aire supérieure de la plaque et les moments résultants N , M , S  et Q  sont 

déterminés par les expressions (III.13) ci-après 
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La variation de l’énergie de déformation de la fondation élastique peut être exprimée 

par  

dAwfV
A

ee 0  dd ñ=  (III.14) 

Tel que ef  est l’intensité de la réaction de la fondation. Dans cette analyse, le modèle de 

fondation de Pasternak a été utilisé comme le montre la relation suivante 
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Dans laquelle wK  et sK  sont la rigidité de la fondation type Winkler et la rigidité au 

cisaillement de la fondation élastique, respectivement.   

La variation de l’énergie cinétique peut être écrite sous la forme suivante  
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(III.16) 

Où )(zr  est la masse volumique donnée par l’équation (III.1) et (iI , iJ , )iK  sont les inerties 

exprimées par  
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En employant les formules généralisées des déplacements-déformations (Eq. III.5 et 

III.6) et les relations contraintes-déformations (Eq. III.9), en faisant l’intégration par parties, 

en  appliquant le Lemme fondamental du calcul des variations et en rassemblant les 

coefficients de 0 ud , 0 vd , 0 wd , qd  et zjd  dans  l’équation (III.11), on obtient les 

équations de mouvement  ci-dessous 
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(III.18) 

En remplaçant l’équation (III.5) dans l’équation (III.9) et les résultats obtenus dans 

l’équation (III.13), les résultantes des efforts et de moments peuvent être exprimés en terme 

de déplacements ( 0u , 0v , 0w , q, 
zj) sous forme matricielle suivante 
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Où  
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En substituant les expressions citées dans (III.19) dans les équations (III.18), les 

équations gouvernantes de la théorie proposée peuvent être écrites en termes des 

déplacements ( 0u , 0v , 0w , q, 
zj), il vient  

qjq

q

######
111011001131226621

11221110122661201111101266120226601111

)()(

)()2()(

dJAkwdIuIdXdBBkAk

dBkBkwdBBwdBvdAAudAudA

z

s

ss

¡+-=+¡+¡+

+++--+++

 
(III.21a) 

qjq

q

######
221021002231126621

22221210222220112661202222011660126612

)(

)()2()(

dBkJwdIvIdXdBBkAk

dBkBkwdBwdBBvdAvdAudAA

z

s

ss

¡+-=+¡+¡+

++-+-+++

 (III.21b) 

( ) ( )qqjjj

qqq

##############
22211120

2

20201100022231113

112266212222212111122111011226612

022222201111110222220112661201226612011111

)(2)()()2(2

)2()2(

dBkdAkJwIvdudIJwIfdYdY

dDBkAkdDkDkdDkDkwdDD

wdDwdDvdBvdBBudBBudB

zezz

sssss

¡+¡+Ð-+++=-++

¡+¡++++++-

--+++++
 

(III.21c) 

( )

( ) ( )qq

jjj

qqqq

########

####

22

2

211

2

12022201112

02201112244211551232131

1122

2

21662244

2

21155

2

1122122

2

211

2

1

011222166022222121011122111

0112012221660222212101122111

)()(

)(

)()()()2(

)(2)()(

)()()()(

dBkdAkKwdBkwdAkJ

vdBkudAkJdGBkdGAkYkYk

dBkAkHdFBkdFAkHkkHkHk

wdBkAkDwdDkDkwdDkDk

vdudBkAkBvdBkBkudBkBk

z

s

z

s

z

ss

ssssss

sssss

sssss

¡+¡-¡+¡+

¡+¡-=¡+¡++-

¡+¡-¡+¡+++-

¡+¡+++++

+¡+¡-+-+-

 (III.21d) 

zzz

s

z

sssss

KwJZdA

dAYGkYGkwdYwdYvdXudX

jjj

jq

####
000332244

11552344213551022230111302230113  ))()((

+=-+

+-+-+++--

 

(III.21e) 



Chapitre I II  Analyse de vibration libre des plaques FGM sur des fondations élastiques 
par une théorie quasi-3D hybride   

 
- 64 - 

 

Où ijd , ijld  et ijlmd  sont les opérateurs différentiels suivants 
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III.3. Solutions analytiques 

Pour résoudre les équations différentielles (III. 21a-e), la méthode de Navier basée sur 

les séries doubles de Fourier est utilisée selon les conditions aux limites considérées. Ici, la 

plaque est supposée simplement appuyée sur des fondations élastiques. Donc, en utilisant 

cette procédure, les variables des déplacements satisfaisant les conditions d’appuis ci-dessus 

peuvent être exprimées en fonction de séries de Fourier, on écrit  
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(III.23) 

Où ( mnU , mnV , mnW , mnX , )mnF  sont des variables inconnues à évaluer et w est la 

fréquence naturelle. a et b sont définis par  

am /pa=  et bn /pb=  (III.24) 

Substituons l’équation (III.23) dans les équations de mouvement (III.21), nous  

obtenons le système d’équations des valeurs propres pour le problème de vibration libre des 

plaques FGM présenté dans l’équation (III.25) 
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Tel que  
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III.4. Résultats numériques et discussions  

Cette étude a été établie pour vérifier l’exactitude et l’efficacité d’une nouvelle théorie 

quasi-3D hybride afin de prédire le comportement en vibration libre des plaques FG. Pour 

cela, plusieurs analyses numériques ont été établies pour des plaques homogènes et 

fonctionnellement graduées simplement appuyées et sur des fondations élastiques. Les 

caractéristiques mécaniques des matériaux constituant la plaque FGM étudiée sont citées dans 

le Tableau ‎III.1 ci-dessous.  

Tableau  III.1. Propriétés mécaniques des matériaux utilisés pour la plaque FG. 

Matériaux 
Propriétés 

Module de Young (GPa) Coefficient de Poisson Masse volumique (kg/m3) 

Aluminium (Al) 70 0.3 2702 

Alumina (Al2O3) 380 0.3 3800 

Zirconia (ZrO2) 200 0.3 5700 

III.4.1. Etude des plaques isotropes homogènes  

Dans cette partie, la vibration libre d’une plaque homogène isotrope simplement 

appuyée a été analysée. Pour le calcul de fréquence naturelle et les paramètres de fondation, 

les expressions adimensionnelles suivantes ont été utilisées 
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0 n-=EhD        (III.27) 

Tableau  III.2. Fréquences adimensionnelles des plaques isotropes carrées et simplement 

appuyées. 

/a h  
Théorie 

Mode 

(1,1) (1,2) (2,1) (2,2) (1,3) (3,1) (2,3) (3,2) 

1000 Leissa (1973) 19.739 49.3480 49.3480 78.9568 98.6960 98.6960 128.3021 128.3021 

Zhou et al. (2002) 19.711 49.3470 49.3470 78.9528 98.6911 98.6911 128.3048 128.3048 

Akavci (2014) 19.739 49.3476 49.3476 78.9557 98.6943 98.6943 128.3020 128.3020 

Mantari (2015b) 19.739 49.3483 49.3483 78.9568 98.6957 98.6957 128.3037 128.3037 

Présente 19.739 49.3476 49.3476 78.9557 98.6943 98.6943 128.3019 128.3019 

100 Liu et Liew (1999) 19.731 49.3027 49.3027 78.8410 98.5150 98.5150 127.9993 127.9993 

Nagino et al. (2008) 19.732 49.3050 49.3050 78.8460 98.5250 98.5250 128.0100 128.0100 

Akavci (2014) 19.732 49.3045 49.3045 78.8456 98.5223 98.5223 128.0346 128.0346 

Mantari (2015b) 19.732 49.3056 49.3056 78.8477 98.5253 98.5253 128.0160 128.0160 

Présente 19.732 49.3049 49.3049 78.8466 98.5239 98.5239 128.0143 128.0143 

10 Liu and Liew (1999) 19.058 45.4478 45.4478 69.7167 84.9264 84.9264 106.5154 106.5154 

Nagino et al. (2008) 19.065 45.4869 45.4869 69.8093 85.0646 85.0646 106.7350 106.7350 

Akavci (2014) 19.085 45.5957 45.5957 70.0595 85.4315 85.4315 107.3040 107.3040 

Mantari (2015b) 19.090 45.6242 45.6242 70.1176 85.5096 85.5096 107.4092 107.4092 

Présente 19.090 45.6251 45.6251 70.1214 85.5164 85.5164 107.4222 107.4222 

5 Shufrin et Eisenberger 

(2005) 
17.452 38.1884 38.1884 55.2539 65.3130 65.3130 78.9864 78.9864 

Hosseini-Hashemi et 

al. (2011) 17.452 38.1883 38.1883 55.2543 65.3135 65.3135 78.9865 78.9865 

Akavci (2014) 17.514 38.4722 38.4722 55.8358 66.1207 66.1207 80.1637 80.1637 

Mantari (2015b) 17.529 38.5079 38.5079 55.8561 66.1060 66.1060 80.0589 80.0589 

Présente 17.530 38.5169 38.5169 55.8817 66.1471 66.1471 80.1296 80.1296 

Les huit premières fréquences naturelles adimensionnelles pour différents rapports de 

géométrie ont été calculées et présentées dans le Tableau ‎III.2. Ces valeurs ont été comparées 

avec les solutions des différents chercheurs : les solutions exactes 3D de (Leissa, 1973), 

(Zhou et al., 2002) , (Nagino et al., 2008), les résultats de la théorie FSDT obtenus par (Liu et 

Liew, 1999) et les solutions des théories d’ordre élevé présentées par Shufrin et Eisenberger 

(2005), Hosseini-Hashemi et al. (2011), Akavci (2014) et Mantari (2015b). Il est bien clair 

que les résultats trouvés par la théorie proposée sont en excellent accord avec ceux de la 

littérature dans le cas des plaques minces( )5/ =ha . La différence constatée dans le cas des 

plaques épaisses ( )5/ =ha  est dû à l’effet de l’étirement qui n’a pas été pris en compte dans 

les théories présentées par Shufrin et Eisenberger (2005), Hosseini-Hashemi et al. (2011), 

Akavci (2014). 
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III.4.2. Analyse des plaques FGM 

Dans les exemples suivants, deux types de plaques FGM ont été étudiées Al/Al2O3 et 

Al/ZrO2 où les propriétés du matériau sont indiquées dans le tableau III.1. Pour des raisons de 

simplicité, les formes adimensionnelles des fréquences fondamentales et des paramètres des 

fondations utilisées sont comme suit   

DaKkDaKkEha

EhaEhEh

sswwcc

mmccmm

/,/,/)/ (

,/)/ (~,/,/

242

2

===

===

rwb

rwwrwbrww

                (III.28a) 

Où
   

[ ][ ])3)(2)(1(/)2(3)38()1(12/ 2223 pppEppEppphD cm ++++++++-= n  (III.28b) 

 

Tableau  III.3. Comparaison des fréquences naturelles adimensionnelles des plaques FG type 

Al/Al2O3. 

ab /  /a h  p  Théorie 

 Jin et al. (2014) Mantari (2015b)  Présente 

1 10 0 0.1135 0.1135 0.1135 

1 0.0870 0.0882 0.0882 

2 0.0789 0.0806 0.0806 

5 0.0741 0.0755 0.0755 

5 0 0.4169 0.4169 0.4196 

1 0.3222 0.3261 0.3261 

2 0.2905 0.2962 0.2961 

5 0.2676 0.2722 0.2720 

2 0 1.8470 1.8510 1.8526 

1 1.4687 1.4778 1.4789 

2 1.3095 1.3223 1.3230 

5 1.1450 1.1557 1.1547 

2 10 0 0.0719 0.0718 0.0718 

1 0.0550 0.0557 0.0557 

2 0.0499 0.0510 0.0509 

5 0.0471 0.0479 0.0479 

5 0 0.2713 0.2713 0.2713 

1 0.2088 0.2115 0.2115 

2 0.1888 0.1926 0.1926 

5 0.1754 0.1786 0.1785 

2 0 0.9570 1.3044 1.3049 

1 0.7937 1.0348 1.0352 

2 0.7149 0.9296 0.9297 

5 0.6168 0.8241 0.8231 

      

 Dans le tableau III.3, les fréquences naturelles adimensionnelles d’une plaque FG 

simplement appuyée ont été présentées pour différentes valeurs d’indice matériel et de 

rapports géométriques. Les résultats obtenus sont comparés avec ceux de Jin et al. (2014) et 
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Mantari (2015b). Une bonne corrélation est constatée entre les résultats de la présente théorie 

et ceux de Mantari (2015b), ce qui confirme l’efficacité de cette présente théorie.  

Tableau  III.4. Comparaison des fréquences fondamentales adimensionnelles  

mm Eh /rww=
 
des plaques FG carrées type 

2/ ZrOAl ( )5/ =ha . 

Théorie 2=p  3=p  5=p  

Vel et Batra (2004) 0.2197 0.2211 0.2225 

Neves et al., (2012a)  0=ze  0.2189 0.2202 0.2215 

Neves et al. (2012a)  0̧ze  0.2198 0.2212 0.2225 

Neves et al. (2012b)  0=ze  0.2191 0.2205 0.2220 

Neves et al. (2012b)  0̧ze  0.2201 0.2216 0.2230 

Matsunaga (2008) 0.2264 0.2270 0.2280 

Hosseini-Hashemi et al. (2011) 0.2264 0.2276 0.2291 

Akavci (2014) 0.2264 0.2269 0.2278 

Mantari (2015b) 0.2285 0.2290 0.2295 

Présente 0.2285 0.2290 0.2295 

    

Les fréquences fondamentales des plaques FG type Al/ZrO2 sont montrées dans le 

tableau III.4 pour différentes valeurs du gradient matériel et elles sont comparées avec les 

résultats de Vel et Batra (2004) qui ont utilisé une solution 3D exacte, les résultats des 

théories quasi-3D sinusoïdale et  hyperbolique obtenues par Neves et al. (2012a; 2012b) et des 

théories de déformation d’ordre élevé proposées par Akavci (2014), Hosseini-Hashemi et al. 

(2011), Mantari (2015b) et Matsunaga (2008). Il est à remarquer que les résultats trouvés sont 

en bon accord. 

Le tableau III.5 illustre les fréquences fondamentales des plaques FG reposant sur des 

fondations élastiques type Winkler- Pasternak pour différents rapports géométriques et indice 

de loi de puissance. Afin de vérifier l’exactitude du modèle proposé, les valeurs trouvées ont 

été comparées à celles de Hosseini-Hashemi et al. (2010), Akavci (2014) et (Mantari, 2015b). 

Un bon accord est observé quelles que soit les valeurs considérées de l’indice de loi p et des 

paramètres de fondation élastique. 

Après cette étude comparative, on peut conclure que la présente théorie est non 

seulement précise mais aussi simple dans la prédiction de la réponse vibratoire des plaques 
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FG reposant sur des fondations élastiques. La présente théorie prend en compte l'effet 

d'étirement dû à sa nature quasi-3D avec un nombre minimum d'inconnues réduit à cinq. 

Tableau III.5. Comparaison des fréquences fondamentales adimensionnelles CC Eh rwb=

des plaques FG rectangulaire type Al/ZrO2 sur des fondations élastiques ( )5.1/ =ba .  

 

(
wk ,

sk ) /a h
 p  

Théorie 

Akavci (2014) 
 Hosseini-Hashemi 

et al. (2010) 
Mantari (2015b) 

Présente 

(0, 0) 20 0 0.02393 0.02392 0.02393 0.02397 

0.25 0.02309 0.02269 0.02312 0.02315 

1 0.02202 0.02156 0.02217 0.02220 

5 0.02244 0.02180 0.02260 0.02262 

∞ 0.02056 0.02046 0.02057 0.02060 

10 0 0.09203 0.09188 0.09207 0.09224 
0.25 0.08895 0.08603 0.08909 0.08925 

1 0.08489 0.08155 0.08549 0.08564 
5 0.08576 0.08171 0.08638 0.08651 
∞ 0.07908 0.07895 0.07911 0.07927 

5 0 0.32471 0.32284 0.32498 0.32583 

0.25 0.31531 0.31003 0.31591 0.31670 

1 0.30152 0.29399 0.30349 0.30425 

5 0.31860 0.29099 0.29990 0.30053 

∞ 0.27902 0.27788 0.27925 0.28001 

(250, 25) 20 0 0.03422 0.03421 0.03417 0.03419 

0.25 0.03312 0.03285 0.03309 0.03311 

1 0.03213 0.03184 0.03220 0.03222 

5 0.03277 0.03235 0.03283 0.03285 

∞ 0.02940 0.02937 0.02936 0.02939 

10 0 0.13375 0.13365 0.13302 0.13315 

0.25 0.12959 0.12771 0.12895 0.12907 

1 0.12585 0.12381 0.12557 0.12568 

5 0.12778 0.12533 0.12755 0.12764 

∞ 0.11492 0.11484 0.11430 0.11443 

5 0 0.50044 0.49945 0.48945 0.49020 

0.25 0.48594 0.48327 0.47535 0.47610 

1 0.47298 0.46997 0.46401 0.46468 

5 0.47637 0.47400 0.46838 0.46880 

∞ 0.43000 0.43001 0.42057 0.42129 

       

III.4.3. Etude paramétrique  

Dans les illustrations suivantes, une étude paramétrique a été établie afin d’analyser 

l’influence des différents paramètres sur les fréquences naturelles des plaques FGM. La figure 

III.2 présente la variation de la fréquence naturelle adimensionnelle d'une plaque FG à 

simplement appuyées en fonction de l'indice de gradient ()p  pour différentes valeurs du 

rapport d'épaisseur ( )ha / . On peut remarquer sur cette figure que la fréquence naturelle 

diminue avec l’augmentation de l’indice matériel et augmente avec l’augmentation du rapport 



Chapitre I II  Analyse de vibration libre des plaques FGM sur des fondations élastiques 
par une théorie quasi-3D hybride   

 
- 70 - 

 

d'épaisseur ( )ha / . Pour des valeurs élevées de l'indice de gradient ()p
 
et le même rapport 

d'épaisseur ( )ha / , la fréquence naturelle ne varie pas considérablement. 
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Figure ‎III.2. Variation de la fréquence naturelle adimensionnelle cc Eha /)/ ( 2 rwb= d’une 

plaque FGM carrée type Al/Al2O3 par rapport à l’indice du gradient. 
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Figure  III.3. Variation de la fréquence naturelle adimensionnelle cc Eha /)/ ( 2 rwb= d’une 

plaque FGM type Al/Al2O3 en fonction du rapport de forme ba / ( )10/ =ha . 
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 La variation de la fréquence naturelle des plaques FGM en fonction du rapport 

géométrique de forme ( )ba /  pour différentes valeurs de l'indice de gradient ()p  est montrée 

dans la figure III.3. A partir de ces résultats, on peut observer que plus l'indice de gradient ()p

augmente, plus la fréquence naturelle diminue et cela est dû à la diminution de la rigidité de la 

plaque. On peut également constater que pour une valeur fixe de l'indice de gradient ()p , à 

mesure que le rapport de forme ( )ba /  augmente, la fréquence nominale augmente.  
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Figure  III.4. Variation de la fréquence naturelle adimensionnelle cc Eh /rwb=  d’une 

plaque FGM carrée type Al/Al2O3 par rapport aux paramètres de la fondation élastique et 

l’indice matériel ( )5/ =ha . 

L’impact des paramètres de la fondation élastique est présenté dans les figures III.4 à 

III.7. La figure III.4 indique l’effet des paramètres de fondation élastique sur la variation des 

fréquences naturelles adimensionnelles de la plaque carrée Al/Al2O3 simplement appuyées en 

fonction de l’indice de loi de puissance ()p . A partir de cette figure, on peut observer que pour 

une valeur donnée de ()p
 
et un coefficient de Pasternak ()sk , à mesure que l'autre coefficient 

( )wk
 
augmente, la fréquence naturelle augmente. Aussi, on peut remarquer que pour des 

valeurs élevées de l'indice de gradient ()p , la fréquence naturelle ne varie pas 

significativement. 

b
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La figure III.5 présente la variation de la fréquence naturelle en fonction du rapport de 

forme ( )ba /
 
de la plaque FG ( )1=p  pour différentes valeurs des paramètres de fondation

( )sw kk , . On peut observer que pour une valeur donnée du rapport de forme( )ba /  et du 

coefficient de Winkler ( )wk , plus le coefficient du Pasternak ()sk
 
augmente, plus la fréquence 

naturelle augmente. On observe également que pour de petites valeurs des paramètres ( )ba /  

et ( )wk , les courbes ont tendance à se rapprocher de la même valeur, ce qui est plus évident 

pour les grandes valeurs de ( )wk . Lorsque ()sk  est constant et pour une valeur donnée de 

( )ba / , plus la valeur du coefficient de Winkler ( )wk  augmente, plus la valeur de la fréquence 

naturelle est importante. On remarque également que les courbes se rapprochent l'une de 

l'autre à mesure que le rapport ( )ba /  augmente. 
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Figure ‎III.5. Variation de la fréquence naturelle adimensionnelle cc Eh /rwb=  d’une 

plaque FGM carrée type Al/Al2O3 par rapport aux paramètres de la fondation élastique et au 

rapport de forme ( )1,10/ == pha . 

Les figures III.6a et b présentent la variation de la fréquence naturelle en fonction des 

paramètres de Winkler ( )wk  et de Pasternak ()sk , respectivement. Dans la figure III.6a, on 

peut observer que la fréquence naturelle varie de manière linéaire avec le paramètre de   
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Winkler ( )wk . Les courbes présentées dans la figure III.6b ont une pente plus grande que les 

courbes de la figure III.6a, c'est-à-dire que le paramètre de Pasternak ()sk
 
a un effet plus 

grand sur la fréquence naturelle que le paramètre de Winkler ( )wk .  
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Figure  III.7. Variation de la fréquence naturelle MM Eha rww )/( 2=  des différentes 

plaques FGM en fonction du gradient matériel p ( )10/ =ha . 



Chapitre I II  Analyse de vibration libre des plaques FGM sur des fondations élastiques 
par une théorie quasi-3D hybride   

 
- 75 - 

 

Les graphes ci-dessus montrent  la variation fréquence non dimensionnelle en fonction 

de gradient matériel pour différents types de plaques FG. On peut voir que les coefficients de 

fondation ont un grand effet sur la réponse aux vibrations des plaques FG.  

III.5.  Conclusion 

Dans le présent travail, des solutions analytiques pour les études de vibrations libres des 

plaques FGM sont développées en faisant d'autres hypothèses simplificatrices au HSDT 

existant, avec l'inclusion d'un terme d’intégrale indéterminée. Le nombre d'inconnus et les 

équations de mouvement du présent modèle HSDT sont réduits d'un seul, et donc, rendre cette 

théorie simple et efficace à utiliser. Les études comparatives démontrent que les prédictions 

de la théorie hybride proposée et celle de Mantari (2015b) pour les plaques FGM sont proches 

les unes des autres. Les résultats obtenus par la théorie actuelle peuvent être résumés comme 

suit: 

¶ Le modèle analytique actuel peut prédire avec précision les fréquences fondamentales 

des plaques FGM reposant sur des fondations élastiques à deux paramètres. 

¶ Les fréquences fondamentales de la plaque FGM diminuent avec l'augmentation de 

l'exposant de la fraction volumique. 

¶ En présence de fondations élastiques, la valeur croissante des coefficients Winkler et 

Pasternak entraîne une augmentation de la fréquence fondamentale de la plaque FGM. 

¶ Le paramètre de modèle Pasternak (cisaillement) a une influence plus importante sur 

l'augmentation de la fréquence naturelle de la plaque FGM que le paramètre du 

modèle Winkler. L'augmentation de la valeur de l'exposant de la fraction volumique 

augmente l'influence de la fondation élastique sur la fréquence naturelle.
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IV.1. Introduction 

Dans ce chapitre,  deux théories 2D et quasi-3D de déformation de cisaillement ont été 

développées pour pouvoir étudier l’influence de la déformation normale sur la vibration libre 

des plaques FGM reposant sur des appuis élastiques. La nouveauté de cette théorie est 

l'utilisation d'une nouvelle fonction de forme des déformations de cisaillement qui considère 

une distribution adéquate des déformations de cisaillement transversales sur l'épaisseur de la 

plaque et satisfait les conditions aux limites en assurant la nullité des contraintes tangentielles 

dans les bords supérieur et inférieur de la plaque et cela sans introduire un facteur de 

correction de cisaillement. Des termes intégraux indéterminés sont utilisés dans le champ des 

déplacements proposé dans lequel les effets des contraintes normales sont pris en compte dans 

la théorie de la déformation de cisaillement quasi-3D et omis dans la théorie 2D. Les 

caractéristiques mécaniques des plaques varient régulièrement dans le sens de l'épaisseur en 

fonction d'une variation de la loi de puissance. Les équations de mouvement des plaques FG 

reposant sur une fondation élastique sont obtenues à partir du principe d’Hamilton et résolues 

par la procédure de Navier. En conséquence, les fréquences fondamentales sont déduites en 

résolvant le problème des valeurs propres. L'exactitude et la validité de la présente théorie est 

vérifiée en comparant les résultats obtenus avec d'autres résultats publiés dans la littérature. 

Enfin, les influences des différents matériaux, de l'indice de loi de puissance, des paramètres 

géométriques et des coefficients de fondation élastique sur la fréquence propre des plaques 

ont été examinées et comparées pour les deux théories. 

IV.2. Modèle mathématique  

IV.2.1.  Géométrie de la plaque FGM 

Considérons une plaque rectangulaire en matériau FGM d’un comportement linéaire 

élastique, d’une épaisseur uniforme ()h , longueur ()a  et d’une largeur ()b . Supposons  que la 

plaque est posée sur une fondation élastique de type Winkler-Pasternak avec les rigidités de 

Winkler ( )WK  et de cisaillement ( )SK . Les coordonnées du système cartésien x, y et z 

coïncident avec le plan médian de plaque (Figure IV.1). Les propriétés mécaniques de la 

plaque sont considérées variables selon l'épaisseur en fonction de la loi de puissance comme 

suit  
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Où P  représente la propriété matérielle effective, tP  et bP  représentent les propriétés de la 

partie supérieure riche en céramique et la partie inférieure formée du métal, respectivement, et 

p  est l’exposant signifiant le profil de distribution des matériaux constituants à travers 

l’épaisseur de la plaque. Les caractéristiques matérielles de la plaque, notamment le module 

de Young E , module de cisaillement G et la masse volumique r varient suivant l’équation 

(IV.1), et le coefficient de Poisson n est considéré constant. 

 

Figure  IV.1. Géométrie d’une plaque FG rectangulaire sur des fondations  élastiques à deux 

paramètres. 

IV.2.2. Cinématique de la théorie 

En se basant sur le modèle proposé par Zaoui et al. (2017b), le champ des déplacements 

est  exprimé par  les équations suivantes   

      dxtyxzfk
x

w
ztyxutzyxu ñ+
µ

µ
-= ),,()(),,(),,,( 1

0
0 q  (IV.2a) 

     dytyxzfk
y

w
ztyxvtzyxv ñ+
µ

µ
-= ),,()(),,(),,,( 2

0

0 q  (IV.2b) 

             ),,()(),,(),,,( 0 tyxzgtyxwtzyxw zj+=  (IV.2c) 

Où  0u , 0v  et 0w  sont les déplacements du plan moyen de la plaque, q et 
zj  sont les 

rotations de la  normale au plan médian de la plaque.   
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Dans cette étude, une nouvelle fonction de forme de déformation de cisaillement est 

développée comme indiqué dans l'équation (IV.3) et illustré dans la figure IV.2 avec d'autres 

modèles qui sont résumés dans le tableau II.1. Ce nouveau modèle assure une bonne 

distribution de la déformation de cisaillement en fonction de l'épaisseur de la plaque et 

considère des contraintes de cisaillement transversales paraboliques sur l'épaisseur en 

satisfaisant les conditions de surface sans contrainte de cisaillement sans inclure un facteur de 

correction de cisaillement. 
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Figure  IV.2. Comparaison des fonctions de forme )(zf (a) et leurs dérivées )(zf¡  (b) pour 

différentes théories de déformation d’ordre élevé 

Les expressions des déformations linéaires obtenues à partir des équations (IV.2a–c), en 

appliquant la théorie d’élasticité linéaire sont les suivantes 
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Où  
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Les relations déformations-contraintes sont comme suit 
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Tels que ( )
xyxzyzzyx tttsss ,,,,,  et ( )

xyxzyzzyx gggeee ,,,,,  sont les vecteurs de contraintes et 

de déformations, respectivement. Les coefficients de rigidités sont dépendantes de 

déformation normale 
ze tel que  

¶ Si la théorie de déformation de cisaillement 2D est utilisée, la déformation normale  

0=ze  ,  alors les coefficients ijQ  sont 
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¶ Si la théorie de déformation de cisaillement quasi-3D est utilisée, la déformation 

normale  0̧ze  ,  alors les coefficients ijQ  s’écrivent 
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IV.2.3.  Les équations de mouvement 

Les équations de mouvement appropriées au champ des déplacements et aux  équations 

constitutives ont été établies à partir de la version dynamique du principe des travaux virtuels 

dont sa forme analytique peut être énoncée comme suit   
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 )   (0 ddd                                     (IV.9) 

Où U d  est la variation de l’énergie de déformation de la plaque; eV d  est la variation de 

l’énergie de déformation de la fondation élastique; et K d  présente la variation de l’énergie 

cinétique.  

La variation de l’énergie de déformation de la plaque est définie par la formule ci-

dessous  
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Où A  est l’aire supérieure de la plaque et les moments résultants N , M , S  et Q  sont 

déterminés par  
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 La variation de l’énergie de déformation de la fondation élastique peut être énoncée 

par  

dAwfV
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Tel que ef  est l’intensité de la réaction de la fondation. Dans cette analyse, le modèle de 

fondation de Pasternak (Pasternak, 1954) a été utilisé comme le montre l’expression suivante: 
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Dans laquelle wK  et sK  sont la rigidité de la fondation type Winkler et la rigidité au 

cisaillement de la fondation élastique, respectivement.   

La variation de l’énergie cinétique peut être écrite sous la forme suivante  
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Où )(zr  est la masse volumique donnée par l’équation (IV.1) et ( iI , iJ , iK ) sont les inerties 

de masse exprimées par  
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En employant les formules  généralisées des déplacements-déformations (Eq. IV.4 et 

IV.5) et les relations contraintes-déformations (Eq. IV.6), en intégrant par parties et en 
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rassemblant les coefficients de 0 ud , 0 vd , 0 wd , qd  et 
zjd    dans  l’équation (IV. 9),  les 

équations de mouvement obtenues s’écrivent 
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En remplaçant l’équation (IV.4) dans l’équation (IV.6) et les résultats obtenus dans 

l’équation (III.11), les résultantes des efforts et de moments sont déterminés par le système 

suivant  
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Où ijA , 
s

ijA ……sont les rigidités de la plaques définies par  
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Les équations gouvernantes de la théorie proposée peuvent être écrites en termes des 

déplacements ( 0u , 0v , 0w , q, 
zj ) comme suit  
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IV.3. Procédure analytique de Navier 

La procédure de Navier est utilisée pour définir les solutions analytiques des équations 

différentielles (Eq. IV.20) pour laquelle les variables de déplacement satisfaisant les 

conditions aux limites peuvent être supposées sur la base de séries de Fourier comme suit  
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Où ( mnU , mnV , mnW , mnX , )mnF  sont des paramètres inconnues à déterminer et w est la 

fréquence fondamentale. a  et b sont exprimés par  

am /pa=  et bn /pb=  (IV.23) 

Après substitution de l’équation (IV.22) dans les équations de mouvement (IV.20), le 

système d’équations des valeurs propres suivant est obtenu pour le problème de vibration libre 

des plaques FGM 
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Pour lequel 
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IV.4. Analyse vibratoire des différents types de plaques  

Afin de vérifier l'exactitude de la théorie proposée dans l'étude de la vibration libre des 

plaques FG simplement appuyées et des plaques reposant sur une fondation élastique, 

plusieurs exemples numériques sont proposés et comparés aux résultats de diverses théories 

de déformation par cisaillement en 2D, 3D et quasi-3D. Les caractéristiques mécaniques du 

métal et de la céramique utilisées dans les plaques FG sont énumérées dans le tableau IV.1.  

Tableau  IV.1. Propriétés des matériaux utilisées dans les plaques FGM 

Matériaux 
Propriétés 

Module de Young (GPa) Coefficient de Poisson Masse volumique (kg/m3) 

Aluminium (Al) 70 0.3 2702 

Alumine (Al2O3) 380 0.3 3800 

Zirconium (ZrO2) 200 0.3 5700 

Pour avoir des résultats plus simples, les expressions adimensionnelles suivantes ont été 

utilisées pour calculer les différentes fréquences naturelles et les paramètres de fondation  

¶ Pour les plaques isotropes  

0

2ˆ Dha rww=  où   [ ])1(12/ 23

0 n-= hED c  (IV.26a) 

¶ Pour les plaques  FGM 

mm Eh /rww= ,      cc Eh /rwb= ,     mm Eha /)/ (~ 2 rww= ,

cc Eha /)/ ( 2 rwb=  

(IV.26b) 

¶ Pour les paramètres de fondation  

Dakk ww /4= ,  Dakk ss /2= ,   avec 

[ ][ ])3)(2)(1(/)2(3)38()1(12/ 2223 pppEppEppphD cm ++++++++-= n
 

(IV.26c) 
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Tableau  IV.2. Fréquences fondamentales adimensionnelles 0

2ˆ Dha rww=  des plaques 

carrées isotropes simplement appuyées. 

ha /  
Théorie Mode 

(1,1) (1,2) (2,1) (2,2) (1,3) (3,1) (2,3) (3,2) 

1000 Leissa (1973) 19.7392 49.3480 49.3480 78.9568 98.6960 98.6960 128.3021 128.3021 

Zhou et al. (2002) 19.7115 49.3470 49.3470 78.9528 98.6911 98.6911 128.3048 128.3048 

Mantari  (2015a) 19.7405  49.3486 49.3486 78.9580 98.6967 98.6967 128.3049 128.3049 

Meftah et al. (2017) 19.7391 49.3476 49.3476 78.9557 98.6943 98.6943 128.3019 128.3019 

Présente (2D) 19.7391 49.3476 49.3476 78.9557 98.6942 98.6942 128.3018 128.3018 

Présente (quasi-3D) 19.7712 49.4278 49.4278 79.0841 98.8548 98.8548 128.5106 128.5106 

100 Liu et Liew (1999) 19.7319 49.3027 49.3027 78.8410 98.5150 98.5150 127.9993 127.9993 

Nagino et al. (2008) 19.7320 49.3050 49.3050 78.8460 98.5250 98.5250 128.0100 128.0100 

Mantari  (2015a) 19.7332  49.3086 49.3086 78.8550 98.5365 98.5365 128.0346 128.0346 

Meftah et al. (2017) 19.7321 49.3040 49.3040 78.8442 98.5202 98.5202 128.0080 128.0080 

Présente (2D) 19.7320 49.3032 49.3032 78.8422 98.5171 98.5171 128.0028 128.0028 

Présente (quasi-3D) 19.7644 49.3853 49.3853 78.9754 98.6850 98.6850 128.2239 128.2239 

10 Liu et Liew (1999) 19.0584 45.4478 45.4478 69.7167 84.9264 84.9264 106.5154 106.5154 

Nagino et al. (2008) 19.0653 45.4869 45.4869 69.8093 85.0646 85.0646 106.7350 106.7350 

Mantari  (2015a) 19.1190  45.7339 45.7339 70.3148 85.7622 85.7622 107.7376 107.7376 

Meftah et al. (2017) 19.0775 45.5548 45.5548 69.9664 85.2958 85.2958 107.0953 107. 0953 

Présente (2D) 19.0661 45.4917 45.4917 69.8213 85. 0829 85.0829 106.7652 106.7652 

Présente (quasi-3D) 19.1248 45.7152 45.7152 70.2709 85.7067 85.7067 107.6744 107.6744 

5 Shufrin et 

Eisenberger (2005) 

17.4524 38.1884 38.1884 55.2539 65.313 65.3130 78.9864 78.9864 

Hosseini et al. 

(2011) 

17.4523 38.1883 38.1883 55.2543 65.3135 65.3135 78.9865 78.9865 

Mantari  (2015a) 17.5899  38.6582 38.6582 56.0674 66.3474 66.3474 80.3365 80.3365 

Meftah et al. (2017) 17.4916 38.3701 38.3701 55.6322 65.8425 65.8425 79.7662 79.7662 

Présente (2D) 17.4553 38.2052 38.2052 55.2943 65.3731 65.3731 79.0812 79.0812 

Présente (quasi-3D) 17.5677 38.6161 38.6161 56.0407 66.3436 66.3436 80.3785 80.3785 

IV.4.1.  Analyse des plaques isotropes 

Dans cette partie de l'étude, des plaques isotropes homogènes simplement supportées 

sont choisies pour étudier l'efficacité du modèle actuel. Comme indiqué dans le tableau IV.2, 

les huit premières fréquences fondamentales adimensionnelles sont calculées et comparées 

aux résultats rapportés par les solutions 3D exactes de Leissa (1973), Zhou et al. (2002), 

Nagino et al. (2008), les résultats de la FSDT obtenus par la méthode différentielle des 

éléments en quadrature (DQM) de Liu et Liew (1999) et les HSDT de Shufrin et Eisenberger 

(2005), Hosseini-Hashemi et al. (2011), Mantari (2015a) et Meftah et al. (2017). Il ressort de 

ces résultats que les calculs basés sur la théorie 2D actuelle présentent une excellente 

concordance avec ceux prévus par les autres théories de Leissa (1973) et Meftah et al. (2017) 

pour le rapport d'épaisseur 1000/ =ha  et présentent une bonne corrélation avec ceux prévus 

par Nagino et al. (2008), Liu et Liew (1999) et Meftah et al. (2017) pour le rapport 

géométrique 100/ =ha . Pour les résultats de la présente théorie quasi-3D, ils sont très 
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proches des résultats donnés par Mantari (2015a) basés sur un HSDT quasi-3D pour tous les 

modes de vibration. 

Tableau  IV.3. Fréquences fondamentales adimensionnelles  0

2ˆ Dha rww=  des plaques 

carrées isotropes sur des fondations élastiques ( )2.0/ =bh . 

a

wk  
a

sk  

11ŵ   12ŵ   13ŵ  

Thai et 

Choi 

(2012) 

Présente 

(2D) 

Présente 

(Quasi-

3D) 

 

Thai et 

Choi 

(2012) 

Présente 

(2D) 

Présente 

(Quasi-

3D) 
 

Thai et 

Choi 

(2012) 

Présente 

(2D) 

Présente 

(Quasi-

3D) 

0 0 17.4523 17. 4553 17.5677  38.1883 38.2052 38.6161 
 

65.3135 65.3731 66.3436 

10 17.7248 17. 7274 17.8261  38.3098 38.3270 38.7262 
 

65.3841 65.4434 66.4043 

10² 20.0076 20.0098 19.9988  39.3895 39.4058 39.7020 
 

66.0138 66.0725 66.9471 

103 35.5039 35.5050 34.8113  48.8772 48.8888 48.2800 
 

72.0036 72.0541 72.0778 

104 45.5255 45.5260 45.5260  71.9829 71.9829 71.9829 
 

101.7990 101.7992 101.7992 

105 45.5255 45.5260 45.5260  71.9829 71.9829 71.9829 
 

101.7990 101.7992 101.7992 

0 10 22.2145 22.2166 22.1062  43.7943 43.8085 43.6871 
 

71.9198 71.9711 72.0070 

10 22.4286 22.4309 22.3111  43.9009 43.9146 43.7831 
 

71.9839 72.0347 72.0613 

10² 24.2723 24.2741 24.0743  44.8445 24.2741 44.6367 
 

72.5554 72.6052 72.5474 

103 38.0650 38.0656 37.2488  53.3580 53. 3681 52.3134 
 

78.0290 78. 07295 77.1736 

104 45.5255 45.5260 45.5260  71.9829 71.9829 71.9829  101.7990 101.799 101.799 

105 45.5255 45.5260 45.5260  71.9829 71.9829 71.9829  101.7990 101.799 101.799 
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00

2

0
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a

 

Une autre comparaison qui a été faite pour évaluer l'efficacité des résultats actuels est 

présentée dans le tableau IV.3 pour une plaque carrée isotrope reposant sur une fondation 

élastique. Les trois premières fréquences naturelles adimensionnelles d'une plaque carrée pour 

différentes valeurs de paramètres de fondation sont calculées et comparées avec des solutions 

bidimensionnelles obtenues par Thai et Choi (2012). On peut conclure du tableau qu'un bon 

accord est obtenu entre les résultats de la théorie 2D actuelle et ceux de la HSDT 2D de Thai 

et Choi (2012). 

IV.4.2.  Investigation sur des plaques FGM simplement appuyées  

Dans cette section, deux types de plaques FG ( 32/ OAlAl  et )2/ ZrOAl  sont examinés 

(voir les propriétés mécaniques dans le tableau IV.1) pour discuter de la précision de la 

théorie proposée dans la prévision de vibration libre des plaques FG simplement appuyées.  

Les résultats présentés dans les tableaux IV.4 et IV.5 sont établis pour des plaques FG 

type 32/ OAlAl  sur des appuis simples. Dans le tableau IV.4, les fréquences fondamentales 

adimensionnelles pour différentes valeurs de rapport de forme ( )ab / , de rapport géométrique 
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( )ha /  et d'exposant matériel ()p  sont calculées et comparées à la solution 3D exacte 

proposée par Jin et al. (2014) et à la théorie raffinée présentée par Mantari (2015a). Un bon 

accord est trouvé pour tous les cas en allant des plaques minces aux plaques épaisses.   

Tableau  IV.4. Comparaison des fréquences fondamentales adimensionnelles 

mm Eh /rww=  des plaques FGM  32/ OAlAl . 

Dans le tableau IV.5, une comparaison des trois premières fréquences naturelles 

adimensionnelles des plaques FG pour différentes valeurs du paramètre ()p  est réalisée, avec 

la HSDT trigonométrique 2D présentée par Hosseini-Hashemi et al. (2010) et les HSDT 

quasi-3D données par Belabed et al. (2014) et Abulnour et al. (2018).  On peut voir que la 

théorie quasi-3D proposée donne des résultats identiques à ceux de la théorie de la 

déformation sinusoïdale en cisaillement Quasi-3D développée par Abulnour et al. (2018) et 

les résultats de la HSDT 2D proposée concordent très bien avec ceux rapportés par Hosseini-

Hashemi et al. (2010) basant sur une HSDT trigonométrique 2D. Il est également remarquable 

que les résultats montrent que les HSDT 2D et quasi-3D ont des résultats presque identiques 

pour les plaques minces. Cependant, pour les plaques épaisses et modérément épaisses, les 

études comparatives ont montré que les théories quasi-3D, qui tiennent en compte des effets 

 

ab /
 

ha /
 

p  
Théorie 

Jin et al. (2014) 
Mantari 

(2015a) 
Présente (2D) Présente (Quasi-3D) 

1 10 0 0.1135 0.1137 0.1134 0.1137 

1 0.0870 0.0883 0.0868 0.0883 

2 0.0789 0.0806 0.0788 0.0807 

5 0.0741 0.0756 0.0740 0.0756 

5 0 0.4169 0.4183 0.4151 0.4178 

1 0.3222 0.3271 0.3205 0.3267 

2 0.2905 0.2965 0.2892 0.2968 

5 0.2676 0.2726 0.2665 0.2725 

2 0 1.8470 1.8543 1.8287 1.8583 

1 1.4687 1.4803 1.4467 1.4830 

2 1.3095 1.3224 1.2901 1.3269 

5 1.1450 1.1565 1.1310 1.1576 

2 10 0 0.0719 0.0719 0.0717 0.0719 

1 0.0550 0.0558 0.0549 0.0558 

2 0.0499 0.0510 0.0498 0.0511 

5 0.0471 0.0480 0.0470 0.0480 

5 0 0.2713 0.2721 0.2705 0.2718 

1 0.2088 0.2121 0.2081 0.2119 

2 0.1888 0.1928 0.1882 0.1930 

5 0.1754 0.1789 0.1749 0.1788 

2 0 0.9570 1.3075 1.2914 1.3086 

1 0.7937 1.0371 1.0140 1.0378 

2 0.7149 0.9297 0.9069 0.9322 

5 0.6168 0.8248 0.8062 0.8250 
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d'étirement, peuvent prédire les fréquences naturelles avec plus de précision que les autres 

HSDT. Il est donc pertinent de conclure que l'étirement de l'épaisseur joue un rôle important 

sur le comportement des plaques FG modérément épaisses et épaisses. 

Tableau  IV.5. Trois premières fréquences fondamentales adimensionnelles cc Eh /rwb=  

des plaques FGM 32/ OAlAl  carrées simplement appuyées. 

ha /  
Mode N°. 

(m, n) 
Source ze  

p
 

0 0.5 1 4 10 

5 1 (1,1) Hosseini et al. (2010) 0=  0.2113 0.1807 0.1631 0.1378 0.1301 

Belabed et al. (2014) 0̧  0.2121 0.1819 0.1640 0.1383 0.1306 

Abulnour et al.  (2018) 0̧  0.2126 0.1829 0.1663 0.1411 0.1320 

 Présente (2D) 0=  0.2113 0.1807 0.1631 0.1378 0.1300 

 Présente (quasi-3D) 0̧  0.2126 0.1829 0.1663 0.1411 0.1320 

2 (1,2) Hosseini et al. (2010) 0=  0.4623 0.3989 0.3607 0.2980 0.2771 

Belabed et al. (2014) 0̧  0.4659 0.4041 0.3676 0.3047 0.2811 

Abulnour et al.  (2018) 0̧  0.4674 0.4052 0.3687 0.3052 0.2817 

 Présente (2D) 0=  0.4624 0.3990 0.3608 0.2977 0.2770 

 Présente (quasi-3D) 0̧  0.4674 0.4052 0.3687 0.3052 0.2817 

3 (2,2) Hosseini et al. (2010) 0=  0.6688 0.5803 0.5254 0.4284 0.3948 

Belabed et al. (2014) 0̧  0.6757 0.5890 0.5362 0.4381 0.4008 

Abulnour et al.  (2018) 0̧  0.6783 0.5911 0.5381 0.4389 0.4018 

 Présente (2D) 0=  0.6693 0.5806 0.5257 0.4280 0.3948 

 Présente (quasi-3D) 0̧  0.6783 0.5911 0.5381 0.4389 0.4018 

10 1 (1,1) Hosseini et al. (2010) 0=  0.0577 0.0490 0.0442 0.0381 0.0364 

Belabed et al. (2014) 0̧  0.0578 0.0494 0.0449 0.0389 0.0368 

Abulnour et al.  (2018) 0̧  0.0579 0.0495 0.0450 0.0390 0.0369 

 Présente (2D) 0=  0.0577 0.0490 0.0442 0.0381 0.0364 

 Présente (quasi-3D) 0̧  0.0579 0.0495 0.0450 0.0390 0.0369 

2 (1,2) Hosseini et al. (2010) 0=  0.1377 0.1174 0.1059 0.0903 0.0856 

Belabed et al. (2014) 0̧  0.1381 0.1184 0.1077 0.0923 0.0868 

Abulnour et al.  (2018) 0̧  0.1383 0.1186 0.1078 0.0924 0.0868 

 Présente (2D) 0=  0.1377 0.1174 0.1059 0.0902 0.0856 

 Présente (quasi-3D) 0̧  0.1383 0.1186 0.1078 0.0924 0.0868 

3 (2,2) Hosseini et al. (2010) 0=  0.2113 0.1807 0.1631 0.1378 0.1301 

Belabed et al. (2014) 0̧  0.2121 0.1825 0.1659 0.1409 0.1318 

Abulnour et al.  (2018) 0̧  0.2126 0.1829 0.1663 0.1411 0.1320 

 Présente (2D) 0=  0.2113 0.1807 0.1631 0.1378 0.1300 

 Présente (quasi-3D) 0̧  0.2126 0.1829 0.1663 0.1411 0.1320 

20 1 (1,1) Hosseini et al. (2010) 0=  0.0148 0.0125 0.0113 0.0098 0.0094 

Belabed et al. (2014) 0̧  0.0148 0.0126 0.0115 0.0100 0.0095 

Abulnour et al.  (2018) 0̧  0.0148 0.0126 0.0115 0.0100 0.0095 

 Présente (2D) 0=  0.0148 0.0125 0.0113 0.0098 0.0094 

 Présente (quasi-3D) 0̧  0.0148 0.0126 0.0115 0.0100 0.0095 
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Figure  IV.3. Effet de l’indice de puissance ()p  et du rapport géométrique ( )ha /  sur la 

variation des fréquences fondamentales adimensionnelles cc Eha /)/ ( 2 rwb=  des plaques 

FG 32/ OAlAl  simplement appuyées. 

La figure IV.3 présente un diagramme d'interaction 3D de l'indice de puissance ()p , du 

rapport géométrique ( )ha /  et de la fréquence fondamentale en utilisant les théories 2D et 

quasi-3D proposées. On peut voir sur cette figure que les fréquences naturelles diminuent 

avec l'augmentation de l'indice de puissance. Cela est dû au fait qu'une valeur plus élevée de 

correspond à une valeur plus faible de la fraction volumique de la phase céramique, et fait 

donc que les plaques deviennent plus fragiles. Il a été également observé que pour une valeur 

donnée de ()p , la fréquence propre augmente avec l'augmentation du rapport ( )ha / . Pour 

des valeurs élevées de l'indice de gradient et le même rapport ( )ha / , la fréquence propre ne 

change pas trop. Les fréquences naturelles calculées à partir de la théorie 2D sont inférieures à 

celles calculées à partir de la théorie quasi-3D. 

D'autres exemples sont réalisés pour des plaques FG 
2/ ZrOAl  simplement appuyées. 

Le tableau IV.6 montre les fréquences naturelles adimensionnelles pour différents indices de 

gradient ()p  qui sont comparées aux théories de déformation en cisaillement d'ordre 

supérieur en deux dimensions de Matsunaga (2008), Akavci (2014), Meftah et al. (2017), la 
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solution tridimensionnelle exacte de Vel et Batra (2004), les théories de déformation de 

cisaillement d'ordre supérieur sinusoïdal et hyperbolique quasi-3D de Neves et al. (2012a, 

2012b), les théories de déformation par cisaillement d'ordre supérieur hybride quasi-3D de 

Mantari et al. (2014b) et Zaoui et al. (2017b). Le tableau confirme que les résultats des 

modèles 2D et quasi-3D présentés sont en accord avec les résultats des autres théories de 

déformation en deux et trois dimensions. 

Tableau  IV.6. Comparaison des fréquences fondamentales adimensionnelles 

mm Eh /rww=  des plaques FGM carrées type 2/ ZrOAl  ( )5/ =ha . 

Source ze 
2=p

 
3=p

 
5=p

 
Vel and Batra (2004) 0̧  0.2197 0.2211 0.2225 

Neves et al. (2012a) 0=  0.2189 0.2202 0.2215 

Neves et al. (2012a) 0̧  0.2198 0.2212 0.2225 

Neves et al. (2012b) 0=  0.2191 0.2205 0.2220 

Neves et al. (2012b) 0̧  0.2201 0.2216 0.2230 

Matsunaga (2008) 0=  0.2264 0.2270 0.2280 

Akavci (2014) 0=  0.2264 0.2269 0.2278 

Mantari et al. (2014b) 0̧  0.2285 0.2290 0.2295 

Meftah et al. (2017) 0=  0.2261 0.2266 0.2275 

Zaoui et al. (2017b) 0̧  0.2285 0.2290 0.2295 

Présente (2D) 0=  0.2257 0.2262 0.2271 

Présente (quasi-3D) 0̧  0.2290 0.2295 0.2299 

 Dans le tableau IV.7, les fréquences fondamentales adimensionnelles des plaques FG 

sont calculées et comparées avec la théorie tridimensionnelle exacte de Vel et Batra (2004), la 

théorie de la déformation de cisaillement quasi-3D de Mantari et al. (2014b) et la théorie de la 

déformation en cisaillement d'ordre supérieur en deux dimensions de Matsunaga (2008), 

Akavci  (2014) et Meftah et al. (2017). Comme il est montré dans le tableau IV.7, les résultats 

calculés par la théorie proposée sont en bon accord avec les résultats d'autres théories de 

déformation en cisaillement d'ordre supérieur. 

IV.4.3. Analyse des plaques FGM reposant sur des fondations élastiques  

Dans cette section, l'effet des paramètres de fondation élastique sur la  réponse en vibratoire 

libre des plaques FG 32/ OAlAl  a été étudiée comme il est montré dans les tableaux IV.8 et 

IV.9. Dans le tableau IV.8, les fréquences fondamentales adimensionnelles des plaques FG 

sont présentées pour plusieurs valeurs des paramètres de fondation élastique  ( )xw kk , , de 
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rapport épaisseur/longueur ( )ah /  et la constante de la loi de puissance ()p . Les fréquences 

calculées sont comparées à celles réalisées par Baferani et al. (2011) en utilisant une théorie 

de déformation en cisaillement du troisième ordre et celles trouvées par Thai et Choi (2014a) 

qui ont utilisé une théorie de déformation en cisaillement d'ordre zéro. Ce tableau révèle que 

les résultats obtenus présentent une excellente concordance avec ceux prédits par Baferani et 

al. (2011) et Thai et Choi (2014a). 

Tableau  IV.7. Comparaison des fréquences fondamentales adimensionnelles    

mm Eha //~ 2 rww=  des plaques carrées FGM 
2/ ZrOAl   (m =n=1). 

Mode  Source 

*0=p      1=p
       5/ =ha      

10/ =ha  10/ =ha  
 

5/ =ha  10/ =ha  20/ =ha  
 

2=p
 

3=p
 

5=p
 

1 Vel and Batra 

(2004) 
4.6582 5.7769 

 

5.4806 5.9609 6.1076 
 

5.4923 5.5285 5.5632 

Matsunaga (2008) 4.6582 5.7769 

 

5.7123 6.1932 6.3390 
 

5.6599 5.6757 5.7020 

Akavci (2014) 4.6569 5.7754 

 

5.7110 6.1924 6.3388 
 

5.6593 5.6718 5.6941 

Mantari et al. 

(2014b) 
4.6601  5.7769 

 
5.7501 6.2365 6.3842  5.7115 5.7246 5.7376 

Meftah et al. (2017) 4.6445 5.7731 
 

5.7039 6.1901 6.3381 
 

5.6522 5.6647 5.6866 

 Présente (2D)  4.6246 5.7697  5.6928 6.1867 6.3372  5.6424 5.6564 5.6784 

 Présente (quasi-3D)  4.6743 5.7874  5.7626 6.2471 6.3941  5.7242 5.7364 5.7481 

            2 Vel and Batra 

(2004) 
8.7132 27.5540 

 

14.5580 29.1230 58.2500 
 

14.2780 14.1500 14.0260 

Matsunaga (2008) 8.7132 27.5540 

 

15.3390 30.6850 61.3740 
 

14.9700 14.7420 14.4760 

Akavci (2014) 8.7132 27.5536 

 

15.3408 30.6861 61.3744 
 

14.9718 14.7436 14.4772 

Meftah et al. (2017) 8.7132 27.5536 
 

15.3438 30.6876 61.3751 
 

14.9776 14.7502 14.4830 

 Présente (2D)  8.7132 27.5536  15.3438 30.6876 61.3751  14.9776 14.7503 14.4830 

 Présente (quasi-3D)  8.7132 27.5536  15.3438 30.6876 61.3751  14.9776 14.7503 14.4830 

3 Vel and Batra 

(2004) 
14.4630 46.5030 

 

24.3810 49.0130 98.1450 
 

23.9090 23.6960 23.4940 

Matsunaga (2008) 14.4630 46.5030 

 

25.7760 51.7950 103.7100 
 

25.1400 24.7410 24.2780 

Akavci (2014) 14.7280 46.5741 

 

25.9255 51.8664 103.7404 
 

25.2966 24.9091 24.4606 

Meftah et al. (2017) 14.7280 46.5741 
 

25.9253 51.8662 103.7404 
 

25.2962 24.9087 24.4601 

 Présente (2D)  14.7280 46.5741  25.9250 51.8661 103.7402  25.2959 24.9084 24.4595 

 Présente (quasi-3D)  16.3009 51.5480  28.5005 57.0066 114.0159  27.7496 27.3429 26.9117 

4 Vel and Batra 

(2004) 
24.8300 201.3400 

 

57.6200 212.2200 828.7800 
 

54.6850 53.1790 52.0680 

Matsunaga (2008) 24.8300 201.3400 

 

61.5090 227.2900 888.6000 
 

57.5760 55.2370 53.2880 

Akavci (2014) 25.4268 203.9805 

 

62.8857 231.5235 904.2521 
 

58.9929 56.3726 54.0672 

Meftah et al. (2017) 25.3381 202.9566 
 

62.6150 230.3785 899.5930 
 

58.7874 56.2176 53.9320 

 Présente (2D)  25.2396 201.7712  62.3142 229.0867 894.3124  58.6674 56.2318 53.9841 

 Présente (quasi-3D)  24.8568 201.3523  61.9209 228.6852 893.9078  58.2909 55.8532 53.5945 

 

 

 

cc Eha //2* rww=
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Tableau  IV.8. Comparaison des fréquences fondamentales adimensionnelles   

mm Eh /rww=  des plaques carrées FGM 32/ OAlAl  .  

( )bsw kk ,
 

ah /  Méthode 
p

 
0 0.5 1 2 5 

(0,0) 0.05 Baferani et al. (2011) 0.0291 0.0249 0.0227 0.0209 0.0197 

Thai et Choi (2014a) 0.0291 0.0246 0.0222 0.0202 0.0191 

Présente (2D) 0.0291 0.0246 0.0222 0.0202 0.0191 

 Présente (quasi-3D) 0.0291 0.0248 0.0226 0.0207 0.0195 

0.1 Baferani et al. (2011) 0.1134 0.0975 0.0891 0.0819 0.0767 

Thai et Choi (2014a) 0.1134 0.0963 0.0868 0.0788 0.0740 

Présente (2D) 0.1134 0.0963 0.0868 0.0788 0.0740 

 Présente (quasi-3D) 0.1137 0.0972 0.0883 0.0807 0.0756 

0.2 Baferani et al. (2011) 0.4154 0.3606 0.3299 0.3016 0.2765 

Thai et Choi (2014a) 0.4150 0.3551 0.3205 0.2892 0.2667 

Présente (2D) 0.4151 0.3551 0.3205 0.2892 0.2665 

  Présente (quasi-3D) 0.4178 0.3593 0.3267 0.2968 0.2725 

(0,100) 0.05 Baferani et al. (2011) 0.0406 0.0389 0.0382 0.0380 0.0381 

Thai et Choi (2014a) 0.0406 0.0386 0.0378 0.0374 0.0377 

Présente (2D) 0.0406 0.0386 0.0378 0.0374 0.0377 

 Présente (quasi-3D) 0.0406 0.0387 0.0380 0.0376 0.0378 

0.1 Baferani et al. (2011) 0.1599 0.1540 0.1517 0.1508 0.1515 

Thai et Choi (2014a) 0.1597 0.1526 0.1494 0.1478 0.1487 

Présente (2D) 0.1597 0.1526 0.1494 0.1478 0.1487 

 Présente (quasi-3D) 0.1594 0.1525 0.1497 0.1483 0.1489 

0.2 Baferani et al. (2011) 0.6080 0.5932 0.5876 0.5861 0.5879 

Thai et Choi (2014a) 0.6075 0.5857 0.5753 0.5694 0.5722 

Présente (2D) 0.6075 0.5857 0.5753 0.5694 0.5722 

  Présente (quasi-3D) 0.6015 0.5795 0.5701 0.5652 0.5662 

(100,0) 0.05 Baferani et al. (2011) 0.0298 0.0258 0.0238 0.0221 0.0210 

Thai et Choi (2014a) 0.0298 0.0255 0.0233 0.0214 0.0204 

Présente (2D) 0.0298 0.0255 0.0233 0.0214 0.0204 

 Présente (quasi-3D) 0.0298 0.0257 0.0236 0.0219 0.0208 

0.1 Baferani et al. (2011) 0.1162 0.1012 0.0933 0.0867 0.0821 

Thai et Choi (2014a) 0.1161 0.0999 0.0910 0.0836 0.0795 

Présente (2D) 0.1162 0.0999 0.0910 0.0836 0.0795 

 Présente (quasi-3D) 0.1164 0.1007 0.0924 0.0854 0.0809 

0.2 Baferani et al. (2011) 0.4273 0.3758 0.3476 0.3219 0.2999 

Thai et Choi (2014a) 0.4269 0.3702 0.3381 0.3097 0.2901 

Présente (2D) 0.4269 0.3702 0.3381 0.3097 0.2900 

  Présente (quasi-3D) 0.4290 0.3737 0.3433 0.3161 0.2948 

(100,100) 0.05 Baferani et al. (2011) 0.0411 0.0395 0.0388 0.0386 0.0388 

Thai et Choi (2014a) 0.0411 0.0392 0.0384 0.0381 0.0384 

Présente (2D) 0.0411 0.0392 0.0384 0.0381 0.0384 

 Présente (quasi-3D) 0.0411 0.0393 0.0386 0.0383 0.0385 

0.1 Baferani et al. (2011) 0.1619 0.1563 0.1542 0.1535 0.1543 

Thai et Choi (2014a) 0.1617 0.1549 0.1519 0.1505 0.1515 

Présente (2D) 0.1617 0.1549 0.1519 0.1505 0.1515 

 Présente (quasi-3D) 0.1614 0.1548 0.1522 0.1509 0.1517 

0.2 Baferani et al. (2011) 0.6162 0.6026 0.5978 0.5970 0.5993 

Thai et Choi (2014a) 0.6156 0.5950 0.5852 0.5800 0.5834 

Présente (2D) 0.6156 0.5950 0.5852 0.5800 0.5833 

Présente (quasi-3D) 0.6093 0.5884 0.5797 0.5754 0.5770 
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Le tableau IV.9 montre les fréquences fondamentales adimensionnelles des plaques 

rectangulaires avec un rapport de forme ( )ba /  variant de 0,5 à 2, un indice matériel variant de 

0 à 5 et différentes valeurs de ( )sw kk ,  qui sont comparées aux résultats de Hosseini-Hashemi 

et al. (2010), Akavci (2014), Mantari et al. (2014) et Meftah et al. (2017).  A partir de ce 

tableau, on peut noter qu'une très bonne concordance entre les solutions est observée 

confirmant la précision  de la théorie actuelle dans la prédiction du comportement en vibration 

libre des plaques FG reposant sur des fondations élastiques.  

Tableau  IV.9. Comparaison des fréquences fondamentales adimensionnelles  
CC Eh rwb=  

des plaques carrées FGM 32/ OAlAl  sur des fondations élastiques ( )15.0/ =ah . 

( )csw kk ,

 

ba /
 

p
 

Source   

Hosseini et al. 

(2010) 

Akavci 

(2014) 

Mantari et 

al. (2014) 

Meftah et 

al. (2017) 

Présente 

(2D) 

Présente 

(quasi-3D) 

(0,0) 0.5 0 0.08006 0.08018 0.08021 0.08014 0.08007 0.08036 

0.25 0.07320 0.07335 0.07354 0.07331 0.07326 0.07366 

1 0.06335 0.06148 0.06238 0.06145 0.06141 0.06248 

5 0.05379 0.05215 0.05321 0.05213 0.05213 0.05327 

1 0 0.12480 0.12508 0.12514 0.12497 0.12482 0.12539 

0.25 0.11354 0.11457 0.11488 0.11449 0.11436 0.11510 

1 0.09644 0.09613 0.09753 0.09606 0.09596 0.09770 

5 0.08027 0.08089 0.08253 0.08084 0.08084 0.08262 

2 0 0.28513 0.28660 0.28682 0.28610 0.28531 0.28755 

0.25 0.25555 0.26356 0.26437 0.26314 0.26248 0.26499 

1 0.20592 0.22190 0.22498 0.22157 0.22104 0.22548 

5 0.16315 0.18232 0.18592 0.18208 0.18202 0.18614 

(100,10) 0.5 0 0.12870 0.12876 0.12804 0.12874 0.12870 0.12814 

0.25 0.11842 0.11847 0.11790 0.11845 0.11842 0.11800 

1 0.10519 0.10388 0.10388 0.10386 0.10384 0.10395 

5 0.09223 0.09098 0.09118 0.09096 0.09097 0.09121 

1 0 0.17020 0.17039 0.16931 0.17032 0.17021 0.16952 

0.25 0.15599 0.15665 0.15584 0.15659 0.15650 0.15602 

1 0.13652 0.13592 0.13610 0.13587 0.13581 0.13624 

5 0.11786 0.11774 0.11825 0.11772 0.11771 0.11831 

2 0 0.32768 0.32890 0.32670 0.32848 0.32782 0.32738 

0.25 0.29612 0.30270 0.30120 0.30235 0.30180 0.30180 

1 0.24674 0.25901 0.25992 0.25874 0.25832 0.26038 

5 0.20359 0.21785 0.21953 0.21766 0.21760 0.21971 

DakkDakk ssww

c /,/ 24 ==
 

L'effet des paramètres de fondation de Winkler et de Pasternak sur la fréquence 

fondamentale adimensionnelle des plaques FG épaisses pour les théories 2D et quasi-3D 

proposées est également illustré dans la figure IV.4. On peut observer sur cette figure, que la 

fréquence naturelle augmente lorsque les paramètres de fondation augmentent, et que le 

coefficient de fondation de Pasternak ( )xk  a un effet plus significatif sur l'augmentation de la 
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fréquence naturelle des plaques FG que le coefficient de fondation de Winkler ()wk . La faible 

différence constaté entre les résultats de la théorie de la déformation en cisaillement 2D et 

quasi-3D proposée est due au fait que la théorie 2D néglige l'effet d'étirement de l'épaisseur. 
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Figure  IV.4. Variation des fréquences fondamentales adimensionnelles 

mm Eha /)/ (~ 2 rww=
 
des plaques carrées FG 32/ OAlAl  en fonction des paramètres de la 

fondation élastique ( )01/,2 == hap . 

Pour illustrer davantage la précision de la présente théorie pour une large gamme de 

rapports d'épaisseur, différentes valeurs d'indice de gradient et différents cas de paramètres de 

fondation, la comparaison des variations des fréquences fondamentales adimensionnelles ω 

calculées par la présente théorie, la théorie 2D de Meftah et al. (2017) et la théorie quasi-3D 

de Zaoui et al. (2017b) est tracée dans la figure IV.5.  Là encore, les résultats obtenus sont 

presque identiques à ceux de Meftah et al. (2017) et de Zaoui et al. (2017b). Cette figure 

montre également l'effet décroissant de l'indice matériel et l'effet croissant du rapport 

géométrique ( )ha /  et des coefficients de fondation élastique sur les fréquences naturelles. 
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Figure  IV.5. Influence de l’indice de puissance ()p  et du rapport géométrique ( )ha /  sur la 

variation des fréquences fondamentales adimensionnelles cc Eha /)/ ( 2 rwb=  des plaques 

FG 32/ OAlAl  sur des fondations élastiques ( )sw kk , . 

Une vérification supplémentaire a été faite pour des plaques rectangulaires type 

2/ ZrOAl  comme indiqué dans le tableau IV.10. Dans ce tableau, les fréquences naturelles 

adimensionnelles prédites par la présente théorie sont calculées pour différentes valeurs de 

coefficients de fondation élastique ( )xw kk , , de rapport ( )ah /  et d'indice matériel ()p . Les 

résultats obtenus sont comparés avec la théorie de déformation de cisaillement du premier 

ordre générée par Hosseini-Hashemi et al. (2010), les théories de déformation de cisaillement 

2D proposées par Akavci (2014) et Meftah et al. (2017) et la théorie de déformation de 
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cisaillement quasi-3D hybride donnée par Zaoui et al. (2017b). Une excellente corrélation 

entre les résultats est observée dans tous les cas.  

Tableau  IV.10. Comparaison des fréquences fondamentales adimensionnelles 

CC Eh rwb=
 
des plaques rectangulaires FGM 2/ ZrOAl  sur des fondations élastiques 

( )5.1/ =ba . 

( )csw kk ,
 

ah /  
p

 

Source    

Hosseini et al. 

(2010) 

Akavci 

(2014) 

Meftah et 

al. (2017) 

Zaoui et al. 

(2017b) 

Présente 

(2D) 

Présente 

(quasi-3D) 

(0,0) 0.05 0 0.02392 0.02393 0.02392 0.02397 0.02392 0.02397 

0.25 0.02269 0.02309 0.02308 0.02315 0.02308 0.02315 

1 0.02156 0.02202 0.02201 0.02220 0.02201 0.02221 

5 0.02180 0.02244 0.02243 0.02262 0.02243 0.02263 

0.1 0 0.09188 0.09203 0.09197 0.09224 0.09189 0.09224 

0.25 0.08603 0.08895 0.08889 0.08925 0.08882 0.08925 

1 0.08155 0.08489 0.08484 0.08564 0.08477 0.08564 

5 0.08171 0.08576 0.08570 0.08651 0.08565 0.08652 

0.2 0 0.32284 0.32472 0.32408 0.32583 0.32309 0.32584 

0.25 0.31003 0.31531 0.31473 0.31670 0.31381 0.31670 

1 0.29399 0.30152 0.30097 0.30425 0.30010 0.30425 

5 0.29099 0.29762 0.29704 0.30053 0.29638 0.30053 

(250,25) 0.05 0 0.03421 0.03422 0.03421 0.03419 0.03421 0.03420 

 
0.25 0.03285 0.03312 0.03312 0.03311 0.03312 0.03312 

 
1 0.03184 0.03214 0.03213 0.03222 0.032137 0.03222 

 
5 0.03235 0.03277 0.03276 0.03285 0.03277 0.03285 

 
0.1 0 0.13365 0.13375 0.13371 0.13315 0.13372 0.13315 

 
0.25 0.12771 0.12959 0.12955 0.12907 0.12957 0.12907 

 
1 0.12381 0.12585 0.12581 0.12568 0.12585 0.12568 

 
5 0.12533 0.12778 0.12775 0.12764 0.12782 0.12764 

 
0.2 0 0.49945 0.50044 0.50061 0.49020 0.49957 0.49020 

  
0.25 0.48327 0.48594 0.48581 0.47610 0.48514 0.47610 

  
1 0.46997 0.47298 0.47208 0.46468 0.47224 0.46468 

  
5 0.47400 0.47637 0.47561 0.46880 0.47575 0.46880 

  
DakkDakk ssww

c /,/ 24 ==
 

Une autre étude comparative entre la vibration libre des plaques reposant sur une 

fondation élastique pour différents types  FGM est montrée dans la figure IV.6. Un matériau 

homogène ( )Al  et deux matériaux fonctionnellement gradués ( )232 /,/ OZrAlOAlAl  ont été 

utilisés. Cette figure montre que les plaques fabriquées avec 32/ OAlAl  ont des valeurs de 

fréquences naturelles plus élevées que les plaques fabriquées avec 
2/ ZrOAl  ou un matériau 

homogène. On remarque également que le paramètre de Pasternak ()sk  a un effet plus 

important sur la fréquence naturelle que le paramètre de Winkler ( )wk . 
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Figure  IV.6. Influence des paramètres de la fondation élastique sur l’évolution des fréquences 

naturelles adimensionnelles  ( ) mm Eha //~ 2 rww=
 
pour différentes plaques FG 

( )10/,2 == hap . 

IV.5.  Conclusion 

Le présent travail est concentré sur l'analyse des vibrations libres des plaques FG 

reposant sur une base élastique en utilisant les nouveaux modèles HSDT 2D et quasi-3D. La 

théorie est développée en simplifiant davantage les hypothèses des HSDT existantes, avec 

l'utilisation d'un terme d’intégrale indéterminée. Les équations de mouvement sont obtenues 

par le principe d’Hamilton. Ces équations sont résolues en utilisant la procédure de Navier, 

puis les fréquences fondamentales sont trouvées en résolvant le problème des valeurs propres. 

Pour la nouvelle fonction de forme de contrainte de cisaillement utilisée, les résultats obtenus 

ont été comparés à ceux rapportés par diverses théories de plaques. Ainsi, la HSDT 

développée, produit des résultats avec une bonne précision en comparaison avec la FSDT et 

aux autres HSDT avec un nombre plus élevé d'inconnues. Par conséquent, le présent modèle 

peut être utilisé comme référence pour vérifier l'efficacité des méthodes numériques 

approximatives. L'extension de cette étude est également envisagée pour les conditions aux 

limites générales et les différents types de plaques FG soumises à des charges différentes 

(mécaniques, thermiques, de flambage, etc.).  
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V.1. Introduction  

L'avantage de l'utilisation de matériaux avancés à gradient fonctionnel (FGM) est qu'ils 

peuvent survivre dans un environnement à gradient thermique élevé, tout en conservant leur 

intégrité structurelle. La plupart des études sur les FGM ont été limitées à l'analyse des 

contraintes thermiques, au flambage thermique, à la mécanique de rupture et à l'optimisation. 

La structure en FGM les rend appropriée pour certaines applications telles que les coques de 

réacteurs, les turbines, les structures de bâtiments et de nombreuses autres applications 

d'ingénierie. Le sujet de l'analyse thermo-élastique des plaques et des coques FGM a 

continuellement attiré l'attention des chercheurs (Zenkour et Sobhy, 2010). 

Dans ce chapitre, le problème concerne l'influence de la température sur le 

comportement vibratoire des plaques FGM.  Une théorie de déformation de cisaillement 

d’ordre élevé à quatre variables seulement va être utilisée pour étudier ce problème. Bien plus 

important encore, puisque les structures les FGM sont généralement soumises à des 

conditions de thermiques élevées (20°C-800°C), la dépendance des propriétés des matériaux à 

la température est prise en compte dans cette étude, ce qui permettra de produire des 

simulations et des analyses plus concrètes des structures étudiées. 

V.2. Développement analytique 

V.2.1. Géométrie de la plaque FGM 

Considérerons une plaque FGM rectangulaire simplement appuyée de longueur (a), de 

largeur (b), et d’épaisseur (h), comme il est montré dans la figure V.1. La formulation est 

limitée au comportement élastique linéaire.  

V.2.2. Propriétés des matériaux  

Dans cette analyse, les propriétés mécaniques des matériaux constituants la plaque FGM 

sont considérées dépendantes de la température et varient d’une façon continue à travers 

l'épaisseur selon la loi de puissance (Kim, 2005; Shahrjerdi et al., 2011) exprimées par la 

formule suivante  

( ) )()()(),( TPVTPTPTz mcmc +-=G  (V.1a)  
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Figure  V.1. Géométrie d’une plaque FG rectangulaire. 
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Où G indique la propriété matérielle effective comme le module de Young E , le coefficient 

de Poisson n, la masse volumique r et le coefficient de dilatation thermique a de la plaque 

FG ; de plus les indices m et c  renvoient aux plaques entièrement en métal et en céramique, 

respectivement. cV
 
 présente la fraction volumique de la céramique, où 0²p  est un indice 

matériel qui détermine le mélange de la céramique et du métal. Comme on le suppose, les 

matériaux constitutifs possèdent des propriétés dépendantes de la température qui peuvent être 

exprimées en fonction de la température comme suit (Reddy et Chin, 1998; Touloukian, 1966)  

       
( )33

2

21

1

10 1)( TPTPTPTPPTP ++++= -

-  
(V.2)  

Tel que P indique la propriété matérielle et  )(0 zTTT D+=  présente la température de 

l’environnement; )(3000 KT =  est la température ambiante ; 1-P , 0P ,
 1P , 2P  et 3P  sont les 

coefficients des propriétés matérielles qui dépendent de la température et ils sont uniques à 

chaque constituant, et )(zTD  est la variation de la température selon la direction de 

l’épaisseur seulement ; tandis que la conductivité thermique k  et le coefficient de poisson n 

sont indépendante de la température. 

V.2.3. Champs thermiques 

Dans ce travail, quatre cas de variation thermique à travers l’épaisseur avec )(zTT =   

ont été pris en compte.  



Chapitre V  !ÎÁÌÙÓÅ ÄÅ ÌÁ ÒïÐÏÎÓÅ ÄÙÎÁÍÉÑÕÅ ÄÅÓ ÐÌÁÑÕÅÓ &'- ÓÏÕÓ ÌȭÅÆÆÅÔ ÔÈÅÒÍÉÑÕÅ 

 

 
 - 102 -  

 

V.2.3.1. Température uniforme 

Dans ce cas, le champ de température uniforme utilisé est donné par  

)()( 0 zTTzT D+=
 

(V.3)  

Où )(zTD  montre le changement de la température et KT  3000 =  est la température 

ambiante. 

V.2.3.2. Température linéaire 

En supposant que les températures bT  et tT  sont appliquées au niveau des surfaces 

inférieure et supérieure de la plaque, le champ de température dû à une variation linéaire de la 

température à travers l’épaisseur est  obtenu comme suit  

ö
÷

õ
æ
ç

å
+D+=

2

1
)( 0

h

z
TTzT

 (V.4)  

Où bt TTT -=D   est le gradient de la température et KT  3000 =  est la température ambiante. 

V.2.3.3. Température non linéaire 

L'influence de l'évolution non linéaire de la température est prise en compte sur 

toute l'épaisseur de la plaque. Ce champ de température est défini en résolvant l'équation 

unidimensionnelle de conduction thermique en régime permanent donnée par l’expression 

suivante   

0)( =ö
÷

õ
æ
ç

å
-

dz

dT
zk

dz

d

 (V.5)  

Avec les conditions aux limites ( ) tThT =2/
 
et ( ) 02/ TThT b ==- . Dans ce cas, un état libre 

de contrainte est supposé existant à KT  3000 = . Le coefficient de conductivité thermique 

()zk  est supposé être variable selon la  loi de puissance citée dans l’équation (V.1). La 

solution analytique de l’Eq. (V.5)  ci-dessus est donnée par 

( )

ñ

ñ

-

---=
2/

2/

2/

)(

1

)(

1

)(
h

h

z

h

btb

dz
zk

dz
zk

TTTzT  (V.6)  
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Dans le cas d’une plaque fonctionnellement graduée selon une loi de puissance, la 

solution de l’équation (V.6) peut être obtenue par le moyen de séries polynomiales ( Ebrahimi 

& Barati, 2016; Javaheri et Eslami, 2002b) comme suit 
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(V.8)  

Où bttb kkk -= , avec tk  et bk
 
sont les conductivités thermiques aux faces supérieure et 

inférieure de la plaque, respectivement. 

V.2.3.4. Température sinusoïdale 

Le champ de température sous une variation sinusoïdale à travers l’épaisseur est 

exprimé par l’équation suivante (Bouazza et al., 2009; Shahrjerdi et al., 2011) 
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(V.9)  

V.2.4. Champs des déplacements 

En se basant sur la théorie des plaques d’ordre élevé bidimensionnelle,  le champ des 

déplacements d’un point quelconque de coordonnées ( )zyx ,,  dans la plaque FG s’exprime 

par 
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(V.10a) 

 

(V.10b) 

 

(V.10c) 
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Où u , v  et w  sont les déplacements dans les directions ( )zyx ,, .  0u , 0v  et 0w
 
sont les 

déplacements d’un point du plan moyen ( )0,, =zyx . q
 
est la rotation de la normale au plan 

moyen. )(zf  qui représente la fonction de forme déterminant la distribution des contraintes et 

des déformations transversales suivant l’épaisseur est donnée par (Zaoui et al., 2019)  
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Les relations générales des déformations déduites à partir du champ des déplacements  

de l’équation (V.10) sont comme suit 
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En se limitant à un comportement élastique linéaire, l’expression des contraintes en fonction 

des déformations s’écrivent sous la forme suivante   
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Où ( )
xyxzyzyx tttss ,,,,  et ( )

xyxzyzyx gggee ,,,,  sont les composantes des contraintes et des 

déformations, respectivement. En utilisant les propriétés matérielles montrées dans l’équation 

(V.1), les coefficients  de rigidité 
ijQ  sont exprimées par  
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(V.15c) 

V.2.5.  Les équations gouvernantes de la plaque 

Afin d'obtenir les équations différentielles d’équilibre de la plaque, le principe 

d’Hamilton (Esmaeilzadeh et Kadkhodayan, 2019; Ghasemi et Meskini, 2019) est utilisé  
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(V.16)  

Où 
MU  et 

TU  sont les énergies de déformation dues aux effets mécaniques et thermiques, 

respectivement. K  est l’énergie cinétique.  

Les énergies de déformation 
MU

 
et 

TU  sont exprimées par ( Li et al., 2009; Reddy, 

2004) 
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 (V.18)  

Avec  

( ) )(),(1211 zTTzCCT

x D+-= as        et     ( ) )(),(1222 zTTzCCT

y D+-= as  (V.19)  

L’énergie cinétique de la plaque est donnée par l’équation ci-dessous 
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(V.20)  
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En utilisant les équations (V.10), (V.12) et (V.14) et en substituant les équations (V.17), 

(V.18), (V.20) dans l’Eq. (V.16), les équations de mouvement de la plaque FG sont obtenues 

comme suit  
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Où 
ijd  et 

ijlmd  sont  des opérateurs différentielles       
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et les composantes de rigidité sont données par  
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Les inerties sont données par  
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V.2.6. Solutions de Navier  

Afin de résoudre le système d’équations (V.21), la méthode de Navier est adoptée pour 

satisfaire les conditions d’appuis. Ainsi, les solutions analytiques sont exprimées sur la base 

des séries doubles de Fourier comme présenté ci-dessous  
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Où mnU , mnV , bmnW   et mnq   sont  des paramètres arbitraires à déterminer, w est la fréquence 

associée au mode ( m , n ). l et m sont donné par  

am /pl=  et  bn /pm= . (V.26)  

Substituant le champ de déplacement (V.25) dans les équations d’équilibre (V.21), le système 

d’équations linéaire suivant est  obtenu 
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(V.28)  

V.3. Résultats numériques et discussion 

Afin d’étudier l’influence du chargement thermique sur le comportement vibratoire des 

plaques FG simplement appuyées tout en étudiant l’évolution de la fréquence, plusieurs 

applications numériques ont été réalisés en utilisant la théorie proposée. Deux types de 

plaques FGM (ZrO2/Ti-6Al-4V et Si3N4/SUS304) ont été considéré dans cette étude où leur 

propriétés mécaniques sont présentées dans le tableau V.1. Les fréquences naturelles ont été 

calculées par la formule adimensionnelle suivante (Shahrjerdi et al., 2011) 

[ ]2/122 /)1()/( bb Eha nrww -=  
(V.29)  
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Où  bE
 
et br  sont à )( 3000 KT =  (Huang et Shen, 2004). 

Tableau  V.1. Coefficients mécaniques dépendants de la température pour  ZrO2/Ti-6Al-4V et 

SI3N4/SUS304 (Reddy et Chin, 1998) 

Matériaux 1-P  0P  
1P  

2P  3P  

 

E  

SUS304 0 201.04e+9 3.079e-3 -6.534e-7 0 

SI3N4 0 348.43e+9 -3.070e-4 2.160e-7 -8.946e-11 

Ti-6Al-4V 0 122.56e+9 -4.586e-4 0 0 

ZrO2 0 244.27e+9 -1.371e-3 1.214e-6 -3.681e-10 

n 

SUS304 0 0.3262 -2.002e-4 3.797e-7 0 

SI3N4 0 0.2400 0 0 0 

Ti-6Al-4V 0 0.2888 1.108e-4 0 0 

ZrO2 0 0.3330 0 0 0 

r 

SUS304 0 8166 0 0 0 

SI3N4 0 2370 0 0 0 

Ti-6Al-4V 0 4429 0 0 0 

ZrO2 0 3000 0 0 0 

a 

SUS304 0 12.330e-6 8.086e-6 0 0 

SI3N4 0 5.8723e-6 9.095e-6 0 0 

Ti-6Al-4V 0 7.5788e-6 6.638e-4 -3.147e-6 0 

ZrO2 0 12.766e-6 -1.491e-3 1.006e-5 -6.778e-11 

k  

SUS304 0 12.04 0 0 0 

SI3N4 0 9.19 0 0 0 

Ti-6Al-4V 0 7.82 0 0 0 

ZrO2 0 1.80 0 0 0 

V.3.1.  Influence des conditions thermiques sur les propriétés matérielles 

Dans cette section, le changement des propriétés mécaniques sous l’influence de 

différents champs thermiques a été analysé. La température ambiante a été fixée à 

)( 3000 KT =  pour toute les conditions thermiques. Les conditions thermiques dans le cas 

d’une température linéaire sont )( 600 KTT tb == , dans le cas d’une température non linéaire 

sont )( 0 KTb =  et )( 600 KTt = , et dans le cas d’une température sinusoïdale sont 

)( 300 KTb =  et )( 500 KTt = . 
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Figure  V.2. Variation du module élastique à travers l’épaisseur  (z /h)  de la plaque FG dans 

un champ thermique uniforme pour différentes valeurs d’indice de puissance (p). 

-0,5 -0,4 -0,3 -0,2 -0,1 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

90

100

110

120

130

10

2

1

0.2

p= 0.1

 Epaisseur (z/h)

M
o
d
u
le

 é
la

st
iq

u
e 

E
 (

G
P

a)

 

Figure ‎V.3. Variation du module élastique à travers l’épaisseur (z /h)  de la plaque FG dans 

un champ thermique linéaire pour différentes valeurs d’indice de puissance (p). 

Les figures V.2  et V.3  montrent la variation du module de Young à travers l’épaisseur 

de la plaque  pour différentes valeurs d’indice matériel et sous l’application d’un champ 

thermique uniforme et linéaire, respectivement. On peut voir que le comportement du module 

de Young est similaire pour  les deux types de température, mais il varie légèrement dans le 

cas d’une température linéaire. Il est clair aussi  que l’augmentation de  l’indice matériel  p 

conduit à une réduction du module de Young.  
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Figure  V.4. Variation du module élastique à travers l’épaisseur (z /h)  de la plaque FG dans 

un champ thermique non-linéaire pour différentes valeurs d’indice de puissance (p).  
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Figure ‎V.5. Variation du module élastique à travers l’épaisseur (z /h)  de la plaque FG dans 

un champ thermique sinusoïdal pour différentes valeurs d’indice de puissance (p). 

Pour les chargements thermiques non-linéaire et sinusoïdal, la variation des valeurs du 

module de Young comme indiqué dans les figures V.4 et V.5 augmente  au voisinage de la 

surface inférieure de plaque FGM puis diminue  quand 1¢p . En revanche, elle diminue puis 

elle s’accroit  à proximité de la surface supérieure de la plaque FGM pour les valeurs de 

1=p .  De plus, on peut observer  sur les figures V.2 à V.5 que le comportement du module 

de Young sous une température non linéaire et sinusoïdale est complètement différent 

comparativement aux autres charges thermiques. 
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Figure  V.6. Comparaison de la variation du module élastique à travers l’épaisseur (z /h)  de la 

plaque FG sous différents chargements thermiques 

 Dans la figure V.6, une comparaison de la variation du module de Young est réalisée 

pour les différentes conditions thermiques uniformes, linéaires, non linéaires et sinusoïdales. 

On peut voir que le module de Young augmente au voisinage de la surface inférieure pour 

toutes les conditions thermiques puis diminue à travers l’épaisseur sauf dans le cas de la  

température uniforme. À partir de ces figures, on peut conclure que le comportement du 

module de Young dans des conditions thermiques uniformes et linéaires est complètement 

différent à celui dans les cas de température non linéaire et sinusoïdale, ce qui signifie que le 

type de conditions environnementales affecte considérablement la variation du module 

d'élasticité. 

V.3.2. Validation analytique du modèle proposé  

Pour démontrer l’efficacité de la théorie proposée à prévoir la réponse vibratoire  des 

plaques FGM ayant des propriétés matérielles dépendantes et indépendantes de la 

température, les fréquences naturelles adimensionnelles sont calculées et comparées à celles 

obtenues à partir de la théorie de déformation de cisaillement du second degré de Shahrjerdi et 

al. (2011), la théorie d’ordre élevé proposée par Huang et Shen (2004) et de la théorie de 

déformation de cisaillement à quatre variables présentée par Attia et al. (2015) comme 

indiqué dans les tableaux V.2 et V.3, respectivement. Les vérifications sont implémentés en 

supposant les paramètres de conditions suivants: m 025.0=h , m 2.0==ba .  
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Tableau  V.2. Fréquences fondamentales adimensionnelles des plaques FG (ZrO2/Ti-6Al-4V) 

simplement appuyées sous chargement thermique non linéaire. 

Mode (1,1) 

)( 300 KTb =
 

 
)( 300 KTt =
 

)( 400 KTt =
 )( 600 KTt =

 

Dépendante 

de 

Température  

Indépendante 

de 

Température  

Dépendente 

de 

Température  

Indépendante 

de 

Température  

 

 

ZrO2 

SSDT
(1) 

8.333 7.614 7.892 5.469 6.924 

TSDT
(2) 

8.273 7.868 8.122 6.685 7.686 

SPT
(3)

 8.278 7.808 8.131 6.534 7.826 

EPT
(3)

 8.280 7.809 8.132 6.536 7.828 

Présente 8.281 7.810 8.061 6.536 7.604 

 

 
5.0=p  

SSDT
(1) 

7.156 6.651 6.844 5.255 6.175 

TSDT
(2) 

7.139 6.876 7.154 6.123 6.776 

SPT
(3)

 7.112 6.782 7.006 5.931 6.789 

EPT
(3)

 7.113 6.783 7.001 5.993 6.772 

Présente 7.113 6.784 6.962 5.933 6.648 

 

 
1=p  

SSDT
(1) 

6 .700 6.281 6.446 5.167 5.904 

TSDT
(2) 

6.657 6.437 6.592 5.819 6.362 

SPT
(3)

 6.657 6.375 6.565 5.665 6.378 

EPT
(3)

 6.658 6.376 6.556 5.668 6.350 

Présente 6.659 6.377 6.531 5.667 6.267 

 

 
2=p  

SSDT
(1) 

6.333 5.992 6.132 5.139 5.711 

TSDT
(2) 

6.286 6.101 6.238 5.612 6.056 

SPT
(3)

 6.287 6.047 6.208 5.467 6.049 

EPT
(3)

 6.288 6.049 6.194 5.469 6.003 

Présente 6.289 6.049 6.184 5.469 5.968 

 

 

Ti-

6Al-

4V 

SSDT
(1) 

5.439 5.103 5.333 4.836 5.115 

TSDT
(2) 

5.400 5.322 5.389 5.118 5.284 

SPT
(3)

 5.403 5.303 5.361 5.132 5.275 

EPT
(3)

 5.404 5.304 5.300 5.133 5.091 

Présente 5.405 5.303 5.362 5.130 5.274 

Dans le tableau V.2, une plaque FG en ZrO2/Ti-6Al-4V a été analysée. Dans cet 

exemple, le module de Young et le coefficient de dilatation thermique de ces matériaux sont 

considérés comme dépendant de la température (Shahrjerdi et al. 2011; Huang et Shen, 2004). 

Cependant, le coefficient de Poisson est supposé constant  pour la céramique et le métal. Ce 

tableau montre que la comparaison des fréquences fondamentales adimensionnelles est 

effectuée pour différentes valeurs de l'indice de loi de puissance et des charges de conditions  

thermiques (dépendantes et indépendantes de la température) des plaques FG. Ainsi, les 

résultats obtenus à l'aide de la présente théorie concordent très bien avec les résultats d'Attia 

et al. (2015) utilisant diverses théories efficaces de déformation de cisaillement d'ordre 

                              
1 Shahrjerdi et al. (2011) 
2 Huang and Shen (2004)  
3 Attia et al. (2015) 
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supérieur (TPT, SPT, HPT et EPT), de Shahrjerdi et al. (2011) et de Huang et Shen (2014). Il 

est à noter que les fréquences adimensionnelles de la plaque FG ayant des propriétés 

matérielles dépendantes de la température sont supérieures à celle ayant des propriétés 

matérielles indépendantes de la température. 

Tableau  V.3. Fréquences fondamentales adimensionnelles des plaques FG (Si3N4/SUS304) 

simplement appuyées sous chargement thermique non linéaire. 

Mode (1,1) 

)( 300 KTb =
 

)( 300 KTt =
 

)( 400 KTt =
 )( 600 KTt =

 

Dépendante 

de 

Température 

Indépendante 

de 

Température 

Dépendente 

de 

Température 

Indépendante 

de 

Température 

Si3N4 

SSDT
(1)4 

12.506 12.175 12.248 11.461 11.716 

TSDT
(2) 

12.495 12.397 12 .382 11.984 12.213 

SPT
(3)

 12.507 12.307 12.378 11.887 12.114 

EPT
(3)

 12.509 12.309 12.380 11.889 12.116 

Présente 12.508 12.308 12.378 11.887 12.114 

5.0=p  

SSDT
(1) 

8.652 8.361 8.405 7.708 7.887 

TSDT
(2) 

8.675 8.615 8.641 8.269 8.425 

SPT
(3)

 8.609 8.453 8.499 8.118 8.273 

EPT
(3)

 8.611 8.455 8.500 8.120 8.274 

Présente 8.610 8.454 8.499 8.119 8.273 

1=p  

SSDT
(1) 

7.584 7.306 7.342 6.674 6.834 

TSDT
(2) 

7.555 7.474 7.514 7.171 7.305 

SPT
(3)

 7.544 7.399 7.437 7.082 7.218 

EPT
(3)

 7.546 7.401 7.439 7.083 7.219 

Présente 7.545 7.399 7.437 7.082 7.218 

2=p  

SSDT
(1) 

6.811 6.545 6.575 5.929 6.077 

TSDT
(2) 

6.777 6.693 6.728 6.398 6.523 

SPT
(3)

 6.770 6.631 6.665 6.323 6.447 

EPT
(3)

 6.772 6.633 6.665 6.324 6.448 

Présente 6.771 6.632 6.665 6.323 6.447 

SUS304 

SSDT
(1) 

5.410 5.161 5.178 4.526 4.682 

TSDT
(2) 

5.405 5.311 5.335 4.971 5.104 

SPT
(3)

 5.410 5.278 5.300 4.945 5.071 

EPT
(3)

 5.411 5.279 5.301 4.946 5.073 

Présente 5.411 5.279 5.300 4.945 5.072 

Dans le tableau V.3, les comparaisons ont été réalisées pour une plaque FG type 

Si3N4/SUS304. Pour ces matériaux, le coefficient de Poisson est pris égal à 0.28. Les 

fréquences fondamentales adimensionnelles calculées sont comparées à celles données par 

Attia et al. (2015), Shahrjerdi et al. (2011) et Huang et Shen (2004) pour différentes valeurs 

de l'indice de loi de puissance. En conséquence, cette comparaison montre que les résultats 

                              
1 Shahrjerdi et al. (2011) 
2 Huang and Shen (2004)  
3 Attia et al. (2015) 
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actuels concordent bien avec les résultats existants pour toutes les valeurs de l'indice de la loi 

de puissance, que ce soit pour les plaques FG dépendantes ou indépendantes de la température 

(FGP). 

Tableau  V.4. Cinq premières fréquences fondamentales adimensionnelles des plaques FG 

(ZrO2/Ti-6Al-4V) simplement appuyées sous chargement thermique ( )2=p   . 

Modes (m, n) 

(ZrO2/Ti-6Al-4V) 

)( 300 KTb =
 

 
)( 300 KTt =
 

)( 400 KTt =
 )( 600 KTt =

 

Dépendante 

de 

Température 

Indépendante 

de 

Température 

Dépendente 

de 

Température 

Indépendante 

de 

Température 

 

 

 

(1,1) 

SSDT
(1) 

6.333 5.992 6.132 5.139 5.711 

TSDT
(2) 

6.286 6.101 6.238 5.612 6.056 

SPT
(3)

 6.287 6.047 6.208 5.467 6.049 

EPT
(3)

 6.288 6.049 6.194 5.469 6.003 

Présente 6.289 6.049 6.184 5.469 5.968 

 

 

 

(1,2) 

SSDT
(1) 

14.896 14.383 14.684 13.260 14.253 

TSDT
(2) 

14.625 14.372 14.655 13.611 14.474 

SPT
(3)

 14.666 14.267 14.583 13.416 14.414 

EPT
(3)

 14.672 14.273 14.589 13.421 14.420 

Présente 14.670 14.271 14.558 13.419 14.331 

 

 

 

(2,2) 

SSDT
(1) 

22.608 21.942 22.386 20.557 21.935 

TSDT
(2) 

21.978 21.653 22.078 20.652 21.896 

SPT
(3)

 22.127 21.589 22.038 20.494 21.860 

EPT
(3)

 22.140 21.602 22.052 20.507 21.873 

Présente 22.133 21.595 22.014 20.499 21.774 

 

 

 

(1,3) 

SSDT
(1) 

27.392 26.630 27.163 25.077 26.700 

TSDT
(2) 

26.454 26.113 26.605 24.961 26.435 

SPT
(3)

 26.711 26.089 26.619 24.845 26.435 

EPT
(3)

 26.731 26.108 26.639 24.865 26.454 

Présente 26.718 26.096 26.595 24.852 26.346 

 

 

(2,3) 

SSDT
(1) 

34.106 33.211 33.867 31.425 33.384 

TSDT
(2) 

32.659 32.239 32.840 30.904 32.664 

SPT
(3)

 33.121 32.384 33.025 30.933 32.831 

EPT
(3)

 33.151 32.413 33.055 30.964 32.862 

Présente 33.130 32.392 33.000 31.941 32.740 

Dans les exemples suivants, les fréquences adimensionnelles pour les cinq premiers 

modes sont calculées pour des plaques FG ZrO2/Ti–6Al–4V et Si3N4/SUS304 soumises à un 

champ de température non-linéaire comme présenté dans les tableaux V.4 et V.5,  

respectivement.  Les résultats obtenus sont comparés avec ceux donnés par Shahrjerdi et al. 

(2011), Huang et Shen (2004) et Attia et al. (2015). Il est à constater que les résultats obtenus 

par la présente théorie  sont en bon concordance avec les autres résultats pour différents 

modes de vibration.  
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Tableau  V.5. Cinq premières fréquences fondamentales adimensionnelles des plaques FG 

(Si3N4/SUS304) simplement appuyées sous chargement thermique ( )2=p . 

 

Modes (m, n)  

(Si3N4/SUS304) 

)( 300 KTb =
 

 
)( 300 KTt =
 

)( 400 KTt =
 )( 600 KTt =

 

Dépendante 

de 

Température  

Indépendante 

de 

Température  

Dépendente 

de 

Température  

Indépendante 

de 

Température  

 

 

(1,1) 

SSDT
(1) 

6.811 6.445 6.575 5.929 6.077 

TSDT
(2) 

6.777 6.693 6.728 6.398 6.523 

SPT
(3)

 6.770 6.631 6.664 6.323 6.447 

EPT
(3)

 6.770 6.631 6.665 6.325 6.448 

Présente  6.771 6.632 6.665 6.323 6.447 

 

 

(1,2) 

SSDT
(1) 

16.017 15.708 15.769 15.002 15.262 

TSDT
(2) 

15.809 15.762 15.836 15.384 15.632 

SPT
(3)

 15.814 15.631 15.702 15.231 15.474 

EPT
(3)

 15.820 15.636 15.707 15.237 15.480 

Présente  15.814 15.631 15.702 15.231 15.474 

 

 

(2,2) 

SSDT
(1) 

24.307 23.958 24.047 23.154 23.517 

TSDT
(2) 

23.806 23.786 23.893 23.327 23.685 

SPT
(3)

 23.879 23.657 23.760 23.173 23.522 

EPT
(3)

 23.893 23.671 23.774 23.187 23.536 

Présente  23.879 23.657 23.761 23.173 23.522 

 

 

(1,3) 

SSDT
(1) 

29.446 29.071 29.177 28.204 28.632 

TSDT
(2) 

28.687 28.686 28.816 28.185 28.609 

SPT
(3)

 28.839 28.594 28.717 28.057 28.471 

EPT
(3)

 28.860 28.614 28.738 28.078 28.491 

Présente  28.839 28.594 28.717 28.058 28.471 

 

 

(2,3) 

SSDT
(1) 

36.657 36.247 36.376 35.290 35.809 

TSDT
(2) 

35.466 35.491 35.648 34.918 35.436 

SPT
(3)

 35.782 35.503 35.654 34.893 35.397 

EPT
(3)

 35.814 35.535 35.686 34.925 35.429 

Présente  35.782 35.503 35.654 34.893 35.397 

Ainsi, il est clair que le comportement vibratoire de la plaque FG Si3N4/SUS304 est 

similaire au comportement de la plaque FG ZrO2/Ti–6Al–4V mais les fréquences naturelles 

des plaques Si3N4/SUS304 sont supérieures à celles données par ZrO2/Ti–6Al–4V, et cela est 

expliqué par le fait que le module de Young de  Si3N4 est supérieur au module de ZrO2. Il faut 

noter aussi que la différence entre les fréquences de Si3N4/SUS304 et ZrO2/Ti–6Al–4V  qui 

sont obtenues pour la même température et le même mode diminue avec l’augmentation de 

l’indice matériel ()p  car le module de Young de  SUS304 est proche du module de Young de 

Ti–6Al–4V. 
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V.3.3. Etude paramétrique  

Dans cette partie, l’influence des différents paramètres tels que l’indice matériel, la 

géométrie de la plaque, le type du champ de la température appliqué et le degré du mode sur 

la variation des fréquences fondamentales des plaques FGM a été investiguée. 

Tableau  V.6. Fréquences naturelles adimensionnelles dépendantes de la température d’une 

plaque FG (ZrO2/Ti-6Al-4V) simplement appuyée pour différents modes de vibration dans un 

champ thermique non linéaire. 

Mode (m, n) 

2.0==ab , 

 025.0=h , 0.3=n  

)( 300 KTb =
 

 
)( 300 KTt =

 

)( 400 KTt =  )( 600 KTt =  

Dépendante 

de 

Température  

Indépendante 

de 

Température  

Dépendente 

de 

Température  

Indépendante 

de 

Température  

ZrO2 

(1,1) 8.281 7.810 8.061 6.536 7.604 

(1,2) 19.348 18.582 19.116 16.847 18.641 

(2,2) 29.225 28.192 28.978 26.009 28. 479 

(1,3) 35.301 34.104 34.046 31.640 34.531 

5.0=p  

(1,1) 7.118 6.784 6.962 5.933 6.648 

(1,2) 16.635 16.097 16.474 14.906 16.148 

(2,2) 25.144 24.421 24.974 22.913 24.630 

(1,3) 30.383 29.547 30.208 27.844 29.853 

1=p  

(1,1) 6.659 6.377 6.531 5.667 6.267 

(1,2) 15.562 15.098 15.426 14.087 15.150 

(2,2) 23.510 22.888 23.366 21.601 23.076 

(1,3) 28.402 27.683 28.253 26.227 27.953 

2=p  

(1,1) 6.289 6.049 6.184 5.469 5.968 

(1,2) 14.670 14.271 14.558 13.419 14.331 

(2,2) 22.133 21.595 22.014 20.499 21.774 

(1,3) 26.718 26.096 26.595 24.852 26.346 

Ti-6Al-4V 

(1,1) 5.405 5.303 5.362 5.130 5.274 

(1,2) 12.628 12.441 12.582 12.093 12.490 

(2,2) 19.074 18.812 19.026 18.309 18.927 

(1,3) 23.040 22.731 22.989 22.134 22.888 

Les tableaux V.6 et V.7 présentent les fréquences adimensionnelles calculées pour 

différents modes de vibration des plaques FGM ZrO2/Ti-6Al-4V et Si3N4/SUS304 ayant des 

propriétés matérielles dépendantes de la température, respectivement. L'effet de l'indice de la 

loi de puissance ()p  sur les fréquences peut être constaté en considérant la même valeur de la 

charge thermique et le même mode. A partir des résultats, on constate que les fréquences 

réduisent avec l’accroissement de l’indice matériel ()p  car  le module de Young diminue en 

allant de la céramique vers le métal. Il est à remarquer aussi que les fréquences aient 

diminuées en augmentant la différence de température entre les surfaces supérieure et 
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inférieure pour une même valeur de l'indice de loi de puissance et du mode de forme et cela 

représente l’influence des charges thermiques.  

La comparaison entre les plaques FG dépendantes et indépendantes de la température 

dans les tableaux V.6 et V.7 révèle que les plus petites fréquences sont trouvées dans les 

plaques FG dépendantes de la température, ce qui prouve l’importance des propriétés 

matérielles en fonction de la température. 

Tableau  V.7. Fréquences naturelles adimensionnelles dépendantes de la température d’une 

plaque FG (Si3N4/SUS304) simplement appuyée pour différents modes de vibration dans un 

champ thermique non linéaire. 

Mode (m, n) 

2.0==ab , 

 025.0=h  

0.28=n  

)( 300 KTb =  

 
)( 300 KTt =

 

)( 400 KTt =  )( 600 KTt =  

Dépendante 

de 

Température  

Indépendante 

de 

Température  

Dépendente 

de 

Température  

Indépendante 

de 

Température  

 

 

Si3N4 

(1,1) 12.507 12.307 12.377 11.887 12.114 

(1,2) 29.260 28.964 29.121 28.371 28.843 

(2,2) 44.236 43.853 44.090 43.103 43.796 

(1,3) 53.460 53.024 53.309 52.176 53.005 

(2,3) 66.382 65.310 66.240 64.886 65.906 

 

 
5.0=p  

(1,1) 8.609 8.453 8.498 8.118 8.272 

(1,2) 20.137 19.921 20.020 19.473 19.784 

(2,2) 30.441 30.172 30.318 29.621 30.070 

(1,3) 36.788 36.485 36.661 35.871 36.405 

(2,3) 45.680 45.331 45.547 44.627 45.281 

 

 
1=p  

(1,1) 7.544 7.399 7.437 7.082 7.217 

(1,2) 17.641 17.444 17.528 17.029 17.298 

(2,2) 26.661 26.420 26.542 25.913 26.301 

(1,3) 32.215 31.946 32.092 31.384 31.970 

(2,3) 39.995 39.688 39.867 39.046 39.608 

 

 
2=p  

(1,1) 6.770 6.631 6.664 6.323 6.447 

(1,2) 15.814 15.631 15.702 15.231 15.474 

(2,2) 23.879 23.657 23.760 23.173 23.522 

(1,3) 28.839 28.594 28.717 28.057 28.471 

(2,3) 35.782 35.503 35.654 34.893 35.397 

 

 

SUS304 

(1,1) 5.410 5.278 5.300 4.945 5.071 

(1,2) 12.657 12.495 12.539 12.054 12.301 

(2,2) 19.135 18.947 19.012 18.407 18.760 

(1,3) 23.126 22.920 22.908 22.320 22.738 

(2,3) 28.715 28.487 28.581 27.803 28.310 

Dans l’exemple suivant, les fréquences naturelles sont calculées par la formule 

adimensionnelle suivante : 

[ ]2/1

00

22 /)/( DIb pww=  (V.30)  
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Figure  V.7. Fréquences naturelles adimensionnelles des quatre premiers modes pour des 

plaques FGM (ZrO2/Ti-6Al-4V) simplement appuyées soumises à différents chargements 

thermiques  10/ =ha , 1,2.0 == pa . 

 La variation des quatre premières fréquences adimensionnelles des plaques FGM 

(ZrO2/Ti-6Al-4V) carrées à appuis simples soumises à des charges thermiques uniforme 

(température ambiante), linéaire, non linéaire et sinusoïdale est représentée sur la figure (V.7 

a-d). Les résultats montrent que les fréquences naturelles diminuent avec l'augmentation de la 

température, ce qui est dû à la diminution du module élastique avec l'augmentation de la 

température. De plus, la diminution des fréquences dans les modes supérieurs est importante 

par rapport à celle des modes inférieurs. Pour un même champ de température, la différence 

entre deux modes supérieurs consécutifs est inférieure à celle de deux modes inférieurs 
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successifs. Il est évident que l'effet de la distribution de la température dans le cas d'un champ 

thermique uniforme est plus significatif par rapport aux autres conditions thermiques, ceci 

peut s'expliquer par le fait que la diminution de la fréquence sous des charges thermiques 

linéaires, non linéaires et sinusoïdales est presque identique, alors que la diminution de la 

fréquence est importante dans le cas d'une charge thermique uniforme. 
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Figure  V.8. Variation des fréquences naturelles adimensionnelles des quatre premiers modes 

pour des plaques FGM (ZrO2/Ti-6Al-4V) simplement appuyées sous l’influence des différents 

chargements thermiques et du rapport géométrique ( )ab / . 10/ =ha , 2.0=a , 2=p . 

La figure (V.8a–b) montre l'effet du rapport géométrique (b/a) sur la variation des 

fréquences adimensionnelles par rapport à la variation des différents champs de température 

d'une plaque FG ZrO2/ Ti-6Al-4V simplement supportée. A partir de ces graphes, il est à 
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observer que les fréquences augmentent avec l'augmentation du rapport (b/a). On note 

également que les fréquences diminuent avec l'augmentation des changements de température 

pour tous les types de champs de température; ceci est dû à la diminution du module de 

Young avec l'augmentation de la température. On constate également que la diminution des 

fréquences dans le cas où 2/ =ab est importante par rapport aux autres rapports (b/a) lorsque 

le rapport 10/ =ha . Les champs de température uniformes affectent les fréquences de 

manière plus significative que les champs de température linéaires, non linéaires et 

sinusoïdaux. 

V.4. Conclusion 

Dans ce chapitre, une théorie de la déformation par cisaillement d'ordre supérieur 

bidimensionnelle a été présentée pour l'analyse dynamique des plaques FG soumises à des 

champs de température uniformes, linéaires, non linéaires et sinusoïdaux. Le champ des 

déplacements de la théorie proposée est choisi sur la base d'une distribution parabolique des 

déformations transversales de cisaillement à travers l'épaisseur et satisfont les conditions aux 

limites. Les plaques FG sont supposées être simplement supportées avec des propriétés de 

matérielles dépendantes et indépendantes de la température selon une variation de la loi de 

puissance. Les résultats numériques sont présentés pour les plaques FG dépendantes et 

indépendantes de la température et comparés aux résultats disponibles dans la littérature pour 

vérifier l'exactitude de la théorie proposée. On peut constater que la présente théorie est 

efficace et simple dans l'étude de la réponse aux vibrations libres des plaques FG exposées à 

des chargements thermiques. Ce travail peut donc être utilisé comme référence pour évaluer la 

validité et établir la précision de diverses théories approximatives. 
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CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVES 

Les matériaux à gradient de propriétés ont prouvé leur valeurs parmi les matériaux 

modernes avancés. Ils sont devenus un concurrent sérieux dans de nombreux domaines 

d'application, notamment l'énergie, la défense, l'aviation et la médecine. L'intérêt croissant des 

FGM dans les milieux de la recherche et de l'industrie rend nécessaire le développement 

d'outils d'analyse adaptés à leurs spécificités géométriques et matérielles. Celles-ci permettent 

de mieux comprendre le comportement des FGM et leur réponses vis à vis les différentes 

sollicitations. 

A travers ce travail, la vibration libre des structures en matériaux fonctionnellement 

gradués  reposant sur des appuis simples ou élastiques a été étudiée. Pour ce faire trois 

formulations en se basant sur les théories de déformation de cisaillement d’ordre élevé ont été 

développées.  

La première formulation consiste à la proposition d’un modèle quasi-3D hybride de la 

théorie de déformation de cisaillement permettant l’analyse de la vibration libre des plaques 

FGM sur des fondations élastiques. Ce modèle utilise deux fonctions de gauchissement 

différentes qui décrivent une variation adéquate des déformations et des contraintes de 

cisaillement et respectent les conditions aux limites aux surfaces inférieures et supérieures des 

plaques FGM. 

  

En outre les deux autres formulations ont été consacrées à l’établissement d’une théorie 

2D et quasi-3D de déformation de cisaillement afin de pouvoir étudier l’influence de la 

déformation normale et du chargement thermique sur la réponse en vibration libre des plaques 

FGM. Dans cette étude, une nouvelle fonction de forme a été développée en combinant deux  

fonctions exponentielle et trigonométrique tout en assurant une distribution parabolique des 

contraintes de cisaillement à travers l’épaisseur permettant leur nullité aux bords libres de la 

plaque. 

Dans tous les modèles établis, le principe d’Hamilton a été utilisé afin de déterminer les 

équations de mouvement qui ont été résolues en se basant sur la méthode de Navier. 

L’efficacité de ces modèles a été validée en faisant une étude comparative avec d’autres 

modèles issus de la littérature. L’influence des différents paramètres tels que : le rapport 
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géométrique, la composition matérielle, l’effet de l’étirement, les paramètres des appuis 

élastiques et l’effet thermique sur la réponse vibratoire des plaques fonctionnellement 

graduées ont été discuté. Les conclusions tirées de ces différentes études sont comme suit: 

- L’effet des fondations élastiques joue un rôle considérable sur la vibration des plaques 

fonctionnellement graduées.  

- La théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé 2D sous-estime les fréquences 

par rapport aux deux autres modèles (hybride et quasi-3D) pour les plaques 

modérément épaisses et épaisses.  

- l’effet de la déformation normale transversale à travers l’épaisseur est plus prononcé 

pour les plaques épaisses ou avec forte épaisseur et il doit être pris en considération 

dans la plupart des simulations mécaniques réelles. 

- L'augmentation de la température réduit les deux premières fréquences naturelles des 

plaques FGM sous des champs de température uniformes, linéaires et non linéaires. 

- L'instabilité dynamique des plaques FGM est renforcée par une augmentation de la 

valeur de l'indice de la loi de puissance. 

Ce travail constitue donc une étape dans l’étude et la modélisation de la vibration libre 

des plaques fonctionnellement graduées. Il a permis de fournir des éléments de réponse sur 

l’influence des paramètres de la fondation élastique, de la déformation normale et de la 

température sur la réponse dynamique. D’où il est recommandé que: 

- Le concepteur doit examiner les caractéristiques de distribution de la loi de puissance 

le long de l'épaisseur. Des  valeurs petites de l'indice de la loi de puissance doivent 

être choisies pour avoir une bonne stabilité dynamique des plaques FGM. 

- Pour les plaques FGM dont la distribution des propriétés de la loi de puissance est 

utilisée à des températures plus élevées, on peut supposer qu'une distribution uniforme 

de la température a une conception plus sûre. 

- Pour les plaques FGM reposant sur une fondation élastique, le paramètre de fondation 

Pasternak à des valeurs plus élevées doit être préféré au détriment de la constante de 

fondation Winkler, afin d'assurer une meilleure stabilité dynamique. 

En perspective, il est prévu d’appliquer les modèles d’ordre élevé proposés à quatre et 

cinq variables pour l’analyse des différentes formes de structures FGM sous la combinaison 

des différents types de chargement (thermique, mécanique, électrique, hygrothermique) et en 
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tenant compte les changements dans les propriétés matérielles des matériaux constitutives en 

utilisant les différents modèles micromécaniques d’homogénéisation. 

Les effets de l'environnement à haute température sur la stabilité dynamique des plaques 

ont été étudiés dans le cadre du présent travail. Mais dans les applications spatiales, les FGM 

sont soumises à un environnement à basse température. Ainsi, les vibrations et la stabilité 

dynamique des plaques FGM soumises à un environnement thermique à basse température 

peuvent être étudiées à l'avenir. 

En plus, il serait très intéressant d’étudier l’influence des défauts de fabrication à savoir 

la porosité sur la réponse globale des plaques en FGM sous différentes sollicitations et 

différentes conditions d’appuis. 

En outre, les résultats doivent être confirmés par des résultats expérimentaux. Par 

conséquent, l'étude expérimentale de la stabilité dynamique des plaques de matériaux gradués 

fonctionnellement peut être considérée comme un futur travail pour approuver la méthode de 

calcul utilisée et valider expérimentalement les résultats théoriques obtenus. 

En fin, on souhaite que ce travail reflète la modeste participation de notre laboratoire 

dans le domaine de recherche des matériaux composites en matériaux à gradient de propriétés 

(FGM) et précisément leurs comportement vis-à-vis la vibration libre dans différentes 

conditions environnementales.  
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Résumé 
 

Dans ce travail, trois théories de déformation de 

cisaillement d’ordre élevé (2D, quasi-3D, quasi-3D hybride) 

sont présentées pour analyser le comportement des 

vibrations libres des plaques fonctionnellement graduées 
simplement appuyées et reposantes sur des fondations 

élastiques. Ces théories considèrent des distributions 

paraboliques des déformations de cisaillement à travers 

l’épaisseur tout en assurant la nullité des contraintes de 

cisaillement sur les bords libres de la plaque sans utiliser 

des facteurs de correction de cisaillement. Les propriétés 

matérielles sont supposées variables dans le sens à 

l’épaisseur de la plaque d’une façon continue selon une loi 

de puissance. Les équations de mouvement ont  été dérivées 

à partir du principe d’Hamilton. Les solutions analytiques 

de la réponse  dynamique des plaques sont obtenues en se 

basant sur la méthode afin de satisfaire les conditions 

d’appuis. Les investigations numériques sont présentées 

pour montrer l’effet de la composition matérielle, la 

géométrie de la plaque et les coefficients de rigidité des 

fondations élastiques sur les caractéristiques vibratoires des 

plaques FG. L’influence des propriétés matérielles 

dépendantes  et indépendante de la température sur les 

fréquences naturelles des plaques FGM simplement 

appuyées dans un  environnement thermique a été aussi 

examinée. On peut conclure que les présentes théories sont 

non seulement précises et efficaces mais aussi simples pour 

la prédiction des réponses vibratoires des plaques FG 

reposant sur des appuis simples ou élastiques.   

 

     Mots clés : Plaques Fonctionnellement Graduées, 

Théories de Déformation de Cisaillement, Propriétés 

Matérielles, Vibration, Fréquence Naturelle, Fondation 

Elastique, Environnement Thermique, Propriétés 

Dépendantes de la Température. 

       
 

 

 
            Abstract 
 

In this work, three high order shear strain theories (2D, 

quasi-3D, quasi-3D hybrid) are presented to analyze 

the free vibration of simply supported functionally 

graded plates and resting on elastic foundations. These 

theories consider parabolic distributions of shear strain 

across the thickness satisfying the nullity of shear 

stresses at the free edges of the plate without using 

shear correction factors. The material properties are 

assumed to vary continuously and smoothly across the 

thickness of the plate according to a power law 

function. The equations of motion are derived from 

Hamilton's principle. Analytical solutions of the 

dynamic response of FG plates are obtained based on 

the NavierΩs method in order to satisfy the boundary 

conditions. Numerical investigations are carried out to 

study thoroughly the effect of material composition, 

plate geometry, and foundation stiffness coefficients on 

the vibration characteristics of FG plates. The influence 

of temperature-dependent and temperature-independent 

material properties on the natural frequencies of simply 

supported FG plates in a thermal environment has also 

been discussed. It can be concluded that the present 

theories are not only accurate and efficient but also 

simple for predicting the vibration responses of simply 

supported FG plates on elastic foundations. 
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