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Introduction

Les racines de l’équation

f (z) = a (1)

où f est une fonction entière et a un nombre complexe, jouent un rôle important dans la

résolution de certains problèmes théoriques ou pratiques. Il est particulièrement important d’

enquêter sur le nombre n(r, a, f) des racines de (1) et leurs distribution dans un disque |z| ≤ r,

chaque racine étant compté avec sa multiplicité. Le résultat le plus ancien dans la théorie de

la distribution des valeurs est le théorème fondamental de l’algèbre "un polynôme de degré n

possède n racines complexes (comptage avec multiplicité)". La fonction entière ez se comporte

de manière totalement différente. Au XIXe siècle, le célèbre mathématicien E. Picard a obtenu

l’important résultat: Toute fonction entière transcendante doit prendre toutes les valeurs finies

complexes une infinité de fois, avec au plus une exception. Plus tard, E. Borel, a introduit le

concept de l’ordre d’une fonction entière:" Une fonction f est d’ordre ρ, si pour tout ε > 0,

log+M (r, f) = O (rρ+ε) quand r → ∞. Par l’introduction de ce concept, il a amélioré le

Théorème de Picard et a obtenu une formulation plus précise:"une fonction entière f d’ordre

ρ(0 < ρ < ∞) satisfait lim
r→∞

sup logn(r,a,f)log r = ρ, pour toute valeur complexe finie a, avec au

plus une exception. Ce résultat général connu sous le nom Théorème de Picard-Borel. L’objet

principal et l’outil de la théorie ont été la classe des fonctions entières et le maximum du module

de la fonction sur le disque |z| ≤ r .

Pour les fonctions méromorphes, le maximum du module ne pouvait pas être l’outil ap-

proprié pour étudier leurs croissance, car il peut devenir infini dans |z| < r pour des valeurs

finies de r en raison de la présence des pôles. En 1924 Rolf Nevanlinna a donné une interpré-

tation ingénieuse de la célèbre formule de Poisson-Jensen et a fondé la théorie des fonctions

méromorphes en introduisant une fonction T (r, f), maintenant connue sous le nom de fonction

caractéristique de Nevanlinna. Que peut-on dire de la distribution des valeurs des fonctions

entières et méromorphes en général? C’est l’objet de la théorie de la distribution des valeurs

qui joue un rôle très important dans l’étude de la croissance et l’oscillation des solutions des

équations différentielles linéaires dans le domaine complexe.

Pour les équations différentielles complexes, il y a une ligne intéressante d’enquêtes sur la
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distribution des racines des solutions. Si une fonction f(z) à valeurs complexes a des racines

z1, z2, ... (disposées dans l’ordre croissant de leurs modules ), l’exposant de convergence λ (f)

est défini par inf
{
λ :
∑
1/ |zj |λ <∞

}
. La théorie de l’oscillation complexe d’équations dif-

férentielles (voir [1] et [23]) étudie les exposants de convergence des solutions, ce qui donne

des informations sur les distributions des racines. Après que S. Bank et I. Laine ont fait des

travaux originaux dans les années 1980, de nombreux résultats importants ont été obtenus

sur la théorie de l’oscillation complexe des solutions des équations différentielles linéaires en

C (voir [1] , [3] , [4] , [5] , [10] , [13] [30] et [31]) . Il est très connu que les solutions de l’équation

différentielle

f (k) +Ak−1 (z) f
(k−1) + · · ·+A1 (z) f ′ +A0 (z) f = 0 (2)

sont des fonctions entières d’ordre fini si et seulement si touts les coeffi cients Aj(z) (j =

0, 1, . . . , k − 1) sont des polynômes. Si l’un des coeffi cients Aj(z) est une fonction transcen-

dante, alors il existe au moins une solution d’ordre infini, une question qui se pose dans ce cas:

comment bien estimer le taux de croissance? la réponse est d’introduire le concept de la notion

de l’hyper-ordre, aussi si ce dernier n’est pas fini nous avons besoin de définir l’ordre p−itératif.

Dans ce mémoire nous voulons étudier la croissance et l’oscillation des solutions des équa-

tions différentielles linéaires d’ordre supérieur où les coeffi cientsAj(z) sont d’ordre p−itératif(0 <

p <∞), en but d’améliorer et prolonger quelques résultats. Il est composé d’une introduction

et de trois chapitres.

Le premier chapitre contient des rappels et définitions de la théorie de R.Nevanlinna, et

quelques résultats concernant l’équation (2) et aussi l’équation non homogène

f (k) +Ak−1 (z) f
(k−1) + · · ·+A1 (z) f ′ +A0 (z) f = F, (3)

où les coeffi cients sont d’ordre fini.

4



Dans le deuxième chapitre, on étudie la croissance et l’oscillation des solutions des équations

différentielles (2) et (3) dans le cas où les coeffi cients sont des fonctions entières d’ordre itératif

fini, dans le but d’améliorer les résultats de Jin Tu et Teng Long et est d’etendre les résultats

de Cui-Yan Zhang et Jin Tu. Aussi, on démontre les résultats précédents sous autres nouvelles

hypothèses.

Dans le troisième chapitre, on étudie les mêmes équations mais avec des coeffi cients méro-

morphes, en but de prouver les résultats de J.Tu et Z.X. Chen en utilisant d’autres conditions.
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Chapitre 1

Eléments de la théorie de R. Nevanlinna

1.1 Introduction et résultats

Notre objectif dans ce chapitre est de donner les définitions de base de la théorie de Nevanlinna

des fonctions méromorphes, et de rappeler les résultats de Zong-Xuan Chen et Shi-An Gao, qui

ont examiné la croissance des solutions d’équations différentielles linéaires d’ordre supérieur, et

ils ont donné des estimations plus précises en utilisant la définition de l’ordre et l’hyper-ordre .

1.1.1 La formule de Poisson-Jensen

Soit f(z) une fonction méromorphe dans le disque |z| ≤ R (0 < R <∞) , et soient aj(j =

1, 2, . . . ,m) et bk (k = 1, 2, . . . , n) respectivement, les zéros et les pôles de f(z) dans |z| < R,

chaque zéro et pôle étant comptés selon leurs multiplicités. Si z = reiθ est un point dans |z| < R

distinct de aj et bk, alors

log |f (z)| =
1

2π

∫ 2π

0
log
∣∣∣f (Reiφ)∣∣∣ R2 − r2

R2 − 2Rr cos (θ − φ) + r2dφ

+
m∑
j=1

log

∣∣∣∣R (z − aj)R2 − ajz

∣∣∣∣− n∑
k=1

log

∣∣∣∣R (z − bk)R2 − bkz

∣∣∣∣
Preuve. On pose

F (ζ) = f (ζ)

∏n
k=1

R(z−bk)
R2−bkz∏m

j=1
R(z−aj)
R2−ajz

. (1.1.1)
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Alors F (ζ) n’a pas de zéros et de pôles dans |z| ≤ R et donc elle est analytique sur |z| ≤ R.

Choisissons une branche analytique de logF (z) dans |ζ| ≤ R et en utilisant la formule de

Poisson, nous avons

logF (ζ) =
1

2π

∫ 2π

0
logF

(
Reiφ

) R2 − r2
R2 − 2Rr cos (θ − φ) + r2dφ.

En prenant les parties réelles et en utilisant < logF (ζ) = log |F (ζ)| , nous obtenons

log |F (ζ)| = 1

2π

∫ 2π

0
log
∣∣∣F (Reiφ)∣∣∣ R2 − r2

R2 − 2Rr cos (θ − φ) + r2dφ. (1.1.2)

Par (1.1.1) et (1.1.2) , nous avons

log |f (ζ)| =
1

2π

∫ 2π

0
log
∣∣∣F (R.eiφ)∣∣∣ R2 − r2

R2 − 2Rr cos (θ − φ) + r2dφ

+
m∑
j=1

log

∣∣∣∣R (ζ − aj)R2 − ajζ

∣∣∣∣− n∑
k=1

log

∣∣∣∣R (ζ − bk)R2 − bkζ

∣∣∣∣ . (1.1.3)

Aussi, pour ζ = R.eiθ et |a| < R, nous avons

∣∣∣∣R (ζ − a)R2 − aζ

∣∣∣∣ = 1
ce qui implique que

log

∣∣∣∣R (ζ − a)R2 − aζ

∣∣∣∣ = 0
pour |ζ| = R et ainsi de (1.1.1) il s’ensuit que log |F (ζ)| = log |f (ζ)| , et (1.1.3) se réduit à

log |f (z)| =
1

2π

∫ 2π

0
log
∣∣∣f (R.eiφ)∣∣∣ R2 − r2

R2 − 2Rr cos (θ − φ) + r2dφ

+
m∑
j=1

log

∣∣∣∣R (z − aj)R2 − ajz

∣∣∣∣− n∑
k=1

log

∣∣∣∣R (z − bk)R2 − bkz

∣∣∣∣
comme désiré. En particulier, le cas spécial z = 0, nous donne

log |f (0)| = 1

2π

∫ 2π

0
log
∣∣∣f (R.eiφ)∣∣∣ dφ+ m∑

j=1
log
∣∣∣aj
R

∣∣∣− n∑
k=1

log

∣∣∣∣bkR
∣∣∣∣ (1.1.4)
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à condition que f (0) 6= 0,∞. L’équation (1.1.4) est appelée formule de Jensen. Si f (0) = 0 ou

∞, alors

f (z) =
∞∑
k=m

Ckz
k, Cm 6= 0, m ∈ Z.

En fait, si m > 0 l’origine est un zéro d’ordre m, et si m < 0 l’origine est un pôle d’ordre m.

Donc F (0) 6= 0,∞, et F (z) et f (z) ont les mêmes zéros et les mêmes pôles. Maintenant en

appliquant la formule de Jensen à F (z) , nous trouvons

log |Cm| =
1

2π

∫ 2π

0
log
∣∣∣f (R.eiφ)∣∣∣ dφ+ m∑

j=1
log
∣∣∣aj
R

∣∣∣− n∑
k=1

log

∣∣∣∣bkR
∣∣∣∣−m logR. (1.1.5)

1.1.2 Reformulation de la formule de Jensen -La Théorie de Nevanlinna

Définition 1.1.1 Pour tout nombre réel x ≥ 0, nous définissons

log+ x = max {0, log x} .

Lemme 1.1.1 (1) log x ≤ log+ x;

(2) log+ x ≤ log+ y pour x ≤ y;

(3) log x = log+ x− log+ 1
x ;

(4) |log x| = log+ x+ log+ 1
x ;

(5) log+ (
∏n
k=1 xk) ≤

∑n
k=1 log

+ xk;

(6) log+ (
∑n

k=1 xk) ≤ log n+
∑n

k=1 log
+ xk.

Preuve. (1) − (4) sont des conséquences immédiates de la Définition 1.1.1 et la monotonie de

la fonction logarithme ordinaire.

(5) Si
∏n
k=1 xk ≤ 1, alors l’affi rmation est triviale. D’autre part, si

∏n
k=1 xk > 1, alors

log+
(

n∏
k=1

xk

)
= log

(
n∏
k=1

xk

)
=
∑n

k=1 log xk ≤
∑n

k=1 log
+ xk.

(6) Par (2) et (5) ci-dessus,

log+
(

n∑
k=1

xk

)
≤ log+

(
n max
1≤k≤n

xk

)
≤ log n+ log+

(
max
1≤k≤n

xk

)
≤ log n+

n∑
k=1

log+ xk.
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Soit f une fonction méromorphe dans le disque |z| ≤ t. On désigne par n (t, a, f) le nombre

de zéros de l’équation f (z) = a dans le disque | z | ≤ t, chaque racine étant comptée avec son

ordre de multiplicité et par n (t,∞, f) le nombre de pôles de la fonction f (z) dans le disque

| z | ≤ t, chaque pôle étant compté avec son ordre de multiplicité. On désigne par n (t, a, f)

le nombre de zéros distincts de l’équation f (z) = a dans le disque | z | ≤ t, et par n (t,∞, f)

le nombre des pôles distincts de la fonction f (z) dans le disque | z | ≤ t. Alors, on définit

m (r, a, f) la fonction de proximité de la fonction f au point a par :

m (r, a, f) = m(r,
1

f − a) =
1

2π

2π∫
0

log+
1

|f (reiθ)− a|dθ si a 6=∞,

m (r,∞ , f) = m(r, f) =
1

2π

2π∫
0

log+
∣∣∣f (reiθ)∣∣∣ dθ si a =∞.

On définit N (r, a, f) la fonction de comptage a-points de la fonction f par

N (r, a, f) = N(r,
1

f − a) =
r∫
0

n (t, a, f)− n (0, a, f)
t

dt+ n (0, a, f) log r si a 6=∞,

N (r,∞, f) = N(r, f) =

∫ r

0

n (t,∞, f)− n (0,∞, f)
t

dt+ n (0,∞, f) log r si a =∞,

et

N (r, a, f) = N(r,
1

f − a) =
∫ r

0

n (t, a, f)− n (0, a, f)
t

dt+ n (0, a, f) log r si a 6=∞

N (r,∞, f) = N(r, f) =

∫ r

0

n (t,∞, f)− n (0,∞, f)
t

dt+ n (0,∞, f) log r si a =∞ ;

m (r, a) est défini comme étant la valeur moyenne de log+
∣∣∣ 1
f−a

∣∣∣ (ou log+ |f | si a =∞) sur
le cercle |z| = r. La fonction de comptage a-points N (r, a) indique la densité des racines de

l’équation f(z) = a dans le disque |z| < r. Maintenant revenons à (1.1.4) . En utilisant la
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troisième propriété du log+, nous constatons que

1

2π

∫ 2π

0
log
∣∣∣f (reiφ)∣∣∣ dφ =

1

2π

∫ 2π

0
log+

∣∣∣f (reiφ)∣∣∣ dφ− 1

2π

∫ 2π

0
log+

1

|f (reiφ)|dφ(1.1.6)

= m(r, f)−m(r, 1
f
)

Ensuite, soit |bk| = rk, alors nous avons

n∑
k=1

log
r

rk
=

∫ r

0
log

r

t
d [n (t, f)− n (0, f)]

= [n (t, f)− n (0, f)] log r
t
|r0 +

∫ r

0

n (t, f)− n (0, f)
t

dt

=

∫ r

0

n (t, f)− n (0, f)
t

dt

De même, nous avons

m∑
k=1

log
r

|ak|
=

∫ r

0

n
(
t, 1f

)
− n

(
0, 1f

)
t

dt

Avec ces notations et (1.1.4) , (1.1.5) ( avec m = n
(
0, 1f

)
− n (0, f)), nous avons

m (r, f)−m
(
r,
1

f

)
−m

(
r,
1

f

)
+N (R, f) = log |f (0)| , (1.1.7)

et

m (R, f)−m
(
R,
1

f

)
−m

(
R,
1

f

)
+N (r, f) = log |Cm| ,

Définition 1.1.2 ( Fonction caractéristique de R. Nevanlinna) Soit f une fonction

méromorphe non constante et a un nombre complexe ou a =∞. On définit T (r, f) la fonction

caractéristique de R.Nevanlinna de la fonction f par:

T (r, f) = m (r, f) +N (r, f) .

Théorème 1.1.1 [22, 25](Premier théorème fondamental de R. Nevanlinna). Soit f

une fonction méromorphe non constante et soit

f (z)− a =
∞∑
i=m

Ciz
i (Cm 6= 0) ,
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la série de Laurent de f − a. Alors pour tout nombre complexe a, on a

T

(
r,

1

f − a

)
= T (r, f)− log |Cm|+ ϕ (r, a) ,

où ϕ (r, a) ≤ log 2 + log+ a.

Preuve. Soit h (z) = f (z)− a. Alors N (r, h) = N (r, f) . Comme

log+ |h| = log+ |f − a| ≤ log+ |f |+ log+ |a|+ log 2,

et

log+ |f | = log+ |f − a+ a| ≤ log+ |f − a|+ log+ |a|+ log 2,

alors l’intégration de ces inégalités donne

m (r, h) ≤ m (r, f) + log+ |a|+ log 2,

et

m (r, f) ≤ m (r, h) + log+ |a|+ log 2.

Donc

ϕ (r, a) = m (r, h)−m (r, f)

vérifie

|ϕ (r, a)| ≤ log+ |a|+ log 2.

Maintenant en appliquant la formule de Jensen à h nous obtenons

T

(
r,
1

h

)
= T (r, h)− log |Cm|

= m (r, f) +N (r, f)− log |Cm|+ ϕ (r, a)

= T (r, f)− log |Cm|+ ϕ (r, a) .

Remarque 1.1.1 Le premier théorème fondamental de R. Nevanlinna peut aussi être formulé
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sous la forme

T

(
r,

1

f − a

)
= T (r, f) +O (1) ,

où O (1) reste bornée quand r →∞.

Proposition 1.1.1 [25] . Soient f, f1, . . . , fn des fonctions méromorphes et α, β, γ, δ ∈ C, tels

que αδ − βγ 6= 0. Alors

(a) T (r,
∏n
k=1 fk) ≤

∑n
k=1 T (r, fk) , n ≥ 1,

(b) T (r, fn) = nT (r, f) , n ∈ N,

(c) T

(
r,

n∑
i=1

fi

)
≤

n∑
i=1

T (r, fi) + log n, n ≥ 1,

(d) T
(
r, αf+βγf+δ

)
= T (r, f) +O (1) , en supposant que f /≡− δ/γ.

Preuve. (a) et (c) , en utilisant les propriétés (5) et (6) de log+ on peut facilement en déduire

que si fk (k = 1, . . . , n) sont des fonctions méromorphes, alors

1. m (r,
∏n
k=1 fk) ≤

∑n
k=1 m (r, fk) ;

2. m (r,
∑n

k=1 fk) ≤
∑n

k=1 m (r, fk) + log n.

En outre, puisque l’ordre du pôle de
∑n

k=1 fk en z0 ne dépasse pas la somme des ordres des

pôles de fk en z0, nous avons

N (r,
∑n

k=1 fk) ≤
∑n

k=1N (r, fk) .

Cette inégalité avec la propriété 2 ci-dessus, donne

T (r,
∑n

k=1 fk) ≤
∑n

k=1 T (r, fk) + log n.

De même, nous avons

T (r,
∏n
k=1 fk) ≤

∑n
k=1 T (r, fk) .

(b) Il suffi t d’observer que |fn| = |f |n ≤ 1 si et seulement si |f | ≤ 1.

(d) On pose f1 = f + d/c, f2 = cf1, f3 = 1/f2, f4 =
(βγ−αδ)f3

γ , alors g (z) = f4 + α/γ.
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Maintenant, en utilisant les inégalités (a) et (c) dans la proposition précédente, nous trou-

vons

T (r, g) = T (r, f4) +O (1)

= T (r, f3) +O (1)

= T (r, f2) +O (1)

= T (r, f1) +O (1)

= T (r, f) +O (1) .

La propriété la plus importante de la fonction caractéristique permettant de mesurer la

croissance des fonctions méromorphes est: T (r, f) est une fonction croissante de r et convexe

de log r.

Pour établir cette propriété nous montrons d’abord une autre représentation de T (r, f) . En

appliquant la formule de Jensen avec R = 1 à la fonction g (z) = a− z, nous trouvons

1

2π

∫ 2π

0
log+

∣∣∣R.eiφ − a∣∣∣ dφ = log+ |a| , ∀a ∈ C. (1.1.8)

Soit 0 < r < R. En appliquant la formule de Jensen à la fonction f (z)− eiθ, nous trouvons

log
∣∣∣f (0)− eiθ∣∣∣ = 1

2π

∫ 2π

0
log+

∣∣∣f (reiφ)− eiθ∣∣∣ dφ−N (r, 1

f − eiθ

)
+N

(
r, f − eiθ

)
.

L’intégration par rapport à θ de 0 à 2π donne

1

2π

∫ 2π

0
log
∣∣∣f (0)− eiθ∣∣∣ dθ =

1

2π

∫ 2π

0

[
1

2π

2π∫
0

log+
∣∣∣f (reiφ)− eiθ∣∣∣ dφ] dθ

− 1

2π

∫ 2π

0
N

(
r,

1

f − eiθ

)
dθ +

1

2π

2π∫
0

N
(
r, f − eiθ

)
dθ.
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En utilisant (1.1.8) avec a = f
(
reiφ

)
nous constatons que

1

2π

∫ 2π

0
log
∣∣∣f (0)− eiθ∣∣∣ dθ =

1

2π

∫ 2π

0
log+

∣∣∣f (reiφ)∣∣∣ dφ
− 1

2π

∫ 2π

0
N

(
r,

1

f − eiθ

)
dθ +N (r, f)

= m (r, f) +N (r, f)− 1

2π

∫ 2π

0
N

(
r,

1

f − eiθ

)
dθ

= T (r, f)− 1

2π

∫ 2π

0
N

(
r,

1

f − eiθ

)
dθ.

Par une autre application de (1.1.8), on obtient que

T (r, f) =
1

2π

∫ 2π

0
N

(
r,

1

f − eiθ

)
dθ + log+ |f (0)| . (1.1.9)

L’équation (1.1.9) est appelée identité de Henri Cartan, c’est une autre représentation de

T (r, f) . Comme N(r, eiθ) est une fonction croissante de r, et par l’identité de Cartan (1.1.9),

on obtient que T (r, f) est une fonction croissante de r. Encore de l’identité de Cartan, nous

avons
dT (r, f)

d log r
=

d

d log r

1

2π

∫ 2π

0

(∫ r

0
n
(
t, eiθ

) dt
t

)
dθ =

1

2π

∫ 2π

0
n
(
r, eiθ

)
dθ.

Comme le côté droit est positif et croissante avec r, il s’ensuit que T (r, f) est une fonction

convexe de log r. Ainsi T (r, f) est une fonction croissante de r et convexe de log r. La fonction

m(r, a) n’est pas croissante, ni décroissante en général. Par exemple

f (z) =
1

z2 − 1 .

On a |f (z)| < 1 pour |z| < 1
2 ou |z| > 2. Cela implique que m(r, f) = 0 pour |z| ≤

1
2 ou |z| ≥ 2.

D’autre part si r = 1, nous avons

m(r, f) =
1

2π

∫ 2π

0
log+

∣∣∣f (eiφ)∣∣∣ dφ
=

1

2π

∫ 2π

0
log+

1

|1− e2iφ|dφ→∞ quand φ→ 0

et ainsi m(r, f) > 0, en fait il est assez grand.
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Corollaire 1.1.2 Nous avons l’inégalité

1

2π

∫ 2π

0
m(r, eiθ)dθ ≤ log 2.

Preuve. D’après le premier théorème fondamental de Nevanlinna, nous avons

T (r, f) = m(r, eiθ) +N(r, eiθ) + log+
∣∣∣f (0)− eiθ∣∣∣+ ϕ(r, eiθ)

où |ϕ (r, a)| ≤ log 2. L’intégration des deux côtés par rapport à θ de 0 à 2π et en utilisant

l’identité de Cartan, nous obtenons

T (r, f) =
1

2π

∫ 2π

0
m(r, eiθ)dθ + T (r, f) +

1

2π

∫ 2π

0
ϕ
(
r, eiθ

)
dθ,

ce qui implique que

1

2π

∫ 2π

0
m(r, eiθ)dθ = − 1

2π

∫ 2π

0
ϕ
(
r, eiθ

)
dθ ≤ log 2.

Remarque 1.1.2 Le dernier résultat montre que m(r, a) est bornée dans la moyenne sur le

cercle |a| = 1. Ainsi, si T (r, f)est grand, m(r, a) est bornée et N(r, a) est presque égale à T (r, f)

pour la plupart des valeurs de a.

Comme nous l’avons mentionné précédemment, si f est une fonction entière, alors T (r, f) se

comporte comme log+ M(r, f) et cela est une conséquence de l’inégalité fondamentale suivante:

Théorème 1.1.3 [22] . Si f est holomorphe dans |z| ≤ R et M(r, f) = max {|f (z)| : |z| ≤ r} ,

alors

T (r, f) ≤ log+M(r, f) ≤ R− r
R+ r

T (R, f) (0 ≤ r < R) .

Preuve. Comme f est holomorphe dans |z| ≤ R , pour 0 ≤ r < R, nous avons
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T (r, f) = m(r, f) =
1

2π

∫ 2π

0
log+

∣∣∣f (reiθ)∣∣∣ dθ
≤ 1

2π

∫ 2π

0
log+M(r, f)dθ

= log+M(r, f)

ce qui prouve l’inégalité de gauche. L’inégalité de droite est triviale si M(r, f) ≤ 1. Ainsi, nous

supposons que M(r, f) > 1. Soit z0 un point sur le cercle |z| = r tel que |f(z0)| = M(r, f).

Puisque f n’a pas de pôles dans |z| < R et
∣∣∣R(z−aj)R2−ajz

∣∣∣ < 1, la formule de Poisson-Jensen donne
log+M(r, f) = log |f (z0)| =

1

2π

∫ 2π

0
log+

∣∣∣f (R.eiθ)∣∣∣ R2 − r2
R2 − 2Rr cos (θ − φ) + r2dφ

≤ R− r
R+ r

1

2π

∫ 2π

0
log+

∣∣∣f (R.eiθ)∣∣∣ dφ = R− r
R+ r

m(r, f)

=
R− r
R+ r

T (r, f).

Définition 1.1.3 (L’ordre et l’hyper-ordre). Soit f une fonction méromorphe, on définit

l’ordre σ (f) de la fonctions f par:

σ (f) = lim sup
r→+∞

log T (r, f)

log r
,

et on définit l’hyper ordre σ2 (f) de la fonction f par :

σ2 (f) = lim sup
r→+∞

log log T (r, f)

log r
.

Exemple 1.1.1 Soit f une fonction rationnelle

f(z) =
P (z)

Q (z)
=

anz
n + an−1zn−1 + · · ·+ a0

bmzm + bm−1zm−1 + · · ·+ b0
, an, bm 6= 0.

distinguons les deux cas suivants :

Premier cas. Si m ≥ n . Dans ce cas lim
|z|→∞

f (z) est fini , il y a donc un nombre réel positif r0
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tel que n(r, f) = m ∀r ≥ r0. Donc

N (r, f) =

∫ r0

0

n (t,∞)− n (0,∞)
t

dt+

∫ r

r0

m− n (0,∞)
t

dt+ n (0,∞) log r

= (m− n (0,∞)) (log r − log r0) + n (0,∞) log r +O (1)

= m log r −m log r0 + n (0,∞) log r0 +O (1) = m log r +O (1) .

Notons que pour un polynôme P (z) = anz
n + an−1zn−1 + · · ·+ a0 avec an 6= 0, pour un ε > 0

il existe un r0 > 0 tel que ∀r = |z| > r0 nous avons

(1− ε) |an| rn ≤ |P (z)| ≤ (1 + ε) |an| rn.

Donc ∀r ≥ r0 nous pouvons écrire |P (z)| = |an| rn (1 + o (1))

et |Q (z)| = |bm| rm (1 + o (1)) et donc m (r, f) = O (1) . Alors dans ce cas

T (r, f) = m log r +O (1) = O (log r) .

Deusieme cas. Lorsque m < n. Dans ce cas, nous appliquons la formule de Jensen et les

arguments utilisés dans le premier cas et nous obtenons

T (r, f) = T

(
r,
1

f

)
+O (1) = n log r +O (1) = O (log r) .

Alors pour une fonction rationnelle f nous avons T (r, f) = O (log r) . En outre, l’inverse de cette

assertion est vrai. Autrement dit, si f est une fonction méromorphe avec T (r, f) = O(log r),

alors f est une fonction rationnelle.

Exemple 1.1.2 Soit f(z) = ez . Nous avons n(t, f) = 0 car f n’admet pas des pôles, par
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conséquent N(r, f) = 0. De plus

m(r, f) =
1

2π

2π∫
0

log+
∣∣∣ereiθ ∣∣∣ dθ = 1

2π

2π∫
0

log+
∣∣∣er cos θ∣∣∣ dθ

=
1

2π


π
2∫
0

(r cos θ) dθ +

2 π∫
3 π
2

(r cos θ) dθ

 =
r

π

Donc T (r, f) = r
π . D’où

σ(ez) = lim
r→∞

sup
log T (r, f)

log r
= 1.

Exemple 1.1.3 Soit f(z) = ez
2
. Nous avons n(t, f) = 0 car f n’admet pas de pôles, par

conséquent N(r, f) = 0. De plus

m(r, f) =
1

2π

2π∫
0

log+
∣∣∣er2e2iθ ∣∣∣ dθ = 1

2π

2π∫
0

log+
∣∣∣er2 cos 2θ∣∣∣ dθ

=
1

2π


π
4∫
0

(
r2 cos 2θ

)
dθ +

5π
4∫

3 π
4

(
r2 cos 2θ

)
dθ +

2π∫
5 π
4

(
r2 cos 2θ

)
dθ

 =
r2

π
.

D’où

σ(ez
2
) = lim

r→∞
sup

log T (r, f)

log r
= lim

r→∞
sup

log r
2

π

log r
= 2.

Exemple 1.1.4 Soit P (z) =
n∑
k=0

akz
k un polynôme de degré n ≥ 1 et soit f (z) = eP (z). Nous

calculons T (r, f) lorsque P (z) = anz
n. Soit an = |an| eiϕ, z = reiθ. Alors

|f (z)| = e|an|r
n cos(nθ+ϕ)
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et nous avons donc

m(r, f) =
1

2π

2π∫
0

log+ e|an|r
n cos(nθ+ϕ)dθ

=
1

2π

2nπ+ϕ∫
ϕ

log+ e|an|r
n cos(τ)dτ

=
1

2nπ

2nπ∫
0

log+ e|an|r
n cos(τ)dτ

=
|an| rn
2π

π
2∫

−π
2

cos (τ) dτ

=
|an| rn
π

.

Comme f est entière, donc, T (r, f) = m(r, f) = |an|rn
π . Or, puisque

T (r, f) = T
(
r, eP (z)

)
= T

(
r, eanz

n
.ean−1z

n−1
...ea0

)
et

T
(
r, ean−kz

n−k
)
=
|an−k| rn−k

π
= o

(
|an| rn
π

)
= o

(
T
(
r, eanz

n))
,

il s’ensuit que

T (r, f) = T
(
r, eP (z)

)
∼ T

(
r, eanz

n)
=
|an|
π
rn (r →∞) .

D’où σ
(
ea0+a1z+...+anz

n)
= lim

r→∞
sup log T (r,f)log r = lim

r→∞
sup

log
|an|
π
rn

log r = n. Alors on a par exemple

σ
(
ez

3
)
= 3 ; σ

(
ez

5+3z2−2
)
= 5 .

Si f (z) = exp (ez) , alors

T (r, f) ∼ er

(2π3r)
1
3

(quand r →∞) ;
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D’où σ
(
ee
z)
=∞.

σ2 (e
z) = 0 ; σ2 (exp (e

z)) = 1 ; σ2

(
exp

(
ez

2
))
= 2.

Définition 1.1.4 (L’exposant de convergence des zéros ). Soit f une fonction méromor-

phe. Alors l’exposant de convergence des zéros de la fonction f est noté par

λ (f) = lim
r→+∞

logN
(
r, 1f

)
log r

,

et on note par

λ (f) = lim
r→+∞

logN
(
r, 1f

)
log r

à l’exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f .

Exemple 1.1.5 (i) Comme la fonction f(z) = exp(ez) n’a pas de zéros, alors λ(exp(ez)) = 0

= λ(exp(ez)).

(ii) Pour la fonction f(z) = ez − 12. Nous avons les zéros de f sont zk = ln 12 + 2kπi ( avec k

∈ Z). Pour t ≥ 0 , nous avons 2k + 1 zéros de la fonction f dans le disque |z| ≤ t (voir la

Figure 01) :

t2 = (2πk)2 + ln2 12 d’où k2 =
t2 − ln2 12
4π2

;

Donc pour t suffi samment grand on a :

n(t,
1

f
) = 2k + 1 ' 2

√
t2 − ln2 12
4π2

+ 1 ' t

π
;

D’où

N(r,
1

f
) =

r∫
0

n
(
t, 1f

)
− n

(
0, 1f

)
t

dt+ n

(
0,
1

f

)
ln r =

r∫
0

1

π
dt =

1

π
r

Par conséquent λ(f) = 1 = λ (f) .

Définition 1.1.5 (La mesure linéaire, la mesure logarithmique et la densité loga-

rithmique supérieure). Supposons que E ⊂ [1,+∞), on note par m(E) à la mesure linéaire
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de l’ensemble E et par lm(E) à la mesure logarithmique de l’ensemble E, avec

m (E) =

∫ +∞

1
χE (t) dt ,

et

lm (E) =

∫ +∞

1

χE (t)

t
dt ,

où χE (t) est la fonction caractéristique de l’ensemble E . La densité logarithmique supérieure

de l’ensemble E est définie par :

densE = lim
r →+∞

lm(E ∪ [0, r])
log r

.

Exemple 1.1.6 ( i ) La mesure linéaire de l’ensemble E = [1, e] ⊂ [1,∞) est

m (E) =

∞∫
1

χ
E
(t) dt =

e∫
1

dt = e− 1.

( ii ) La mesure logarithmique de l’ensemble E =
[
1, e3

]
⊂ [1,∞) est

lm (E) =

∞∫
1

χ
E
(t)

dt

t
=

e3∫
1

dt

t
= 3.

( iii ) La mesure linéaire d’un ensemble fini E est nulle

m (E) = 0.

Définition 1.1.6 (l’indice central ). Soit f (z) =
∞∑
n=0

anz
n une fonction entière, le terme max-

imum de f est défini par µ (r) = max {|an| rn, n = 0, 1, 2, ...} et l’indice central de f est défini

par vf (r) = max {m,µ (r) = |am| rm} .

Exemple 1.1.7 Pour le polynôme P (z) = anz
n + · · ·+ a0z0, an 6= 0, on a µ (r) = |an| rn et

vP (r) = n pour r assez grand.
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1.2 Quelques résultats

En 1993, Zong-Xuan Chen et Shi-An Gao ont étudié la croissance des solutions des équations

(2) et (3) et ont obtenu les résultats suivants :

Théorème 1.2.1 [13] . Soient A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) , des fonctions entières satisfaisantes

1) σ (Aj) < σ (A0) <∞, j = 1, 2, ..., k − 1; ou

2) A0 est une fonction transcendante avec σ (A0) < ∞, est A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) , sont des

polynômes . Alors toute solution f /≡0 de (2) satisfait σ (f) =∞.

Théorème 1.2.2 [13] . Supposons que A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) , vérifient les hypothèses du

Théorème 1.2.1. Soit F /≡0 une fonction entière avec σ (F ) < ∞. Alors toute solution f (z) de

(3) satisfait λ (f) = λ (f) = σ (f) =∞ avec au plus une exception.

En 2000, Zong-Xuan Chen et Chung-Chen Yang ont donné quelques estimations plus pré-

cises en utilisant la définition de l’hyper-ordre et ont obtenu les théorèmes suivants:

Théorème 1.2.3 [14] . Soient A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) , des fonctions entières satisfaisantes

max {σ (Aj) : j = 1, 2, ..., k − 1} < σ (A0) < ∞. Alors toute solution f /≡0 de (2) satisfait

σ2 (f) = σ (A0) .

Théorème 1.2.4 [14] . Supposons que A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) , vérifient les hypothèses du

Théorème 1.2.3. Soit F /≡0 une fonction entière avec σ (F ) < ∞. Alors toute solution f (z) de

(3) satisfait λ2 (f) = λ2 (f) = σ2 (f) = σ (A0) avec au plus une exception.

Pour autant de solutions d’ordre infini, il est naturel de se demander comment estimer

avec précision la croissance de l’ordre des solutions? Récemment, par la définition de l’ordre

itératif, la croissance des solutions d’ordre infini des équations différentielles peuvent être plus

précisément estimées. C’est ce qui se traite dans le chapitre suivant.
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Chapitre 2

Oscillation des équations différentielles linéaires

d’ordre supérieur à coeffi cients fonctions entières

d’ordre itératif fini

2.1 Introduction et résultats

Notre objectif dans ce chapitre est d’étudier la croissance et l’oscillation des solutions des équa-

tions différentielles linéaires d’ordre supérieur à coeffi cients fonctions entières, avec quelques

conditions sur les coeffi cients. Nous rappelons quelques résultats et nous prouvons une général-

isation du théorème de Jin Tu et Teng Long pour donner une estimation précise sur l’ordre

p-itératif. Tout d’abord, on va citer quelques définitions nécessaires à notre travail sur l’ordre

itératif d’une fonction méromorphe. Nous utilisons les mêmes définitions que dans [2] . Pour

tout r ∈ R , nous définissons exp1 r := er et expp+1 r := exp(expp r), p ∈ N . Nous définissons

également pour tout r suffi samment grand log1 r = log r et logp+1 r = log
(
logp r

)
, p ∈ N. En

outre, nous notons exp0 r = r ,log0 r = r , log−1 r = exp1 r et exp−1 r=log1 r.
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Définition 2.1.1 (L’ordre p−itératif ). Soit f (z) une fonction méromorphe. Alors, l’ordre

p−itératif σp(f) de la fonction f est défini par

σp(f) = lim
r→+∞

sup
logp T (r, f)

log r
(p ∈ N) .

Définition 2.1.2 (L’ordre p−itératif inférieur). Soit f (z) une fonction mèromorphe.

Alors, l’ordre p−itératif inférieur µp(f) de la fonction f est défini par

µp(f) = lim
r→+∞

inf
logp T (r, f)

log r
(p ∈ N) .

Définition 2.1.3 Le degré de finitude de l’ordre d’une fonction méromorphe f est défini

par

i (f) =



0 pour f rationnelle,

min {p ∈ N : σp (f) <∞} pour f transcendante telle que

σp (f) <∞ existe pour un certain p ∈ N,

∞ pour f avec σp (f) =∞.

Définition 2.1.4 (Type p-itératif) Soit f une fonction mèromorphe. Le type p-iteratif

τp(f) d’une fonction f d’ordre p−itératif σp(f), (0 < σp(f) <∞) est défini par

τp(f) = lim
r→+∞

sup
logp−1 T (r, f)

rσp(f)
.

Remarque 2.1.1 1) Si f est une fonction entière, alors

σp(f) = lim
r→+∞

sup
logp T (r, f)

log r
= lim

r→+∞
sup

logp+1M (r, f)

log r
,

et

τp(f) = lim
r→+∞

sup
logp−1 T (r, f)

rσp(f)
= lim

r→+∞
sup

logpM (r, f)

rσp(f)
.

2) Pour p = 1, nous notons σ1(f) = σ (f) l’ordre défini en Définition 1.1.3, pour p = 2, σ2(f)

est l’hyper-ordre.
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Définition 2.1.5 (l’exposant p-itératif ). Soit f une fonction méromorphe. Alors l’exposant

p-itératif de convergence de a-points de la fonction f est noté par

λp (f, a) = lim
r→+∞

logp n (r, a)

log r
= lim

r→+∞

logpN (r, a)

log r
,

et on note par

λp (f, a) = lim
r→+∞

logp n (r, a)

log r
= lim

r→+∞

logpN (r, a)

log r

à l’exposant p-itératif de convergence de a-points distincts de la fonction f .

Si a = 0, l’exposant p-itératif de convergence des séquences des zéros de la fonction f , est

défini par

λp (f) = lim
r→+∞

logp n
(
r, 1f

)
log r

= lim
r→+∞

logpN
(
r, 1f

)
log r

.

Si a = ∞, l’exposant p-itératif de convergence des séquences des pôles de la fonction f , est

défini par

λp

(
1

f

)
= lim

r→+∞

logp n (r, f)

log r
= lim

r→+∞

logpN (r, f)

log r
.

En 1998, L. Kinnunen a étudié les propriétés d’oscillation des équations différentielles:

f (k) +Ak−1 (z) f
(k−1) + · · ·+A1 (z) f ′ +A0 (z) f = 0 (2.1.1)

et

f (k) +Ak−1 (z) f
(k−1) + · · ·+A1 (z) f ′ +A0 (z) f = F (z) (2.1.2)

dans le domaine complexe à coeffi cients d’ordre itératif fini, et a obtenu les résultats suivants:

Théorème 2.1.1 [24] . Soient A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) des fonctions entières telles que

i (A0) = p (0 < p <∞) et σp(A0) = σ. Si i (Aj) < p ou σp(Aj) < σp(A0) = σ pour tout

j = 1, · · · , k − 1, alors pour toute solution non triviale f de (2.1.1) , on a i (f) = p + 1 et

σp+1 (f) = σp(A0).
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Théorème 2.1.2 [24] . Soient A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) des fonctions entières satisfaisantes

les hypothèses du Théorème 2.1.1. Soit F /≡0 une fonction entière avec i (F ) = q < p+ 1. Alors

toute solution de (2.1.2) satisfait iλ (f) = iλ (f) = i (f) = p + 1 et λp+1 (f) = λp+1 (f) =

σp+1 (f) = σp(A0), avec au plus une exception.

En 2009, B. Belaïdi a obtenu les mêmes résultats avec des conditions plus faibles que les

conditions de L. Kinnunen , il a obtenu les résultats suivants:

Théorème 2.1.3 [5] . Soient A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) des fonctions entières, et soit i (A0) =

p (0 < p <∞) . Supposons que max {σp(Aj) : j = 1, · · · , k − 1} ≤ σp(A0) = σ (0 < σ <∞) et

max {τp (Aj) : σp(Aj) = σp(A0)} < τp (A0) = τ (0 < τ <∞) . Alors pour toute solution non

triviale f de (2.1.1) , on a i (f) = p+ 1 et σp+1 (f) = σp(A0) = σ.

Théorème 2.1.4 [5] . Soient A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) des fonctions entières, et soit i (A0) =

p (0 < p <∞) . Supposons que σp(Aj) = σ(j = 0, 1, · · · , k − 1), (0 < σ < ∞) et max{τp (Aj) :

j = 1, · · · , k − 1} < τp (A0) = τ (0 < τ <∞) . Alors pour toute solution non triviale f de

(2.1.1) , on a i (f) = p+ 1 et σp+1 (f) = σp(A0) = σ.

Dans les Théorèmes 2.1.1, 2.1.2, 2.1.3 et 2.1.4, les auteurs ont étudié la croissance des solu-

tions de (2.1.1) en vertu de la même condition que le coeffi cient A0(z) dans (2.1.1) croît plus vite

que les autres coeffi cients Aj(z)(j = 1,···, k−1) et obtenaient la même conclusion σp+1(f) = σp

(A0) (p ∈ N). En 2009, Jin Tu et Teng Long ont prouvé la même conclusion avec la condition

lim
r→∞

k−1∑
j=1

m (r,Aj) /m (r,A0) < 1 qui est plus faible que les conditions dans les Théorèmes

2.1.1, 2.1.2, 2.1.3 et 2.1.4. Ils ont obtenu les résultats suivants:

Théorème 2.1.5 [31] . Soient A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) des fonctions entières d’ordre itératif

fini satisfaisantes i (A0) = p, σp(A0) = σ, et lim
r→∞

k−1∑
j=1

m (r,Aj) /m (r,A0) < 1. Alors pour toute

solution non triviale f de (2.1.1) , on a i (f) = p+ 1 et σp+1 (f) = σp(A0) = σ.

Corollaire 2.1.6 [31] . Soient A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) des fonctions entières d’ordre itératif

fini satisfaisantes lim
r→∞

k−1∑
j=1

m (r,Aj) /m (r,A0) < 1, et A0 (z) transcendante avec σ(A0) < ∞.

Alors toute solution non triviale f (z) de l’équation (2.1.1) satisfait σ2 (f) = σ(A0).
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Théorème 2.1.7 [31] . Soient A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) des fonctions entières d’ordre itératif

fini satisfaisantes max {σp(Aj), j 6= 0} ≤ µp(A0) = σp(A0), et lim
r→∞

k−1∑
j=1

m (r,Aj) /m (r,A0) <

1 (r /∈ E6) , où E6 est un ensemble d’une mesure linéaire finie. Alors toute solution non triviale

f (z) de l’équation (2.1.1) satisfait σp+1 (f) = µp(A0) = σp(A0).

La question qui se pose: Peut-on obtenir les mêmes résultats, si l’un des coeffi cients As(z)

dans (2.1.1) croît plus vite que les autres coeffi cients Aj(z)(j 6= s) ? Nous donnons dans le

Théorème suivant une nouvelle estimation quand lim
r→∞

∑
j 6=s

m (r,Aj) /m (r,As) < 1 . On a:

Théorème 2.1.8 Soient A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) des fonctions entières d’ordre itératif fini.

Supposons qu’il existe un As (0 ≤ s ≤ k − 1) avec i (As) = p, σp (As) = σ et

lim
r→∞

∑
j 6=s

m (r,Aj) /m (r,As) < 1. Alors pour toute solution non triviale f de (2.1.1) , on a

σp+1 (f) ≤ σp(As) ≤ σp (f) , et il existe au moins une solution f1 satisfaisant σp+1 (f1) =

σp(As).

Corollaire 2.1.9 Soient A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) des fonctions entières. Supposons qu’il

existe un As (0 ≤ s ≤ k − 1) avec σ (As) <∞ et

lim
r→∞

∑
j 6=s

m (r,Aj) /m (r,As) < 1. Alors pour toute solution non triviale f de (2.1.1) , on a

σ2 (f) ≤ σ(As) ≤ σ (f) .

Exemple 2.1.1 Pour l’équation

f (4) + ezf (3) + exp ezf ′′ + ez
2
f ′ + f = 0.

on a m (r,A0 = 1) = 0, m
(
r,A1 = ez

2
)
= r2

π , m (r,A2 = exp e
z) = er

(2π3r)
1
2
, m (r,A3 = ez) = r

π ,

donc lim
r→∞

∑
j 6=2

m (r,Aj) /m (r,A2) = lim
r→∞

r2

π
+ r
π

er

(2π3r)
1
2

= lim
r→∞

r2

π
+ r
π

er

(
2π3r

) 1
2 = 0 < 1. Alors pour

toute solution non triviale f , on a σ3 (f) ≤ σ2(A2) = 1 ≤ σ2 (f) .

On a aussi les résultats suivants avec d’autres conditions:
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Théorème 2.1.10 Soient A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z)des fonctions entières d’ordre itératif fini.

Supposons qu’il existe une fonction As (0 ≤ s ≤ k − 1) satisfaisante

b = max {σp (Aj) (j 6= s)} < µp (As) et τp (As) > 1. Alors toute solution transcendante de

l’équation (2.1.1) satisfait σp+1 (f) = σp (As) .

Exemple 2.1.1 Pour l’équation

f (6) + 3 exp5
(
z2
)
f (4) − exp5

(
2z4
)
f (3) + zezf = 0,

nous avons 2 = max {σ5 (Aj) (j = 0, 1, 2, 4, 5)} < µ5 (A3) = 4 et τ5 (A3) = 2 > 1. Alors toute

solution transcendante de cette équation satisfait σ6 (f) = σ5 (A3) = 4.

Corollaire 2.1.11 Soient A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) des fonctions entières d’ordre itératif

fini. Supposons que b = max {σp (Aj) (j 6= 0)} < µp (A0) et τp (A0) > 1. Alors toute solution

transcendante de l’équation (2.1.1) satisfait σp+1 (f) = σp (A0) .

Corollaire 2.1.12 Soient A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) , des fonctions entières d’ordre fini. Sup-

posons qu’il existe une fonction As (1 ≤ s ≤ k − 1) satisfaisante b = max {σ (Aj) (j 6= s)} <

µ (As) et τ (As) > 1. Alors toute solution transcendante de l’équation (2.1.1) satisfait σ2 (f) =

σ (As) .

En 2010, Cui-Yan Zhang et Jin Tu ont donné une estimation de l’hyper ordre en utilisant

l’ordre inférieur.

Théorème 2.1.13 [35] . Soient A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) des fonctions entières, telles que

max {σ (Aj) (j 6= 0)} < µ (A0) ≤ σ (A0) < ∞. Alors toute solution f /≡0 de l’équation (2.1.1)

satifait µ (A0) = µ2 (f) ≤ σ2 (f) = σ (A0) .

Corollaire 2.1.14 [35] . Soient A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) des fonctions entières, telles que

max {σ (Aj) (j 6= 0)} < µ (A0) = σ (A0) < ∞. Alors toute solution f /≡0 de l’équation (2.1.1)

satisfait µ2 (f) = σ2 (f) = σ (A0) .
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Nous voulons étendre ces deux résultats de l’ordre à l’ordre p-itératif, nous avons:

Théorème 2.1.15 Soient A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) des fonctions entières d’ordre itératif

fini, telles que max {σp (Aj) (j 6= 0)} < µp (A0) ≤ σp (A0) < ∞. Alors toute solution f /≡0 de

l’équation (2.1.1) satisfait µp (A0) = µp+1 (f) ≤ σp+1 (f) = σp (A0) .

Corollaire 2.1.16 Soient A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) des fonctions entières d’ordre itératif

fini, telles que max {σp (Aj) (j 6= 0)} < µp (A0) = σp (A0) < ∞. Alors toute solution f /≡0 de

l’équation (2.1.1) satisfait µp+1 (f) = σp+1 (f) = σp (A0) .

Nous avons besoin des lemmes suivants pour les preuves de nos Théorèmes.

2.2 Lemmes pour les preuves des théorèmes

Lemme 2.2.1 [30] . Soit f (z) une fonction entière transcendante, et soit z un point tel que

|z| = r et |f (z)| = M (r, f) . Alors pour tout |z| à l’extérieur d’un ensemble E1 de r d’une

mesure logarithmique finie, nous avons

f (n) (z)

f (z)
=

(
vf (r)

z

)k
(1 + o (1)) (n ∈ N, r /∈ E1) ,

où vf (r) est l’indice central de f .

Lemme 2.2.2 [9] . Soit f (z) une fonction entière d’ordre itératif fini satisfaisante σp (f) = σ,

µq (f) = µ, 0 < q ≤ p <∞, et soit vf (r) l’indice central de f. Alors nous avons

lim
r→∞

logp vf (r)

log r
= σ,

lim
r→∞

logq vf (r)

log r
= µ.

Lemme 2.2.3 Soit s un nombre entier naturel. Supposons que f(z) satisfait les hypothèses

du Lemme 2.2.1. Alors l’estimation
∣∣∣ f(z)

f (s)(z)

∣∣∣ ≤ r2s est réalisée pour r suffi samment grand , et

|f (z)| =M (r, f) .
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Preuve. Par le Lemme 2.2.1, il existe un ensemble E1 de r d’une mesure logarithmique finie

tel que pour tout r /∈ E1 nous avons

f (s) (z)

f (z)
=

(
vf (r)

z

)s
(1 + o (1)) .

D’autre part, nous avons d’aprés le Lemme 2.2.2, vf (r) ≥ expp−1 rσ−ε. Donc, pour r

suffi samment grand
∣∣∣ f(z)

f (s)(z)

∣∣∣ = K rs

|vf (r)|s ≤ K
rs

(expp−1 rσ−ε)
s ≤ r2s, où K est une constante

positive.

Lemme 2.2.4 [24] . Soit f une fonction méromorphe transcendante et k ≥ 1 un entier positif.

Alors

m

(
r,
f (k)

f

)
= O (log (rT (r, f)))

à l’extérieur d’un ensemble exceptionnel E2 de mesure linéaire finie. Si f est d’ordre fini, alors

m

(
r,
f (k)

f

)
= O (log r) .

Lemme 2.2.5 [25] . Soient g : (0,+∞) → R, h : (0,+∞) → R deux fonctions monotones

croissantes telles que

(i) g (r) ≤ h (r) est réalisée en dehors d’un ensemble exceptionnel E3 de mesure linéaire

finie. Alors, pour tout α > 1, il existe r0 > 0 tel que g (r) ≤ h (αr) pour tout r > r0.

(ii) g (r) ≤ h (r) est réalisée en dehors d’un ensemble exceptionnel E3 de mesure logarith-

mique finie. Alors, pour tout α > 1, il existe r0 > 0 tel que g (r) ≤ h (rα) pour tout r > r0.

Lemme 2.2.6 [31] . Soit f(z) une fonction méromorphe d’ordre itératif fini satisfaisante i (f) =

p. Alors il existe un ensemble E4 ⊂ (1,+∞) de mesure logarithmique infinie, tel que pour tout

z vérifiant r ∈ E4, nous avons :

lim
r→∞

logp T (r, f)

log r
= σp (f) .

Lemme 2.2.7 [31] . Soit f (z) Une fonction méromorphe d’ordre itératif fini satisfaisante i (f) =
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p, p ∈ N. Alors il existe des fonctions entières U (z) , V (z) et D (z) telles que

f (z) =
U (z) eD(z)

V (z)

et

σp (f) = max
{
σp (U) , σp (V ) , σp

(
eD(z)

)}
.

En outre, pour tout ε > 0, nous avons

exp
{
− exp

{
rσp(f)+ε

}}
≤ |f (z)| ≤ expP

{
rσp(f)+ε

}
(r /∈ E5) ,

où E5 est un ensemble de r de mesure linéaire finie.

Lemme 2.2.8 Soit f (z ) une fonction entière telle que µp (f) < ∞. Alors pour tout ε > 0

donné il existe un ensemble E6 ⊂ (1,∞) d’une mesure logarithmique infinie, tel que pour tout

z satisfaisant |z| = r ∈ E6, nous avons

M (r, f) < expp

{
rµp(f)+ε

}
.

Preuve. Par la définition d’ordre p− iteratif inférieur, il existe une suite {rn}∞n=1 tendant

vers ∞, satisfaisante
(
1 + 1

n

)
rn < rn et

lim
n→∞

logp+1M (rn, f)

log rn
= µp.

Alors pour tout ε > 0 donné, il existe un n1 tel que pour n ≥ n1, nous avons

M (rn, f) < expp

{
r
µp(f)+

ε
2

n

}
.

Soit E7 = ∪∞n=n1
[(

n
n+1

)
rn, rn

]
, alors pour tout r ∈ E7, nous avons

M (r, f) ≤M (rn, f) ≤ expp
{
rnµp(f)+

ε
2

}
≤ expp

{[(
1 +

1

n

)
r

]µp(f)+ ε
2

}
≤ expp

{
rµp(f)+ε

}
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et mlE7 =
∑∞

n=n1

∫ rn
n
n+1

rn
dt
t =

∑∞
n=n1

log
(
1 + 1

n

)
=∞. La preuve est terminée.

Lemme 2.2.9 Soient A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) des fonctions entières d’ordre itératif fini.

Alors toute solution de l’équation (2.1.1) satisfait

µp+1 (f) ≤ max
{
µp (A0) , σp (Aj) : j = 1, . . . , k − 1

}
.

Preuve. De l’équation (2.1.1) , nous avons∣∣∣∣∣f (k) (z)f (z)

∣∣∣∣∣ ≤ |Ak−1|
∣∣∣∣∣f (k−1) (z)f (z)

∣∣∣∣∣+ · · ·+ |A1|
∣∣∣∣f ′ (z)f (z)

∣∣∣∣+ |A0| . (2.2.1)

Par le Lemme 2.2.1, il existe un ensemble E1 ⊂ (1,∞) d’une mesure logarithmique infinie, tel

que pour tout z satisfaisant |z| = r /∈ E1 et |f (z)| =M (r, f) , nous avons

f (j) (z)

f (z)
=

(
vf (r)

r

)j
(1 + o (1)) (j = 1, . . . , k − 1) . (2.2.2)

On pose a = max
{
µp (A0) , σp (Aj) : j = 1, . . . , k − 1

}
, alors pour tout ε > 0 donné et pour r

suffi samment grand, nous avons:

|Aj (z)| < expp
{
ra+ε

}
(j = 1, . . . , k − 1) . (2.2.3)

Par le Lemme 2.2.8, pour tout ε > 0 donné il existe un ensemble E6 ⊂ (1,∞) d’une mesure

logarithmique infinie, tel que pour tout z satisfaisant |z| = r ∈ E6, nous avons:

|A0 (z)| < expp
{
ra+ε

}
. (2.2.4)

En remplaçant (2.2.2)− (2.2.4) dans (2.2.1) , pour tout ε > 0 donné et pour r ∈ E6\E1
suffi samment grand tel que |f (z)| =M (r, f), nous avons:

(
vf (r)

r

)k
|1 + o (1)| ≤ k expp

{
ra+ε

}(vf (r)
r

)k−1
|1 + o (1)| , (2.2.5)
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donc

vf (r) ≤ krM expp
{
ra+ε

}
, (2.2.6)

où M est une constante positive, par le Lemme 2.2.2 nous avons µp+1 (f) ≤ a. Donc la preuve

est terminée.

Lemme 2.2.10 [16] . Soit f1, · · · , fk des solutions méromorphes linéairement indépendantes,

de l’équation différentielle

f (k) + ak−1f
(k−1) + · · ·+ a1f ′ + a0f = 0

où les coeffi cients ak−1, , · · ·, a0 sont des fonctions méromorphes. Alors

m (r, aj) = O

{
log

(
maxT (r, fn)

1≤n≤k

)}
(j = 0, . . . k − 1) .

Lemme 2.2.11 [19] . Soit f (z ) une fonction méromorphe transcendante, et soit α > 1 une

constante donnée. Alors il existe un ensemble E8 ⊂ (1,∞) d’une mesure logarithmique finie, et

une constante B > 0 ne dépendant que de α et (m,n) (m,n ∈ {0, 1, . . . k − 1}) avec m < n tel

que pour tout z satisfaisant |z| = r /∈ [0, 1] ∪ E8, nous avons∣∣∣∣∣ f (n) (z)f (m) (z)

∣∣∣∣∣ ≤ B
(
T (αr, f)

r
(logα r) log T (αr, f)

)n−m
.

Lemme 2.2.12 [5] . Soit f (z ) une fonction d’ordre p−itératif (0 < σp (f) <∞) et de type

p−itératif (0 < τp (f) <∞) . Alors pour tout β < τp (f) donné, il existe un ensemble E9 ⊂

[1,∞) d’une mesure logarithmique infinie, tel que pour tout r ∈ E9, nous avons

logpM (r, f) > βrσp(f).

Lemme 2.2.13 [6, 25] . Supposons que k ≥ 2 et A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) des fonctions en-

tières d’ordre itératif fini. Si f (z) est une solution de l’équation (2.1.1) , alors i (f) ≤ p+ 1 et

σp+1(f) ≤ max {σp(Aj) : j = 0, · · · , k − 1} = σ.
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2.3 Preuves des Théorèmes

2.3.1 Preuve du Théorème 2.1.3

Supposons que f /≡0 est une solution de l’équation (2.1.1) . De l’équation (2.1.1) , nous pouvons

écrire

|A0 (z)| ≤
∣∣∣∣∣f (k)f

∣∣∣∣∣+ |Ak−1 (z)|
∣∣∣∣∣f (k−1)f

∣∣∣∣∣+ · · ·+ |A1 (z)|
∣∣∣∣f ′f
∣∣∣∣ . (2.3.1)

Par le Lemme 2.2.11, il existe une constante B > 0 et un ensemble E8 ⊂ (1,∞) d’une mesure

logarithmique finie, tel que pour tout z satisfaisant |z| = r /∈ [0, 1] ∪ E8, nous avons∣∣∣∣∣f (j) (z)f (z)

∣∣∣∣∣ ≤ B [T (2r, f)]k+1 (j = 1, 2, ..., k) . (2.3.2)

Si max {σp(Aj) : j = 1, · · · , k − 1} < σp(A0) = σ, alors par le Théorème 2.1.1, nous constatons

que i (f) = p+ 1 et σp+1(f) = σp(A0) = σ.

Simax {σp(Aj) : j = 1, · · · , k − 1} = σp(A0) = σ (0 < σ <∞) etmax {τp (Aj) : σp(Aj) = σp(A0)}

< τp (A0) = τ (0 < τ <∞) . Alors, il existe un ensemble I ⊆ {1, 2, ..., k} tel que σp(Aj) =

σp(A0) = σ (j ∈ I) et τp (Aj) < τp (A0) (j ∈ I) . Donc, nous choisissons α1, α2 satisfaisant

max {τp (Aj) : (j ∈ I))} < α1 < α2 < τp (A0) = τ tel que pour r suffi sament grand, nous avons

|Aj (z)| ≤ expp (α1rσ) (j ∈ I) , (2.3.3)

|Aj (z)| ≤ expp (rα0) (j ∈ {1, 2, ..., k} \I) , (2.3.4)

où 0 < α0 < σ. Par le Lemme 2.2.12, il existe un ensemble E9 ⊂ [1,∞) d’une mesure logarith-

mique infinie, tel que pour tout r ∈ E9, nous avons

M (r,A0) > expp (α2r
σ) . (2.3.5)

Donc par (2.3.1) − (2.3.5) , pour tout z satisfaisant |A0 (z)| = M (r,A0) et pour r suffi sament

grand tel que |z| = r ∈ E9\E8 ∪ [0, 1] , nous avons

expp (α2r
σ) ≤ kB expp (α1rσ) [T (2r, f)]k+1 . (2.3.6)
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Comme 0 < α1 < α2, nous trouvons par (2.3.6) que

exp
(
(1− γ) expp−1 (α2rσ)

)
≤ kB [T (2r, f)]k+1 . (2.3.7)

où γ (0 < γ < 1) est un nombre réel. Par (2.3.7) , le Lemme 2.2.5 et la Définition 2.1.1, nous

avons i (f) ≥ p + 1 et σp+1(f) ≥ σp(A0) = σ. D’autre part par le Lemme 2.2.13, nous avons

i (f) ≤ p+ 1 et σp+1(f) ≤ σp(A0) = σ, donc i (f) = p+ 1 et σp+1(f) = σp(A0) = σ.

2.3.2 Preuve du Théorème 2.1.5

Nous divisons la preuve en deux parties : (i) σp+1 (f) ≥ σp (A0) et (ii) σp+1 (f) ≤ σp (A0)

(i) De l’équation (2.1.1) nous obtenons

−A0 =
f (k) (z)

f (z)
+Ak−1

f (k−1) (z)

f (z)
+ · · ·+A1

f ′ (z)

f (z)
. (2.3.8)

Par le lemme de la dérivée logarithmique et (2.3.8) , nous avons

m (r,A0) ≤
k−1∑
j=1

m (r,Aj) +O (log (rT (r, f))) (r /∈ E) , (2.3.9)

où E est un ensemble de r de mesure linéaire finie. Supposons que

lim
r→∞

k−1∑
j=1

m (r,Aj) /m (r,A0) = α < β1 < 1,

alors pour r suffi samment grand, nous avons

k−1∑
j=1

m (r,Aj) < β1m (r,A0) . (2.3.10)

De (2.3.9) et (2.3.10) , nous avons

(1− β1)m (r,A0) ≤ O (log (rT (r, f))) (r /∈ E) . (2.3.11)
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Par σp(A0) = σ et le Lemme 2.2.6, il existe un ensemble E4 ⊂ (1,+∞) ayant une mesure

logarithmique infinie tel que pour tout r satisfaisant |z| = r ∈ E4\E et pour tout ε > 0, nous

avons

(1− β1) expp−1 rσ−ε ≤ (1− β1)m (r,A0) ≤ O (log (rT (r, f))) . (2.3.12)

Par (2.3.12) ,nous avons

σp+1 (f) ≥ σp (A0) .

(ii) De (2.1.1) , nous obtenons∣∣∣∣∣f (k) (z)f (z)

∣∣∣∣∣ ≤ |Ak−1|
∣∣∣∣∣f (k−1) (z)f (z)

∣∣∣∣∣+ · · ·+ |A1|
∣∣∣∣f ′ (z)f (z)

∣∣∣∣+ |A0| . (2.3.13)

Par le Lemme 2.2.1 et (2.3.13) , pour tout z satisfaisant |z| = r /∈ E1 et |f (z)| =M (r, f) , nous

avons∣∣∣∣∣
(
vf (r)

z

)k
(1 + o (1))

∣∣∣∣∣ ≤ (|Ak−1|+ · · ·+ |A0|)
∣∣∣∣∣
(
vf (r)

z

)k−1
(1 + o (1))

∣∣∣∣∣ (r /∈ E1) , (2.3.14)

où E1 est un ensemble de r de mesures linéaire et logarithmique finie. De (2.3.10) et σp(A0) = σ,

il est facile de voir que σp(Aj) ≤ σ (j = 1, . . . , k − 1) . Par le Lemme 2.2.7 et (2.3.14) , il existe

un ensemble E5 ⊂ (1,+∞) ayant une mesure logarithmique finie tel que pour tout r satisfaisant

|z| = r /∈ E1 ∪ E5, nous avons:∣∣∣∣∣
(
vf (r)

z

)k
(1 + o (1))

∣∣∣∣∣ ≤ k expp rσ+ε
∣∣∣∣∣
(
vf (r)

z

)k−1
(1 + o (1))

∣∣∣∣∣ . (2.3.15)

Par les Lemmes 2.2.1, 2.2.2 et (2.3.15) , nous avons σp+1 (f) ≤ σp (A0) . De (i) et (ii) , on obtient

que toute solution non triviale f (z) de (2.1.1) satisfait σp+1 (f) = σp (A0) = σ.

2.3.3 Preuve du Corollaire 2.1.6

Il suffi t de prendre p = 1 dans le Théorème 2.1.5
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2.3.4 Preuve du Théorème 2.1.8

i) De l’équation (2.1.1) nous obtenons

−As =
f

f (s)

{
f (k)

f
+Ak−1

f (k−1)

f
+ · · ·+As+1

f (s+1)

f
+As−1

f (s−1)

f
· · · (2.3.16)

+A1
f ′

f
+A0

}
.

Par le lemme de la dérivée logarithmique et (2.3.16) , nous avons

m (r,As) ≤ m
(
r,

f

f (s)

)
+
∑
j 6=s

m (r,Aj) +O (log (rT (r, f))) (r /∈ E) , (2.3.17)

où E est un ensemble de r d’une mesure linéaire finie. On remarque que

m

(
r,

f

f (s)

)
≤ m (r, f) +m

(
r,

1

f (s)

)
(2.3.18)

≤ T (r, f) + T

(
r,

1

f (s)

)
= T (r, f) + T

(
r, f (s)

)
+O (1)

≤ (s+ 2)T (r, f) + o (T (r, f)) +O (1) .

Pour r suffi samment grand, nous avons

O (log r + log T (r, f)) ≤ 1
2
T (r, f) . (2.3.19)

Donc, par (2.3.17)− (2.3.19), pour r suffi samment grand, nous avons

m (r,As) ≤ cT (r, f) +
∑
j 6=s

m (r,Aj) , (2.3.20)

où c est une constante. Supposons que lim
r→∞

∑
j 6=s

m (r,Aj) /m (r,As) < α < 1, alors pour r

suffi samment grand, nous avons

∑
j 6=s

m (r,Aj) < αm (r,As) . (2.3.21)
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De (2.3.20) et (2.3.21) , nous avons

(1− α)m (r,As) ≤ cT (r, f) (r /∈ E) . (2.3.22)

Par σp(As) = σ et le Lemme 2.2.6, il existe un ensemble E4 ⊂ (1,+∞) ayant une mesure

logarithmique infinie tel que pour tout r satisfaisant |z| = r ∈ E4\E et pour tout ε > 0, nous

avons

(1− α) expp−1 rσ−ε ≤ (1− α)m (r,As) ≤ cT (r, f) . (2.3.23)

De (2.3.23) , on aura

σp(As) ≤ σp(f), (2.3.24)

ii) Supposons que f /≡0 est une solution de (2.1.1) . Nous pouvons réécrire (2.1.1) sous la forme

f (k)

f
+Ak−1 (z)

f (k−1)

f
+ · · ·+As+1 (z)

f (s+1)

f
+As (z)

f (s)

f
+As−1 (z)

f (s−1)

f
+ · · ·

+A1
f ′

f
+A0 (z) = 0. (2.3.25)

Par le Lemme 2.2.1, il existe un ensemble E1 ⊂ (1,+∞) d’une mesure logarithmique finie tel

que pour tout r satisfaisant |z| = r /∈ [0, 1] ∪ E1 et |f (z)| =M (r, f) , on a

f (n) (z)

f (z)
=

(
vf (r)

z

)n
(1 + o (1)) (n ∈ N, r /∈ E1) . (2.3.26)

Pour ε > 0 donné et pour r suffi samment grand, nous avons

|Aj (z)| ≤ expp
{
rσp(As)+ε

}
(j = 0, 1, · · · , k − 1) . (2.3.27)

En substituant (2.3.26) en (2.3.25) , nous obtenons en utilisant (2.3.27)

(
vf (r)

|z|

)k
|1 + o (1)| ≤ k

(
vf (r)

|z|

)k−1
|1 + o (1)| expp

{
rσp(As)+ε

}
, (2.3.28)
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(r /∈ [0, 1] ∪ E1) . Par le Lemme 2.2.2, le Lemme 2.2.5 et (2.3.28) , nous trouvons que i (f) ≤ p+1

et

σp+1 (f) = lim
r→∞

logp+1 vf (r)

log r
≤ σp(As) + ε. (2.3.29)

Comme ε > 0 est arbitraire, alors

σp+1 (f) ≤ σp(As). (2.3.30)

De (2.3.24) et (2.3.30) nous avons σp+1 (f) = σp(As).

Maintenant, supposons que {f1, . . . , fk} est une solution base de (2.1.1) . Alors par le Lemme

2.2.10

m (r,As) ≤M log

(
max
1≤n≤k

T (r, fn)

)
. (2.3.31)

Nous affi rmons qu’il existe un ensemble E9 ⊂ (0,+∞) d’une mesure logarithmique infinie tel

que

lim
r→∞
r∈E9

logpm (r,As)

log r
= σp(As). (2.3.32)

En effet, il existe une séquence {rn} (rn →∞) telle que

lim
rn→∞

logpm (rn, As)

log rn
= σp(As). (2.3.33)

Prenons E9 =
∞⋃
n=1

[rn,2rn] . Alors sur E9, évidemment (2.3.32) est vérifiée. Notons par En =

{r : r ∈ E9 et m (r, as) ≤M log T (r, fn) (n = 1, . . . , k)} ≤ M log T (r, fn) (n = 1, . . . , k) ,

nous avons
k⋃

n=1
En = E9. Il est facile de voir qu’il existe au moins un En, soit Es qui a une

mesure linéaire infini et sur lequel

lim
r→∞
r∈Es

logpm (r,As)

log r
= σp(As) (2.3.34)

et

m (rn, As) ≤M log T (r, f1) (r ∈ Es) . (2.3.35)

40



De (2.3.34) et (2.3.35) nous avons i (f1) ≤ p+1 et σp+1(f1) ≤ σp(As) ce qui donne i (f1) ≤ p+1

et σp+1(f1) = σp(As). La preuve du Théorème 2.1.8 est complète.

2.3.5 Preuve du Corollaire 2.1.9

Il suffi t de prendre p = 1 dans le Théorème 2.1.6.

2.3.6 Preuve du Théorème 2.1.10

Supposons que f (z) est une solution de (2.1.1) . De l’équation (2.1.1) on a

As =
f (k)

f (s)
+Ak−1

f (k−1)

f (s)
+ · · ·+As+1

f (s+1)

f (s)
+

[
As−1

f (s−1)

f
+ · · ·+A0

]
f

f (s)
. (2.3.36)

Par le Lemme 2.2.11, il existe un ensemble E8 ⊂ (1,∞) d’une mesure logarithmique finie, et

une constante B > 0 tel que pour tout z satisfaisant |z| = r /∈ [0, 1] ∪ E8, nous avons∣∣∣∣∣f (j) (z)f (s) (z)

∣∣∣∣∣ ≤ B.r [T (2r, f)]k+1 , j = s+ 1, . . . , k, (2.3.37)

et ∣∣∣∣∣f (j) (z)f (z)

∣∣∣∣∣ ≤ B.r [T (2r, f)]k+1 , j = 1, 2, . . . , s− 1. (2.3.38)

Pour r suffi samment grand et pour ε > 0, on a

|Aj (z)| ≤ expp
{
rb+ε

}
, (j = 0, . . . , s− 1, s+ 1, . . . , k − 1) (2.3.39)

Par le Lemme 2.2.12 (1 < τp (f)) , il existe un ensemble E9 ⊂ [1,∞) d’une mesure logarithmique

infinie, tel que pour tout r ∈ E9, nous avons logpM (r,As) > rσp(f) pour tout z satisfaisant

|As (z)| =M (r,As) . Pour r ∈ E9 suffi samment grand, nous avons

|As (z)| > expp
{
rσp(As)

}
. (2.3.40)
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Par le Lemme 2.2.3, il existe un ensemble E1 ⊂ (1,∞) d’une mesure logarithmique finie, tel

que pour tout z satisfaisant |z| = r /∈ E1. et |f (z)| =M (r, f) , nous avons

∣∣∣∣ f (z)f (s) (z)

∣∣∣∣ ≤ 2rs, (s ∈ N) . (2.3.41)

En utilisant (2.3.36)−(2.3.41) , nous trouvons que pour z satisfaisant |z| = r ∈ E9−([0, 1]∪E1∪

E8) et |f (z)| =M (r, f)

expp

{
rσp(As)

}
≤ 2rskBr [T (2r, f)]k+1 expp

{
rb+ε

}
(2.3.42)

Comme b + ε < σp (As), alors pour r suffi samment grand expp
{
rb+ε

}
= o

(
expp

{
rσp(As)

})
,

donc

lim
r→+∞

sup
logp+1 T (r, f)

log r
≥ σp (As) (2.3.43)

ainsi

σp+1 (f) ≥ σp (As) . (2.3.44)

D’autre part, nous pouvons réécrire (2.1.1) sous la forme

f (k)

f
+Ak−1 (z)

f (k−1)

f
+ . . .+As+1 (z)

f (s+1)

f
+As (z)

f (s)

f
+As−1 (z)

f (s−1)

f
+ . . .

+A1 (z)
f ′

f
+A0 (z) = 0 (2.3.45)

Par le Lemme 2.2.1 il existe un ensemble E1 d’une mesure logarithmique finie, tel que pour

tout z satisfaisant |z| = r /∈ [0, 1] ∪ E1 et |f (z)| =M (r, f) , nous avons

f (k) (z)

f (z)
=

(
vf (r)

z

)k
(1 + o (1)) . (2.3.46)

Pour ε > 0 donné et r suffi samment grand, nous avons

|Aj (z)| ≤ expp
{
rσp(As)+ε

}
(j = 0, . . . , k − 1) . (2.3.47)
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En substituant (2.3.46) en (2.3.45) , nous obtenons en utilisant (2.3.47)

(
vf (r)

|z|

)k
|1 + o (1)| ≤ k

(
vf (r)

|z|

)k
|1 + o (1)| expp

{
rσp(As)+ε

}
, (2.3.48)

pour r /∈ [0, 1]∪E1. Par le Lemme 2.2.5, le Lemme 2.2.2 et (2.3.48) nous trouvons que i (f) ≤ p+1

et

σp+1 (f) = lim
r→∞

logp vf (r)

log r
≤ σp (As) + ε. (2.3.49)

Comme ε > 0 est arbitraire, alors

σp+1 (f) ≤ σp (As) . (2.3.50)

Les relations (2.3.44) et (2.3.50) implique que σp+1 (f) = σp (As) .

2.3.7 Preuve du Corollaire 2.1.11

Il suffi t de prendre s = 0, dans le Théorème 2.1.10.

2.3.8 Preuve du Corollaire 2.1.12

Il suffi t de prendre p = 1, dans le Théorème 2.1.10.

2.3.9 Preuve du Théorème 2.1.15

On sait que toute solution non triviale f de l’équation (2.1.1) satisfait σp+1 (f) = σp (A0) . Donc

nous avons seulement besoin de prouver que toute solution non trivialef de (2.1.1) satisfait

µp+1 (f) = µp (A0) . De l’équation (2.1.1) nous avons

−A0 =
f (k)

f
+ · · ·+A1

f ′

f
. (2.3.51)

Par cette égalité et le lemme de la dérivée logarithmique, nous avons

m (r,A0) ≤
k∑
j=1

m

(
r,
f (k)

f

)
+

k∑
j=1

m (r,Aj)+O (1) ≤ O {log rT (r, f)}+
k∑
j=1

m (r,Aj) , (2.3.52)
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où r /∈ E10, E10 ⊂ (1,∞) est un ensemble fini d’une mesure linéaire finie. Soit b = max{σp (Aj)(

j 6= 0)}, alors pour tout ε
(
0 < 2ε < µp (A0)− b

)
et pour r suffi samment grand, nous avons

m (r,A0) > expp

{
rµp(A0)−ε

}
, m (r,Aj) < expp

{
rb+ε

}
j 6= 0. (2.3.53)

En remplaçant (2.3.53) dans (2.3.52) , nous avons

expp

{
rµp(A0)−ε

}
≤ O {log rT (r, f)}+ k expp

{
rb+ε

}
r /∈ E10. (2.3.54)

Par (2.3.54) et le Lemme 2.2.5 (ii) , nous avons µp+1 (f) ≥ µp (A0) . D’autre part, par le Lemme

2.2.9, nous avons µp+1 (f) ≤ µp (A0) , donc toute solution non triviale f de (2.1.1) satisfait

µp+1 (f) = µp (A0) . Donc la preuve du Théorème 2.1.15 est terminée.

2.3.10 Preuve du Corollaire 2.1.16

µp (A0) = µp+1 (f) ≤ σp+1 (f) = σp (A0) et µp (A0) = σp (A0) implique que µp+1 (f) =

σp+1 (f) = σp (A0) .
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Chapitre 3

Oscillation des équations différentielles linéaires

d’ordre supérieur à coeffi cients fonctions

méromorphes d’ordre itératif fini

3.1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre nous allons étudier la croissance et l’oscillation des solutions des équations

différentielles linéaires d’ordre supérieur à coeffi cients fonctions méromorphes d’ordre itératif

fini, nous voulons prouver les résultats de J.Tu et Z.X. Chen en utilisant d’autres conditions.

En 1999, Zong-Xuan Chen a étudié les solutions méromorphes de (2.1.1) , il a obtenu le resultat

suivant:

Théorème 3.1.1 [11] .Soient A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) des fonctions mèromorphes satis-

faisant

b = max

{
σ (Aj) (j = 1, 2, . . . , k − 1) , λ

(
1

A0

)}
< µ (A0) ≤ σ (A0) <∞.

Si l’équation (2.1.1) a des solutions méromorphes, alors toute solution méromorphe f /≡0 du

(2.1.1) satisfait σ2 (f) = σ (A0) .
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En 2007 Tingbin Cao et Hongxun Yi ont amélioré et étendu le Théorème 3.1.1, de l’hyper

ordre à l’ordre itératif et les équations homogènes aux équations nonhomogène, et ils ont omis

la condition de l’ordre inférieur µ (A0) dans le Théorème 3.1.1. Ils ont obtenu les résultats

suivants:

Théorème 3.1.2 [9] . Soient A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) des fonctions méromorphes telles que

i (A0) = p (0 < p <∞) , max {σp (Aj) : j = 1, 2, . . . , k − 1} < σp (A0) = σ

et

max

{
λ1

(
1

Aj

)
: j = 0, 1, 2, . . . , k − 1

}
< σ1 (A0) .

Alors toute solution méromorphe f /≡0 de (2.1.1) satisfait i (f) = p+ 1 et σp+1 (f) = σp (A0) .

Théorème 3.1.3 [9] . Soient A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) , des fonctions méromorphes telles

que

i (As) = p (0 < p <∞) (s ∈ {0, 1, 2, . . . , k − 1}) , max {σp (Aj) : j 6= s} < σp (A0) = σ,

et

max

{
λ1

(
1

Aj

)
: j = 0, 1, 2, . . . , k − 1

}
< σ1 (As) .

Alors toute solution méromorphe transcendante f de l’équation (2.1.1) satisfait p ≤ i (f) ≤ p+1

et σp+1 (f) ≤ σp (As) ≤ σp (f) . De plus, si toutes les solutions f (z) de (2.1.1) sont des fonctions

mèromorphes, alors il existe au moins une solution méromorphe f1 satisfaisante i (f1) = p+ 1

et σp+1 (f1) = σp (As) .

Théorème 3.1.4 [9] . Supposons que A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) satisfont les hypothèses du

Théorème 3.1.2. Soit F/≡0 une fonction méromorphe avec i (F ) = q, où q ∈ N. Supposons que

toutes les solutions de l’équation (2.1.2) sont des fonctions méromorphes. Alors

1) Si q > p + 1, ou q = p + 1et σq (F ) > σp (A0) , alors toute solution f (z) de (2.1.2)

satisfait i (f) = i (F ) = q et σq (f) = σq (F ) .

2) Si i (F ) = q < p + 1, ou q = p + 1 et σq (F ) < σp (A0) , alors toute solution f (z) de

(2.1.2) satisfait i (f) = iλ (f) = iλ (f) = p + 1 et σp+1 (f) = λp+1 (f) = λp+1 (f) = σp (A0) .

46



avec au plus une exception.

Théorème 3.1.5 [9] . Supposons que A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) satisfont les hypothèses du

Théorème 3.1.3. Soit F /≡0 une fonction méromorphe avec i (F ) = q, où q ∈ N. Supposons

que toutes les solutions de l’équation (2.1.2) sont des fonctions méromorphes. Soit f0 une

solution de l’équation (2.1.2), et g1,g2, · · · , gk sont des solutions base de l’équation homogène

correspondante à l’équation (2.1.2). Alors

1) Si q > p + 1, ou q = p + 1et σq (F ) > σp (As) , alors toute solution f (z) de l’équation

(1.1.2) satisfait i (f) = i (F ) = q et σq (f) = σq (F ) .

2) Si i (F ) = q < p+1, ou q = p+1 et σq (F ) < σp (As) alors il existe gi (i ∈ {1, 2, · · · , k}) ,

noté g1,tel que la solution dans le sous-espace des solutions G = {fc = cg1 + f0, c ∈ C} satisfait

i (fc) = iλ (fc) = iλ (fc) = p+1 et σp+1 (fc) = λp+1 (fc) = λp+1 (fc) = σp (As) avec au plus une

exception.

En 2009 J.Tu et Z.X. Chen ont étudié les équations (2.1.1) et (2.1.2) . Ils ont obtenu les

resultats suivants

Théorème 3.1.6 [30] . Soient A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) , As (z) /≡0 des fonctions mèromor-

phes d’ordre itératif fini satisfaisantes

max

{
σp (Aj) , λp

(
1

As

)
, j 6= s

}
< µp (As) ≤ σp (As) = σ <∞ (0 < p <∞) ,

ou i (Aj) < p pour j 6= s. Si f /≡0 est une solution méromorphe de (2.1.1) satisfaisante N(r,f)

N(r,f)
<

M, alors σp+1 (f) ≤ σp (As) .

Théorème 3.1.7 [30] . Soient A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) , A0 (z) /≡0 des fonctions méromor-

phes d’ordre itératif fini satisfaisantes

max

{
σp (Aj) , λp

(
1

A0

)
, j 6= 0

}
< µp (A0) ≤ σp (A0) = σ1 <∞, 0 < p <∞,

ou i (Aj) < p pour j 6= 0. Si f /≡0 est une solution méromorphe de (2.1.1) satisfaisante N(r,f)

N(r,f)
<

M, alors σp+1 (f) = σp (A0) = σ1.
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Théorème 3.1.8 [30] . Soient A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) des fonctions mèromorphes satis-

faisantes les hypothèses du Théorème 3.1.5, et soit F /≡0 une fonction méromorphe d’ordre

itératif fini avec i (F ) = q. Si toutes les solutions de (2.1.2) sont des fonctions méromorphes et

satisfaisantes N(r,f)

N(r,f)
< M, alors les conclusions suivantes sont vérifiées:

(i) Si q < p + 1 ou q = p + 1, σp+1 (F ) < σp (A0) = σ1, alors toute solution f (z) de

(2.1.2) satisfait λp+1 (f) = λp+1 (f) = σp+1 (f) = σ1, avec au plus une solution exceptionnelle

f0 satisfaisante i (f0) < p+ 1 ou σp+1 (f0) < σ1.

(ii) Si q > p + 1 ou q = p + 1, σp (A0) ≤ σp+1 (F ) < +∞, alors toute solution f (z) de

(2.1.2) satisfait i (f) = q et σq (f) = σq (F ) .

En 2009 J.Tu et T. Long ont étudié les équations (2.1.1) et (2.1.2) . Ils ont obtenu les

resultats suivants:

Théorème 3.1.9 [31] . Soient A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) , F (z) /≡0 des fonctions méromor-

phes. Si f (z) est une solution méromorphe de l’équation (1.1.2) satisfaisante i (f) = p + 1,

σp+1 (f) = σ2 et lim
r→∞

k−1∑
j=0

T (r,Aj) + T (r, F )

 /T (r, f) < 1, alors λp+1 (f) = λp+1 (f) =

σp+1 (f) = σ2.

Théorème 3.1.10 [31] . Soient A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) , des fonctions méromorphes d’ordre

itératif fini satisfaisantes i(A0) = p, δ (∞, 0) = lim
r→∞

m(r,A0)
T (r,A0)

> 0 et lim
r→∞

k−1∑
j=1

m (r,Aj) /m (r,A0) <

1. Alors toute solution non triviale f (z) de l’équation (2.1.1) satisfait σp+1 (f) ≥ σp(A0).

Nous voulons prouver les Théorèmes 3.1.6 , 3.1.7, 3.1.8 en utilisant d’autres conditions. On

obtient les théorèmes suivants:

Théorème 3.1.11 Soient A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) des fonctions méromorphes d’ordre itératif

fini satisfaisantes

max

{
λp

(
1

Aj

)
, j = 0, 1, . . . , k − 1

}
< σp (A0)

et lim
r→∞

k−1∑
j=1

m (r,Aj) /m (r,A0) < 1, 0 < p < ∞, ou i (Aj) < p pour j 6= 0. Si f /≡0 est une

solution méromorphe de (2.1.1) et satisfait N(r,f)
N(r,f)

< M, alors σp+1 (f) ≥ σ (A0) .

48



Théorème 3.1.12 Soient A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) , As /≡0 des fonctions méromorphes d’ordre

itératif fini satisfaisantes

max

{
λp

(
1

Aj

)
, j = 0, 1, . . . , k − 1

}
< µp (As) ≤ σp (As) <∞

et lim
r→∞

∑
j 6=s

m (r,Aj) /m (r,As) < 1, 0 < p < ∞, ou i (Aj) < p pour j 6= s. Si f /≡0 est une

solution méromorphe de (2.1.1) et satisfait N(r,f)
N(r,f)

< M, alors σp+1 (f) ≤ σp (As) ≤ σp (f) .

Corollaire 3.1.13 Soient A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) ,des fonctions méromorphes d’ordre itératif

fini satisfaisantes

max

{
λp

(
1

Aj

)
, j = 0, 1, . . . , k − 1

}
< µp (A0) ≤ σp (A0) <∞

et lim
r→∞

k−1∑
j=1

m (r,Aj) /m (r,A0) < 1, 0 < p < ∞, ou i (Aj) < p pour j 6= 0. Si f /≡0 est une

solution méromorphe de (2.1.1) et satisfaite N(r,f)

N(r,f)
< M, alors σp+1 (f) = σp (A0) .

Pour le cas non-homogène, nous avons:

Théorème 3.1.14 Soient A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) , des fonctions méromorphes satisfaisantes

les hypothèses du Corollaire 3.1.9, et soit F /≡0 une fonction méromorphe d’ordre itératif fini

avec i (F ) = q. Si toutes les solutions de (2.1.2) sont des fonctions méromorphes satisfaisantes
N(r,f)

N(r,f)
< M, alors les conclusions suivantes sont vérifiées:

1) Si q < p+ 1 ou q = p+ 1, σp+1 (F ) < σp (A0) = σ, alors toute solution f (z) de (2.1.2)

satisfait λp+1 (f) = λp+1 (f) = σp+1 (f) = σ, avec au plus une exception.

2) Si q > p+1 ou q = p+1, σp (A0) ≤ σp+1 (F ) < +∞, alors toute solution f (z) de (2.1.2)

satisfait i (f) = q et σq (f) = σq (F ) .

3.2 Lemmes pour les preuves des théorèmes

Lemme 3.2.1 [29] . Soit f(z) = g(z)
d(z) , où g (z) , d (z) sont des fonctions entières d’ordre itératif

fini satisfaisantes µp (g) = µp (f) ≤ σp (g) = σp (f) = σ < ∞, 0 < p < ∞, i (d) < p ou
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σp (d) < µp (g) . Soit z un point tel que |z| = r pour lequel |g (z)| = M (r, g) , vg (r) désigne

l’indice central de g. Alors l’estimation

f (k) (z)

f (z)
=

(
vg (r)

z

)k
(1 + o (1)) (k ∈ N, r /∈ E11)

est réalisée pour tout |z| = r en dehors d’un ensemble E11 de r d’une mesure logarithmique

finie.

Lemme 3.2.2 [9] . Soit s un nombre entier naturel. Supposons que f(z) = g(z)
d(z) satisfait les

hypothèses du Lemme 3.2.1. Alors l’estimation
∣∣∣ f(z)

f (s)(z)

∣∣∣ ≤ r2s est réalisée pour r suffi samment

grand , et |g (z)| =M (r, g) .

Lemme 3.2.3 [23] . Si f est une fonction méromorphe telle que i (f) = p ≥ 1, alors σp (f) =

σp (f
′) .

Lemme 3.2.4 [29] . Soit A (z) une fonction méromorphe d’ordre iteratif fini et satisfait i (A) =

p, 0 < p <∞. Si iλ
(
1
A

)
< p ou λp

(
1
A

)
< σp (A) , alors nous avons

|A (z)| ≤ expp
{
rσp(A)+ε

}
(r /∈ E12) ,

où E12 est un ensemble de r d’une mesure linéaire finie.

Lemme 3.2.5 [29] . Soient A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) , F /≡0 des fonctions méromorphes, et

soit f (z) une solution méromorphe de (2.1.2) satisfaisante l’une des conditions suivantes :

(i) max {i (F ) = q, i (Aj) (j = 0, ..., k − 1)} < i (f) = p+ 1 (0 < p <∞) ,

(ii) b = max {σp+1 (F ) , σp+1 (Aj) (j = 0, ..., k − 1)} < σp+1 (f) . Alors λp+1 (f) = λp+1 (f) =

σp+1 (f) .

3.3 Preuves des Théorèmes

3.3.1 Preuve du Théorème 3.1.2

Soit f /≡0 une solution méromorphe de l’équation (2.1.1). Si p = 1, alors par le Théorème 3.1.1,

nous obtenons le Théorème 3.1.2. Maintenant nous supposons que p ≥ 2. Par l’équation (2.1.1),
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nous avons

−A0 =
f (k) (z)

f (z)
+Ak−1

f (k−1) (z)

f (z)
+ · · ·+A1

f ′ (z)

f (z)
. (3.3.1)

Par le Lemme 2.2.4 et (3.3.1) , nous avons

m (r,A0) ≤
k−1∑
j=1

m (r,Aj) +
k∑
j=1

m

(
r,
f (j)

f

)
= (3.3.2)

k−1∑
j=1

m (r,Aj) +O (log (rT (r, f))) (r /∈ E2) ,

où E2 ⊂ (1,∞) est un ensemble de r d’une mesure linéaire finie. Donc pour tout |z| = r /∈ E2
nous avons

T (r,A0) ≤ N (r,A0) +
k−1∑
j=1

m (r,Aj) +O (log (rT (r, f))) . (3.3.3)

Soit b = max {σp (Aj) , j = 1, . . . k − 1} . Pour tout ε (0 < 2ε < σ − b) donné, et comme σp (A0) =

σ , il existe une séquence {rn} satisfaisante rn /∈ E2 et

T (rn, A0) ≥ expp−1
{
rσ−εn

}
, (3.3.4)

N (rn, A0) ≤ rα < expp−1
{
rσ+εn

}
, (3.3.5)

m (rn, Aj) ≤ T (rn, Aj) ≤ expp−1
{
rσ+εn

}
, j = 1, . . . k − 1. (3.3.6)

Donc nous obtenons de (3.3.3)− (3.3.6) que

expp−1
{
rσ−εn

}
≤ O (log (rnT (rn, f))) .

Cela donne

i (f) ≥ iµ (f) ≥ p+ 1, σp+1 (f) ≥ σp (A0) (3.3.7)

D’autre part, de l’équation (2.1.1) nous trouvons que les pôles de f (z) sont seulement les pôles

des A0 (z) , A1 (z) , · · · , Ak−1 (z) . Donc iλ
(
1
f

)
< 1 et λ1

(
1
f

)
≤ a = max{λ1

(
1
Aj

)
: j = 0, 1, . . . ,

k− 1}. Par le théorème de factorisation d’Hadamard, nous pouvons écrire f (z) = g(z)
d(z) , où g, d
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sont des fonctions entières satisfaisantes i (g) = i (f) = t ≥ p + 1 et σt (f) = σt (g) , λ1 (d) =

σ1 (d) = λ1

(
1
f

)
≤ a < σ1 (A0) = σ1 (f) = ∞. Par le Lemme 2.2.1, il existe une séquence

{rn} (rn →∞) telle que on a

f (m) (z)

f (z)
=

(
vg (rn)

z

)m
(1 + o (1)) , m = 1, 2, . . . k − 1 (3.3.8)

pour rn assez grand, où |z| = rn et |g (z)| = M (rn, g) . Pour tout ε (> 0) donné, et pour r

suffi samment grand, nous obtenons à partir des Lemmes 2.2.5 et 3.2.4 que

|Aj | ≤ expp
{
rσp(A0)+ε

}
, j = 0, 1, . . . k − 1, r /∈ E3. (3.3.9)

En substituant (3.3.8)− (3.3.9) en (2.1.1) , nous obtenons

(
vg (rn)

|z|

)k
|1 + o (1)| ≤

(
vg (rn)

|z|

)k−1
|1 + o (1)| (|Ak−1|+ · · ·+ |A0|) (3.3.10)

≤ k

(
vg (rn)

|z|

)k−1
|1 + o (1)| expp

{
r
σp(A0)+ε
n

}
.

Par le Lemme 2.2.2 et (3.3.10) nous aurons

σp+1 (f) = σp+1 (g) = lim
rn→∞

logp+1 vg (rn)

log rn
≤ σp (A0) + ε. (3.3.11)

Comme ε > 0 est arbitraire, on déduit par (3.3.7) et (3.3.11) que i (f) = p + 1 et σp+1 (f) =

σp (A0) .

3.3.2 Preuve du Théorème 3.1.3

Soit f une solution méromorphe transcendante de l’équation (2.1.1). De l’équation (2.1.1) nous

pouvons obtenir

−As =

{
f (k)

f (s)
+Ak−1

f (k−1)

f (s)
+ · · ·+As+1

f (s+1)

f (s)
+As−1

f (s−1)

f (s)
+ · · ·+A0

f

f (s)

}

=
f

f (s)

{
f (k)

f
+Ak−1

f (k−1)

f
+ · · ·+As+1

f (s+1)

f
+As−1

f (s−1)

f
+ · · ·+A0

}
.
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Comme

m

(
r,

f

f (s)

)
≤ T (r, f) + T

(
r,

1

f (s)

)
= T (r, f) + T

(
r, f (s)

)
+O (1) ,

on obtient alors

T (r,As) ≤ N (r,As) +
∑
j 6=s

m (r,Aj) +O (log (rT (r, f))) + T (r, f) + T
(
r, f (s)

)
r /∈ E4.

En utilisant la même méthode comme dans la première partie de la preuve du Théorème 3.1.2,

nous voyons qu’il existe {rn} (rn →∞) telle que

σp (As) = lim
rn→∞

logp T (rn, As)

log rn
,

T (rn, As) ≤ T (rn, f) + T
(
rn, f

(s)
)
+O (log (rnT (rn, f))) .

Donc nous avons i (f) ≥ p, σp (f) ≥ σp (As) . Comme dans la première partie de la preuve du

Théorème 3.1.2, nous pouvons obtenir i (f) ≤ p + 1 et σp+1 (f) ≥ σp (As) . Par conséquent

p ≤ i (f) ≤ p + 1 et σp+1 (f) ≤ σp (As) ≤ σp (f) . Comme toutes les solutions de l’équation

(2.1.1) sont méromorphes, alors nous pouvons supposer que {f1, f2, · · · , fk} est une base des

solutions méromorphes de l’équation (2.1.1) . Par le Lemme 2.2.10 nous avons

m (r,As) = O

{
log

(
maxT (r, fn)

1≤n≤k

)}

pour r assez grand. On a N (r,As) < m (r,As) . En fait, si N (r,As) ≥ m (r,As) , alors

T (r,As) = m (r,As) +N (r,As) ≤ 2N (r,As) ,

lim
r→∞

log T (r,As)

log r
≤ lim

r→∞
log 2N (r,As)

log r
,

σ1 (As) ≤ λ1
(
1

As

)
.
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Ce qui contredit la condition λ1
(
1
As

)
≤ a < σ1 (As) . Donc nous avons

N (r,As) < m (r,As) = O

{
log

(
maxT (r, fn)

1≤n≤k

)}
,

d’où

T (r,As) = m (r,As) +N (r,As) = O

{
log

(
maxT (r, fn)

1≤n≤k

)}
.

Donc, il existe un fn, soit f1, qui satisfait T (r,As) = O {log T (r, f1)} . Donc i (f1) ≥ p + 1 et

σp+1 (f1) ≥ σp (As) . Par suite, nous avons i (f1) = p+ 1 et σp+1 (f1) = σp (As) .

3.3.3 Preuve du Théorème 3.1.4

Comme toutes les solutions f de l’équation (2.1.2) sont des fonctions méromorphes, alors

toutes les solutions de l’équation homogène (2.1.1) correspondante à l’équation (2.1.2) sont

aussi des fonctions méromorphes. Donc nous pouvons assumer que {f1, f2, · · · , fk} est une base

des solutions méromorphes de l’équation (2.1.1). Par le Théorème 3.1.2, nous trouvons que

i (fj) = p+ 1 et σp+1 (fj) = σp (A0) . Alors toute solution de l’équation (2.1.2) est de la forme

f (z) = A1f1 +A2f2 + · · ·+Akfk, (3.3.12)

où A1, A2, · · · , Ak sont des fonctions méromorphes vérifiant

A′j = F.Gj (f1, f2, · · · , fk) .W−1 (f1, f2, · · · , fk) j = 1, 2, . . . , k, (3.3.13)

oùGj (f1, f2, · · · , fk) est un polynômes différentiel en f1, f2, · · · , fk et leurs dérivées,W (f1, f2, · · ·

, fk) est le wronskien de f1, f2, · · · , fk . Donc par le Lemme 3.2.3 , nous obtenons

i (f) ≤ max {p+ 1, q} . (3.3.14)

1) Si q > p+ 1, ou q = p+ 1 et σq (F ) > σp (A0) , il s’ensuit de (3.3.12)− (3.3.14) et l’équation

(2.1.2) que

i (f) = i (F ) = q et σq (f) = σq (F ) .
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2) Si i (F ) = q < p + 1, ou q = p + 1 et σq (F ) < σp (A0) , il s’ensuit de (3.3.12) − (3.3.14)

et l’équation (2.1.2) que i (f) < p + 1, ou i (f) = p + 1 et σp+1 (f) ≤ σp (A0) . Maintenant

nous affi rmons que toute solution f de l’équation (2.1.2) satisfait i (f) = p + 1 et σp+1 (f) =

σp (A0) avec au plus une exception. En fait, s’il existe deux solutions méromorphes g1, g2

de l’équation (2.1.2) satisfaisantes i (gi) < p + 1 ou σp+1 (gi) ≤ σp (A0) , j = 1, 2, alors g =

g1 − g2 est une solution de l’équation (2.1.1) qui satisfait aussi i (g) = i (g1 − g2) < p + 1 ou

σp+1 (g) = σp+1 (g1 − g2) ≤ σp (A0) . Mais par le Théorème 3.1.2, nous trouvons que g = g1−g2
est une solution de l’équation (2.1.1) satisfaisante i (g) = i (g1 − g2) = p + 1 et σp+1 (g) =

σp+1 (g1 − g2) = σp (A0) . Ceci est une contradiction. Par le Lemme 3.2.5, nous trouvons

que toute solution f de l’équation (2.1.2) avec i (f) = p + 1 et σp+1 (f) ≤ σp (A0) satisfait

iλ (f) = iλ (f) = i (f) = p + 1 et λp+1 (f) = λp+1 (f) = σp+1 (f) . Donc, le Théorème 3.1.4 est

complètement démontré.

3.3.4 Preuve du Théorème 3.1.5

Par le Théorème 3.1.3, nous trouvons que σp+1 (gi) ≤ σp (As) , j = 1, 2, · · · , k et il existe une

fonction gi, notée g1, satisfaisante i (g1) = p + 1 et σp+1 (g1) = σp (As) .En utilisant la même

méthode que dans la preuve du Théorème 3.1.3, nous déduisons que:

1) Si q > p+1, ou q = p+1 et σq (F ) > σp (As) , alors toute solution f (z) de l’équation (2.1.2)

satisfait i (f) = i (F ) = q et σq (f) = σq (F ) .

2) Si i (F ) = q < p + 1, ou q = p + 1 et σq (F ) < σp (As) alors toute solution fc dans G

satisfait i (fc) = p+ 1 et σp+1 (fc) = σp (As) avec au plus une exception. Par le Lemme 3.2.5,

nous déduisons que toute solution fc dans G satisfaisante i (fc) = p+ 1 et σp+1 (fc) = σp (As)

satisfait iλ (fc) = iλ (fc) = p et σp+1 (fc) = λp+1 (fc) = λp+1 (fc) .

Donc, le Théorème 3.1.5 est complètement démontré.

3.3.5 Preuve du Théorème 3.1.6

Supposons que f (z) = g(z)
d(z) est une solution méromorphe de (2.1.2), alors par l’équation (2.1.2)

nous avons

−As =
f (k)

f (s)
+ · · ·+As+1

f (s+1)

f (s)
+As−1

f (s−1)

f (s)
+ · · ·+A0

f

f (s)
− F

f (s)
. (3.3.15)
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Par (3.3.15) , nous avons

T (r,As) ≤MT (r, f) +
∑
j 6=s

T (r,Aj) +O (log (rT (r, f))) (r /∈ E13) , (3.3.16)

où M > 0 est une constante (les constantes qu’on va utiliser ne sont pas nécessairement les

mêmes à chaque occurrence). Par µp (As) > max {σp (Aj) (j 6= s) , σp (F )} et (3.3.16) , nous

obtenons µp (f) ≥ µp (As) .Comme les pôles de f doivent être les pôles de Aj (j = 0, · · · , k − 1)

et F, nous avons

λp

(
1

f

)
= λp (d) ≤ max

{
λp

(
1

Aj

)
, λp

(
1

F

)
, (j = 0, · · · , k − 1)

}
< µp (As) , (3.3.17)

et par N(r,f)

N(r,f)
< expp−1

{
rb
}
,où b < µp(As), nous avons N (r, f) < N (r, f) expp−1

{
rb
}
. Donc

λp (d) = λp

(
1

f

)
≤ max

{
λp

(
1

f

)
, b

}
< µp (As) . (3.3.18)

Par (3.3.18) et µp (f) ≥ µp (As) , nous avons µp (g) = µp (f) . Par l’équation (2.1.2) encore, nous

avons ∣∣∣∣∣f (k) (z)f (z)

∣∣∣∣∣ ≤ |Ak−1|
∣∣∣∣∣f (k−1) (z)f (z)

∣∣∣∣∣+ · · ·+ |As|
∣∣∣∣∣f (s) (z)f (z)

∣∣∣∣∣+ · · ·+ |A|0 +
∣∣∣∣F (z)f (z)

∣∣∣∣ . (3.3.19)

Par le Lemme 2.2.1, il existe un ensemble E1 de r d’une mesure logarithmique finie tel que pour

tout z satisfaisant |z| = r /∈ E1 et |g (z)| =M (r, g) , nous avons

f (j) (z)

f (z)
=

(
vg (r)

z

)j
(1 + o (1)) (j = 1, · · · , k − 1) . (3.3.20)

Pour tout z satisfaisant |z| = r /∈ E1 et |g (z)| =M (r, g) > 1, nous avons

∣∣∣∣F (z)f (z)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣F (z) .d (z)g (z)

∣∣∣∣ ≤M. expp

{
rσp(As)

}
. (3.3.21)
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Par le Lemme 2.2.7, il existe un ensemble E5 de r d’une mesure linéaire finie tel que pour tout

z satisfaisant |z| = r /∈ E5 et pour tout ε > 0, nous avons

|Aj (z)| ≤ expp
{
rσp(As)

}
(j = 1, · · · , k − 1) . (3.3.22)

En substituant (3.3.20)− (3.3.22) dans (3.3.19) , nous trouvons

(
vf (r)

z

)k
(1 + o (1)) ≤ k

(
vf (r)

z

)k−1
(1 + o (1)) expp

{
rσp(As)

}
. (3.3.23)

Comme ε > 0 est arbitraire, on en déduit d’aprés (3.3.23) et le Lemme 2.2.2 que σp+1 (f) ≤

σp (As) .

3.3.6 Preuve du Théorème 3.1.9

De (2.1.2), nous obtenons

1

f
=
1

F

(
f (k) (z)

f (z)
+Ak−1

f (k−1) (z)

f (z)
+ · · ·+A1

f ′ (z)

f (z)
+A0

)
. (3.3.24)

Il est facile de voir que si f à un zéro à z0 d’ordre α (> k) , et A0, · · · , Ak−1 sont analytiques

en z0, alors F doit avoir un zéro en z0 d’ordre α− k, donc

n

(
r,
1

f

)
≤ kn

(
r,
1

f

)
+ n

(
r,
1

F

)
+
k−1∑
j=1

n (r,Aj) (3.3.25)

et

N

(
r,
1

f

)
≤ kN

(
r,
1

f

)
+N

(
r,
1

F

)
+
k−1∑
j=0

N (r,Aj) . (3.3.26)

Par le lemme de la dérivée logarithmique et (3.3.24) , nous avons

m

(
r,
1

f

)
≤ m

(
r,
1

F

)
+
k−1∑
j=0

m (r,Aj) +O (log (rT (r, f))) (3.3.27)

Par (3.3.26) et (3.3.27) , nous avons

T (r, f) = T

(
r,
1

f

)
+o (1) ≤ kN

(
r,
1

f

)
+T (r, F )+

k−1∑
j=0

T (r,Aj)+O (log (rT (r, f))) . (3.3.28)
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Supposons que

lim
r→∞

k−1∑
j=0

T (r,Aj) + T (r, F )

T (r, f)
= δ < c < 1. (3.3.29)

De la relation (3.3.29) , pour r suffi samment grand et pour tout ε (0 < ε < c− δ) , nous avons

k−1∑
j=0

T (r,Aj) + T (r, F ) ≤ (δ + ε)T (r, f) < cT (r, f) . (3.3.30)

En substituant (3.3.30) dans (3.3.28) , nous trouvons

T (r, f) ≤ kN
(
r,
1

f

)
+ cT (r, f) + εT (r, f) . (3.3.31)

Par (3.3.31) , nous avons

T (r, f) ≤ k

1− c− εN
(
r,
1

f

)
≤ 2k

1− cN
(
r,
1

f

)
. (3.3.32)

En utilisant le Lemme 2.2.5 et (3.3.32) , nous avons λp+1 (f) ≥ σp+1 (f). Donc

λp+1 (f) = λp+1 (f) = σp+1 (f) .

3.3.7 Preuve du Théorème 3.1.10

Supposons que f (z) = g(z)
d(z) est une solution méromorphe non triviale de (2.1.1).D’aprés (2.3.8)−

(2.3.11) dans la preuve du Théorème 2.1.5, il existe une constante β1 < 1 tel que pour r

suffi samment grand, nous avons

(1− β1)m (r,A0) ≤ O (log (rT (r, f))) (r /∈ E) . (3.3.33)

Comme i (A0) = p par le Lemme 2.2.6, nous avons

lim
r→∞

logp T (r,A0)

log r
= σp (A0) (r ∈ E4) . (3.3.34)
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Comme δ (∞, A0) = lim
r→∞

m(r,A0)
T (r,A0)

> 0, nous obtenons

lim
r→∞

logpm (r,A0)

log r
= σp (A0) (r ∈ E4) . (3.3.35)

De (3.3.33) et (3.3.35) , nous avons σp+1 (f) ≥ σp (A0) .

3.3.8 Preuve du Théorème 3.1.11

Supposons que f (z) = g(z)
d(z) est une solution méromorphe de l’équation (2.1.1) , alors d’aprés

(2.3.8)− (2.2.10) dans la preuve du Théorème 2.1.5, pour r suffi samment grand, nous avons

(1− α)m (r,A0) ≤ O (log(rT (r, f))) (r /∈ E) . (3.3.36)

De (3.3.36), nous avons

(1− α)T (r,A0)− (1− α)N (r,A0) ≤ O (log(rT (r, f))) (r /∈ E) . (3.3.37)

Par le Lemme 2.2.6 il existe un ensemble E4 ⊂ (1,+∞) d’une mesure logarithmique infinie, tel

que pour tout z satisfaisant r ∈ E4, nous avons :

lim
r→∞

logp T (r, f)

log r
= σp (f) .

Comme β = max {σp (Aj) , λp (A0)} < σp (A0) , alors pour tout ε donné (0 < 2ε < σp (A0)) et

pour r suffi samment grand, nous avons

T (r,A0) ≥ expp−1
{
rσp(A0)−ε

}
, N (r,A0) ≤ expp−1

{
rσp(A0)+ε

}
. (3.3.38)

De (3.3.37) et (3.3.38) , nous avons

(1− α) (1− o (1))T (r,A0) ≤ O (log(rT (r, f))) (r ∈ E4\E) . (3.3.39)
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Donc, par la Définition 2.1.1, nous aurons

σp+1 (f) = lim
r→∞

sup
logp+1 T (r, f)

log r
≥ σp (A0) .

3.3.9 Preuve du Théorème 3.1.12

Supposons que f(z) = g(z)
d(z) est une solution méromorphe de (2.1.1), alors d’aprés (2.3.16) −

(2.3.21) dans la preuve du Théorème 2.1.8, pour r suffi samment grand, nous avons

(1− α)m (r,As) ≤ cT (r, f) (r /∈ E) . (3.3.40)

De (3.3.40) nous obtenons

(1− α)T (r,As)− (1− α)N (r,As) ≤ cT (r, f) +O (log(rT (r, f))) (r /∈ E) . (3.3.41)

Par λp
(
1
As

)
< µp (As) et (3.3.41) , nous trouvons que

σp(As) ≤ σp(f) (3.3.42)

et

µp(As) ≤ µp(f). (3.3.43)

Comme les pôles de f doivent être les pôles de Aj (j = 0, 1, . . . , k) , nous avons

λp

(
1

f

)
= λp (d) ≤ max

{
λp

(
1

Aj

)
, j = 0, . . . k − 1

}
< µp(As), (3.3.44)

par N(r,f)

N(r,f)
< M, nous aurons N (r, f) < MN (r, f) . Donc

λp (d) = λp

(
1

f

)
≤ λp

(
1

f

)
= λp (d) ≤ max

{
λp

(
1

Aj

)
, j = 0, . . . k − 1

}
< µp(As), (3.3.45)
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d’où λp
(
1
f

)
< µp(As). De (2.1.1) nous avons

∣∣∣∣∣f (k) (z)f (z)

∣∣∣∣∣ ≤ |Ak−1|
∣∣∣∣∣f (k−1) (z)f (z)

∣∣∣∣∣+ · · ·+ |As|
∣∣∣∣∣f (s) (z)f (z)

∣∣∣∣∣+ · · ·+ |A1|
∣∣∣∣f ′ (z)f (z)

∣∣∣∣+ |A0| . (3.3.46)

Par le Lemme 2.2.5, il existe un ensemble E3 d’une mesure logarithmique finie tel que pour

tout |z| = r /∈ E3 et |g (z)| =M (r, g) , nous avons

f (k) (z)

f (z)
=

(
vg (r)

z

)k
(1 + o (1)) (k ∈ N) . (3.3.47)

Par le Lemme 3.2.4 il existe un ensemble E12 d’une mesure linéaire finie tel que pour tout

|z| = r /∈ E12, et pour tout ε > 0 donné, nous avons

|A (z)| ≤ expp
{
rσp(As)+ε

}
(r /∈ E6) . (3.3.48)

En substituant (3.3.47) et (3.3.48) en (3.3.46) , nous obtenons

(
vf (r)

|z|

)k
|1 + o (1)| ≤ k

(
vf (r)

|z|

)k−1
|1 + o (1)| expp

{
rσp(As)+ε

}
. (3.3.49)

Par (3.3.49) nous avons

lim
r→∞

logp vf (r)

log r
≤ σp(As) + ε. (3.3.50)

Comme ε > 0 est arbitraire et par le Lemme 2.2.2, nous aurons

σp+1(f) ≤ σp(As). (3.3.51)

Enfin, par (3.3.42) et (3.3.51) , nous avons σp+1(f) ≤ σp(As) ≤ σp(f).

3.3.10 Preuve du Corollaire 3.1.13

Nous constatons du Théorème 3.1.12 pour s = 0 que σp+1(f) ≤ σp(A0) ≤ σp(f), d’autre part,

on a par le Théorème 3.1.11, σp+1 (f) ≥ σp (A0) , donc on a σp+1 (f) = σp (A0) .
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3.3.11 Preuve du Théorème 3.1.14

Comme toutes les solutions de (2.1.2) sont des fonctions méromorphes, on obtient que toutes les

solutions de l’équation différentielle homogène (2.1.1) correspondante de (2.1.2) sont aussi des

fonctions méromorphes. Supposons que f1, f2, . . . , fk est une base des solutions méromorphes

de (2.1.1) , du Corollaire 3.1.13 nous avons σp+1 (fj) = σp (A0) . Ainsi, toutes les solutions de

(2.1.2) sont de la forme

f (z) = B1f1 +B2f2 + · · ·+Bkfk, (3.3.52)

où B1, B2, . . . , Bk sont des fonctions méromorphes d’ordre itératif fini satisfaisantes

B′j = F ·Gj (f1, f2, . . . , fk ) ·W−1 (f1, f2, . . . , fk ) j = 1, 2, . . . , k, (3.3.53)

oùGj(f1, f2, . . . , fk ) sont des polynômes différentiels en f1, . . . , fk , et leurs dérivées;W (f1,. . . ,fk )

est le Wronskien de f1, f2, . . . , fk , donc

σp+1 (Gj) ≤ σp+1 (fj) = σp (A0) . (3.3.54)

1) Nous affi rmons que l’équation (2.1.2) admet au plus une solution méromorphe f0 satisfaisante

i (f0) = p+ 1 et σp+1 (f0) = σp (A0) avec au plus une exception. En effet, s’il existe une autre

solution méromorphe f∗ de (2.1.2) satisfaisante i (f∗) < p + 1 ou σp+1 (f∗) < σp (A0) , alors

i (f0 − f∗) < p+1 ou σp+1 (f0 − f∗) < σp (A0) . Mais f0− f∗ est une solution de (2.1.1) , ce qui

contredit le Corollaire 3.1.13. Soit f est une solution méromorphe telle que σp+1 (f) ≥ σp (A0) .

Puisque i (F ) < p+1 ou i (F ) = p+1, σp+1 (F ) < σp (A0) par le Lemme 3.2.3 et (3.3.53) , nous

avons

σp+1 (Bj) = σp+1
(
B′j
)
≤ max {σp+1 (F ) , σp (A0)} = σp (A0) . (3.3.55)

Pour j = 1, 2, . . . , k, de (3.3.52) et (3.3.55) , nous obtenons

σp+1 (f) ≤ max {σp+1 (fj) , σp+1 (Bj)} = σp (A0) . (3.3.56)

Par σp+1 (f) ≥ σp (A0) et (3.3.56) , nous avons σp+1 (f) = σp (A0) . Par le Lemme 3.2.5, nous

aurons λp+1 (f) = λp+1 (f) = σp+1 (f) .
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2) Si q > p+ 1 ou q = p+ 1 et σq (F ) > σp (A0) , il résulte à partir de (3.3.52)− (3.3.56) et

l’équation (2.1.2) que i (f) = i (F ) = q et σq (f) = σq (F ) .
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