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Introduction

0.0.1 Historique

L’objectif principal de cette thése est la classification de surfaces de type fini dans ’espace
de Lorentz-Minkowski E? de dimension 3. L’étude des sous-variétés de type fini a débuté a
la fin des années 1970 quand B.-Y. Chen tentait de trouver une notion de "degré" pour les
sous-variétés d’un espace euclidien. Les principaux objets d’étude en géométrie algébrique
sont les variétés algébriques. Comme une variété algébrique est définie a ’aide d’équations
algébriques, on peut définir son degré par sa structure algébrique. En appliquant les notions
d’ordre et de type d'une sous-variété de E".

Toutes les sous-variérés minimales d’hypersphéres S™ et celles de ’espace euclidien sont de
type fini et réciproquement. Aussi, toutes les sous-variétés paralléles de E" sont de type
fini. La notion d’immersion de type fini dans un espace euclidien a été étendue & un espace
pseudo-euclidien vers les années 1980 [18].

Soit E? un espace pseudo-euclidien de dimension n, de signature (s,n — s) et M une sous-
variété pseudo-riemannienne de E?. M paramétrée par r, est dite de type fini si son champ
de vecteur position r admet une décomposition spectrale finie

k
T =T+ g i
i=1

our; (1=0,1,2,...,k) sont des applications ( 7; non constantes) telles que
Arg = 0, Ar; = AiTi, A € R,

A étant 'opérateur de Laplace associé a la premiére forme fondamentale. Si les scalaires
A; sont différents, alors M est dite de type k. M de type fini est dite nulle si rq n’est pas
constante.

La notion d’immersion de type fini de sous-variétés d’un espace euclidien (pseudo-euclidien)
a été largement utilisée dans la classification et la caractérisation de sous-variétés rieman-
niennes (pseudo-riemannienne).

Dans un certain sens, c’est une généralisation de la résolution de problemes aux valeurs
propres & l'aide de 'opérateur de Laplace A dans I’ensemble des sous-variétés d’un espace
euclidien (pseudo-euclidien). L’étude de sous-variétés de type fini fournit une maniére na-
turelle de combiner la théorie spectrale avec la géométrie des sous-variétés. Les premiers
résultats sur ce sujet ont été recueillis dans [11].
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Ainsi, la notion d’immersion de type fini de sous-variétés d’un espace euclidien ou pseudo-
euclidien est le prolongement naturel de ’étude de sous-variétés minimales.

1. B.-Y. Chen proposa le probléme de base suivant :

Classifier les hypersurfaces de type fini de R”. En particulier, les surfaces de type fini de
I’espace euclidien R3.

T. Takahashi affirme qu'une sous-variété d’un espace euclidien est de type 1, i.e
Ar = Ar,

ou r est le champ de vecteurs position de la sous-variété et A étant 'opérateur de Laplace
associé a la premieére forme fondamentale.

La sous-variété est une sous-variété minimale de I’espace Euclidien (A = 0).
La sous-variété minimale d’une hypersphére de ’espace euclidien centrée en 'origine (A # 0).

Dans [15], B.-Y.Chen, F. Dillen, L. Verstraelen ont donné une classification des surfaces
réglées de R? de type fini. Dans [27], F. Dillen, J. Pas et L. Verstraelen ont montré qu’une
surface de R? vérifie la condition

Ar=Ax+ B

si et seulement si elle est minimale, une portion de sphére ou bien une portion de cylindre
circulaire.

2. Pour la version lorentzienne, consulter les travaux de [16], [29] et [51].

Dans [7], M. Bekkar et H. Zoubir ont établi une classification des surfaces de révolution,
avec courbure de Gauss non nulle dans I’espace 3-dimensionnel de Lorentz-Minkowski, qui
vérifient la condition

A?“i = )\ﬂ“i, )\z e R.

M. Choi, Y. H. Kim et D. W. Yoon [23] ont classifi¢ les surfaces de révolution de E? sans
points paraboliques satisfaisant la condition

Ay = Ar + B,

ot A = (a;;) € Mat(3,R) (i,j = 1,2,3), B = (b1, b2,b3) € R® et Al est 'opérateur de
Laplace associé a la seconde forme fondamentale.

3. F. Dillen, J. Pas et L. Verstraelen [26] et C. Baikoussis, D. E. Blair [4] ont classifié les
surfaces de révolution et les surfaces réglées de R? respectivement, dont les applications de

Gauss @ satisfont la conditon
AG=AG.

C. Baikoussis et L. Verstraelen [5], ont étudié les surfaces hélicoidales de R® dont I’application
de Gauss vérifie
AG=AG.

S.M. Choi [24], [25] a étudié 'application de Gauss de surfaces réglées et de surfaces de
révolution dans E? .



H.-L. Liu et G. Li Liu [42] ont exploré les surfaces de révolution de E3 qui satisfont

AG=)\G, )\ € R.

D. W. Yoon a déterminé les surfaces de translation dans E2 dont I’application de Gauss G
vérifie [52]
AG=AG, A € Mat(3,R).

0.0.2 Description de la thése

Ce travail est organisé comme suit.

Le chapitre 1 est consacré aux rappels et définitions. On définit la notion d’espace de Lorentz-
Minkowski de dimension 3 qu’on note [E2, de signature (1,2), ’endomorphisme de Weingar-
ten et la troisiéme forme fondamentale. On y développe des notions de certains opérateurs
différentiels dans E3.

Si la troisieme forme fondamentale est non dégénérée, elle peut étre considérée comme une
métrique. Dans ce cas, on peut définir le Laplacien associé a la troisiéme forme fondamentale,
noté A1,

Dans [49], S. Stamatakis et H. Al-Zoubi ont donné une classification des surfaces de révolution
sans points paraboliques dans E?, satisfaisant la condition

Ay = Az, A € Mat(3,R), (1)
ot A1 est Popérateur de Laplace associé a la troisiéme forme fondamentale et Mat (3, R)
est ’espace des matrices carrées réelles d’ordre 3.

Dans [38], G. Kaimakamis, B.J. Papantoniou et K. Petoumenos ont donné une classification
des surfaces de révolution dans E? satisfaisant la condition (1).

Plus précisément, ils ont étudié les surfaces de révolution et ont prouvé que ce sont, soit des
surfaces minimales, soit des pseudo-sphéres de rayon réel ou imaginaire, soit des cylindres
lorentz hyperboliques.

Dans [41] C. W. Lee, Y. H. Kim et D. W. Yoon ont étudi¢ les surfaces réglées dans E3
satisfaisant (1).

Dans [3] Ch. Baba-Hamed, M. Bekkar ont établi une classification des surfaces hélicoidales
dans I'espace 3-dimensionnel de Lorentz-Minkowski, vérifiant la condition

AIIT'i = )\Z"l"i, )\z € R.

Quatre questions intéressantes se sont alors dégagées :

1) la classification des surfaces factorables dans les espaces 3-dimensionnel euclidien E? et
lorentzien E? qui satisfont la condition

A?"i = )\Z‘TZ‘, )\z € R. (2)



2) la classification compléte des surfaces de translation dans les espaces 3-dimensionnel eu-
clidien E? et lorentzien E? qui satisfont la condition

AIIITZ' = )\ZTZ

3) la classification compléte des surfaces hélicoidales sans points paraboliques dans I’espace
3-dimensionnel de Lorentz-Minkowski 2, satisfaisant la condition

Ay = Ar.

4) la classification compléte des surfaces hélicoidales sans points paraboliques dans ’espace
3-dimensionnel de Lorentz-Minkowski 2, satisfaisant la condition

Ay = Ar,

Ces quatres questions sont traitées aux chapitres 2, 3, 4 et 5 dans lesquels on donne également
les formes explicites de telles surfaces.

Par ailleurs, pour la version euclidienne S. Stamatakis, H. Al-Zoubi [49] ont donné une clas-
sification des surfaces de révolution sans points paraboliques dans [E?, vérifiant la condition

Ay = Az,



Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre rappelle quelques notions élémentaires de la théorie des surfaces, pour plus de
détails voir [39], [45], [31].

1.1 L’espace de Lorentz-Minkowski E;

On appelle espace pseudo-euclidien de dimension m, de signature (s, m—s), 'espace vectoriel
R™ muni de la métrique

gr, = —dz} —dzj — ... — da? + da? | + ... + da?

ou (z1, s, ..., Tr) sont les coordonnées rectangulaires de R™. On le note E".
EP = {(21,29, ..., ¥p) € R™, gp, = —da} — daj — ... —dx? +da? | + ... + da2} ~ (R™, g1).

En particulier, pour m > 2, E* s’appelle Lorentz-Minkowski m — espace.

On s’intéressera particulierement a I’espace de Lorentz-Minkowski E2 qui est 1’espace vecto-
riel R? muni de la métrique lorentzienne

gL = —dx} + da3 + dx3, (1.1)

ou (71, 22,73) est le systéme de coordonnées rectangulaires de E3. Souvent (z1,zs,x3) =
(x,y, 2).

On associe & cette métrique le produit scalaire de Lorentz (produit scalaire lorentzien) de
deux vecteurs V' = (v1, v9,v3) et W = (wy, we, w3) de B, défini par

gL(V, W) = —v1uw + VaW2o + V3Ws3.

Comme en géométrie euclidienne, on définit la norme de V' comme suit :

VI = VIge(V, V)]



Définition 1.1 i) Un vecteur de norme strictement négative est dit de type temps, ou plus
simplement temporel.

i1) Un vecteur de norme strictement positive est dit de type espace, ou spatial.

i1i) Un vecteur non-nul de norme nulle est dit de type lumiére, nul ou isotrope.

Dans cette section on fixe quelques notations utilisées par la suite.

Définition 1.2 On définit le produit vectoriel de Lorentz, une opération sur les vecteurs,
par

1) VAW =0 sV et W sont colinéaires.

2) V. NW =T, l'unique vecteur orthogonal a V' et W.

3) gr(V AW, T) = det[V, W, T] pour tout T € B3, ou det[V, W, T| désigne le déterminant de
la matrice dont les vecteurs colonnes sont respectivement V. W et T.

Si Vet W sont unitaires et orthogonauz alors {V, W,V ANW} forme une base orthonormée
directe.

Propriétés

Soient XY, Z,V,W, T des vecteurs de E3. On a :
DVAW =W AV.
NVAWHT)=VAW +V AT,
3) gu(V AW, W) = g.(VAW,V) =0,
4) det[V, W, T) = go(V AW.T) = gu(V, W AT).
5) (XNY)Z =g(Y,2)X — g1(X, 2)Y.
6) Identité de Lagrange dans E3
gV AW, X NY) = gr(W, X)gr(V.Y) — gr(V, X)gr(W,Y).

gr(X,V)  g(Y, V) gl
det[X,Y, Z]. det[V. W, T] = — | g (X, W) go(Y,W) gL(Z, W)
g.(X,T) g (Y, T) gu(Z,T)

Pour V = (v1, v9,v3), W = (wy, wa, w3) dans E3

VAW = (v3wg — vows, v3wy — v1Ws3, V1Wa — VWi ).

1.1.1 Hypersurfaces de E" (resp. E")

Définition 1.3 Soit k > 1. Une hypersurface régulicre M™ 1 de E™ (resp. E™) de classe
C* . est une partie non vide de E™ (resp. ™) telle que pour tout point p dans M™™1, il existe
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un owvert 0, de B™ (resp. B™) contenant p, un ouvert Q' de E™™! et une application
r:Q — E"(resp. B)

de classe C* tel que
r:Q —r(Q)

soit un homéomorphisme, que r soit de rang (m — 1) sur (), et que
r(Q) =M™ NQ,.
Sir(Q) =M™t alors M™ ! est dite hypersurface réguliére simple.

Remarque 1.1 Pour m =3 et s = 1, M? est une surface réguliére de l’espace de Lorentz-
Minkowski B3.

Le couple (€, r) est appelé une paramétrisation de M? au voisinage de p.

Définition 1.4 Soit m > 3 et c € EI".

On appelle pseudo-sphére de centre c et de rayon p > 0, et on note S™(c, p), ’hypersurface
pseudo-riemannienne de BT définie par

Sr N (ep) = {z € B i< o —ca—c>=/}, 0<s<m—1

On appelle espace pseudo-hyperbolique de centre c et de rayon p > 0, et on note H™ (¢, p),
Uhypersurface pseudo-riemannienne de EI* définie par

Hi’ll(c,p):{xEET:<x—c,x—c>:—p2}, 1<s<m.

Remarque 1.2 1) Pour s = 0, S§* *(c,p) est la sphére standard S™(c,p) de l’espace
euclidien Ef' = E™.

2) Sm1(c, p) et H™ ! (c, p) sont des sous-variétés pseudo-riemanniennes complétes, & cour-

bure sectionnelle constante # et —pig respectivement.

Définition 1.5 Soit U un ouvert de R? et M? une surface régquliére de l’espace euclidien E3
(respectivement B3 ) paramétrée par

r:U— B (B}), (u,v) — r(u,v) = (ri(u,v), ra(u, v), rs(u, v)).

Dans ces conditions on peut définir le plan tangent TM? comme le plan engendré par
{ry = ry(u,v),r, = ry(u,v)} et le vecteur unitaire normal par

Ty ATy
[ra Aol
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On note E, F, G les coefficients de la premiére forme fondamentale dans la base {r,,r,},
i.e. les coefficients tels que, pour dr = r,du + r,dv on a

I(du,dv) = gp(dr,dr) = Edu®+ 2Fdudv + Gdv*
E F du
= (du,dv)(F G)(dv)’

E = gr(du,du), F = gr(du,dv), G = gr(dv, dv).

ou 'on a posé :

F

Il faut noter que les quantités E, F' et G peuvent étre les mémes pour deux surfaces diffé-
rentes. La premieére forme fondamentale permet de calculer la longueur d’une courbe tracée
sur la surface en terme du vecteur tangent.

Fr= ( B Z ) est la matrice associée a la forme fondamentale 1.

Définition 1.6 La forme quadratique 11 définie sur le plan tangent TM? par :
II(du,dv) = —gr(dN, dr) = Ldu® + 2Mdudv + Ndv?,

est appelée la deuziéme forme fondamentale de M?, o dN est la dérivée covariante du vec-
teur normal unitaire.

L, M, N sont appelés les coefficients de la deuxiéme forme fondamentale. Cette forme qua-
dratique permet de donner des informations géométriques sur la surface.

La deuxiéme forme fondamentale I1(dv,dv) peut s’écrire

[1(du, dv) = (du, dv) ( ]\Z ]\]\4, ) ( ZZf >
L

ou Frr = ( iy ]\]\{ > est la matrice associée a la forme fondamentale 17.

1.1.2 Endomorphisme de Weingarten

On consideére (%, %, o mi) la base locale naturelle de I'espace E".

Champs de vecteurs

Soit M une variété différentiable de classe C*°. En chaque point p de M, nous venons de
définir 'espace tangent. Nous avons alors la possibilité de considérer une application qui
associe a tout point p de M un vecteur dans 7, M. C’est la notion de champ de vecteurs.

Notons I'(M) V’espace vectoriel des champs de vecteurs sur M.

On considére ’espace vectoriel des fonctions de classe C'*° sur M,

SM)={f: M =R, f € C=}.
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Définition 1.7 Une connexion linéaire est une application
V:I'(M)xT' (M) —-T(M), (X1,Y1) =V, V1
telle que, pour tous Xy, Xo,Y1,Yo € (M) et f,g € F(M) :

VixivexoY1 = fVx, Y1+ 9V, Y1,
Vx, (Y1 +Y) = Vx Y1 +Vyx Yo,
Vx,(fM1) = Xi(fH)ii+ V2.

Définition 1.8 Soit (x4, xs, ..., T,,) un systéme de coordonnées locales dans une variété semi-
riemannienne (M, g) munie de la connexion de Levi-Civita. Les symboles de Christoffel pour
ce systéme de coordonnées sont les fonctions réelles notées Ff“’j définies par

Vag—Ffj—, 1<i,5,k<m
z; .:Ck
En effet, on a alors :
Y, 0
T Tk

XetYsont X =X,2YV=Y2

ij'

Proposition 1.1 Sur une variété M munie d’une métrique riemannienne (ou pseudo -
riemannienne) g, il existe une unique dérivée covariante symétrique V vérifiant :

(X, Y] =VxY - VyX
et
Xgr(Y,2) =g (VxY, Z)+ gL (Y, VxZ), X,Y,Z € I'(M). (1.2)

En écrivant la deuxiéme équation pour toute les permutations circulaires de X,Y,Z et en
faisant la somme alternée, on en déduit :

29.(VxZ)Y) = Z.go(X,Y)+X.g.(Y,Z) = Ygr(X, Z2) — g ([X, Y], Z)  (1.3)
+9r([Y; 2], X) — g([Z, X], Y).

Preuve. Par une permutation cyclique des champs X,Y et Z, la formule (1.2) donne les
identités
X.g1(Y,Z) = gL(VxY, Z) + g (Y,VxZ)
Ygr.(Z,X)=g9.(VyZ,X)+ gr.(Z,Vy X)
Z.9r(X,Y) =g.(VzX,Y) + g (X, V2Y).

Cela donne (1.3). =

(1.3) veut dire que les symboles de Christoffel s’expriment en fonction des coefficients F, F
et GG de la premiére forme fondamentale de M.
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Comme le tenseur métrique g = g;;dx;dz; sur M est non dégénéré, la matrice G = (g;;) est
inversible.

On trouve :

k= lgkl {agjl N Aga agij}
i )

2 z; x; T

ol ¢* sont les composantes de G71.

Lemme 1.1 La connexion naturelle définie ci-dessus est la connexion de Leuvi-Civita de
lespace pseudo-euclidien ET', 0 < s <m et

gij:fsijé'j
Iy =0, 1<i,j,k<m,

ol
o — -1 s 1<j5<s
Tl 41 s s+1<j<m.

Soit M™1 une hypersurface de E™ ou E™. Dans cette partie, on va noter V la connection
de Levi-Civita de E™ (E™) et V celle de 'hypersurface M™!.

On sait que )
VxY =VxY + II(X, Y),

ou II(X,Y) désigne la partie normale de VxY a M™ 1 et VY est la partie tangente de
VxY a M™ 1 1I est dit tenseur de la seconde forme fondamentale de M™~* C E™ (ou E™).

Définition 1.9 Soit  un point de Uhypersurface M™ ! et N un vecteur unitaire normal
dans un voisinage de x dans M™*. Soit

S, : T,M™ ' — T,M™ " V, — S,(V,)

Dapplication linéaire définie par )

pour tout V,, € TyM™ ', L’application S, est dite endomorphisme de Weingarten de M™ 1
en x déduit de N.

En tout point x de M™ ! il existe deux applications +S,. On parlera d’endomorphisme de
Weingarten S de M™~!, et on écrira
S(V)=-VyN
pour tout champ de vecteurs V € TM™ 1,
Proposition 1.2 Si S est ’endomorphisme de Weingarten de M™ 1, alors en tout point x

l'opérateur
S:T,M™ ' — T,M™!

est auto-adjoint. Autrement dit

gr.(S(V,), Wy) = gL (V, S(WL)), YV, W, € T,M™ L
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Les valeurs propres de 'opérateur S sont dites les courbures principales de M™~! et les
vecteurs propres sont dits les directions principales de M™~ 1.

Proposition 1.3 L’endomorphisme S de Weingarten de M™ ' vérifie

9.(S(X),Y) = g, (II(X,Y),N), VX, Y e TM™ "

Proposition 1.4 Soit M? une surface réqulicre de B* ( respectivement B3) paramétrée par
P M2 B (B, (u,0) > r(u,v),

{ru,r,} est une base de T,M?* ot p = r(u,v). Soit t — ~(t) une courbe tracée sur M?, telle
que

7(0) = p et 7'(0) = 7.
Ona :

vr Ty = Tuv-

w

V,,.N=N,, V, N=N,.

u v

90(S(r0),70) = =g (V, N, 7,) = —gr(Ny, 7,) = gr.(N, 7)) = M,
gL(S(TU)aru) = gL<N7TuU) =L, gL(S(rv)ﬂ"v) = gL(N,Tw) =N,

ou L, M et N sont les coefficients de la deuziéme forme fondamentale.

En fait la deuxiéme forme fondamentale associée & M? en un point p est la forme quadratique
définie sur T,M? par
IT,(X) = g.(S(X),X) = g(II(X, X),N)

pour X € TpM2.

1.2 Equations de Gauss et Weingarten dans E?

Soit M? une pseudo-riemannienne de 3. Pour un systéme de coordonnées locales (u, v) dans
M?, les composantes du tenseur métrique sont notées £, F, G.

La formule (1.3) permet de calculer les symboles de Christoffel en fonction de E, F' et G et
leurs dérivées

~ 1 E,
gL(rwvruru) = §TU'9L(ruyru) = Eril + FF%l = 7
et
gL(ﬁn @ruru) = ru-gL(Tua Tv) - §Tv-gL<7nua ru)
Ev

= FI'}, +GI%, =F, — -
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On peut résoudre ce systéme pour les inconnues T'{; et T'?; en obtenant pour elles des ex-
pressions dépendants de E, F. G, E,, E,, F,.

Les symboles de Christoffel vérifient :

E.

1 B F
Fu_@)aQF12:det(% G)’
Gy
2

<

ol

Qri, = det(% F) QT? —det(
1 — Fu_Ev G ) 11 —

2 2

F E F,—
G>7QF§2_det(F Go )7

2

ol 1

E B F, -
2

2

<

ou Q= EG — F? B, = §E, F,, = §&, G, = 52 et (u1,uz) = (u,v).

— Ouy? — Ouy?

1.2.1 Equations de Gauss dans E}

Théoréme 1.1 Soit M? une surface réqulicre de B3 paramétrée par v : U — M?. Alors

Taw = Dy + 12,7, + g0 (N, N)LN
Tuo = Loty + T2ry + g (N, N)MN (1.4)
Too = DaoTy + 21y + g (N, N)NN.

Preuve. Commencons par écrire les dérivées partielles 7.,,,; (ot (u1,u2) = (u,v)) dans la base
{ru,m7,,N}. La surface M? étant réguliere, alors il existe des scalaires réel a;;, (1 < 4,5 < 3)
tels que

T = @117y + @127 + a13N

Tww = 21Ty + G227y + a23N

Tyy = a317y + az2ry + agzN.

On en déduit que
a3 = gr(N,N)L, a = go(N,N)M, as3 = g.(N,N)N.

Par suite, en faisant le produit scalaire de chaque équation cidessus avec r, et r,, on obtient

a11E + a12F = gL(Tu,T’uu) = % (1 5)
CL11F + CL12G - gL(rvvruu) - Fu - % ’
B + agnF = g(ru, Tun) = %
1.6
{ ag1F + anG = gr(ry, Tw) = % (1.6)
CL31E + (132F = gL(ruvrvv) = Fv - % (1 7)
CL31F+CL32G=9L(%,TW)I%- '
La résolution de (1.5) donne
1| £ F
allzé ﬁu_% G ‘:F%r

On procede d’une fagon analogue pour les autres scalaires. m
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1.2.2 Equations de Weingarten dans E?

Théoréme 1.2 Soit M? une surface réguliere de B3 paramétrée par r : U — M?. Alors
lopérateur de Weingarten S de M? vérifie

-5(r) = N, = (M) ()
-50) = N = (S22 v+ (R

Preuve. On a g, (N,N,) = g.(N,N,) = 0. Comme les champs de vecteurs N,, et N,, sont
tangents a M? il existe des scalaires réels by, bia, ba1, b tels que

N, - bii b2 Ty,
N, B ba1 b2 Ty )
On conclut d’aprés le Proposition 1.4. =

Proposition 1.5 La matrice de S dans la base {r,,r,} est donnée par
by b  (E F\'[ L M
a1 bao B F G M N

1 MF—-LG NF - MG

_ 2
EG-F\ |r_ME MF-NE

Remarque 1.3 Si X est un champ de vecteurs sur M?, X = ar, + br,, alors

VxN = aN, + bN,

= (aay + bagy)r, + (aaiz + bagg)r,.

Lemme 1.2 On peut vérifier que

N, = —(g”hu + 912h12)7“u - (912h11 + g22h12)rv
N, = —(gnhu + 912h22)7“u - (912h12 + 922h22)7’v,

ot (g”) ((hY)) désigne la matrice inverse de I (I1).

1.2.3 Troisiéme forme fondamentale

On peut également construire un autre tenseur symétrique appelé troisiéme forme fonda-

mentale défini par ) )
HI(X) = gr(VxN, VxN).

Définition 1.10 Soit M? une surface réguliere de B3 paramétrée par r : U — M?. La
troisieme forme fondamentale 111, au point p est la forme quadratique sur le plan tangent
T,M? (engendré parr, et r,). Elle est exprimée par

IT1,(X) = g.(S(X), S(X)).
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On définit les fonctions e;; : U — R par

N N
“ =9 8ui’6uj ’

Elles sont appelées coefficients de la troisiéme forme fondamentale associée & la surface M?2.

La matrice de la troisiéme forme fondamentale relative a la base {r,,r,} de TM?, induite
par une paramétrisation r(u,v) d’un voisinage de p € M?, est donné au point p = r(u,v)
par

€11 €12
Firr = (eij)o<ij<e = < ) :

€12 €22

On peut écrire la troisiéme forme fondamentale comme forme quadratique sur TM? :

I1I(du, dv) = g (dN, dN) = eq1du® + 2erpdudv + espdv®.

Lemme 1.3 On peut vérifier que

9.(N,,N,) = e(2HL — KGE)
) = c(2HM — KgF) (1.9)
) = c(2HN — KcG),

qr (NU7 Nv
gL(Nva Nv

ot ¢ = gr,(N,N).

Preuve. On a, en vertu du théoréme (1.2)

9.(Ny, Ny) = gr(biary + biary, biiry, + biary)
= b190(ru,ru) 4 261101291 (Pu, 7o) 4 07591 (T4, )

2 2
_ E(MF—LG) L oF (MF—LG) (LF—ME> +G(LF—ME>

EG — F? EG—F? ) \'EG — F? EG — F?
= ¢(2HL — KGE).

De la méme maniére on trouve g, (IN,,N,) et g, (N,,N,). m
Proposition 1.6 La troisiéme forme fondamentale 11 est exprimée par les formes fonda-

mentales I et 11 par la relation

I11(du,dv) = e(2HIT — KgI). (1.10)

Preuve. D’apres (1.9), on a
III(du,dv) = gp(dN,dN) = g;(N,,N,)du® + 2g;(N,, N,)dudv + g (N,, N,)dv?

= e(2HL — KgE)du® + 2c(2HM — K¢ F)dudv + £(2HN — KG)dv®
e(2HIT — K¢I).
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De (1.10), il vient

€11 = E(QHL — KgE)

€12 — €<2HM - KG‘F)

€29 — 8(2HN — KgG)
|

Un calcul direct donne

1)
et = €11€99 — €79 = — = et(/).
det(I11) 2, = K2(EG — F?) = K% det(I)
2)
V2L E + 2b11b1oF + 12,G bi1bar £ + (b11ba + b12ba1 ) I + b12ba2G
Frir =
b11b21 E' + (b11ba2 + b12ba1 ) F + b1abenG b§1E + 2091 b2 I + b%gG
_ <bn b12><E F><bu b21>
ba1 Do F G bia bag )
3)
{ Ny, = (1y7u + (12T
N, = (o174 + CaaT0,
ou
§11 = _(hllell + h12€12)a §12 = _(h12€11 + h22€12)
Czl - _(hn@u + h12622)7 C22 = _(h12@12 + h22€22)'

1.3 Courbure de GGauss et courbure moyenne

1.3.1 Courbure de Gauss

Proposition 1.7 Soit M? une surface réguliére de B3 et N le vecteur unitaire normal a
M?2. Alors

1)
¢ EG — F?

2)
KG = —gL(N, N) det(S),

ot S est 'endomorphisme de Weingarten.

3)
S(ry) X S(ry) = —gr (N, N)Kg(ry X 13).
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La courbure de Gauss K peut-étre calculée a partir de la premiére forme fondamentale.
Théoréme 1.3 La courbure de Gauss Kg de M? ne dépend que de la premiére forme fon-
damentale et ses dérivées. En particulier, deux surfaces isométriques on la méme courbure

de Gauss Kg.

Lemme 1.4 La courbure Kg d’une surface M?* de B3 paramétrée par v est donnée par

1 1 1
Ko=—— ((EG=FY)(F,— =Ep — =Gy | + det(A) — det ,
¢ = (BG = oy (( G )< 5 2G )+ et(A) e(B))
ot G G Ev G
0 Fo—3 % S
A= LiE, E F |, B= f? E F
F,-2 F G & F G

La courbure de Gauss est une quantité issue de la géométrie "interne a la surface", on dit
que c’est une quantité intrinséque.

1.3.2 Courbure moyenne

Définition 1.11 Etant donné un point m € M? et {eq, e2} une base orthonormée de T, M?,
le champ de vecteurs de courbure moyenne de M?, noté H,,, est défini par

2H,,, = trace(gr(e;, e;)II(e;, €5)) = grer, en)II(eq, e1) + gr(ea, e2)I(ey, e2),

ot IT est le tenseur de la deuxieme forme fondamentale associé o M?.

Considérons une fonction réelle réguliere H : M? — R, (u,v) — H(u,v) vérifiant

H = HN.

Proposition 1.8 La fonction H définie ci-dessus est donnée par la formule

EN+ LG —-2FM

H=9.(N.N)— =

1.4 Quelques opérateurs différentiels

Soit (M?, g) une variété semi-riemannienne et I’ensemble des fonctions réelles F(M?) régu-
licres définies sur M?2.

Définition 1.12 Le gradient grad(f) d'une fonction f € F(M?) est l'unique champ de
vecteurs, noté V f, tel que

9(X,Vf) = df(X)=Xf
af

:Xz 7]-<< 3
a STSN

%

pour tout champ de vecteurs X.
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En coordonnées locales,

L O0f 0
v = g" a_ < Z') ) < n,
f g 81’1 al’j - J =
ou (g*) est la matrice inverse de (g;;).
Dans le cas pseudo-euclidien, on a
af o
Vf= TN A <3< n,
F=9 ox; 0x; -~

ou g;; = g(aiia a?ci)‘

Définition 1.13 La divergence d’un champ de vecteurs X sur M?, notée div(X), est définie
comme la trace de V — Vv X. Ainsi, pour des champs de vecteurs orthonormauz ey, e, ..., €,

div(X) = giig(e;, Ve, X), 1 <i<m,
et pour un systéme de coordonnées locales on a

X,

div(X) +I,X;, 1<i<m.

Par conséquent, pour des coordonnées naturelles sur EI*, on a

X
alz'v(X):aa L1<i<m.

Proposition 1.9 Soit X un champ de vecteurs sur M? et f une fonction de F(M?). Alors
div(fX) = df(X) + fdiv(X).

Pour un systéme de coordonnées locales sur M? on a

div(X) = \/% ai (VIDIX)),

ou D = det(I) = det(g;;).
Soit ¢ une fonction de F(M?). On appelle Laplacien de ¢, et on note Ay, la divergence du
gradient de .
On définit 'opérateur de Laplace-Beltrami comme 'opérateur différentiel du second ordre
Ap = div(Vy).
Le Laplacien A est donné, dans un systéme de coordonnées locales (z1, ..., z,,), par :
g (0% O
Ap = ¢¥ B
v g ((%Z(%J K 81’k

ou (g%) désigne la matrice inverse de I.

J
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Remarque 1.4 Soit M? une surface réguliére de B (respectivement B3) paramétrée par
r:M?*— E?(ED), (u,v)— r(u,v).
Le tenseur /] de la deuxiéme forme fondamentale associée & M? est un tenseur métrique si

et seulement si il est non dégénéré. Si tel est le cas, on peut définir la divergence associée a
la deuxiéme forme fondamentale, que I'on peut noter div'!(X), par

div'! (X)) = \/%ai (\/ﬁXi)y

ou D = det(I]) = det(h;).

Par suite, on pourra définir le Laplacien de ¢ associé a la deuxiéme forme fondamentale,
noté Al pour toute fonction ¢ € F(M?) par :

m,_ 1 (0 i 0P
A gp—m(axi(\/ﬁh o )), (1.12)

ou (h%) désigne la matrice inverse de I1.

J

Un calcul simple nous donne :

Ay = -1 Gy, — Fo, _ (Lo Eoy (1.13)
VIEG—F I \\VIEG-F?)  \IEG-F[ ) .

-1 Nyp,— M My, — L
AII(,D _ Pu Pu o Pu Pu (114)
VIN 3 \\VIIN - [ ) \VILN -] )|
pour toute fonction ¢ € F(M?).

On pourra définir le Laplacien de ¢ associé a la troisiéme forme fondamentale, noté AHZyp
pour toute fonction ¢ € F(M?) par :

a1 i z’ja_SO
aTp= (axi(me o))

le]

ou e = det(I1]) et (¢¥) désigne la matrice inverse de IT1.

Il est facile de montrer que

-1 — -
AHI('D _ . €22Py, 612%;@ [ 612y 61180; (1.15)
Veweas — iy Venez — €| u Vewess — iy .

pour toute fonction ¢ € F(M?).



Chapitre 2

Surfaces factorables qui satisfont
Ar; = \;r; dans les espaces
3-dimensionnel Euclidien E? et
Lorentzien E?

Dans ce chapitre, on donne une classification des surfaces factorables dans les espaces 3-
dimensionnel euclidien E? et lorentzien E3 qui satisfont la condition

ou A est 'opérateur de Laplace associé a la premiére forme fondamentale et \; (1 < i < 3)
un nombre réel. On donnera également les formes explicites de ces surfaces [8].

2.1 Surfaces factorables minimales dans E° (E3})

La théorie des surfaces minimales de E? a débuté au 18 siécle avec notamment les travaux
de Lagrange, d’Euler et de Meusnier. Par la suite, de nombreux mathématiciens se sont
penchés sur cette question, on peut par exemple citer Scherk. H.F et Weierstrass. K au cours
du 18°™¢ siécle. Un des intéréts des surfaces minimales locales est de résoudre le probléme
de Plateau : Trouver une surfaces d’aire minimum absolu de frontiére une courbe donnée de
l’espace.

Parmi toutes les surfaces contenant une courbe fermée donnée v, les surfaces minimales sont
celles qui réalisent le minimum de l’aire limitée par . Les exemples les plus simples de
surfaces minimales sont le plan, ’hélicoide qui est une surface réglée, et la caténoide qui est
une surface de révolution.

Une immersion r : M? — B3 (E3?) de la surface M? dans E? (E}) est dite minimale si sa
courbure moyenne est partout nulle. Rappelons que la courbure moyenne d’une immersion
est la moitié de la trace de sa deuxiéme forme fondamentale.

22
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2.1.1 Surfaces factorables minimales dans E*

Soit  : M? — [E3 une immersion isométrique d’une surface factorable dans 1’espace euclidien
de dimension 3 muni de la métrique induite. Notons

g = da* + dy* + d2?
la métrique riemannienne standard euclidienne sur R3.

M? peut étre paramétrée par

r(u,v) = (r1(u,v), ro(u,v), r3(u,v) = f(ri(u,v))g(re(u,v))) (2.2)
r(u, U) - (Tl (u’ U)? T2(”? U) = f(Tl (u’ v))g(rg(u, U))v 7"3(u, U)) (23>
T(u’ U) - (7"1 (u’ U) = f(TQ (U, v))g(r3(u, U))? T2 (uv U)? T3(u7 U))? (24>

ou f et g des fonctions réguliéres des variables u et v, respectivement.

Supposons que la surface M? s’exprime par (2.2), ou de maniére équivalente par

r(u,v) = (u, v, f(u)g(v)). (2.5)

Les dérivées du rayon vecteur de la surface M? par rapport aux paramétres u et v sont
désignées par r, et r, respectivement, et I'on a

T’LL = (1’07 f/g)7 T’U = (07 ]"fg/)’

On calcule les coefficients £, F, G de la premiére forme fondamentale de M?, on trouve
E=f%¢+1, F=fgfg, G=1+f"

On calcule les coefficients L, M, N de la deuxiéme forme fondamentale de la surface M?2.
On a d’abord

Tuu = (Ouovfl/g)a Tuww = (0707 f/g/)v Tvy = (0707 fg//>
et ensuite ]
N: Y ! _ / 1 .
W( g, —fd.1);

gf'// M: f/gl

L=
w’ W’ W’

ot W = /2 ¥ 2% 1 1.
Par des calculs immédiats. Il vient alors
1. 1
H=sW™Hy, Ko =55 (9f"19" = [797),

ou
Hi= 1+ f2¢*) f"g+ (fP9*+ 1) fg" —2fgf¢".

Nous allons décrire les surfaces factorables minimales de E? (voir [43]).
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Théoréme 2.1 ([43]) Les surfaces factorables minimales de B* sont localement des graphes
de fonctions

1)

zZ = C1V + Co,

2)
Z = C1u + ¢,
3)
z = (c1v + ¢2) tan(csu + ¢4),
4)

z = (cru + ¢2) tan(czv + ¢4),
5) z = f(u)g(v), ot
(5,1)

(= f df (u)
v/ 2aln(f(u))+ec1

v — dg(v)

4 b
\ €29 (v)ii

U= f df(u
dg(v)

v= | ———0,
2bIn g(v)+c2

\

f \/le2(1+k)

dg(v)
0392(1*’9)(11)—04

ol a,b,k,c1,ca,c3,¢c4 ER et a® +b% £ 0,k # 1.

v = s

2.1.2 Surfaces factorables minimales dans E}

Soit r : M? — B3 une immersion isométrique d’une surface dans I’espace 3-dimensionnel de
Lorentz-Minkowski muni de la métrique induite (1.1).

Supposons que la surface M? s’exprime par (2.5).

Les expressions des dérivées premieres de r sont immédiates :
Tu = (17 07 flg)7 /r.'U = (07 17 fg/)'

On applique les formules classiques pour le calcul des coefficients des formes fondamentales
de M?, on trouve
E=f?¢~1, F=fgf'g, G=1+f¢* (2.6)

1 / /
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et

gf// M: flgl

L:
w’ W’ W’

ou W = /|EG — F2|.
Par des calculs immédiats. I vient alors (voir larticle [43]).
1
H = §W‘3H1,

ou
Hy = (1+ f*¢")f"g + (f?9" = D fg" = 2faf"d".
Nous allons décrire les surfaces factorables minimales de E3 (voir [43]).

Théoréme 2.2 ([43]) Les surfaces factorables minimales de B3 sont localement des graphes
de fonctions

Z = C1V + Ca,

2)
Z=cu+ ¢y, b3, by € R,
3)
z = (10 + ¢2) tan(czu + ¢4),
4)
couexp(cyv)
" 1+ cpexp(ew)’
5)
z = ¢y exp(cou + c3v),

6)

L jav+c

N c3u+ ¢y’

7) z= f(u)g(v), ot
(7,1)

u=J e
dg(v)

v = - =
c2g (U)*E

)

= f \/Qalnf(u +c1
dg(v)

v= | —LL |
2bln g(v)+ca

f \/le2(1 k) —co
dg(v)

\/c3g2(1=F) (v)—cq
ol a,b,k,cy,co,c3,c4 ER et a® +b* £ 0,k # £1.

v =
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Théoréme 2.3 Les surfaces factorables minimales de B3 sont localement des graphes de
fonctions
z = (au + b) coth(cyv + ¢3), a,b,c1,c0 € R.

Preuve. La condition de minimalité H; = 0 conduit & I’équation

L+ 29 "9+ (%9 — 1) fg" —2fgf?g? = 0. (2.8)

L’équation ci-dessus devient

Tt "9 —9*) +d*(f"f = ) =0. (2.9)

Si f” =0, alors f(u) = au+0b, a,b € R. L’équation (2.9) donne
q"(a*g* — 1) = 2agg"”. (2.10)
Les solutions de (2.10) sont de la forme
g(v) = czcoth(civ + ¢3), c1,09,c3 € R.
En substituant ces valeurs de f(u) et g(v) dans (2.5), on obtient

r(u,v) = ((u, v, (au + b) coth(cv + ¢2))), a,b,c1, ¢ € R.

2.2 Surfaces factorables dans E? satisfaisant la condi-
tion A?“Z’ = )\Z'TZ'

Dans ce paragraphe, on étudie les surfaces factorables M? de E? qui satisfont la condition
(2.1).

Si M? est construite avec des composantes qui sont des fonctions propres du Laplacian, alors
on aura

Au) = Mi(u), A(v) =X2(v), A(fg) = As(f9), (2.11)
ou A1, Ag et A3 € Spec(M?).

Le lemme suivant permet de simplifier des calculs :

Lemme 2.1 Le Laplacien de M? est donné en termes de u et v par :

1 02 52 52 °oH (.,0 . 0
A="wm (Ea_ p¥: ‘2Fauav> W (fg a0 *f%) - @12
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Preuve. De (1.11), on a

_ ! 9 (Dl 22
B = \/]D\izjaxi( Dlg" 507)

VEG — F2 | 0u \ VEG — F? v \ VEG — F?
1
= 5 (2W?(Gpyy — 2F 0y, + Epy,) + (G — F,)2W? — G’E, — EGG,, +
2FGF, + FGE, + FEG, — 2F*F,))p, + (E, — F,)2W? — E*G, — EGE, +
2FEF, + FGE, + FEG, — 2F*F,)p,),

ou (z1,x2) = (u,v).

On vérifie facilement

G, = 2fdWM, E,=2f'gWL, G,=2f¢gWN, E,=2fgWM, (2.13)
F, = W(f'gM+ fg'L), F, =W(fg'M + f'gN).

Comme
(Gy — F,)2W? — G2E, — EGG,, + 2FGF, + FGE, + FEG, — 2F%F, = —2f gW H,
(EU — Fu)2W2 — EQGv - EGE,+2FEF,+ FGE, + FEG, — 2F2Fu = —2fg’WH1,

d’ou
1 2H
A Paide de (2.5) et (2.14) nous obtenons
Au = %f’gH
Av=fg'H (2.15)
Afg= —%H.

Remarque 2.1 On vérifie alors facilement que

Ar = —2HN. (2.16)

D’apres (2.16), on voit alors que M? est minimale si et seulement si on a Ar = 0.

En conséquence, nous obtenons

2f'gH = \\Wu (2.17)
2fg'H = AW (2.18)
OH = — W fg. (2.19)

Ainsi, le probléme de la classification des surfaces factorables M? vérifiant (2.1) est réduit
a la résolution du systéme d’équations différentielles ordinaires. Etudions ce dernier suivant
les valeurs des constantes Aq, Ay et As.
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Nous allons considérer deux cas : A3 = 0 et A3 # 0.
Cas 1. A3 = 0. L’équation (2.19) donne H = 0, ce qui signifie que ces surfaces sont minimales.

D’apres (2.17) et (2.18), nous déduisons que

Cas 2. \3 #0.

Dans ce cas deux possibilités s’'imposent

i) Si fg =0, alors H = 0.

i1) Si fg # 0, on traite quatre cas :

a) Si Ay =0 et Ay # 0, il vient des équations (2.17) et (2.18)
f(u) :aeR*,g’#OandH:%.

Par suite, le systéme d’équations différentielles ordinaires (2.17), (2.18) et (2.19) est réduit
au systéme équivalent suivant

a?g'g" = Av(a’g? +1)° (2.20)

g" = —Asg(a?g? +1)% (2.21)
g,_E\/A202+B+1 R
o /——)\2’1}2 —ﬁ ) )

pour certaine constante 3 telle que —1 < M\v? + 3 < 0.

D’apres (2.20) on déduit

On peut donc écrire
" 5)\21)

S o — B 1 B 1

5/\2’0 —>\2U2 — 6
g9(v) = > -
Oé)\3 )\2U + ﬁ +1

8)\21} —>\2U2 — 6
/\3 )\2’(]2 + 6 +1

L’équation (2.21) donne

Ainsi

r(u,v):(u,v, ), —1<M?+8<0.

b) Si Ay # 0 et Ao =0, il vient des équations (2.17) et (2.18)

O(f”W_g

gw)=aeR" f #0and H = 5

Ainsi, le systeme est réduit a

2 f' 7 = Mu(a?f? +1)? (2.22)
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==X+ 1)%f. (2.23)
L’équation (2.22) donne

6)\1“
a(=Mu? = B)2/ A2+ B+1

Finalement, (2.23) et (2.24) nous donnent

f(u) . 8)\1U —)\1U2 — B
N Oé/\g )\1U2+ﬁ+1

Dans ce cas, les surfaces factorables sont données par

= (2.24)

8)\1’& —/\1u2 — 6
A3\ w2+ B +1

r(u,v):(u,v, ), —1l<Mu*+3<0.

¢) Si A1 # 0 et Ay # 0, le systeme différentiel (2.17), (2.18) et (2.19) devient

f'#0et g #0. (2.25)

En multipliant (2.17) par ¢'f et (2.18) par f’g, on obtient

Aig:Aﬁf:a,aeRf (2.26)
En utilisant (2.17) et (2.19), on obtient
Mu=—=Xsff'g. (2.27)
D’apres (2.26) et (2.27), nous déduisons que
a=—Xf?¢%

Par conséquent les fonctions f et g sont constantes. Ceci est en contradiction avec (2.25).
Ainsi, il n’existe pas de surfaces factorables satisfaisant la condition (2.1).

d) Si Ay =0 et Ay =0, d’apres (2.17) et (2.18) on trouve
ff=0etg =0.

Par conséquent, A3 = 0 et ainsi nous avons une contradiction. Ainsi, dans ce cas également,
il n’y a pas de surfaces factorables satisfaisant (2.1).

En conclusion, nous mentionnons la classification suivante

Théoréme 2.4 Soit M? une surface factorable décrite par (2.5) dans B3. Alors Ar; = \ir;,
(i =1,2,3) si et seulement si M? désigne l'une des surfaces suivantes :

1) M? est une surface minimale.
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2) M? est paramétrée par

EAV — X2 — 3 )
)\3 )\2/02 + ﬁ +1 ’

r(u,v) = (u,v, — 1< M?+p<0.

3) M? est paramétrée par

8/\1U —/\1U2 — 6 )
)\3 )\1U2 + 6 +1 '

r(u,v) = (u,v, —1l<Mu*+8<0.

2.3 Surfaces factorables dans E; satisfaisant la condi-
tion ATZ' = )\iri

Comme la surface M? est non dégénérée, EG — F? = f¢*> — f2¢”> — 1 # 0. On distinguera
deux cas selon que EG — F? > 0 ou EG — F? < 0.

2.3.1 Surfaces factorables de type espace dans E3

Supposons que EG — F? > 0, la métrique de M? est de type espace.

Lemme 2.2 Le Laplacien de M? est donné en (u,v) par :

0? 0? 0? 2H 0
A= (Ew+Ga——2Fauav)—W(fg——fga> (2.28)
ou W =+ EG — F2.

Preuve. De (1.11), on a

Ap = ;{ﬁ(w_@)_é(uﬂ
© T VEG-P lou\VEG-F) v \VEG-F?
1
=~y WG = 2Fp, + Epy,) + (Gu = F)2W? = G°B, —

EGG, +2FGF, + FGE, + FEG, — 2F*F,)p, + ((E, — F,)2W?* —
E*G,— EGE, 4+ 2FEF, + FGE, + FEG, — 2F°F,)p,),

ol (r1,72) = (u,v).
On vérifie facilement

G, = 2fdWM, E,=2f'gWL, G,=2f¢dWN, E,=2fgWM, (2.29)
F, = W(f'gM+ fg'L), F, =W(fg'M + f'gN).
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2(G, — F,)W? - G*E, — EGG, +2FGF, + FGE, + FEG, — 2F*F, = —2fgWH,
2(E, — F,)W? - E°G, — EGE, + 2FEF, + FGE, + FEG, — 2F*F, = 2f¢JWH;,
d’ou . o
Ap=—(FE G —2F0,,) — — (fd'0, — fg0,) -
» = g2 (BPu + G, Pun) = 37 (f9'00 = F90.)
Puisque EG — F? = f?¢? — f2¢> — 1 > 0, de (2.1), (2.6) et (2.28) nous obtenons m

W= f'gH, = \u (2.30)
W= fg Hy = =\ (2.31)
W™H, = \3fg. (2.32)

Remarque 2.2 1) On vérifie alors facilement que
Ar =2HN. (2.33)
2) Comme EG — F? = g% — f2¢’> — 1> 0, alors fg # 0 et f' #0.

D’apres (2.33), on voit alors que M? est minimale si et seulement si on a Ar = 0.
Cas 1. Si A3 = 0.

L’équation (2.32) donne H; = 0, ce qui signifie que ces surfaces sont minimales.
Nous obtenons également, par les équations (2.30) et (2.31), A\; = Ay = 0.

Cas 2. Si A3 # 0, alors, H; # 0 et par conséquent nous avons nécessairement d’apres (2.30),
A1 # 0.

i) Si A2 = 0, on déduit de (2.31) que g(v) constant, soit
g(v) = a e R". (2.34)
Dans ce cas, le systéme d’équations (2.30), (2.31) et (2.32), est réduit a
Q2f " = Au(a?f? —1)° (2.35)

"= Agf(a®f? - 1)". (2.36)
L’équation (2.35) donne

" 5)\11[, )\1U2 +6 ,
- R, A ,
/ 04()\1U2+ﬁ)2\/)\1uTﬂ—1’ BeR, Mu+ <0

Une solution de 1’équation différentielle (2.36) est

- 5)\1u )\1U2 + 6
flu) = aAg\/A1u2+5_1' (2.37)
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En substituant (2.34) et (2.37) dans (2.5) on trouve

6)\1U >\1U2+5 2
r(u,v) = (u,v, N ”)\1102—1-5—1)’ B eR, Mu“+ B <0.

i1) Si Ay # 0, le systéme d’équations (2.30), (2.31) et (2.32), est réduit a

Avg = —ag’
{ Ajui‘; . f,g (2.38)
ou a est un réel non nul.
Les équations (2.30), (2.32) donnent
M= Asff'g* (2.39)
De (2.38) et (2.39) on déduit que
a= \sf%g>.

Par conséquent les fonctions f et g sont constantes. Ceci est une contradiction, donc il
n’existe pas de surfaces factorables de type espace dans ce cas satisfaisant la relation (2.1).

Finalement, on peut énoncer le
Théoréme 2.5 Soit M? une surface factorable de type espace décrite par (2.5) dans E3.
Alors Ar; = Ny, (i = 1,2,3) si et seulement si M? désigne l'une des surfaces suivantes

1) M? est une surface minimale.

2) M? est paramétrée par

6)\1u )\1U2+5 9
r(u,v) = (u,v, N H)\lu2+ﬁ—1>’ B eR, Mju+ 5 <0.

2.3.2 Surfaces factorables de type temps dans [}

Supposons que EG — F? = f2¢g? — f2¢"> — 1 < 0, la métrique de M? est de type temps.

Lemme 2.3 Le Laplacien de M? est donné en (u,v) par :

1 52 52 52 °2H (. ,0 ., 0
A=ym (E(w ar i QFauav) W (f 9a0 1 ga—u) (2.40)
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Preuve. De (1.11), on a

Ap = —1 {Q (Gsou—F%) _Q(F%—E%ﬂ
VEG —F? |0u \VEG —F%2) Ov\VEG —F?
= —2;/4 (2W?(Goyy — 2F 0y, + Ep,,) + (2(G, — F,)W? + G*E, + EGG,, —
2FGF, — FGE, — FEG, + 2F*F,))p, + (2(E, — F,)W? + E*G, + EGE, —
2FEF, — FGE, — FEG, + 2F*F,)p,),

ou (z1,22) = (u,v).

On vérifie facilement

G. = 2f¢WM, E,=2fgWL, G,=2f¢WN, E, =2f'gWM, (2.41)
F, = W(f'gM+ fg'L), F,=W(fg'M + f'gN).
Comme
(G — F,)2W? + G?E, + EGG, — 2FGF, — FGE, — FEG, + 2F°F, = —2f'gWH,
(B, — F,)2W?* + E*G, + EGE, — 2FEF, — FGE, — FEG, +2F*F, = —2f¢JWH;,
don 1 0? 0? 0? 2H ) 0
A=——|FE G=— —2F | fod=—flg=).
w2 ( ov? * ou? 8u0@) * W (fg Jv fg@u)

A Paide de (2.40) et (2.6) nous obtenons
Au=—-W4f'gH,

Av=Wfg¢H, (2.42)
Afg = —W_4H1.

Remarque 2.3 On vérifie alors facilement que

Ar=WH(— f'g,fg',—1) = 2HN. (2.43)

D’apres (2.43), on a alors M? minimale si et seulement si Ar = 0 (r est harmonique).

En utilisant (2.11) et (2.42) pour la surface factorable décrite par (2.5), on obtient le systéme

W= f'gH, = —\u (2.44)
W= f¢' Hy = \v (2.45)
WH, = —\sfg. (2.46)

Ainsi, le probléme de la classification des surfaces factorables vérifiant (2.1) est réduit a
I'intégration du systéme d’équations différentielles ordinaires ci-dessus. Etudions ce dernier
suivant les valeurs des constantes i, Ag, As3.
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Cas 1. \3 = 0.
L’équation (2.46) donne H; = 0, ce qui signifie que ces surfaces sont minimales.
Nous obtenons également, par les équations (2.44) et (2.45), Ay = Ay = 0.
Cas 2. \;3 # 0.
i) Si fg =0, il vient (d’apres (2.46)) Hy = 0.
i1) Si fg # 0, on traite quatre cas :
a) Si A\; =0 et Ay # 0, il vient des équations (2.44) et (2.45)
f'=0,9 #0et g"#0.
Il s’en suit que f(u) = a, a € R* et que ¢'(v) n’est pas une fonction constante.

Dans ce cas, le systéme d’équations (2.44), (2.45) et (2.46), est réduit a
_a2g/g” = AQ’U(l + &29/2)2, (247)
g" = Xg(1+ a29’2)2. (2.48)
L’équation (2.47) donne

p 1 1

_;(m—l), bER, 0 < \v® +b< 1. (2.49)

g

Si on compare (2.47) et (2.49), on déduit

" —8)\211 )\27)2 +b
_ / 2.50
T = a0 102\ T - b — ao? (2:50)

En utilisant (2.48), on obtient

ENQU Aa02 + b 2
= \/ beR, 0 <A b<1.
B 6)\21} / )\2’02 +b
T’(U,U) - (U,U, )\3 1 — b - )\21)2)7

oll b est une constante vérifiant 0 < \yv? + b < 1.

b) Si A1 # 0 et Ay = 0, il vient des équations (2.44) et (2.45)

g =0, f'#£0and " #0.

ol e = *£1.

Ainsi

Il s’en suit que g(v) = b € R* et que f'(u) n’est pas une fonction constante.
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Dans ce cas, le systéme (2.44), (2.45) et (2.46), est réduit a
_b2f/f/l — A1U<1 o b2fl2)

_ )\3(1 _ b2f/2)2f. (2'52)

2 (2.51)

L’équation (2.51) donne

f = e A+ 8+1 = —eANu Mu? + 3
b Muz+ 8 b(Au? 4+ B8)2\ Muz+ g+ 17

ou B €R, Mu+ < —1.
e U Mu? + 3
flu) === ; ,
)\3b )\1U +6+1
T(u U)—(UU 8)\1U )\1U2+6 )
) - ) A3 )\1U2+6+1 9

¢) Si A1 = Ag = 0, on traite trois cas :

Donc

et

ol \ju? + 3 < —1.

i) Pour f' = ¢’ = 0, on obtient H; = 0. De I’équation (2.46) il vient A3 = 0. Ceci est une
contradiction, donc il n’existe pas de surfaces factorables de type temps dans ce cas.

i1) Pour f" =0 et ¢’ # 0, on obtient f = 0 d’aprés I’équation (2.45). Ceci est une contradic-
tion, donc il n’existe pas de surfaces factorables de type temps dans ce cas.

i1i) Pour f" # 0 et ¢’ = 0, on obtient g = 0 d’aprés I’équation (2.44). Ceci est une contra-
diction, donc il n’existe pas de surfaces factorables de type temps dans ce cas satisfaisant
(2.1).

d) Pour A\; # 0 et Ay # 0, alors

f'#0, g #0.
En multipliant (2.44) par ¢’ f et (2.45) par f’g et en additionant les équations qui en résultent,
on obtient \ \
29 _ }lff —a, a€R". (2.53)
9
Les équations (2.44), (2.46) donnent
)\1’& = )\3ff/92. (254)
D’autre part, en combinant les équations (2.53), (2.54) on obtient
—a=\3f 292.

Par conséquent les fonctions f et g sont constantes. Ceci est une contradiction, donc il
n’existe pas de surfaces factorables de type temps dans ce cas satisfaisant (2.1).

Finalement, on peut énoncer le
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Théoréme 2.6 Soit M? une surface factorable de type temps décrite par (2.5) dans E3.
Alors Ar; = Ny, (i =1,2,3) si et seulement si M? désigne l'une des surfaces suivantes

1) M? est une surface minimale.

2) M? est paramétrée par

6)\21) )\27)2+b 2
T(u,v)—(u,v, » 1/1_[)_)\2”2), 0< Xv°+b<1.

3) M? est paramétrée par

5)\1U )\1U2+b 9
r(u,v) = (u,v, " H)\lu2+b+1)’ AMu”+b< —1.




Chapitre 3

Surfaces de translation dans I’espace
3-dimentionnel satisfaisant la
condition AHlr; = \r;

Dans ce chapitre, on donne une classification des surfaces de translation dans les espaces
3-dimensionnel Euclidien E? et Lorentzien E3 qui satisfont la condition

AIHH = \iTs,

ot AT est I'opérateur de Laplace associé a la troisiéme forme fondamentale et \; un nombre
réel. On donnera également les formes explicites de ces surfaces [9].

Soit 7 : M? — E3(E3) une surface de translation (non dégénérée) dans E3(E3). M? peut étre
paramétrée par

r(u,v) = (u,v, f(u) + g(v)), (3.1)
f et g étant des fonctions régulieres des variables u et v, respectivement.

Dans [2], Ch. Baba-Hamed, M. Bekkar et H. Zoubir ont donné une classification des surfaces
de translation dans E3, satisfaisant la condition Ar; = \;7;. Plus précisément, ils ont étudié
les surfaces de translation de B2 de type espace et de type temps et ont prouvé que

Théoréme 3.1 ([2]) Soit M? une surface de translation de type espace décrite par (3.1)
dans E‘I’ : Alors Ar; = N1y si et seulement si M? désigne l'une des surfaces suivantes
1) M? est le plan de type espace donné par
r(u,v) = (u,v, a1u + agv + as), a1, as,a3 €R, a? —a3 —1> 0.
2) M? est la surface de Scherk

1
r(u,v) = (u,v, .

sinh(au + cg)
C—
cos(av + ¢4)

), ¢ #0, c,c4 €R.

3) M? est paramétrée par

o )\1 / )\1U2 + d
T(U, U) = (U, v, :I:)\—gu m),

37
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avec d < 0, \ju?+d < 0.

Théoréme 3.2 ([2]) Soit M? une surface de translation de type temps décrite par (3.1)
dans E‘i’ : Alors Ar; = N1y si et seulement si M? désigne l'une des surfaces suivantes

1) M? est un plan Lorentzien avec
r(u,v) = (u,v,a1u + agv + as), ai,az,a3 €R, a® —a3—1<0, a #1

ou le plan donné par
r(u,v) = (u,v,0).

2) M? est la surface de Scherk de l'une des deux espéces

1 sinh(au + ¢3)

— (v, = In | SR TN L0 s R
r(u,v) = (u,v ~lnje cos(av + o) ), ¢#0, ca,¢4
ou . b )
,cosh(au + cg ,
- - - = 0 R.
r(u,v) = (u,v, cos(av + o) ), ¢ £0, ¢4,c6 €

3) M? est une B - scroll de courbe de base de type lumicre.

4) M? est paramétrée par

/\2 / )\21)2 + b
T(U, U) = ('Ll,, v, :|:>\—3’U m),

ol b vérifie 0 < A\gv? +b < 1.

5) M? est paramétrée par

)\1 k — )\1U2
r(u, ’U) = (U, v, :I:)\—?)uw / m),

ot k vérifie —\u® + k > 1.

Ce résultat nous conduit naturellement a la question suivante :

Quelles sont les surfaces de translation dans les espaces 3-dimensionnel euclidien E? et lo-
rentzien B3 qui vérifient la condition A r; = \;r;.

Dans [38], G. Kaimakamis, B.J. Papantoniou, K. Petoumenos, ont donné une classification
des surfaces de révolution sans points paraboliques dans E3, satisfaisant

Ay = Ar,

ol A est une matrice carrée réelle d’ordre 3.

Récemment, dans [49] S. Stamatakis, H. Al-Zoubi ont donné une classification des surfaces
de révolution sans points paraboliques dans E?, vérifiant la condition

Ay = Az,
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3.1 Surfaces de translation dans I’espace 3 - dimension-
nel Euclidien satisfaisant la condition A//!r, = \;r;

Dans ce chapitre, on étudie les surfaces de translation dans E? qui vérifient la condition

AIIIT'i = )\ﬂ”i, )\z € R. (32)

Soit 7 : M? — B3, (z,y) — r(x,y) = (r1(z,y),r2(z,y),r3(x,y)) une surface de translation
(non dégénérée) dans E3. M? peut étre paramétrée par

r(z,y) = (@, f(2) + 9()), (3-3)

f et g étant des fonctions réguliéres des variables z et y, respectivement.

Le repére naturel {r,,r,} est donné par
Ty = (1707fl)7 Ty = (07 179/)-

Par conséquent, la métrique euclidien induite sur M? est obtenue par

E:1—|—f/2, F:f/gl,G:1+gl2.

Le vecteur unitaire normal & M? est donnée par

1
N:__ ! /_1
e =),
ou W =+/1+ 2+ g2
On peut vérifier que
f// gll
sz, MZO, N:W
et 12\ M AW "1
g A+ A+ [
- 23 P T

La troisieme forme fondamentale 11 est définie par la matrice

(8N 8N)
€ =9\ =—s 7 )s
J 8U1 8Uj
o (u1,uz) = (z,y).
Par conséquent,
" " n !
€11 = (%)2G, €19 = _J;V—gle’ €99 = (%)2E, (34)
2 2 2
611 — W 12 W 22 W G

WE’ € :f//g//F’ € _ﬁ
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Si cette surface de translation est construite avec des composantes qui sont des fonctions
propres du Laplacian, alors on aura

AMr(z,y) = (AMry(x,y), A ro(2,y), A rs (e, y)) (3.5)
= (A" (@), AT (y), AT (f(z) + g(y))),
ol A1, Ao, A3 € Spec(M?).

D’apres (1.15) et (3.4), on a
2(ii(1 + f/Q)ﬁ i ii(l +gl2)£
f// da;. f// 81. g// dy g// ay
f/g/ 82 (1+f/2) 82 (1—{—9/2)8_2)
f”g” axay f//2 Ox2 g//2 ay2 ’

AT —

En utilisant (3.5) et (3.6) pour la surface de translation décrite par (3.3) sous la condition
(3.2), on obtient le systéme

d 1+ f/z B l‘f”
%( f// ) - l(m)’ (37)
d 1 _"_ 912 B yg//
d_y( q" ) - _)\2(W2)’ (38)
1d,,1+g"? Ld, 1+, f+g
?d—y@( 7 ) F%(f( o ) = —)\3(W)- (3.9)

Ainsi, le probléme de la classification des surfaces de translation de type fini vérifiant (3.2) est
réduit & la résolution du systéme d’équations différentielles ordinaires. Etudions ce dernier
suivant les valeurs des constantes \;, (i = 1,2, 3).

D’apres les équations (3.7) et (3.8) on obtient \; = Ay = 0. Alors

1+ g”

1" o

dy, dy, dy € R*. (3.10)

Par conséquent, d’aprés (3.9) et (3.10) on trouve
—Xs(f +g) = (di + dp) W2, (3.11)
Soit dy + dy # 0. En dérivant par rapport a v on obtient
=3 =2(dy +da) f".

De (3.10) il vient f” =0, d’ou la contradiction. Donc d; + dy = 0.
Par conséquent, d’apres (3.11) on trouve A3 = 0.

Les solutions des équations différentielles (3.10) sont données par

1
f(z) =klIn|co cos(—E:I: +c1)l, co,c1,k €R) ok #0,



41

g(y) = —kln ) CQaC37k € R? C3k 7£ Oa

1
s cos(Ey + o)

Oflk?:dgz—dl.

En substituant ces valeurs de f(x) et g(y) dans (3.3), on obtient une paramétrisation de la
surface de Scherk

cos(—%x + 1)

T($7y) = (5’?73/7 kl In kZ )7 617627k17k2 € R? k1k2 7é 0.

cos(k—lly + ¢9)

Ainsi, on vient de prouver le

Théoréme 3.3 Soit M? une surface de translation décrite par (3.3) dans E3. Alors Ay, =
\ir; si et seulement si M? est la surface de Scherk

cos(—k—ll.r + 1)

2 ), c1,C2, k1, ke € R, kikg # 0.

r(z,y) = (x,y, ki1n |k
(z,y) ( 451 cos(%y—i-@)

Théoréme 3.4 Si % = «a € R\{0}, alors
AMp(x,y) = ——=N.

Preuve. Si % = a € R\{0}, alors

1 + fl2 1 +912 Q
f” + g// = W

En substituant (3.7), (3.8) et (3.9) dans (3.5) on trouve
o, 1 d 1+ f?
<F%( f// )’ g// dy g//
L+ /7 1+47 g_’i(1+g'2) L’i(”f'z

Ally(zy) = —W

f// g// + g// dy g// f// dx f// ))
(6%

=~ (=S =g )
2H

= ——N.
Kg

D’ou o F
AIIIT(w,y> = _K_GN
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3.2 Surfaces de translation dans ’espace 3 - dimension-
nel de Lorentz-Minkowski satisfaisant la condition

Irr,.
A TZ'—)\Z'TZ'

Comme dans la section précédente, on explore la classification des surfaces de translation
dans E? sous la méme condition

AIIIT’i = )\ﬂ"i, A € R. (312)

Soit 7 : M? — E? une surface de translation (non dégénérée) dans E3. M? peut étre para-
métrée par

r(z,y) = (z,y, f(z) +9(y)), (3.13)
f et g étant des fonctions réguliéres des variables x et y, respectivement.

Si cette surface de translation est construite avec des composantes qui sont des fonctions
propres du Laplacian, alors on aura

Ap(z ) = (A" (x,y), A ry(x,y), A rg(2,y)) (3.14)
= (AT (), AT (y), AT (f () + 9(y))),

La métrique pseudo-riemannienne induite sur M? est obtenue par

E:—1+f,2, F:f/g/,G:1+g/2-
Le vecteur unitaire normal & M? est donnée par
1
N :_(f,7 _9/7 ]-)7
w

ol w=+/e(1— f2+g?)ete==l

On peut vérifier que

" "

=L o N=L

w w
et _€<(1 o f/2)g// _ (1 + glz)f//) €f"g”
H = o . Ko = i

Les coefficients de la troisiéme forme fondamentale associée & M? sont

f/l 9 f/lg/l g// 2 .
el = —E(E) G, e = 5717, €22 = ﬂf(ﬁ) E; (3.15)
2 2 2
1 W 12 W 22 W
e = WE, e’ = _f”g”F’ e*t = WG.

D’apres (1.15) et (3.15), on a

1d1—-f? 0 1d,1+4¢% 0
AT — wz(ﬁa(_)_ - ()= — (3.16)
2f/g/ 82 1_f/2) 82 _(1+g/2) 82>
f//g// axay f//2 Ox2 g//2 ay2 ’
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En utilisant cette fois-ci (3.12) et (3.16), on obtient le systéme

wrd 11— f"?
F%( 1 ) = Az, (3.17)
w2 d 1+ /2
S g”g ) = Aoy, (3.18)
f/d 1_f/2 g/d 1+g/2 1+g/2 1_fl2
wQ(FE( 7 >_Ed_y( 7 ) — PR ) = Xs(f +9). (3.19)

D’apres les équations (3.17) et (3.18) on obtient A\; = Ay = 0. Alors

1— f/2 1+ g/2 .
f” = dl, T == dg, dl,d2 € R . (320)
Par conséquent, d’apres (3.19) et (3.20) on trouve
As(f +g) = (dy — dy)w?. (3.21)

Soit d; — dy # 0. En dérivant par rapport & u on obtient

—)\3 = 2€(d1 — dg)f//,

D’apres (3.20) on trouve f” = 0, d’ou la contradiction. Donc d; — dy = 0.
D’aprés 'équation (3.21) on déduit A3 = 0.

Les solutions des équations différentielles ci-dessus sont données par

1

f(z) = kln|c sinh(Evacl) , Co, 1,k €R, ok # 0,
1

gly) = —kln C3COS(E9+C2) , 2,03,k €R, sk #0,

Oﬁk:dgzdl.

En substituant ces valeurs de f(x) et g(y) dans (3.13), on obtient une paramétrisation de la
surface de Scherk

sinh(kilx +c1)

cos(—k—lly +c3)

T(J},y) = (:Evy?kl ln k2 )7 01,63,]{31,]{?2 S Ra k1k2 7é 0

Finalement, on peut énoncer le

Théoréme 3.5 Soit M? une surface de translation décrite par (3.18) dans B3. Alors ATy, =]
\ir; si et seulement si M? est la surface de Scherk

sinh(+z + ¢
(k)l 1) )’ 01703,k1,k26R7 ]{jle%O

T‘(x,y) = (xuyv kl In k2

cos(—k—lly +c3)
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Théoréme 3.6 5i % =a € R, alors

Preuve. Si % = a € R\{0}, alors

1_fl2 1+g/2_ a

f// g// w :

En substituant (3.17), (3.18) et (3.19) dans (3.14) on trouve

1 d, 1—f"? 1 d, 1+ g"?
III 2
Ar(ry) = w (F%(T)PJ@( g )
(L/i(l_fﬂ)_g_/i(l_i_gﬂ)_1+g/2+1_f/2
f/l dx f// g// dy gl/ g// f//
«Q
- _<_f,7g/7_1)
w
2¢H
= ——N.
Kq
D’ou 9cH
Ay (x,y) = ——;(G N

)



Chapitre 4

Surfaces hélicoidales dans 1’espace
3-dimensionnel de Lorentz-Minkowski
satisfaisant la condition Al{r = Ar

Dans [10], Chr. Beneki, G. Kaimakamis, B.J. Papantoniou ont donné une classification des
surfaces hélicoidales dans ’espace 3-dimensionnel de Lorentz-Minkowski.

Dans ce chapitre, on donne une classification des surfaces hélicoidales dans l’espace 3-
dimensionnel de Lorentz-Minkowski qui vérifient la condition A/fr = Ar ot Al est 'opéra-
teur de Laplace associé a la seconde forme fondamentale et A est une matrice carrée réelle
d’ordre 3. On donnera également les formes explicites de ces surfaces [47].

4.1 Introduction

Soit 7 : M? — B2 une immersion isométrique d'une surface dans I’espace 3-dimensionnel de
Lorentz-Minkowski muni de la métrique induite (1.1).

Dans [37], Kaimakamis et Papantoniou ont donné une classification des surfaces de révolution
sans points paraboliques dans 3, satisfaisant

Ay = Ar,

ot A est 'opérateur de Laplace associé a la seconde forme fondamentale et A est une
matrice carrée réelle d’ordre 3.

Récemment, dans [3] Ch. Baba-Hamed, M. Bekkar ont établi une classification des surfaces
hélicoidales dans I’espace 3-dimensionnel de Lorentz-Minkowski, vérifiant la condition

AIITZ‘ = AZ‘TZ‘, /\z € R.

Plus précisément, ils ont étudié les surfaces hélicoidales de E? d’axe de type espace, type
temps et type lumiére et ont prouvé que

Théoréme 4.1 ([3]) Il nexiste pas de surfaces hélicoidales de type I, IT ou I1I dans 3
sans points paraboliques, satisfaisant la condition Ar; = \;r;.

45
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Théoréme 4.2 ([3]) Il n'existe pas de surfaces hélicoidales de type IV dans B} sans points
paraboliques, satisfaisant la condition Alr; = \;r;.

A partir de ces travaux, une question géométrique intéressante s’est dégagée :

classifier des surfaces hélicoidales dans ’espace 3-dimensionnel de Lorentz-Minkowski, véri-

fiant la condition
Ay = Ar. (4.1)

ol A est une matrice carrée réelle d’ordre 3.

4.2 Prélimilaires

Soit 7 : I C R — P une courbe dans un plan P de E? et soit L une droite de P qui ne
rencontre pas la courbe v. Une surface hélicoidale M? dans E? est une surface non dégénérée,

engendrée par les déplacements
g B - E3veR

autour de I'axe L.
On distinguera les trois cas spéciaux suivants :

Premier cas. Supposons que l'axe de rotation soit ’axe des z (de type espace) et que la
courbe v soit dans le plan zz ou dans le plan yz. Une paramétrisation de v peut étre donnée
par

Y(w) = (f(u),0,9(w)) or v(u) = (0, f(u), g(u)),

ou f, g sont des fonctions réguliéres et f > 0 sur /. Le sous-groupe du groupe de Lorentz
qui fixe le vecteur (0,0, 1) est formé des matrices

coshv sinhv 0
A(v) = | sinhv coshv 0 |, veR.
0 0 1

Ainsi, la surface hélicoidale M? peut étre paramétrée soit par :

coshv sinhv 0 f(u) 0
r(u,v) = | sinhv coshv 0 0 +1 0
0 0 1 g(u) cv
d’ou
r(u,v) = (f(u) coshv, f(u) sinhv, cv + g(u)), ¢ € RT, (4.2)
ou par :
coshv sinhv 0 0 0
r(u,v) = | sinhv coshv 0 fu) | +1 O
0 0 1 g(u) cv
d’ou

r(u,v) = (f(u)sinhwv, f(u) coshv, cv + g(u)), ¢ € R. (4.3)
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On dit que ces surfaces hélicoidales sont de type I (4.3) ou de type I (4.2) respectivement
(voir [10]).

Deuxiéme cas. Supposons que 'axe de rotation soit 'axe des z (de type temps) et que =y
soit dans le plan xy. Alors, une des paramétrisation de v est

v(u) = (g(u), f(u),0)
ou f, g sont des fonctions réguliéres et f > 0 sur I. Dans ce cas, le sous-groupe du groupe
de Lorentz qui fixe le vecteur (1,0,0) est formé des matrices

1 0 0
A(v)=1 0 cosv —sinv |, veR.
0 sinv cosw

Ainsi, la surface hélicoidale M? d’axe x peut étre paramétrée par :

1 0 0 g(u) cv
r(u,v) =1 0 cosv —sinwv fu) | +1 O
0 sinv cosv 0 0
d’ou
r(u,v) = (g(u) + cv, f(u)cosv, f(u)sinv), f(u)>0,cecR". (4.4)

Cette surface hélicoidale est dite de type I11 (voir [10]).

Troisiéme cas. Supposons que l'axe de révolution L soit la droite du plan xy engendrée
par le vecteur (1,1,0) i.e., L =< (1,1,0) > est de type lumiére et que la courbe v soit dans
le plan zy. Alors une des paramétrisation de y est

Y(u) = (f(u),g(u),0),u € I,
ou f, g sont des fonctions réguliéres sur I, telles que f(u) # g(u),Vu € I.

Le sous-groupe du groupe de Lorentz qui fixe le vecteur (1,1,0) est formé des matrices

1+2 -2
Aw)=| =2 1-%2 o |,veR
v —v 1
La surface hélicoidale M? peut donc étre décrite par
2 2
I+5 -5 v f(u) cv
r(u,v) = voo1-2 g glu) |+ e
v —v 1 0 0
d’ou
v? v? v? v?
r(,0) = (14 5) f(u) = g(w)+ev, () +(1= D )gw)+ev, (F(u)—g(u))v), e € R. (45)

En posant h(u) = f(u) — g(u) dans (4.5) on trouve
r(u,v) = (f(u) + %h(u) + cv, g(u) + %h(u) + cv,vh(u)), c € R.

Cette surface hélicoidale est dite de type IV (voir [10]).
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4.3 Surfaces hélicoidales de type I, I]

Dans ce paragraphe, on étudie les surfaces hélicoidales non dégénérées M? de E? sans points
paraboliques, qui vérifient la condition (4.1).

Supposons que la surface M? s’exprime par (4.3), ou de maniére équivalente par

r(u,v) = (u sinh v, u cosh v, cv + g(u)), ce R, (4.6)

On en déduit le repere naturel {r,,r,} donné par

re = (sinho,coshu,g).

ry = (u cosh v, usinh v, c).

Par conséquent,
E=1+¢?% F=c¢, G=2—u%

" 2/

—ug” < u‘g
L = , M= , N = ) 4.7
Le vecteur unitaire normal & M? est donnée par
1 ! s / .
N = W(ug sinhv — ccosh v, ug’ coshv — csinh v, —u)
ouW = \/5gL(ru AL Ty Tu AL Ty) = \/5(u2(1 +g?) —c?),q = % et e = +1.
La courbure de Gauss K¢ et la courbure moyenne H sont
Kg = 1;/4 (W’q'g" + ) (4.8)
et
1
H = 3 u*g (1+ g%) — 2c%g" — ug"(c* — u2)) (4.9)

o

Remarque 4.1 Si F =0 (¢’ =0), alors

2

—C

Comme la surface M? n’a pas de points paraboliques, on a
u’g'g" +c* #0.

Supposons que LN — M? > 0 (on a le méme résultat si LN — M? < 0).
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D’apres (1.14) et (4.7), on a

W 0? 0? 0?

A = ot en ) -
K (g/(g/g/// _ g//2)u4 _ g/2g//u3 _ 202gllu _ 4C2g/)u2 4
2R? ou
w

il

0
5z (99" +9"™)u+34'g")ew’ .,
ou R(u) = R=1u%¢'q" + .

Par suite, en utilisant (4.10) et (4.6) on obtient

coshv
sinh v

u)

ug' A(u) sinhv — cA(u
Ar(u,v) = [ ug’A(u) coshv — cA(
ug?A(u) + u’*B

~—

£

Y

—~

ou
W "2 1o, 4 /13 2
Alw) = 5 (= (g7 +gg"u' + 49" +4¢%),
W
B(u) — 2R2 (49’29”2u3+02(g"2—i—g'g"')u+762g’g").

Remarque 4.2 Remarquons que

A A(u) +uB(u) = 2W.

En utilisant (4.1) et (4.11), on obtient

u(g'A(u) — aqp) sinhv — (cA(u) + ajpu) coshv = ays3(cv + g)
u(g'A(u) — age) coshv — (cA(u) + agu) sinh v = ass(cv + g)
azyu cosh v + azusinhv = ug?A(u) + u?B(u) — ass(cv + g),

A =(a;j ), 1,7 = 1,2,3 une matrice carrée réelle d’ordre 3.
Les fonctions sinh et cosh sont linéairement indépendants, alors on obtient
agy = agy = agz = a13 = agg = 0.
Posons aj; = age = A et ajp = ag; = p, A, € R. Le systéme (4.15) prend la forme

g A(u) = A
cA(u) = —pu
g?A(u) +uB(u) = 0.

Etudions (4.16) suivant les valeurs des constantes A et p.
a) Soit A =0 et u # 0. Le systéme différentiel (4.16) devient
9=0

cA(u) = —pu
B(u) = 0.

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)
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Dérivons cA(u) = —pu, on obtient A”(u) = 0, ce qui est impossible. Donc il n’existe pas de
surfaces hélicoidales dans E? satisfaisant la condition (4.1).

b) Soit A # 0 et u=0.

Par suite, le systéme (4.16) est réduit au systéme équivalent suivant
g A(u) = A
A(u) = 0.

Par conséquent, A = 0 ce qui est absurde. Ainsi, il n’existe pas de surfaces hélicoidales dans
ce cas satisfaisant (4.1).

¢) Soit A = pu = 0.

Dans ce cas, le systéme (4.16) est réduit a

0
B(u) = 0.
De (4.14) il vient W = 0, ce qui est impossible. Donc il n’existe pas de surfaces hélicoidales
dans E? satisfaisant (4.1).
d) Soit A # 0 et p # 0.

Le systéme (4.16) donne

A
g(u) = —iln(u) +k keR

Par conséquent, la surface hélicoidale est donnée par

A
7(u,v) = (usinhv, ucoshv, cv — EC In(u) + k), ce R",k € R.
e) Soit A = +u # 0, alors
g(u) = xcln(u) + k

i.e. la courbure moyenne H de M? est nulle. Autrement dit, les surfaces hélicoidales (4.6)
sont minimales.

Théoréme 4.3 Soit v : M? — B3 une immersion isométrique donnée par (4.6). Alors
Ay = Ar, si et seulement si la surface M? désigne l'une des surfaces suivantes :

1) M? est minimale.

2) M? est paramétrée par

r(u,v) = (usinhv,ucoshv,cv — ﬁln(u) + k:), ceR" kEeR.
1

Théoréme 4.4 Si Kg = a € R\{0}, alors
Ar(u,v) = —2¢N. (4.18)



o1

Preuve. Si K¢ = a € R\{0}, alors 2%e = 0.
D’apres (4.8), on a
_g/g//u4 _ 7029,g’lu2 _ C2g//2u3 _ 402u o glsg//u4 _ 462gl2u (4‘19)
2 12 ! 13 1 2 1 1m_ 3

= —(3¢%9" +g"+d9" + ¢ W’ + g g"u’.
D’apres (4.12), (4.13) et (4.19), on a

—uA(u) _ u2B(u) — 2_R2 <g/3g//u4 + 4029’2u . g/3g///u5 . g/zg,/gug,)
= g/QUA(u). (4'20)

Donc d’apres (4.11) et (4.20), on aura

Ar(u,v) = WA(u)N. (4.21)
De (4.14) et (4.20), il vient )
A(u) = _Wg (4.22)

En utilisant (4.21) et (4.22), on obtient (4.18). =

4.4 Surfaces hélicoidales de type 1]

Dans ce paragraphe, on étudie les surfaces hélicoidales non dégénérées M? de E3 de type
111 sans points paraboliques, qui vérifient la condition (4.1).

Supposons que la surface M? soit donnée par (4.4), ou de maniére équivalente par

r(u,v) = (cv+ g(u),ucosv,usinv). (4.23)

On peut vérifier que
E=1-¢"% F=—cf, G=u*—-c%
ug/l c u2gl
L=— M=—— N= . 4.24
w’ w’ w (4.24)

Le vecteur unitaire normal & M? est donnée par

N = —(u,ug’ cosv — csinv, ug' sinv + ccosv),

w
ou W = \/EgL(ru AL Ty Tu AL Ty) = \/5(u2(1 —g?) —c?)ete==1.

La courbure moyenne H et la courbure de Gauss K sont

o (uzg’(l—g’2)—202g’—ug”(02—u2)) B 1 u291 4
B 2113 S u\ W
et 3 .11 2
K, - W99 =) (4.25)

W4
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Comme la surface M? n’a pas de points paraboliques, on a
u3g/g// _ 02 7& 0.

Supposons que LN — M? > 0 (on a le méme résultat si LN — M? < 0).
D’aprés (1.14) et (4.24), on a

W 0? 0? 0?
AII — _ 2 /_ /I_ 2 _ 426
70 gm0 5m T 2 5,) (4.26)
W 1y M2 1oy 4 22 1.3 2 1 2/ a
- — -9 —4 -
2R2(g(9 99"t + g% 9"’ — 2¢g"u cg)uau+

2_R2((g/g///_i_g// )u+3g/g//)cu %,

ou R(u) = R=1uq'¢g" — .
L’opérateur A de la relation (4.26), appliqué aux fonctions composantes de (4.23) donne
ug?A(u) + u?B(u)

Ar(u,v) = | ug’A(u)cosv — cA(u)sinv |, (4.27)
ug' A(u) sinv + cA(u) cosv

ou
Aw) = (07 + 99"t — g'g" +4c%) (4.28)
B(u) = 2—R2( —4¢%g"u? + (g + g'g" ) u+ 7¢d g"). (4.29)
Remarque 4.3 Remarquons que
AA(u) — uB(u) = 2W. (4.30)

En utilisant la condition (4.1) et (4.27), on obtient

a1pucosv + ayzusinv = ug?A(u) + v B(u) — a1 (cv + g)
(ug' A(u) — agou) cosv — (cA(u) + aggu) sinv = as; (cv + g) (4.31)
(ug’ A(u) — agzu) sinv + (cA(u) — agau) cosv = azy(cv + g).

Les fonctions cos et sin sont linéairement indépendants, alors on obtient
aj; = ajp = a13 = az; = az; = 0, az = agz, azgx = —ags.
Posons asy = as3 = A et azgs = —as3 = i, A\, pu € R. Le systéme (4.31) prend la forme
g A(u) =\

cA(u) = pu (4.32)
g% A(u) + uB(u) = 0.
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Etudions (4.32) suivant les valeurs des constantes A et p.
a) Soit A =0 et pu # 0.

De (4.32), on obtient A”(u) = 0, ce qui est impossible. Donc il n’existe pas de surfaces
hélicoidales dans E? satisfaisant la condition (4.1).

b) Soit A # 0 et u = 0.
Le systéme (4.32) est réduit a

{ g Au) =\
A(u) = 0.

Par conséquent, A = 0 ce qui est absurde. Ainsi, il n’existe pas de surfaces hélicoidales dans
ce cas satisfaisant (4.1).

¢) Soit A =p =0.

Dans ce cas, le systéme (4.32) est réduit a

0
B(u) = 0.

De (4.30) il vient W = 0, ce qui est impossible. Donc il n’existe pas de surfaces hélicoidales
dans E} satisfaisant (4.1).

d) Soit A # 0 et p # 0.
Le systéme (4.32) est réduit a

A
g(u) = - In(u) +k, keR.
0

Dans ce cas, les surfaces hélicoidales sont données par

A
r(u,v) = (cv+ ¢ In(u) + k,ucosv, usinv).
o

Théoréme 4.5 Soit r : M?* — E} une immersion isométrique donnée par (4.23). Alors
Ay = Ar, si et seulement si la surface M? est paramétrée par

A
r(u,v) = (cv+ 2 In(u) + k,ucos v, usinv).
0

Théoréme 4.6 Si Kg = a € R\{0}, alors

AMr(u,v) = 2eN. (4.33)

Preuve. D’aprés (4.25), on a

—g'g"u4 _ 7C2glgllu2 o c2g"2u3 o 39/29//2u5 - 402u . g/3g//u4 - 402g/2u

— _(g/g/// + g/3g/// + g//2)u5 + CQg/g///u3 (434)
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D’apres (4.28), (4.29) et (4.34), on a

uA(u) —u*B(u) = QKRQ(Q’Sg"u4 + 42 g”u — ¢%g"u’ — g”¢"u’)
= g%uA(u). (4.35)
Donc d’apres (4.27) et (4.35), on aura
Ar(u,v) = ~WA(u)N. (4.36)
De (4.30) et (4.35), il vient
Au) = _W% (4.37)

En utilisant (4.36) et (4.37), on obtient (4.33). =

4.5 Surfaces hélicoidales de type IV

Dans ce paragraphe, on étudie les surfaces hélicoidales non dégénérées M? de B3 de type IV
sans points paraboliques, qui vérifient la condition (4.1).

On peut supposer que f(u) = u, de sorte que la paramétrisation (4.5) devienne
2 2 2

r(u,v) = (u— %h(u) + cv, (1 — %)g(u) + %u + cv, —vh(u)), c € R, (4.38)

ou h(u) = g(u) —u#0,Vu € I.

On peut vérifier que
E=—-1+¢% F=ck, G=h*%

hh" ch’ h2n
I = — = _ . 4.39
w’ w’ w’ (4.39)
N = i(h +(1+ U—2)hh’ —coh' b+ U—th’ — coh/, vhh' — ch/)
W 2 Y 2 ) Y
ouW = \/EgL(ru AL Ty Tu AL Ty) = \/E(h'((h2 — 2)h' + 2h2)).
La courbure moyenne H et la courbure de Gauss K sont
1 IR AN
H=——(h*h*-2c) + h*(2h* + hh")) = — 4.4
i (002 = 22w en i) = o (BF) (1.40)
W 2773
" /
KG:W4(hh —c*h ) (4.41)

Remarque 4.4 ([10]) Si Kg =0, alors

h*R" — h” = 0. (4.42)
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Pour résoudre I’équation différentielle (4.42), on pose h' = P. On obtient alors

dP
P—h’ — P =0.

dh

On obtient alors ’équation
2
U+ cy = T —cih, c1,c0 € R.
Si cp =0, alors
2
h=—-———-—.
2(u + c2)

Par conséquent, la surface hélicoidale est donnée par

() = (u+ v? N (2 —v?) N v )
r(u,v) = (v + —— + cv,u — ——= + cv, — ),
4(u+ ) 4(u+ ) 2(u + c2)

Si c1 # 0, alors

1
h = 2_( - (U+CQ) + \/(U+CQ)2 - 26162)7 C1,C2,C € R.
&1

Comme la surface M? n’a pas de points paraboliques, on a
h/(h?)hl/ . 02h13) ?é 0.

Supposons que LN — M? > 0 (on a le méme résultat si LN — M? < 0).
D’apres (1.14) et (4.39), on a

W 0? 0? 0?
AII — R( h2h/a - hh//m + h/28 a )
0
47 112 27113 4 31,72 27115
IR (h ' 4 2c*h°hh" — R*R' D" + BPRPR — 4l )hh’% —
W ( 3hh//2 4 3h/2)h” + hh/h///) h2h/2£
2R2 o’

ot R(u) = R =W (h*h" — 2h").
L’opérateur A de (4.43), appliqué aux fonctions composantes de (4.38) donne
B (A(u)(h + 1(cv — 2h)) + h?B(u ))
Attr(u,v) = | gy (A(u)(hg' + W (cv — 2h)) + h2B(u )) :
h'*(c — vh)A(u)

ol
W "2 IAN/AWR 12711113 2115
Alu) = 2R2(( 3h" + KR )h* — h?R'h + 4K,
Bu) = v 5 (40"°h? + (3K — W R )W'h — TEPhPR").

2R?

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)
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Remarque 4.5 On a clairement

AhBA(u) + h?h*B(u) = 2W. (4.47)

En utilisant la condition (4.1) et (4.44), on obtient

( (WhA(u) + h2W B(u) — ajiu — aiag) + (chA(u) — cary — casa + hayz)v
+h(=h"?A(u) + ay; + al?)% =0

(W'hg' A(u) + R*W' B(u) — as1u — aseg) + (ch’?A(u) — can — cass + hags)v

+h(—h'2A(u) -+ 921 + GQQ)% = 0 (448)

(ch?A(u) — az1u — aseg) + (—hh?A(u) — caz; — cazy + haszs)v
\ —h(a31 + (l32)§ =0.

Ces trois derniéres équations peuvent étre considérées comme des fonctions polynomiales de
variable v, nulles. Leurs coefficients respectifs sont donc nuls, ce qui équivaut a

R'hA(u) + h*H B(u) — ajju — a9 = 0 ( )
c(W?A(u) — a1y — ayz) + haiz =0 ( )
—h?A(u) 4+ ay + a2 =0 (4.51)

h'hg A(u) + h*R' B(u) — agiu — agg = 0 (4.52)
c(h?A(u) — as — ass) + hags =0 (4.53)

—hIQA(u) 4+ a91 + a9 =0 (4.54)
ch”A(u) — az1u — asag = 0 (4.55)
—hh?A(u) — c(ag) + azp) + hags = 0 (4.56)
asi + a3z = 0. (457)
D’apres (4.50), (4.51) et (4.53), on déduit que
a13 = A3 = 0.
Si on compare (4.54) et (4.51), on déduit
a21 + Q22 = a11 + A12. (4.58)
D’autre part, en combinant les équations (4.56), (4.57) on obtient
hl2A(U) = a33. (459)

Si on combine (4.57) et (4.55) on arrive a

ch”®A(u) = aszh. (4.60)
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De (4.59) et (4.60), il vient
a32h = Cas33. (461)

En dérivant (4.61) par rapport & u on obtient agy = 0 (car h' # 0). D’autre part, d’aprés
(4.57) et (4.61), on a
33 — a31 — 0.

D’apres (4.49) et (4.52), on a

R Au) (1 —g') = —h?A(u) = a1y — ax = 0. (4.62)
Si on compare (4.62) et (4.58), on déduit a12 = asg et as = aq;.

De plus, d’aprés (4.54) on obtient as; = —ags.

Posons a13 = agy = A\ = —ag; = —ay;. Le systéme (4.48) se réduit alors a
A(u) =0
{ I B(u) = A (4.63)

On traite deux cas :
Cas 1. A=0.

Le systéme (4.63) donne A(u) = B(u) = 0. De 'équation (4.47) on déduit que W = 0, d’ou
la contradiction. Donc il n’existe pas de surfaces hélicoidales dans E} satisfaisant (4.1).

Cas 2. N #0.
De (4.63) il vient

A
Blu) = .
(W)=
En remplagant cette derniére valeur de B(u) dans (4.47), on obtient
h'h? 2
==, 4.64
14 A ( )

Alors, ’équation (4.64) donne H = 0, ce qui signifie que ces surfaces sont minimales.

Finalement, on peut énoncer le

Théoréme 4.7 Soit r : M? — B3 une immersion isométrique donnée par (4.38). Alors
Ay = Ar, si et seulement si la surface M? est minimale.

Théoréme 4.8 Si Kg = a € R\{0}, alors

Ar(u,v) = 2eN. (4.65)
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Preuve. D’aprés (4.41), on a

_2h// hl3 h4 o hl/h/4h4 . 3hl2 h//2 h5 o 2h/ h//2 h5 o 7C2 h/4 hl/h2 4 302 h/2 h//2 h3 —
C2 hl3h///h3 - 2h/2 h/”h5 o 802hh/6 o h/Sh///hS o 402 hh/7. (466)

D’apres (4.45), (4.46) et (4.66), on a

hh?>A(u) + W'h?B(u) 2_32( — 2h"h"' K% + 20" PRt — 8¢ hh'® + 6K/ K" PhP)
= —2h'hA(u). (4.67)

Donc d’apres (4.44) et (4.67), on aura

Ar(u,v) = ='W A(u)N. (4.68)
De (4.47) et (4.67), il vient
2
hA(u) = ——. 4.69
(W) = (4.69)

En utilisant (4.68) et (4.69), on obtient (4.65). m



Chapitre 5

Surfaces hélicoidales dans 1’espace
3-dimensionnel de Lorentz-Minkowski
satisfaisant la condition A//{r = Ar

Dans ce chapitre, on donne une classification des surfaces hélicoidales dans ’espace 3-
dimensionnel de Lorentz-Minkowski qui vérifient la condition

ATy — Ar, (5.1)

ot AT est 'opérateur de Laplace associé a la troisitme forme fondamentale et A est une
matrice carrée réelle d’ordre 3. On donnera également les formes explicites de ces surfaces
[48].

Dans [49], S. Stamatakis et H. Al-Zoubi ont donné une classification des surfaces de révolution
sans points paraboliques dans E? satisfaisant la condition (5.1).

Dans [38], G. Kaimakamis, B.J. Papantoniou et K. Petoumenos ont donné une classification
des surfaces de révolution dans E? satisfaisant (5.1).

C. W. Lee, Y. H. Kim et D. W. Yoon [41] ont étudié les surfaces réglées dans E? satisfaisant
(5.1).

5.1 Swurfaces hélicoidales de type I, I]
Dans ce paragraphe, on étudie les surfaces hélicoidales non dégénérées M? de E? sans points

paraboliques, qui vérifient la condition (5.1).

Supposons que la surface M? s’exprime par (4.6).

59
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Les coefficients de la troisiéme forme fondamentale associée & M? sont

3

ey = W (u4g"2 . 02(ug// +g/>2 o 02) 7
—c
€12 = W(ug" +9),
1
€22 = W(CZ - u29'2);
ol — 1 (02—u2g'2) ol2 — ¢ (ug”
WAKZ, ’ WAKZ,
€
e22 — e (u4g//2 o cz(ug” +g/)2 o 02)_
Donc R
V ’ | = ;/_37 &1 = j:lv R = UBg/g//+c2‘
Proposition 5.1 Si H = 0, alors
a?(u? — @)
mdﬂ‘l—b, (I,bER.
Preuve. Si H = 0, alors
2.\ '/
() -
W
D’apres (5.4), on a
u?q = aW, a € R.
L’équation (5.5) donne
p @ =)
eut — a?u?’
La solution générale de (5.6) est
2022 _ 2
A=) b, abe R,
eut — a’u

Comme la surface M? n’a pas de points paraboliques, on a

wdg'g" +c*#0, Yuel.

Supposons que LN — M? > 0 (on a le méme résultat si LN — M? < 0).

(5.2)

(5.3)

Rappelons que si ¢ : M? — R, (u,v) — o(u,v) est une fonction réguliere alors

AT — —1 2P, —C12Py | _ [ €120y —enp,
2 / 2 / 2
|e11692 — €1y 11622 — €] u ler1eas — i v
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ol e11, €12 et ea9 sont les coefficients de la troisiéme forme fondamentale associée & la surface

M?2.
D’apres (5.2) et (5.7), on a
W3
AT _5R (1/15/5}1%2 ( — WP g (2 — ug'?) + tu— 3FuBg? +
3C4g/2u - 3029’4u3 + 604g’g”u2 o 4029/g’lu4 + C2gl29ll2u5 _
0
2g/4gl/2u7 _ g/2gll2u7 _ 029”2u5 + C4g//2u3 _ 6C2gl3g//u4) % +
ceey (6W2ug"'(c2 _ g/2u2) _ g/g//2u5 _ 291/gl2u4 _ 2g/4g//u4 +
W R?
3cZg’g”2u3 + 3C2g//u2 + 02g/u + 762g"g'2u2 + nglsu _ 2c4g// +
0
2 n3, 4 _n3, 6\ 7
c’gu —gu )811 +
2e.We(ug” +4¢') 0% elW(P — g?u?) 02 N
R Judv R ou?
651(9”2u4 _ CQ(ug” +g/>2 _ 02) 82 ))
WR o2’/
En utilisant (4.6) et (5.8), on obtient
A (ysinhv) = P(u) coshv + Q(u) sinh v
A (y coshv) = Q(u) coshv + P(u) sinh v
At (ev + g(u)) = T'(u)
ou
5W2 2,2 my¢ 2 2,2 "3, 7 2N 1 12,6
P(u) = _F()SCW u g" (¢ — g"u) — cg™u" + c(142¢9%)g ¢"u

—i—cgg"3u5+c3g’g”2u4+c3(7g/2+5)g”u3—|—3c3(1+g'2)g’u2

—4cg"u — 279,
eW? 2.3 1 g 122 2 4 12 4 12
u) = — U u® —c ¢ g“u+ 4c u
Q(u) 7o (EWPug'g" (g ) +2¢'g%u +4c'g"yg
_302(9/2 + g/4)u3 _ 62(79,39” + 5g//g/)u4 _ C2g/2g//2u5
_c2gusglu6 o (29/49//2 +g/2g//2>u7 —l—g”?’g'ug),

Tl) = S0 ((Whg" (& = ) + (3 = 2)g -
+3c2(*g"? — g"* — ¢)gu® + (159" + 4)g"u?
+2c*(2¢9” + 1)g'u — 3°¢").

Remarque 5.1 Remarquons que
ug' P(u) +cQ(u) = 0

( — P P(u) — cuT(u) = ccWV <%)

(5.8)

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)
(5.14)
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En utilisant (5.9) et (5.1) pour la surface hélicoidale décrite par (4.6), on obtient le systéme
(P(u) — ayau) coshv + (Q(u) — ayyu) sinhv — ay3(cv + g) =0

(Q(u) — agu) coshv + (P(u) — agyu) sinhv — ags(cv + g) =0 (5.15)
azjusinh v + aggu cosh v + asz(cv + g) — T'(u) = 0.

Les fonctions cos et sin sont linéairement indépendants, alors on obtient
a3y = agy = azz = a;3 = a3 = 0.

Posons a11 = Q9 = A et 12 = A21 = W, )\,,u € R.

Par suite, le systeme (5.15) devient

A
P(u) = pu (5.16)
0

Ainsi, le probléme de la classification des surfaces hélicoidales non dégénérées M? vérifiant
(5.1) est réduit a la résolution du systéme d’équations différentielles ordinaires. Etudions
(5.16) suivant les valeurs des constantes \ et p.

A) SiA=0et pu+#0, le systéme différentiel (5.16) se réduira dans ce cas a :

gP(u)=0
P(u) = pu
T(u)=0

Mais dans ce cas ¢’ = 0 et de (5.10) il vient P(u) = 0. Ceci est une contradiction, donc il
n’existe pas de surfaces hélicoidales dans ce cas.

B) Si A #0 et u =0, le systéme (5.16) est réduit a
g'P(u)

P()

o
T(u) = 0.

Ainsi, on aboutit a une contradiction. Dans ce cas, il n’existe pas de surfaces hélicoidales

dans E3.
C) Si A = p =0, le systeme (5.16) est réduit a

En substituant (5.3) dans (5.11) on trouve Q(u) = 0. En utilisant (5.14), on obtient P(u) = 0
et T'(u) = 0. L’équation (5.14) donne H = 0, ce qui signifie que ces surfaces sont minimales.
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D) Si A #0 et p # 0, le systeme (5.16) est réduit a

g(u) = _% In(u) + k, ke R (5.17)

En substituant (5.17) dans (5.11) on trouve Q(u) = 0. On conclut que A\ = p = 0. Ceci
contredit notre supposition, et alors il n’existe pas de surfaces hélicoidales non dégénérées
M? de E3 dans ce cas.

Finalement, on peut énoncer le

Théoréme 5.1 Soit r : M? — B3 une immersion isométrique donnée par (4.6). Alors
Ay = Ar, si et seulement si la surface M? est minimale.

Théoréme 5.2 Si % = «a € R\{0}, alors

2H
AIII - N,
o) = 2

Preuve. En dérivant %, on obtient

W4ug///(u2g/2 o 02) — 14czglzguu4 + 202919//2u5 + g/g//2u7 . 3629

+4g/3g//2u7 + 3gl5gll2u7 _ 3c4g'g"2u3 =+ 3C2glu3 (5.18)
+6€2g/3u3 o 4C4g/u . 804g”u2 + 50291/u4 4 3C2gI5U/3
—4c4g’3u o 15C4g/lg/2u2 + 3069// + 2629"3U6 o g//3u8

192 g Ut — gt

13 g//2 u5

En substituant (5.18) dans (5.10) on trouve

1
P(u) — _ﬁ( _ 203gl2gnu5 _ 2c3g/g//2u6 + 2C3gl3gll2u6 _ Cg//2g/3u8 (5'19)
_Cg//29/5u8 + 265g/gll2u4 _ c5g'u2 _ c5g”u3 _ c5g/3uQ 4 c7ug”

+4659/,g12u3 _ 203g/4g//u5 o Cg/2g//3u9 4 ng/2gfl3u7 4 20791)-

De (5.18) et (5.12) il vient

1
_ﬁ(

_g//29/5u9 + 2C4g/g//2u5 _ c4g'u3 _ c4g"u4 o C4g/3u3 + CGUQg”

+4C4g”g/2u4 _ 2629/4gl/u6 _ g/2g//3u10 4 C2g/29//3u8 + 2C6ug,).

12 1.6 2 1 12 13 n2 7 "2 139

T(u) = — 226" ¢"u8 — 2¢%¢ " u" 4+ 223 U — ¢ ¢ (5.20)

Si on combine (5.19) et (5.20) on arrive a

cT'(u) = uP(u). (5.21)
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D’apres (5.9), (5.13) et (5.21), on a

Ay(u,v) = (A" (usinhv), A (ucoshv), AT (cv + g(u)))
= (P(u)coshv + Q(u)sinhv, Q(u) coshv + P(u) sinh v, T'(u))

P
= — (v) (ug' sinhv — ¢ coshv, ug’ coshv — ¢sinh v, —u)
c

_ WP(u) N

D’apres (5.14) et (5.21), on a

 WP(u) 2H
C N KG
Par conséquent,
2H
AT _ N
) = 7=

5.2 Surfaces hélicoidales de type 1]

Dans ce paragraphe, on étudie les surfaces hélicoidales non dégénérées M? de E3 de type
I11 sans points paraboliques, qui vérifient la condition (5.1).

Supposons que la surface M? soit donnée par (4.23).

Les coefficients de la troisiéme forme fondamentale associée & M? sont

€

en = 7 (u'g”™ — A(ug" + ¢')* + ), (5.22)
1

€12 = WQ(ug +9'), exn = WQ(U2g,2 + ).

Donc

€1R
\ |€| = ﬁ, &1 = :i:l,

ot R=udg'g" — et W = \/egr(ru AL 7w, AL Tw) = /e(u2(1 — ¢g'2) — ).

La courbure moyenne H et la courbure de Gauss K sont

o (u2g/(1 o g/2) o 2029’ o ug//(c2 o UQ)) _ i UQQI / (5 23)
203 2u \ W '
et
o (u?)g/g//_ )
Proposition 5.2 Si H =0, alors
2(u? — @)
2= ) b, =41, abeR. (5.24)

eut + a?u?
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Preuve. Si H = 0, alors
ug’ = aW, a € R. (5.25)

L’équation (5.25) donne
p_ 0w =)

=—= 5.26
eu* + a’u? (5.26)
La solution générale de (5.26) est
2002 _ 2
P =) v b =41 abeR
eut + a?u?
|
Comme la surface M? n’a pas de points paraboliques, on a
u39/g// _ 62 ?é 0.
Supposons que LN — M? > 0 (on a le méme résultat si LN — M? < 0).
D’apres (5.22) et (5.7), on a
eW3 , egq
AIH — 7 (WR2 (€W2u3g’g’”(c2 + g/2u2> + (2g/2 o 1)g/2g//2u7 +
c2<g/2 4 1)9//2u5 + 02(4 o 6g/2>g/g//u4 + C2(3g/2 o 39/4 _ C2g/,2)u3 _
0
6ctg’ g"u* 4 (1 — 3g’2)u)6— +
u
£e€1c
R (€W2ug”’(c2 + g/2u2) + g//3u6 T g/g//2u5 + (5.27)

(29/2 o 29/4 - CZg//Z)g//u4 o 3029’g”2u3 4 02(3 o 79/2)g//u2 +
0

02(1 . g/z)g/u . 2649//)% .

<2€1Wc(ug” - g')> 02 <61W(62 + g’2u2)) o?

R oudv R ou2
581(—9”2u4 + 02(ug” +g/)2 - 02) 82 ))
WR ov?

En utilisant (5.27) et (4.23), on obtient

A (v + g(u)) = T(u)
A (y cosv) = P(u) cosv + Q(u) sinv (5.28)
A (ysinv) = —Q(u) cosv + P(u) sin v,
ou
_ €W2 2.3 1 M( 2 12,2 r 13, 8 2 22 12 7
P(u) = I (eW?uPq'g" (¢ + g”u?) + ¢'g"u® + (297 — 1)g”g"u (5.29)
_C2g/g//3u6 _ C2glzguzu5 + 02(5 _ 79/2)g/guu4 + 302(1 o 912)gl2u3
_4C4g/g//U2 - 2C4gl2’U/),
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—cW?
Q(u) — ‘;3 (5CW2uzg"'(cz—|—g’2u2)—|—cg"3u7+c(—1+29’2)g'g”2u6 (5'30)
—C3g”3u5 _ C3g,g”2u4 + (_7g/2 4 5)c3g”u3 4 3639/(1 o gl2>u2

_405g//u o 2059/)’

W2
T(u) _ €R3 (gWng'”(CQ + g/2u2)2 + (39/591/2 o 29/39//2)u7 + C2g”3u6 4
(3299 + g g™ )® + (=ctg"™ + 7Pg?g" — 9P g*g" )u* + (5.31)

(—3c4g'g"2—3629'5+302g’3)u3+(—15c4g’29"+4c4g”)u2+
(—4C4g’3+204g')u—306 //)'

Remarque 5.2 Remarquons que

cuT(u) + (2 + ¢*u*)Q(u) = —cWe (—) (5.32)
cP(u) +ug'Q(u) = 0. (5.33)

En utilisant (5.27) et (5.1) pour la surface hélicoidale décrite par (4.23), on obtient le systéme

a12U COSV + a1zusinv + agg(cv + g) = T'(u)
(P(u) — agu) cosv + (Q(u) — agzu)sinv — ag (cv+g) =0 (5.34)
(Q(u) + asou) cosv — (P(u) — agsu) sinv + asy (cv + g) = 0.

Les fonctions cos et sin sont linéairement indépendants, alors on obtient

a1 = a1z = a13 = a1 = azy = 0, a = asz, azx = —ass.

Posons age = azz = A\ et —ags = asg = pu; A\, p € R.

Par suite, le systéme (5.34) devient

P(u) = \u
Qu) = pu (5.35)
T(u)=0.

Ainsi, le probléme de la classification des surfaces hélicoidales non dégénérées M? vérifiant
(5.1) est réduit a la résolution du systéme d’équations différentielles ordinaires. Etudions
(5.35) suivant les valeurs des constantes \ et p.

A) SiA=0et u#0, le systéme différentiel (5.35) devient
0

Q(u) = pu
0.

Mais dans ce cas ¢’ = 0 et de (5.30) il vient Q(u) = 0. Ceci est une contradiction, donc il
n’existe pas de surfaces hélicoidales dans ce cas.
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B) Si A # 0 et u=0, le systéme (5.35) est réduit a

9'Q(u)
Qu) =
T(u) =

0
0.
Ainsi, on aboutit & une contradiction. Dans ce cas, il n’existe pas de surfaces hélicoidales
dans E3.
C) Si A = p =0, le systeme (5.35) est réduit a
9'Q(u)

Q(u)

o
T(u) = 0.

En substituant (5.24) dans (5.29) on trouve P(u) = 0. En utilisant (5.32), on obtient P(u) =
0 et T'(u) = 0. L’équation (5.32) donne H = 0, ce qui signifie que ces surfaces sont minimales.

D) Si A #0 et p # 0, le systeme (5.35) est réduit a

g(u) = _% In(u) + k, ke R (5.36)

En substituant (5.36) dans (5.30) on trouve Q(u) = 0. On conclut que A\ = u = 0. Ceci
contredit notre supposition, et alors il n’existe pas de surfaces hélicoidales non dégénérées
M? de E3 dans ce cas.

Finalement, on peut énoncer le

Théoréme 5.3 Soit r : M? — E} une immersion isométrique donnée par (4.23). Alors
Ay = Ar, si et seulement si la surface M? est minimale.

Théoréme 5.4 Si #1 = o € R\{0}, alors

Ay (y v) = ==N
( Y ) KG
Preuve. En derlvant , on obtient
W4ug///(u2912 e ) — 1402 12 //u4 + 202g'g"2u5 + g/g//2u7 + 3029/39//2u5
4913 //2 + 39/5 "2 7 3c4g/g//2u3 302 /.3 (5.37>
+6C g’3u3—{—4c4gu—|—8c4 " 2 502 " 4 302 15 3
404 /3 15C4gﬂg,2u2 306 " + 2029//3u6 g”3u8

_962gl4g//u4 4g//3 4.
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En substituant (5.37) dans (5.30) on trouve

1
Q(U) — _ﬁ (2039/29//u5 + 2039191/2u6 4 2C3gl3gll2u6 _ Cg”2g/3u8
+cg//2g/5u8 _ 2C5g/g//2u4 _ c5g’u2 _ C5gl/u3 4 C5g/3u2 4 CYUQH

—4c5g”g’2u3 _ 2039/4gnu5 o cg’zg"?’ug + csg/2gll3u7 + 20791)‘

De (5.37) et (5.31) il vient

1
T(u) _ _ﬁ (2029/29//u6 + 202g’g”2u7 + 262gl3g”2u7 _ g//2913u9
+g//29/5u9 _ 2C4g/g//2u5 _ c4g'u3 _ C4g//u4 + c4g’3u3 4 Cﬁu2g”

_4C4gug/2u4 _ 202g/4g//u6 o 9129//3u10 T 029/29//3u8 4 266ug/).

Si on combine (5.38) et (5.39) on arrive a

cT(u) = —u@(u).
D’apres (5.28), (5.33) et (5.40), on a

Ay(y,v) = (A" (cv + g(u)), AT (ucosv), AT (usinv))
= (T'(u), P(u)cosv + Q(u)sinv, —Q(u) cosv + P(u)sinv)
Q(u)

= - (u,ug’ cosv — csinv, ug' sinv + ¢ cos v)
c

IO

D’apres (5.32) et (5.40), on a

WQ(u) 2H
Cc N KG
Par conséquent,
2H
Al _ My
rluv) = 2

(5.38)

(5.39)

(5.40)
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