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Introduction

0.0.1 Historique

L�objectif principal de cette thèse est la classi�cation de surfaces de type �ni dans l�espace
de Lorentz-Minkowski E31 de dimension 3. L�étude des sous-variétés de type �ni a débuté à
la �n des années 1970 quand B.-Y. Chen tentait de trouver une notion de "degré" pour les
sous-variétés d�un espace euclidien. Les principaux objets d�étude en géométrie algébrique
sont les variétés algébriques. Comme une variété algébrique est dé�nie à l�aide d�équations
algébriques, on peut dé�nir son degré par sa structure algébrique. En appliquant les notions
d�ordre et de type d�une sous-variété de En.

Toutes les sous-variérés minimales d�hypersphères Sn et celles de l�espace euclidien sont de
type �ni et réciproquement. Aussi, toutes les sous-variétés parallèles de En sont de type
�ni. La notion d�immersion de type �ni dans un espace euclidien a été étendue à un espace
pseudo-euclidien vers les années 1980 [18].

Soit Ens un espace pseudo-euclidien de dimension n, de signature (s; n � s) et M une sous-
variété pseudo-riemannienne de Ens : M paramétrée par r, est dite de type �ni si son champ
de vecteur position r admet une décomposition spectrale �nie

r = r0 +
kX
i=1

ri;

où ri (i = 0; 1; 2; :::; k) sont des applications ( ri non constantes) telles que

�r0 = 0; �ri = �iri; �i 2 R;

� étant l�opérateur de Laplace associé à la première forme fondamentale. Si les scalaires
�i sont di¤érents, alors M est dite de type k. M de type �ni est dite nulle si r0 n�est pas
constante.

La notion d�immersion de type �ni de sous-variétés d�un espace euclidien (pseudo-euclidien)
a été largement utilisée dans la classi�cation et la caractérisation de sous-variétés rieman-
niennes (pseudo-riemannienne).

Dans un certain sens, c�est une généralisation de la résolution de problèmes aux valeurs
propres à l�aide de l�opérateur de Laplace � dans l�ensemble des sous-variétés d�un espace
euclidien (pseudo-euclidien). L�étude de sous-variétés de type �ni fournit une manière na-
turelle de combiner la théorie spectrale avec la géométrie des sous-variétés. Les premiers
résultats sur ce sujet ont été recueillis dans [11].
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Ainsi, la notion d�immersion de type �ni de sous-variétés d�un espace euclidien ou pseudo-
euclidien est le prolongement naturel de l�étude de sous-variétés minimales.

1. B.-Y. Chen proposa le problème de base suivant :

Classi�er les hypersurfaces de type �ni de Rn. En particulier, les surfaces de type �ni de
l�espace euclidien R3.

T. Takahashi a¢ rme qu�une sous-variété d�un espace euclidien est de type 1; i.e

�r = �r;

où r est le champ de vecteurs position de la sous-variété et � étant l�opérateur de Laplace
associé à la première forme fondamentale.

La sous-variété est une sous-variété minimale de l�espace Euclidien (� = 0):

La sous-variété minimale d�une hypersphère de l�espace euclidien centrée en l�origine (� 6= 0):

Dans [15], B.-Y.Chen, F. Dillen, L. Verstraelen ont donné une classi�cation des surfaces
réglées de R3 de type �ni. Dans [27], F. Dillen, J. Pas et L. Verstraelen ont montré qu�une
surface de R3 véri�e la condition

�x = Ax+B

si et seulement si elle est minimale, une portion de sphère ou bien une portion de cylindre
circulaire.

2. Pour la version lorentzienne, consulter les travaux de [16], [29] et [51].

Dans [7], M. Bekkar et H. Zoubir ont établi une classi�cation des surfaces de révolution,
avec courbure de Gauss non nulle dans l�espace 3-dimensionnel de Lorentz-Minkowski, qui
véri�ent la condition

�ri = �iri; �i 2 R:

M. Choi, Y. H. Kim et D. W. Yoon [23] ont classi�é les surfaces de révolution de E31 sans
points paraboliques satisfaisant la condition

�IIr = Ar +B;

où A = (aij) 2 Mat(3;R) (i; j = 1; 2; 3), B = (b1; b2; b3) 2 R3 et �II est l�opérateur de
Laplace associé à la seconde forme fondamentale.

3. F. Dillen, J. Pas et L. Verstraelen [26] et C. Baikoussis, D. E. Blair [4] ont classi�é les
surfaces de révolution et les surfaces réglées de R3 respectivement, dont les applications de
Gauss G satisfont la conditon

�G=AG:

C. Baikoussis et L. Verstraelen [5], ont étudié les surfaces hélicoidales de R3 dont l�application
de Gauss véri�e

�G=AG:

S.M. Choi [24], [25] a étudié l�application de Gauss de surfaces réglées et de surfaces de
révolution dans E31 .
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H.-L. Liu et G. Li Liu [42] ont exploré les surfaces de révolution de E31 qui satisfont

�G=�G; � 2 R:

D. W. Yoon a déterminé les surfaces de translation dans E31 dont l�application de Gauss G
véri�e [52]

�G=AG; A 2Mat(3;R):

0.0.2 Description de la thèse

Ce travail est organisé comme suit.

Le chapitre 1 est consacré aux rappels et dé�nitions. On dé�nit la notion d�espace de Lorentz-
Minkowski de dimension 3 qu�on note E31; de signature (1; 2); l�endomorphisme de Weingar-
ten et la troisième forme fondamentale. On y développe des notions de certains opérateurs
di¤érentiels dans E31:

Si la troisième forme fondamentale est non dégénérée, elle peut être considérée comme une
métrique. Dans ce cas, on peut dé�nir le Laplacien associé à la troisième forme fondamentale,
noté �III .

Dans [49], S. Stamatakis et H. Al-Zoubi ont donné une classi�cation des surfaces de révolution
sans points paraboliques dans E3; satisfaisant la condition

�IIIx = Ax; A 2Mat(3;R); (1)

où �III est l�opérateur de Laplace associé à la troisième forme fondamentale et Mat(3;R)
est l�espace des matrices carrées réelles d�ordre 3.

Dans [38], G. Kaimakamis, B.J. Papantoniou et K. Petoumenos ont donné une classi�cation
des surfaces de révolution dans E31 satisfaisant la condition (1).

Plus précisément, ils ont étudié les surfaces de révolution et ont prouvé que ce sont, soit des
surfaces minimales, soit des pseudo-sphères de rayon réel ou imaginaire, soit des cylindres
lorentz hyperboliques.

Dans [41] C. W. Lee, Y. H. Kim et D. W. Yoon ont étudié les surfaces réglées dans E31
satisfaisant (1).

Dans [3] Ch. Baba-Hamed, M. Bekkar ont établi une classi�cation des surfaces hélicoidales
dans l�espace 3-dimensionnel de Lorentz-Minkowski, véri�ant la condition

�IIri = �iri; �i 2 R:

Quatre questions intéressantes se sont alors dégagées :

1) la classi�cation des surfaces factorables dans les espaces 3-dimensionnel euclidien E3 et
lorentzien E31 qui satisfont la condition

�ri = �iri; �i 2 R: (2)
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2) la classi�cation complète des surfaces de translation dans les espaces 3-dimensionnel eu-
clidien E3 et lorentzien E31 qui satisfont la condition

�IIIri = �iri:

3) la classi�cation complète des surfaces hélicoidales sans points paraboliques dans l�espace
3-dimensionnel de Lorentz-Minkowski E31, satisfaisant la condition

�IIr = Ar:

4) la classi�cation complète des surfaces hélicoidales sans points paraboliques dans l�espace
3-dimensionnel de Lorentz-Minkowski E31, satisfaisant la condition

�IIIr = Ar:

Ces quatres questions sont traitées aux chapitres 2, 3; 4 et 5 dans lesquels on donne également
les formes explicites de telles surfaces.

Par ailleurs, pour la version euclidienne S. Stamatakis, H. Al-Zoubi [49] ont donné une clas-
si�cation des surfaces de révolution sans points paraboliques dans E3, véri�ant la condition

�IIIx = Ax:



Chapitre 1

Préliminaires

Ce chapitre rappelle quelques notions élémentaires de la théorie des surfaces, pour plus de
détails voir [39], [45], [31].

1.1 L�espace de Lorentz-Minkowski E31

On appelle espace pseudo-euclidien de dimensionm, de signature (s;m�s); l�espace vectoriel
Rm muni de la métrique

gL = �dx21 � dx22 � :::� dx2s + dx2s+1 + ::::+ dx2m;

où (x1; x2; :::; xm) sont les coordonnées rectangulaires de Rm: On le note Ems :

Ems = f(x1; x2; :::; xm) 2 Rm; gL = �dx21 � dx22 � :::� dx2s + dx2s+1 + ::::+ dx2mg ' (Rm; gL):

En particulier, pour m � 2, Em1 s�appelle Lorentz-Minkowski m� espace:

On s�intéressera particulièrement à l�espace de Lorentz-Minkowski E31 qui est l�espace vecto-
riel R3 muni de la métrique lorentzienne

gL = �dx21 + dx22 + dx23; (1.1)

où (x1; x2; x3) est le système de coordonnées rectangulaires de E31: Souvent (x1; x2; x3) =
(x; y; z):

On associe à cette métrique le produit scalaire de Lorentz (produit scalaire lorentzien) de
deux vecteurs V = (v1; v2; v3) et W = (w1; w2; w3) de E31, dé�ni par

gL(V;W ) = �v1w1 + v2w2 + v3w3:

Comme en géométrie euclidienne, on dé�nit la norme de V comme suit :

kV kL =
p
jgL(V; V )j:

8
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Dé�nition 1.1 i) Un vecteur de norme strictement négative est dit de type temps, ou plus
simplement temporel.

ii) Un vecteur de norme strictement positive est dit de type espace, ou spatial.

iii) Un vecteur non-nul de norme nulle est dit de type lumière, nul ou isotrope.

Dans cette section on �xe quelques notations utilisées par la suite.

Dé�nition 1.2 On dé�nit le produit vectoriel de Lorentz, une opération sur les vecteurs,
par

1) V ^W = 0 si V et W sont colinéaires.

2) V ^W = T; l�unique vecteur orthogonal à V et W:

3) gL(V ^W;T ) = det[V;W; T ] pour tout T 2 E31; où det[V;W; T ] désigne le déterminant de
la matrice dont les vecteurs colonnes sont respectivement V;W et T:

Si V et W sont unitaires et orthogonaux alors fV;W; V ^Wg forme une base orthonormée
directe.

Propriétés

Soient X; Y; Z; V;W; T des vecteurs de E31: On a :

1) V ^W = �W ^ V:

2) V ^ (W + T ) = V ^W + V ^ T:

3) gL(V ^W;W ) = gL(V ^W;V ) = 0:

4) det[V;W; T ] = gL(V ^W;T ) = gL(V;W ^ T ):

5) (X ^ Y )Z = gL(Y; Z)X � gL(X;Z)Y:

6) Identité de Lagrange dans E31
gL(V ^W;X ^ Y ) = gL(W;X)gL(V; Y )� gL(V;X)gL(W;Y ):

7)

det[X;Y; Z]: det[V;W; T ] = �

������
gL(X;V ) gL(Y; V ) gL(Z; V )
gL(X;W ) gL(Y;W ) gL(Z;W )
gL(X;T ) gL(Y; T ) gL(Z; T )

������ :
Pour V = (v1; v2; v3); W = (w1; w2; w3) dans E31

V ^W = (v3w2 � v2w3; v3w1 � v1w3; v1w2 � v2w1):

1.1.1 Hypersurfaces de Em (resp. Ems )

Dé�nition 1.3 Soit k � 1: Une hypersurface régulière Mm�1 de Em (resp. Ems ) de classe
Ck; est une partie non vide de Em (resp. Ems ) telle que pour tout point p dans Mm�1; il existe
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un ouvert 
p de Em (resp. Ems ) contenant p; un ouvert 
0 de Em�1 et une application

r : 
0 ! Em(resp: Ems )

de classe Ck tel que
r : 
0 ! r(
0)

soit un homéomorphisme, que r soit de rang (m� 1) sur 
0p et que

r(
0) =Mm�1 \ 
p:

Si r(
0) =Mm�1 alors Mm�1 est dite hypersurface régulière simple.

Remarque 1.1 Pour m = 3 et s = 1, M2 est une surface régulière de l�espace de Lorentz-
Minkowski E31:

Le couple (
0; r) est appelé une paramétrisation de M2 au voisinage de p:

Dé�nition 1.4 Soit m � 3 et c 2 Ems :

On appelle pseudo-sphère de centre c et de rayon � > 0, et on note Sm�1s (c; �); l�hypersurface
pseudo-riemannienne de Ems dé�nie par

Sm�1s (c; �) =
�
x 2 Ems :< x� c; x� c >= �2

	
; 0 � s � m� 1:

On appelle espace pseudo-hyperbolique de centre c et de rayon � > 0, et on note Hm�1s�1 (c; �);
l�hypersurface pseudo-riemannienne de Ems dé�nie par

Hm�1s�1 (c; �) =
�
x 2 Ems :< x� c; x� c >= ��2

	
; 1 � s � m:

Remarque 1.2 1) Pour s = 0; Sm�10 (c; �) est la sphère standard Sm�1(c; �) de l�espace
euclidien Em0 = Em:

2) Sm�1s (c; �) et Hm�1s�1 (c; �) sont des sous-variétés pseudo-riemanniennes complètes, à cour-
bure sectionnelle constante 1

�2
et � 1

�2
respectivement.

Dé�nition 1.5 Soit U un ouvert de R2 et M2 une surface régulière de l�espace euclidien E3
(respectivement E31) paramétrée par

r : U ! E3 (E31); (u; v)! r(u; v) = (r1(u; v); r2(u; v); r3(u; v)):

Dans ces conditions on peut dé�nir le plan tangent TM2 comme le plan engendré par
fru = ru(u; v); rv = rv(u; v)g et le vecteur unitaire normal par

N =
ru ^ rv
kru ^ rvk

:
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On note E; F; G les coe¢ cients de la première forme fondamentale dans la base fru; rvg ;
i.e. les coe¢ cients tels que, pour dr = rudu+ rvdv on a

I(du; dv) = gL(dr; dr) = Edu
2 + 2Fdudv +Gdv2

= (du; dv)

�
E F
F G

��
du
dv

�
;

où l�on a posé :
E = gL(du; du); F = gL(du; dv); G = gL(dv; dv):

FI =
�
E F
F G

�
est la matrice associée à la forme fondamentale I:

Il faut noter que les quantités E; F et G peuvent être les mêmes pour deux surfaces di¤é-
rentes. La première forme fondamentale permet de calculer la longueur d�une courbe tracée
sur la surface en terme du vecteur tangent.

Dé�nition 1.6 La forme quadratique II dé�nie sur le plan tangent TM2 par :

II(du; dv) = �gL(dN; dr) = Ldu2 + 2Mdudv +Ndv2;

est appelée la deuxième forme fondamentale de M2, où dN est la dérivée covariante du vec-
teur normal unitaire.

L; M; N sont appelés les coe¢ cients de la deuxième forme fondamentale. Cette forme qua-
dratique permet de donner des informations géométriques sur la surface.

La deuxième forme fondamentale II(dv; dv) peut s�écrire

II(du; dv) = (du; dv)

�
L M
M N

��
du
dv

�
;

où FII =
�
L M
M N

�
est la matrice associée à la forme fondamentale II:

1.1.2 Endomorphisme de Weingarten

On considère ( @
x1
; @
x2
; ::; @

xm
) la base locale naturelle de l�espace Ems :

Champs de vecteurs

Soit M une variété di¤érentiable de classe C1: En chaque point p de M , nous venons de
dé�nir l�espace tangent. Nous avons alors la possibilité de considérer une application qui
associe à tout point p de M un vecteur dans TpM: C�est la notion de champ de vecteurs.

Notons �(M) l�espace vectoriel des champs de vecteurs sur M:

On considère l�espace vectoriel des fonctions de classe C1 sur M ,

F(M) = ff :M ! R; f 2 C1g:
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Dé�nition 1.7 Une connexion linéaire est une application

r : �(M)� �(M)! �(M); (X1; Y1)! rX1Y1

telle que, pour tous X1; X2; Y1; Y2 2 �(M) et f; g 2 F(M) :

rfX1+gX2Y1 = frX1Y1 + grX2Y1;

rX1(Y1 + Y2) = rX1Y1 +rX1Y2;

rX1(fY1) = X1(f)Y1 + frX1Y1:

Dé�nition 1.8 Soit (x1; x2; :::; xm) un système de coordonnées locales dans une variété semi-
riemannienne (M; g) munie de la connexion de Levi-Civita. Les symboles de Christo¤el pour
ce système de coordonnées sont les fonctions réelles notées �kij dé�nies par

r @
xi

@

xj
= �kij

@

xk
; 1 � i; j; k � m:

En e¤et, on a alors :

rXY = Xi

�
@Yk
xi

+ �kijYj

�
@

xk
;

où
X et Y sont X = Xi

@
xi
, Y = Yj @xj :

Proposition 1.1 Sur une variété M munie d�une métrique riemannienne (ou pseudo -
riemannienne) gL, il existe une unique dérivée covariante symétrique r véri�ant :

[X; Y ] = rXY �rYX

et
X:gL(Y; Z) = gL(rXY; Z) + gL(Y;rXZ); X; Y; Z 2 �(M): (1.2)

En écrivant la deuxième équation pour toute les permutations circulaires de X; Y; Z et en
faisant la somme alternée, on en déduit :

2gL(rXZ; Y ) = Z:gL(X; Y ) +X:gL(Y; Z)� Y:gL(X;Z)� gL([X; Y ]; Z) (1.3)

+gL([Y; Z]; X)� gL([Z;X]; Y ):

Preuve. Par une permutation cyclique des champs X; Y et Z; la formule (1.2) donne les
identités 8<:

X:gL(Y; Z) = gL(rXY; Z) + gL(Y;rXZ)
Y:gL(Z;X) = gL(rYZ;X) + gL(Z;rYX)
Z:gL(X; Y ) = gL(rZX; Y ) + gL(X;rZY ):

Cela donne (1.3).

(1.3) veut dire que les symboles de Christo¤el s�expriment en fonction des coe¢ cients E;F
et G de la première forme fondamentale de M .
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Comme le tenseur métrique g = gijdxidxj sur M est non dégénéré, la matrice G = (gij) est
inversible.

On trouve :

�kij =
1

2
gkl
�
@gjl
xi

+
@gil
xj

� @gij
xl

�
;

où gij sont les composantes de G�1:

Lemme 1.1 La connexion naturelle dé�nie ci-dessus est la connexion de Levi-Civita de
l�espace pseudo-euclidien Ems ; 0 � s � m et�

gij = �
ij"j

�kij = 0; 1 � i; j; k � m;

où

"j =

�
�1 si 1 � j � s
+1 si s+ 1 � j � m:

Soit Mm�1 une hypersurface de Em ou Ems : Dans cette partie, on va noter ~r la connection
de Levi-Civita de Em (Ems ) et r celle de l�hypersurface Mm�1:

On sait que
~rXY = rXY + II(X; Y );

où II(X; Y ) désigne la partie normale de ~rXY à Mm�1 et rXY est la partie tangente de
~rXY àMm�1: II est dit tenseur de la seconde forme fondamentale deMm�1 � Em (ou Ems ):

Dé�nition 1.9 Soit x un point de l�hypersurface Mm�1 et N un vecteur unitaire normal
dans un voisinage de x dans Mm�1: Soit

Sx : TxM
m�1 ! TxM

m�1; Vx 7! Sx(Vx)

l�application linéaire dé�nie par
Sx(Vx) = � ~rVxN

pour tout Vx 2 TxMm�1: L�application Sx est dite endomorphisme de Weingarten de Mm�1

en x déduit de N:

En tout point x de Mm�1 il existe deux applications �Sx: On parlera d�endomorphisme de
Weingarten S de Mm�1; et on écrira

S(V ) = � ~rVN

pour tout champ de vecteurs V 2 TMm�1:

Proposition 1.2 Si S est l�endomorphisme de Weingarten de Mm�1; alors en tout point x
l�opérateur

S : TxM
m�1 ! TxM

m�1

est auto-adjoint. Autrement dit

gL(S(Vx);Wx) = gL(Vx;S(Wx)); 8Vx; Wx 2 TxMm�1:
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Les valeurs propres de l�opérateur S sont dites les courbures principales de Mm�1 et les
vecteurs propres sont dits les directions principales de Mm�1:

Proposition 1.3 L�endomorphisme S de Weingarten de Mm�1 véri�e

gL(S(X); Y ) = gL(II(X; Y );N); 8X; Y 2 TMm�1:

Proposition 1.4 Soit M2 une surface régulière de E3 ( respectivement E31) paramétrée par

r :M2 ! E3 (E31); (u; v) 7! r(u; v);

fru; rvg est une base de TpM2 où p = r(u; v): Soit t 7! 
(t) une courbe tracée sur M2; telle
que


(0) = p et 
0(0) = ru:

On a :

1)
~rrurv = ruv:

2)
~rruN = Nu; ~rrvN = Nv:

3)
gL(S(ru); rv) = �gL( ~rruN; rv) = �gL(Nu; rv) = gL(N; ruv) =M;

gL(S(ru); ru) = gL(N; ruu) = L; gL(S(rv); rv) = gL(N; rvv) = N;

où L, M et N sont les coe¢ cients de la deuxième forme fondamentale.

En fait la deuxième forme fondamentale associée àM2 en un point p est la forme quadratique
dé�nie sur TpM2 par

IIp(X) = gL(S(X); X) = gL(II(X;X);N)

pour X 2 TpM2:

1.2 Équations de Gauss et Weingarten dans E31

SoitM2 une pseudo-riemannienne de E31: Pour un système de coordonnées locales (u; v) dans
M2; les composantes du tenseur métrique sont notées E; F; G:

La formule (1.3) permet de calculer les symboles de Christo¤el en fonction de E;F et G et
leurs dérivées

gL(ru; ~rruru) =
1

2
ru:gL(ru; ru) = E�

1
11 + F�

2
11 =

Eu
2

et

gL(rv; ~rruru) = ru:gL(ru; rv)�
1

2
rv:gL(ru; ru)

= F�111 +G�
2
11 = Fu �

Ev

2
:
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On peut résoudre ce système pour les inconnues �111 et �
2
11 en obtenant pour elles des ex-

pressions dépendants de E;F;G;Eu; Ev; Fu:

Les symboles de Christo¤el véri�ent :

Q�111 = det

�
Eu
2

F
Fu � Ev

2
G

�
; Q�211 = det

�
E Eu

2

F Fu � Ev
2

�
; Q�112 = det

�
Ev
2

F
Gu
2

G

�
;

Q�212 = det

�
E Ev

2

F Gu
2

�
; Q�122 = det

�
Fv � Gu

2
F

Gv
2

G

�
; Q�222 = det

�
E Fv � Gu

2

F Gv
2

�
;

où Q = EG� F 2; Eui = @E
@ui
; Fui =

@F
@ui
, Gui =

@G
@ui

et (u1; u2) = (u; v):

1.2.1 Équations de Gauss dans E31

Théorème 1.1 Soit M2 une surface régulière de E31 paramétrée par r : U !M2: Alors8<:
r uu = �

1
11ru + �

2
11rv + gL(N;N)LN

ruv = �
1
12ru + �

2
12rv + gL(N;N)MN

rvv = �
1
22ru + �

2
22rv + gL(N;N)NN:

(1.4)

Preuve. Commençons par écrire les dérivées partielles ruiuj (où (u1; u2) = (u; v)) dans la base
fru; rv;Ng: La surface M2 étant régulière, alors il existe des scalaires réel aij; (1 � i; j � 3)
tels que 8<:

r uu = a11ru + a12rv + a13N
ruv = a21ru + a22rv + a23N
rvv = a31ru + a32rv + a33N:

On en déduit que

a13 = gL(N;N)L; a23 = gL(N;N)M; a33 = gL(N;N)N:

Par suite, en faisant le produit scalaire de chaque équation cidessus avec ru et rv; on obtient�
a11E + a12F = gL(ru; ruu) =

Eu
2

a11F + a12G = gL(rv; ruu) = Fu � Ev
2

(1.5)

�
a21E + a22F = gL(ru; ruv) =

Ev
2

a21F + a22G = gL(rv; ruv) =
Gu
2

(1.6)�
a31E + a32F = gL(ru; rvv) = Fv � Gu

2

a31F + a32G = gL(rv; rvv) =
Gv
2
:

(1.7)

La résolution de (1.5) donne

a11 =
1

Q

���� Eu
2

F
Fu � Ev

2
G

���� = �111:
On procède d�une façon analogue pour les autres scalaires.
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1.2.2 Équations de Weingarten dans E31

Théorème 1.2 Soit M2 une surface régulière de E31 paramétrée par r : U ! M2: Alors
l�opérateur de Weingarten S de M2 véri�e�

�S(ru) = Nu =
�
MF�LG
EG�F 2

�
ru +

�
LF�ME
EG�F 2

�
rv

�S(rv) = Nv =
�
NF�MG
EG�F 2

�
ru +

�
MF�NE
EG�F 2

�
rv:

Preuve. On a gL(N;Nu) = gL(N;Nv) = 0: Comme les champs de vecteurs Nu et Nv sont
tangents à M2 il existe des scalaires réels b11; b12; b21; b22 tels que�

Nu

Nv

�
=

�
b11 b12
b21 b22

��
ru
rv

�
:

On conclut d�après le Proposition 1.4.

Proposition 1.5 La matrice de S dans la base fru; rvg est donnée par�
b11 b12
b21 b22

�
=

�
E F
F G

��1�
L M
M N

�

=
1

EG� F 2

0@ MF � LG NF �MG

LF �ME MF �NE

1A : (1.8)

Remarque 1.3 Si X est un champ de vecteurs sur M2, X = aru + brv; alors

~rXN = aNu + bNv

= (aa11 + ba21)ru + (aa12 + ba22)rv:

Lemme 1.2 On peut véri�er que

Nu = �(g11h11 + g12h12)ru � (g12h11 + g22h12)rv
Nv = �(g11h12 + g12h22)ru � (g12h12 + g22h22)rv;

où (gij) ((hij)) désigne la matrice inverse de I (II).

1.2.3 Troisième forme fondamentale

On peut également construire un autre tenseur symétrique appelé troisième forme fonda-
mentale dé�ni par

III(X) = gL( ~rXN; ~rXN):

Dé�nition 1.10 Soit M2 une surface régulière de E31 paramétrée par r : U ! M2: La
troisième forme fondamentale IIIp au point p est la forme quadratique sur le plan tangent
TpM

2 (engendré par ru et rv). Elle est exprimée par

IIIp(X) = gL(S(X);S(X)):
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On dé�nit les fonctions eij : U ! R par

eij = g(
@N

@ui
;
@N

@uj
):

Elles sont appelées coe¢ cients de la troisième forme fondamentale associée à la surface M2.

La matrice de la troisième forme fondamentale relative à la base fru; rvg de TM2; induite
par une paramétrisation r(u; v) d�un voisinage de p 2 M2; est donné au point p = r(u; v)
par

FIII = (eij)0�i;j�2 =
�
e11 e12
e12 e22

�
:

On peut écrire la troisième forme fondamentale comme forme quadratique sur TM2 :

III(du; dv) = gL(dN; dN) = e11du
2 + 2e12dudv + e22dv

2:

Lemme 1.3 On peut véri�er que8<:
gL(Nu;Nu) = "(2HL�KGE)
gL(Nu;Nv) = "(2HM �KGF )
gL(Nv;Nv) = "(2HN �KGG);

(1.9)

où " = gL(N;N):

Preuve. On a, en vertu du théorème (1.2)

gL(Nu;Nu) = gL(b11ru + b12rv; b11ru + b12rv)

= b211gL(ru; ru) + 2b11b12gL(ru; rv) + b
2
12gL(rv; rv)

= E

�
MF � LG
EG� F 2

�2
+ 2F

�
MF � LG
EG� F 2

��
LF �ME
EG� F 2

�
+G

�
LF �ME
EG� F 2

�2
= "(2HL�KGE):

De la même manière on trouve gL(Nu;Nv) et gL(Nv;Nv):

Proposition 1.6 La troisième forme fondamentale III est exprimée par les formes fonda-
mentales I et II par la relation

III(du; dv) = "(2HII �KGI): (1.10)

Preuve. D�après (1.9), on a

III(du; dv) = gL(dN; dN) = gL(Nu;Nu)du
2 + 2gL(Nu;Nv)dudv + gL(Nv;Nv)dv

2

= "(2HL�KGE)du
2 + 2"(2HM �KGF )dudv + "(2HN �KGG)dv

2

= "(2HII �KGI):
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De (1.10), il vient

e11 = "(2HL�KGE)

e12 = "(2HM �KGF )

e22 = "(2HN �KGG):

Un calcul direct donne

1)
det(III) = e11e22 � e212 = K2

G(EG� F 2) = K2
G det(I):

2)

FIII =

0@ b211E + 2b11b12F + b
2
12G b11b21E + (b11b22 + b12b21)F + b12b22G

b11b21E + (b11b22 + b12b21)F + b12b22G b221E + 2b21b22F + b
2
22G

1A
=

�
b11 b12
b21 b22

��
E F
F G

��
b11 b21
b12 b22

�
:

3) �
Nu = �11ru + �12rv
Nv = �21ru + �22rv;

où

�11 = �(h11e11 + h12e12); �12 = �(h12e11 + h22e12)
�21 = �(h11e12 + h12e22); �22 = �(h12e12 + h22e22):

1.3 Courbure de Gauss et courbure moyenne

1.3.1 Courbure de Gauss

Proposition 1.7 Soit M2 une surface régulière de E31 et N le vecteur unitaire normal à
M2. Alors

1)

KG =
gL(N;N)(LN �M2)

EG� F 2 :

2)
KG = �gL(N;N) det(S);

où S est l�endomorphisme de Weingarten.

3)
S(ru)� S(rv) = �gL(N;N)KG(ru � rv):
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La courbure de Gauss KG peut-être calculée à partir de la première forme fondamentale.

Théorème 1.3 La courbure de Gauss KG de M2 ne dépend que de la première forme fon-
damentale et ses dérivées. En particulier, deux surfaces isométriques on la même courbure
de Gauss KG.

Lemme 1.4 La courbure KG d�une surface M2 de E31 paramétrée par r est donnée par

KG =
1

(EG� F 2)2

�
(EG� F 2)

�
Fuv �

1

2
Evv �

1

2
G uu

�
+ det(A)� det(B)

�
;

où

A =

0@ 0 Fv � Gu
2

Gv
2

1
2
Eu E F
Fu � Ev

2
F G

1A ; B =
0@ 0 Ev

2
Gu
2

Ev
2

E F
Gu
2

F G

1A :
La courbure de Gauss est une quantité issue de la géométrie "interne à la surface", on dit
que c�est une quantité intrinsèque.

1.3.2 Courbure moyenne

Dé�nition 1.11 Etant donné un point m 2M2 et fe1; e2g une base orthonormée de TmM2;
le champ de vecteurs de courbure moyenne de M2; noté Hm, est dé�ni par

2Hm = trace(gL(ei; ej)II(ei; ej)) = gL(e1; e1)II(e1; e1) + gL(e2; e2)II(e2; e2);

où II est le tenseur de la deuxième forme fondamentale associé à M2.

Considérons une fonction réelle régulière H :M2 ! R; (u; v) 7! H(u; v) véri�ant

H = HN:

Proposition 1.8 La fonction H dé�nie ci-dessus est donnée par la formule

H=gL(N;N)
EN + LG� 2FM
2(EG� F 2) :

1.4 Quelques opérateurs di¤érentiels

Soit (M2; g) une variété semi-riemannienne et l�ensemble des fonctions réelles F(M2) régu-
lières dé�nies sur M2:

Dé�nition 1.12 Le gradient grad(f) d�une fonction f 2 F(M2) est l�unique champ de
vecteurs, noté rf; tel que

g(X;rf) = df(X) = Xf

= Xi
@f

@xi
; 1 � i � n;

pour tout champ de vecteurs X:
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En coordonnées locales,

rf = gij @f
@xi

@

@xj
; 1 � i; j � n;

où (gij) est la matrice inverse de (gij):

Dans le cas pseudo-euclidien, on a

rf = gii
@f

@xi

@

@xi
; 1 � i � n;

où gii = g( @@xi ;
@
@xi
):

Dé�nition 1.13 La divergence d�un champ de vecteurs X surM2, notée div(X), est dé�nie
comme la trace de V 7! rVX: Ainsi, pour des champs de vecteurs orthonormaux e1; e2; :::; em

div(X) = giig(ei;reiX); 1 � i � m;

et pour un système de coordonnées locales on a

div(X) =
@Xi

@xi
+ �iijXj; 1 � i � m:

Par conséquent, pour des coordonnées naturelles sur Ems ; on a

div(X) =
@Xi

@xi
; 1 � i � m:

Proposition 1.9 Soit X un champ de vecteurs sur M2 et f une fonction de F(M2). Alors

div(fX) = df(X) + fdiv(X):

Pour un système de coordonnées locales sur M2 on a

div(X) =
1p
jDj

@

@xi

�p
jDjXi

�
;

où D = det(I) = det(gij):

Soit ' une fonction de F(M2): On appelle Laplacien de ', et on note �', la divergence du
gradient de '.

On dé�nit l�opérateur de Laplace-Beltrami comme l�opérateur di¤érentiel du second ordre

�' = div(r'):

Le Laplacien � est donné, dans un système de coordonnées locales (x1; :::; xm); par :

�' = gij
�
@2'

@xi@xj
� �kij

@'

@xk

�
=

1p
jDj

X
ij

@

@xi

�p
jDjgij @'

@xj

�
; (1.11)

où (gij) désigne la matrice inverse de I.
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Remarque 1.4 Soit M2 une surface régulière de E3 (respectivement E31) paramétrée par

r :M2 ! E3 (E31); (u; v) 7! r(u; v):

Le tenseur II de la deuxième forme fondamentale associée à M2 est un tenseur métrique si
et seulement si il est non dégénéré. Si tel est le cas, on peut dé�nir la divergence associée à
la deuxième forme fondamentale, que l�on peut noter divII(X); par

divII(X) =
1p
jDj

@

@xi

�p
jDjXi

�
;

où D = det(II) = det(hij):

Par suite, on pourra dé�nir le Laplacien de ' associé à la deuxième forme fondamentale,
noté �II' pour toute fonction ' 2 F(M2) par :

�II' =
1p
jDj

�
@

@xi

�p
jDjhij @'

@xj

��
; (1.12)

où (hij) désigne la matrice inverse de II.

Un calcul simple nous donne :

�' =
�1p

jEG� F 2j

  
G'u � F'vp
jEG� F 2j

!
u

�
 
F'u � E'vp
jEG� F 2j

!
v

!
(1.13)

�II' =
�1p

jLN �M2j

  
N'u �M'vp
jLN �M2j

!
u

�
 
M'u � L'vp
jLN �M2j

!
v

!
(1.14)

pour toute fonction ' 2 F(M2):

On pourra dé�nir le Laplacien de ' associé à la troisième forme fondamentale, noté �III'
pour toute fonction ' 2 F(M2) par :

�III' =
1p
jej

�
@

@xi
�p
jejeij @'

@xj
��
;

où e = det(III) et (eij) désigne la matrice inverse de III.

Il est facile de montrer que

�III' =
�1p

je11e22 � e212j

  
e22'u � e12'vp
je11e22 � e212j

!
u

�
 
e12'u � e11'vp
je11e22 � e212j

!
v

!
(1.15)

pour toute fonction ' 2 F(M2):



Chapitre 2

Surfaces factorables qui satisfont
�ri = �iri dans les espaces
3-dimensionnel Euclidien E3 et
Lorentzien E31

Dans ce chapitre, on donne une classi�cation des surfaces factorables dans les espaces 3-
dimensionnel euclidien E3 et lorentzien E31 qui satisfont la condition

�ri = �iri (2.1)

où � est l�opérateur de Laplace associé à la première forme fondamentale et �i (1 � i � 3)
un nombre réel. On donnera également les formes explicites de ces surfaces [8].

2.1 Surfaces factorables minimales dans E3 (E31)

La théorie des surfaces minimales de E3 a débuté au 18�eme siécle avec notamment les travaux
de Lagrange, d�Euler et de Meusnier. Par la suite, de nombreux mathématiciens se sont
penchés sur cette question, on peut par exemple citer Scherk. H.F et Weierstrass. K au cours
du 18�eme siécle. Un des intérêts des surfaces minimales locales est de résoudre le problème
de Plateau : Trouver une surfaces d�aire minimum absolu de frontière une courbe donnée de
l�espace.

Parmi toutes les surfaces contenant une courbe fermée donnée 
; les surfaces minimales sont
celles qui réalisent le minimum de l�aire limitée par 
: Les exemples les plus simples de
surfaces minimales sont le plan, l�hélicoïde qui est une surface réglée, et la caténoïde qui est
une surface de révolution.

Une immersion r : M2 ! E3 (E31) de la surface M2 dans E3 (E31) est dite minimale si sa
courbure moyenne est partout nulle. Rappelons que la courbure moyenne d�une immersion
est la moitié de la trace de sa deuxième forme fondamentale.

22
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2.1.1 Surfaces factorables minimales dans E3

Soit r :M2 ! E3 une immersion isométrique d�une surface factorable dans l�espace euclidien
de dimension 3 muni de la métrique induite. Notons

g = dx2 + dy2 + dz2

la métrique riemannienne standard euclidienne sur R3:

M2 peut être paramétrée par

r(u; v) = (r1(u; v); r2(u; v); r3(u; v) = f(r1(u; v))g(r2(u; v))) (2.2)

ou
r(u; v) = (r1(u; v); r2(u; v) = f(r1(u; v))g(r3(u; v)); r3(u; v)) (2.3)

ou
r(u; v) = (r1(u; v) = f(r2(u; v))g(r3(u; v)); r2(u; v); r3(u; v)); (2.4)

où f et g des fonctions régulières des variables u et v, respectivement.

Supposons que la surface M2 s�exprime par (2.2), ou de manière équivalente par

r(u; v) = (u; v; f(u)g(v)): (2.5)

Les dérivées du rayon vecteur de la surface M2 par rapport aux paramètres u et v sont
désignées par ru et rv respectivement, et l�on a

ru = (1; 0; f
0g); rv = (0; 1; fg

0);

où f 0 = df(u)
du
; g0 = dg(v)

dv
:

On calcule les coe¢ cients E;F;G de la première forme fondamentale de M2, on trouve

E = f 02g2 + 1; F = fgf 0g0; G = 1 + f 2g02:

On calcule les coe¢ cients L; M; N de la deuxième forme fondamentale de la surface M2.
On a d�abord

ruu = (0; 0; f
00g); ruv = (0; 0; f

0g0); rvv = (0; 0; fg
00)

et ensuite
N =

1

W

�
� f 0g;�fg0; 1

�
;

L =
gf 00

W
; M =

f 0g0

W
; N =

fg00

W
;

où W =
p
f 02g2 + f 2g02 + 1:

Par des calculs immédiats. Il vient alors

H =
1

2
W�3H1; KG =

1

W 2

�
gf 00fg00 � f 02g02

�
;

où
H1 = (1 + f

2g02)f 00g + (f 02g2 + 1)fg00 � 2fgf 02g02:

Nous allons décrire les surfaces factorables minimales de E3 (voir [43]):
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Théorème 2.1 ([43]) Les surfaces factorables minimales de E3 sont localement des graphes
de fonctions

1)
z = c1v + c2;

2)
z = c1u+ c2;

3)
z = (c1v + c2) tan(c3u+ c4);

4)
z = (c1u+ c2) tan(c3v + c4);

5) z = f(u)g(v); où

(5; 1) 8><>:
u =

R df(u)p
2a ln(f(u))+c1

v =

Z
dg(v)p
c2g4(v)� b

2

;

(5; 2) 8><>:
u =

R df(u)p
c1f4(u)�a

2

v =

Z
dg(v)p

2b ln g(v)+c2
;

(5; 3) 8><>:
u =

R df(u)p
c1f2(1+k)(u)�c2

v =

Z
dg(v)p

c3g2(1�k)(v)�c4
;

où a; b; k; c1; c2; c3; c4 2 R et a2 + b2 6= 0; k 6= �1:

2.1.2 Surfaces factorables minimales dans E31

Soit r : M2 ! E31 une immersion isométrique d�une surface dans l�espace 3-dimensionnel de
Lorentz-Minkowski muni de la métrique induite (1.1).

Supposons que la surface M2 s�exprime par (2.5).

Les expressions des dérivées premières de r sont immédiates :

ru = (1; 0; f
0g); rv = (0; 1; fg

0):

On applique les formules classiques pour le calcul des coe¢ cients des formes fondamentales
de M2, on trouve

E = f 02g2 � 1; F = fgf 0g0; G = 1 + f 2g02; (2.6)

N =
1

W

�
f 0g;�fg0; 1

�
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et

L =
gf 00

W
; M =

f 0g0

W
; N =

fg00

W
; (2.7)

où W =
p
jEG� F 2j:

Par des calculs immédiats. Il vient alors (voir l�article [43]):

H =
1

2
W�3H1;

où
H1 = (1 + f

2g02)f 00g + (f 02g2 � 1)fg00 � 2fgf 02g02:
Nous allons décrire les surfaces factorables minimales de E31 (voir [43]):

Théorème 2.2 ([43]) Les surfaces factorables minimales de E31 sont localement des graphes
de fonctions

1)
z = c1v + c2;

2)
z = c1u+ c2; b3; b4 2 R:

3)
z = (c1v + c2) tan(c3u+ c4);

4)

z =
c2u exp(c1v)

1 + c2 exp(c1v)
;

5)
z = c1 exp(c2u+ c3v);

6)

z = k

r
c1v + c2
c3u+ c4

;

7) z = f(u)g(v); où

(7; 1) 8><>:
u =

R df(u)p
c1f4(u)�a

2

v =

Z
dg(v)p
c2g4(v)� b

2

;

(7; 2) 8><>:
u =

R df(u)p
2a ln f(u)+c1

v =

Z
dg(v)p

2b ln g(v)+c2
;

(7; 3) 8><>:
u =

R df(u)p
c1f2(1�k)(u)�c2

v =

Z
dg(v)p

c3g2(1�k)(v)�c4
;

où a; b; k; c1; c2; c3; c4 2 R et a2 + b2 6= 0; k 6= �1:
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Théorème 2.3 Les surfaces factorables minimales de E31 sont localement des graphes de
fonctions

z = (au+ b) coth(c1v + c2); a; b; c1; c2 2 R:

Preuve. La condition de minimalité H1 = 0 conduit à l�équation

(1 + f 2g02)f 00g + (f 02g2 � 1)fg00 � 2fgf 02g02 = 0: (2.8)

L�équation ci-dessus devient

f 00

f
� g

00

g
+ f 02(g00g � g02) + g02(f 00f � f 02) = 0: (2.9)

Si f 00 = 0; alors f(u) = au+ b; a; b 2 R: L�équation (2.9) donne

g00(a2g2 � 1) = 2a2gg02: (2.10)

Les solutions de (2.10) sont de la forme

g(v) = c3 coth(c1v + c2); c1; c2; c3 2 R:

En substituant ces valeurs de f(u) et g(v) dans (2.5), on obtient

r(u; v) =
�
(u; v; (au+ b) coth(c1v + c2))

�
; a; b; c1; c2 2 R:

2.2 Surfaces factorables dans E3 satisfaisant la condi-
tion �ri = �iri

Dans ce paragraphe, on étudie les surfaces factorables M2 de E3 qui satisfont la condition
(2.1).

SiM2 est construite avec des composantes qui sont des fonctions propres du Laplacian, alors
on aura

�(u) = �1(u); �(v) = �2(v); �(fg) = �3(fg); (2.11)

où �1; �2 et �3 2 Spec(M2):

Le lemme suivant permet de simpli�er des calculs :

Lemme 2.1 Le Laplacien de M2 est donné en termes de u et v par :

� = � 1

W 2

�
E
@2

@v2
+G

@2

@u2
� 2F @2

@u@v

�
+
2H

W

�
fg0

@

@v
+ f 0g

@

@u

�
: (2.12)
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Preuve. De (1.11), on a

�' =
�1p
jDj

X
ij

@

@xi
�p
jDjgij @'

@xj
�

=
�1p

EG� F 2

�
@

@u

�
G'u � F'vp
EG� F 2

�
� @

@v

�
F'u � E'vp
EG� F 2

��
= � 1

2W 4

�
2W 2(G' uu � 2F'uv + E'vv) + ((Gu � Fv)2W 2 �G2Eu � EGGu +

2FGFu + FGEv + FEGv � 2F 2Fv)'u + ((Ev � Fu)2W 2 � E2Gv � EGEv +
2FEFv + FGEu + FEGu � 2F 2Fu)'v

�
;

où (x1; x2) = (u; v):

On véri�e facilement

Gu = 2fg0WM; Eu = 2f
0gWL; Gv = 2fg

0WN; Ev = 2f
0gWM; (2.13)

Fu = W (f 0gM + fg0L); Fv = W (fg
0M + f 0gN):

Comme

(Gu � Fv)2W 2 �G2Eu � EGGu + 2FGFu + FGEv + FEGv � 2F 2Fv = �2f 0gWH1

(Ev � Fu)2W 2 � E2Gv � EGEv + 2FEFv + FGEu + FEGu � 2F 2Fu = �2fg0WH1;
d�où

�' = � 1

W 2
(E'vv +G' uu � 2F'uv) +

2H

W
(fg0'v + f

0g'u) : (2.14)

À l�aide de (2.5) et (2.14) nous obtenons8<:
�u = 2

W
f 0gH

�v = 2
W
fg0H

�fg = � 2
W
H:

(2.15)

Remarque 2.1 On véri�e alors facilement que

�r = �2HN: (2.16)

D�après (2.16), on voit alors que M2 est minimale si et seulement si on a �r = 0.

En conséquence, nous obtenons
2f 0gH = �1Wu (2.17)

2fg0H = �2Wv (2.18)

2H = ��3Wfg: (2.19)

Ainsi, le problème de la classi�cation des surfaces factorables M2 véri�ant (2.1) est réduit
à la résolution du système d�équations di¤érentielles ordinaires. Etudions ce dernier suivant
les valeurs des constantes �1; �2 et �3:
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Nous allons considérer deux cas : �3 = 0 et �3 6= 0:

Cas 1. �3 = 0: L�équation (2.19) donneH = 0; ce qui signi�e que ces surfaces sont minimales.

D�après (2.17) et (2.18), nous déduisons que

�1 = �2 = 0:

Cas 2. �3 6= 0:

Dans ce cas deux possibilités s�imposent

i) Si fg = 0; alors H = 0:

ii) Si fg 6= 0; on traite quatre cas :

a) Si �1 = 0 et �2 6= 0; il vient des équations (2.17) et (2.18)

f(u) = � 2 R�; g0 6= 0 and H =
�g00W�3

2
:

Par suite, le système d�équations di¤érentielles ordinaires (2.17), (2.18) et (2.19) est réduit
au système équivalent suivant

�2g0g00 = �2v
�
�2g02 + 1

�2
(2.20)

g00 = ��3g
�
�2g02 + 1

�2
: (2.21)

D�après (2.20) on déduit

g0 =
"

�

p
�2v2 + � + 1p
��2v2 � �

; " = �1;

pour certaine constante � telle que �1 < �2v2 + � < 0:

On peut donc écrire

g00 =
"�2v

�(��2v2 � �)
3
2

p
�2v2 + � + 1

:

L�équation (2.21) donne

g(v) =
"�2v

��3

s
��2v2 � �
�2v2 + � + 1

:

Ainsi

r(u; v) =
�
u; v;

"�2v

�3

s
��2v2 � �
�2v2 + � + 1

�
; � 1 < �2v2 + � < 0:

b) Si �1 6= 0 et �2 = 0; il vient des équations (2.17) et (2.18)

g(v) = � 2 R�; f 0 6= 0 and H =
�f 00W�3

2
:

Ainsi, le système est réduit à

�2f 0f 00 = �1u(�
2f 02 + 1)2 (2.22)
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f 00 = ��3(�2f 02 + 1)2f: (2.23)

L�équation (2.22) donne

f 00 =
"�1u

�(��1u2 � �)
3
2

p
�1u2 + � + 1

: (2.24)

Finalement, (2.23) et (2.24) nous donnent

f(u) =
"�1u

��3

s
��1u2 � �
�1u2 + � + 1

:

Dans ce cas, les surfaces factorables sont données par

r(u; v) =
�
u; v;

"�1u

�3

s
��1u2 � �
�1u2 + � + 1

�
; � 1 < �1u2 + � < 0:

c) Si �1 6= 0 et �2 6= 0; le système di¤érentiel (2.17), (2.18) et (2.19) devient

f 0 6= 0 et g0 6= 0: (2.25)

En multipliant (2.17) par g0f et (2.18) par f 0g; on obtient

�2vg

g0
=
�1uf

f 0
= a; a 2 R�: (2.26)

En utilisant (2.17) et (2.19), on obtient

�1u = ��3ff 0g2: (2.27)

D�après (2.26) et (2.27), nous déduisons que

a = ��3f 2g2:

Par conséquent les fonctions f et g sont constantes. Ceci est en contradiction avec (2.25).
Ainsi, il n�existe pas de surfaces factorables satisfaisant la condition (2.1).

d) Si �1 = 0 et �2 = 0; d�après (2.17) et (2.18) on trouve

f 0 = 0 et g0 = 0:

Par conséquent, �3 = 0 et ainsi nous avons une contradiction. Ainsi, dans ce cas également,
il n�y a pas de surfaces factorables satisfaisant (2.1).

En conclusion, nous mentionnons la classi�cation suivante

Théorème 2.4 Soit M2 une surface factorable décrite par (2.5) dans E3: Alors �ri = �iri;
(i = 1; 2; 3) si et seulement si M2 désigne l�une des surfaces suivantes :

1) M2 est une surface minimale.



30

2) M2 est paramétrée par

r(u; v) =
�
u; v;

"�2v

�3

s
��2v2 � �
�2v2 + � + 1

�
; � 1 < �2v2 + � < 0:

3) M2 est paramétrée par

r(u; v) =
�
u; v;

"�1u

�3

s
��1u2 � �
�1u2 + � + 1

�
; � 1 < �1u2 + � < 0:

2.3 Surfaces factorables dans E31 satisfaisant la condi-
tion �ri = �iri

Comme la surface M2 est non dégénérée, EG� F 2 = f 02g2 � f 2g02 � 1 6= 0. On distinguera
deux cas selon que EG� F 2 > 0 ou EG� F 2 < 0:

2.3.1 Surfaces factorables de type espace dans E31

Supposons que EG� F 2 > 0, la métrique de M2 est de type espace.

Lemme 2.2 Le Laplacien de M2 est donné en (u; v) par :

� =
�1
W 2

�
E
@2

@v2
+G

@2

@u2
� 2F @2

@u@v

�
� 2H
W

�
fg0

@

@v
� f 0g @

@u

�
; (2.28)

où W =
p
EG� F 2:

Preuve. De (1.11), on a

�' =
�1p

EG� F 2

�
@

@u

�
G'u � F'vp
EG� F 2

�
� @

@v

�
F'u � E'vp
EG� F 2

��
= � 1

2W 4

�
2W 2(G' uu � 2F'uv + E'vv) + ((Gu � Fv)2W 2 �G2Eu �

EGGu + 2FGFu + FGEv + FEGv � 2F 2Fv)'u + ((Ev � Fu)2W 2 �
E2Gv � EGEv + 2FEFv + FGEu + FEGu � 2F 2Fu)'v

�
;

où (x1; x2) = (u; v):

On véri�e facilement

Gu = 2fg0WM; Eu = 2f
0gWL; Gv = 2fg

0WN; Ev = 2f
0gWM; (2.29)

Fu = W (f 0gM + fg0L); Fv = W (fg
0M + f 0gN):
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Comme

2(Gu � Fv)W 2 �G2Eu � EGGu + 2FGFu + FGEv + FEGv � 2F 2Fv = �2f 0gWH1
2(Ev � Fu)W 2 � E2Gv � EGEv + 2FEFv + FGEu + FEGu � 2F 2Fu = 2fg0WH1;

d�où

�' =
�1
W 2

(E'vv +G' uu � 2F'uv)�
2H

W
(fg0'v � f 0g'u) :

Puisque EG� F 2 = f 02g2 � f 2g02 � 1 > 0; de (2.1), (2.6) et (2.28) nous obtenons

W�4f 0gH1 = �1u (2.30)

W�4fg0H1 = ��2v (2.31)

W�4H1 = �3fg: (2.32)

Remarque 2.2 1) On véri�e alors facilement que

�r = 2HN: (2.33)

2) Comme EG� F 2 = f 02g2 � f 2g02 � 1 > 0; alors fg 6= 0 et f 0 6= 0:

D�après (2.33), on voit alors que M2 est minimale si et seulement si on a �r = 0.

Cas 1. Si �3 = 0:

L�équation (2.32) donne H1 = 0; ce qui signi�e que ces surfaces sont minimales.

Nous obtenons également, par les équations (2.30) et (2.31), �1 = �2 = 0:

Cas 2. Si �3 6= 0; alors, H1 6= 0 et par conséquent nous avons nécessairement d�après (2.30),
�1 6= 0:

i) Si �2 = 0; on déduit de (2.31) que g(v) constant, soit

g(v) = � 2 R�: (2.34)

Dans ce cas, le système d�équations (2.30), (2.31) et (2.32), est réduit à

�2f 0f 00 = �1u
�
�2f 02 � 1

�2
(2.35)

f 00 = �3f
�
�2f 02 � 1

�2
: (2.36)

L�équation (2.35) donne

f 00 =
"�1u

�(�1u2 + �)2

s
�1u2 + �

�1u2 + � � 1
; � 2 R; �1u2 + � < 0:

Une solution de l�équation di¤érentielle (2.36) est

f(u) =
"�1u

��3

s
�1u2 + �

�1u2 + � � 1
: (2.37)
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En substituant (2.34) et (2.37) dans (2.5) on trouve

r(u; v) =
�
u; v;

"�1u

�3

s
�1u2 + �

�1u2 + � � 1
�
; � 2 R; �1u2 + � < 0:

ii) Si �2 6= 0, le système d�équations (2.30), (2.31) et (2.32), est réduit à�
�2vg = �ag0
�1uf = af

0;
(2.38)

où a est un réel non nul:

Les équations (2.30), (2.32) donnent

�1u = �3ff
0g2: (2.39)

De (2.38) et (2.39) on déduit que
a = �3f

2g2:

Par conséquent les fonctions f et g sont constantes. Ceci est une contradiction, donc il
n�existe pas de surfaces factorables de type espace dans ce cas satisfaisant la relation (2.1).

Finalement, on peut énoncer le

Théorème 2.5 Soit M2 une surface factorable de type espace décrite par (2.5) dans E31:
Alors �ri = �iri; (i = 1; 2; 3) si et seulement si M2 désigne l�une des surfaces suivantes

1) M2 est une surface minimale.

2) M2 est paramétrée par

r(u; v) =
�
u; v;

"�1u

�3

s
�1u2 + �

�1u2 + � � 1
�
; � 2 R; �1u2 + � < 0:

2.3.2 Surfaces factorables de type temps dans E31

Supposons que EG� F 2 = f 02g2 � f 2g02 � 1 < 0; la métrique de M2 est de type temps.

Lemme 2.3 Le Laplacien de M2 est donné en (u; v) par :

� = � 1

W 2

�
E
@2

@v2
+G

@2

@u2
� 2F @2

@u@v

�
+
2H

W

�
fg0

@

@v
� f 0g @

@u

�
(2.40)
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Preuve. De (1.11), on a

�' =
�1p

EG� F 2

�
@

@u

�
G'u � F'vp
EG� F 2

�
� @

@v

�
F'u � E'vp
EG� F 2

��
= � 1

2W 4

�
2W 2(G' uu � 2F'uv + E'vv) + (2(Gu � Fv)W 2 +G2Eu + EGGu �

2FGFu � FGEv � FEGv + 2F 2Fv)'u + (2(Ev � Fu)W 2 + E2Gv + EGEv �
2FEFv � FGEu � FEGu + 2F 2Fu)'v

�
;

où (x1; x2) = (u; v):

On véri�e facilement

Gu = 2fg0WM; Eu = 2f
0gWL; Gv = 2fg

0WN; Ev = 2f
0gWM; (2.41)

Fu = W (f 0gM + fg0L); Fv = W (fg
0M + f 0gN):

Comme

(Gu � Fv)2W 2 +G2Eu + EGGu � 2FGFu � FGEv � FEGv + 2F 2Fv = �2f 0gWH1
(Ev � Fu)2W 2 + E2Gv + EGEv � 2FEFv � FGEu � FEGu + 2F 2Fu = �2fg0WH1;

d�où

� = � 1

W 2

�
E
@2

@v2
+G

@2

@u2
� 2F @2

@u@v

�
+
2H

W

�
fg0

@

@v
� f 0g @

@u

�
:

À l�aide de (2.40) et (2.6) nous obtenons8<:
�u = �W�4f 0gH1
�v = W�4fg0H1
�fg = �W�4H1:

(2.42)

Remarque 2.3 On véri�e alors facilement que

�r = W�4H1
�
� f 0g; fg0;�1

�
= 2HN: (2.43)

D�après (2.43), on a alors M2 minimale si et seulement si �r = 0 (r est harmonique).

En utilisant (2.11) et (2.42) pour la surface factorable décrite par (2.5), on obtient le système

W�4f 0gH1 = ��1u (2.44)

W�4fg0H1 = �2v (2.45)

W�4H1 = ��3fg: (2.46)

Ainsi, le problème de la classi�cation des surfaces factorables véri�ant (2.1) est réduit à
l�intégration du système d�équations di¤érentielles ordinaires ci-dessus. Etudions ce dernier
suivant les valeurs des constantes �1; �2; �3:
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Cas 1. �3 = 0:

L�équation (2.46) donne H1 = 0; ce qui signi�e que ces surfaces sont minimales.

Nous obtenons également, par les équations (2.44) et (2.45), �1 = �2 = 0:

Cas 2. �3 6= 0:

i) Si fg = 0; il vient (d�après (2.46)) H1 = 0:

ii) Si fg 6= 0; on traite quatre cas :

a) Si �1 = 0 et �2 6= 0; il vient des équations (2.44) et (2.45)

f 0 = 0; g0 6= 0 et g00 6= 0:

Il s�en suit que f(u) = a; a 2 R� et que g0(v) n�est pas une fonction constante.

Dans ce cas, le système d�équations (2.44), (2.45) et (2.46), est réduit à

�a2g0g00 = �2v
�
1 + a2g02

�2
; (2.47)

g00 = �3g
�
1 + a2g02

�2
: (2.48)

L�équation (2.47) donne

g02 =
1

a2
� 1

�2v2 + b
� 1
�
; b 2 R; 0 < �2v2 + b < 1: (2.49)

Si on compare (2.47) et (2.49), on déduit

g00 =
�"�2v

a(�2v2 + b)2

s
�2v2 + b

1� b� �2v2
; (2.50)

où " = �1:

En utilisant (2.48), on obtient

g(v) =
"�2v

a�3

s
�2v2 + b

1� b� �2v2
; b 2 R; 0 < �2v2 + b < 1:

Ainsi

r(u; v) =
�
u; v;

"�2v

�3

s
�2v2 + b

1� b� �2v2
�
;

où b est une constante véri�ant 0 < �2v2 + b < 1:

b) Si �1 6= 0 et �2 = 0; il vient des équations (2.44) et (2.45)

g0 = 0; f 0 6= 0 and f 00 6= 0:

Il s�en suit que g(v) = b 2 R� et que f 0(u) n�est pas une fonction constante.
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Dans ce cas, le système (2.44), (2.45) et (2.46), est réduit à

�b2f 0f 00 = �1u
�
1� b2f 02

�2
(2.51)

�f 00 = �3
�
1� b2f 02

�2
f: (2.52)

L�équation (2.51) donne

f 0 =
"

b

s
�1u2 + � + 1

�1u2 + �
; f 00 =

�"�1u
b(�1u2 + �)2

s
�1u2 + �

�1u2 + � + 1
;

où � 2 R�; �1u2 + � < �1:

Donc

f(u) =
"�1u

�3b

s
�1u2 + �

�1u2 + � + 1
;

et

r(u; v) =
�
u; v;

"�1u

�3

s
�1u2 + �

�1u2 + � + 1

�
;

où �1u2 + � < �1:

c) Si �1 = �2 = 0; on traite trois cas :

i) Pour f 0 = g0 = 0; on obtient H1 = 0: De l�équation (2.46) il vient �3 = 0: Ceci est une
contradiction, donc il n�existe pas de surfaces factorables de type temps dans ce cas.

ii) Pour f 0 = 0 et g0 6= 0; on obtient f = 0 d�après l�équation (2.45). Ceci est une contradic-
tion, donc il n�existe pas de surfaces factorables de type temps dans ce cas.

iii) Pour f 0 6= 0 et g0 = 0; on obtient g = 0 d�après l�équation (2.44). Ceci est une contra-
diction, donc il n�existe pas de surfaces factorables de type temps dans ce cas satisfaisant
(2.1).

d) Pour �1 6= 0 et �2 6= 0; alors
f 0 6= 0; g0 6= 0:

En multipliant (2.44) par g0f et (2.45) par f 0g et en additionant les équations qui en résultent,
on obtient

�2vg

g0
= ��1uf

f 0
= a; a 2 R�: (2.53)

Les équations (2.44), (2.46) donnent

�1u = �3ff
0g2: (2.54)

D�autre part, en combinant les équations (2.53), (2.54) on obtient

�a = �3f 2g2:

Par conséquent les fonctions f et g sont constantes. Ceci est une contradiction, donc il
n�existe pas de surfaces factorables de type temps dans ce cas satisfaisant (2.1).

Finalement, on peut énoncer le
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Théorème 2.6 Soit M2 une surface factorable de type temps décrite par (2.5) dans E31:
Alors �ri = �iri; (i = 1; 2; 3) si et seulement si M2 désigne l�une des surfaces suivantes

1) M2 est une surface minimale.

2) M2 est paramétrée par

r(u; v) =
�
u; v;

"�2v

�3

s
�2v2 + b

1� b� �2v2
�
; 0 < �2v

2 + b < 1:

3) M2 est paramétrée par

r(u; v) =
�
u; v;

"�1u

�3

s
�1u2 + b

�1u2 + b+ 1

�
; �1u

2 + b < �1:



Chapitre 3

Surfaces de translation dans l�espace
3-dimentionnel satisfaisant la
condition �IIIri = �iri

Dans ce chapitre, on donne une classi�cation des surfaces de translation dans les espaces
3-dimensionnel Euclidien E3 et Lorentzien E31 qui satisfont la condition

�IIIri = �iri;

où �III est l�opérateur de Laplace associé à la troisième forme fondamentale et �i un nombre
réel. On donnera également les formes explicites de ces surfaces [9].

Soit r :M2 ! E3(E31) une surface de translation (non dégénérée) dans E3(E31): M2 peut être
paramétrée par

r(u; v) = (u; v; f(u) + g(v)); (3.1)

f et g étant des fonctions régulières des variables u et v, respectivement.

Dans [2], Ch. Baba-Hamed, M. Bekkar et H. Zoubir ont donné une classi�cation des surfaces
de translation dans E31, satisfaisant la condition �ri = �iri. Plus précisément, ils ont étudié
les surfaces de translation de E31 de type espace et de type temps et ont prouvé que

Théorème 3.1 ([2]) Soit M2 une surface de translation de type espace décrite par (3.1)
dans E31 : Alors �ri = �iri si et seulement si M2 désigne l�une des surfaces suivantes

1) M2 est le plan de type espace donné par

r(u; v) = (u; v; a1u+ a2v + a3); a1; a2; a3 2 R; a21 � a22 � 1 > 0:

2) M2 est la surface de Scherk

r(u; v) = (u; v;
1

a
ln

����csinh(au+ c2)cos(av + c4)

����); c 6= 0; c2; c4 2 R:
3) M2 est paramétrée par

r(u; v) =
�
u; v;��1

�3
u

s
�1u2 + d

�1u2 + d� 1
�
;
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avec d < 0; �1u2 + d < 0:

Théorème 3.2 ([2]) Soit M2 une surface de translation de type temps décrite par (3.1)
dans E31 : Alors �ri = �iri si et seulement si M2 désigne l�une des surfaces suivantes

1) M2 est un plan Lorentzien avec

r(u; v) = (u; v; a1u+ a2v + a3); a1; a2; a3 2 R; a21 � a22 � 1 < 0; a21 6= 1

ou le plan donné par
r(u; v) = (u; v; 0):

2) M2 est la surface de Scherk de l�une des deux espèces

r(u; v) = (u; v;
1

a
ln

����csinh(au+ c2)cos(av + c4)

����); c 6= 0; c2; c4 2 R:
ou

r(u; v) = (u; v;
1

a
ln

����c0 cosh(au+ c6)cos(av + c4)

����); c0 6= 0; c4; c6 2 R:
3) M2 est une B - scroll de courbe de base de type lumière.

4) M2 est paramétrée par

r(u; v) =
�
u; v;��2

�3
v

s
�2v2 + b

1� �2v2 � b
�
;

où b véri�e 0 < �2v2 + b < 1:

5) M2 est paramétrée par

r(u; v) =
�
u; v;��1

�3
u

s
k � �1u2

k � �1u2 � 1
�
;

où k véri�e ��1u2 + k > 1:

Ce résultat nous conduit naturellement à la question suivante :

Quelles sont les surfaces de translation dans les espaces 3-dimensionnel euclidien E3 et lo-
rentzien E31 qui véri�ent la condition �IIIri = �iri:

Dans [38], G. Kaimakamis, B.J. Papantoniou, K. Petoumenos, ont donné une classi�cation
des surfaces de révolution sans points paraboliques dans E31, satisfaisant

�IIIr = Ar;

où A est une matrice carrée réelle d�ordre 3.

Récemment, dans [49] S. Stamatakis, H. Al-Zoubi ont donné une classi�cation des surfaces
de révolution sans points paraboliques dans E3, véri�ant la condition

�IIIx = Ax:
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3.1 Surfaces de translation dans l�espace 3 - dimension-
nel Euclidien satisfaisant la condition �IIIri = �iri

Dans ce chapitre, on étudie les surfaces de translation dans E3 qui véri�ent la condition

�IIIri = �iri; �i 2 R: (3.2)

Soit r : M2 ! E3; (x; y) 7! r(x; y) = (r1(x; y); r2(x; y); r3(x; y)) une surface de translation
(non dégénérée) dans E3: M2 peut être paramétrée par

r(x; y) = (x; y; f(x) + g(y)); (3.3)

f et g étant des fonctions régulières des variables x et y, respectivement.

Le repère naturel frx; ryg est donné par

rx = (1; 0; f
0); ry = (0; 1; g

0):

Par conséquent, la métrique euclidien induite sur M2 est obtenue par

E = 1 + f 02; F = f 0g0; G = 1 + g02:

Le vecteur unitaire normal à M2 est donnée par

N =� 1

W
(f 0; g0;�1);

où W =
p
1 + f 02 + g02:

On peut véri�er que

L =
f 00

W
; M = 0; N =

g00

W
et

H =
(1 + f 02)g00 + (1 + g02)f 00

2W 3
; KG =

f 00g00

W 4
:

La troisième forme fondamentale III est dé�nie par la matrice

eij = gL(
@N

@ui
;
@N

@uj
);

où (u1; u2) = (x; y):

Par conséquent,

e11 =
� f 00
W 2

�2
G; e12 = �

f 00g00

W 4
F; e22 =

� g00
W 2

�2
E; (3.4)

e11 =
W 2

f 002
E; e12 =

W 2

f 00g00
F; e22 =

W 2

g002
G:
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Si cette surface de translation est construite avec des composantes qui sont des fonctions
propres du Laplacian, alors on aura

�IIIr(x; y) = (�IIIr1(x; y);�
IIIr2(x; y);�

IIIr3(x; y)) (3.5)

= (�III(x);�III(y);�III(f(x) + g(y)));

où �1; �2; �3 2 Spec(M2):

D�après (1.15) et (3.4), on a

�III = �W 2
� 1
f 00
d

dx
(
1 + f 02

f 00
)
@

@x
+
1

g00
d

dy
(
1 + g02

g00
)
@

@y
+ (3.6)

2
f 0g0

f 00g00
@2

@x@y
+ (
1 + f 02

f 002
)
@2

@x2
+ (
1 + g02

g002
)
@2

@y2
�
:

En utilisant (3.5) et (3.6) pour la surface de translation décrite par (3.3) sous la condition
(3.2), on obtient le système

d

dx

�1 + f 02
f 00

�
= ��1(

xf 00

W 2
); (3.7)

d

dy

�1 + g02
g00

�
= ��2(

yg00

W 2
); (3.8)

1

g00
d

dy

�
g0(
1 + g02

g00
)
�
+
1

f 00
d

dx

�
f 0(
1 + f 02

f 00
)
�
= ��3(

f + g

W 2
): (3.9)

Ainsi, le problème de la classi�cation des surfaces de translation de type �ni véri�ant (3.2) est
réduit à la résolution du système d�équations di¤érentielles ordinaires. Etudions ce dernier
suivant les valeurs des constantes �i; (i = 1; 2; 3):

D�après les équations (3.7) et (3.8) on obtient �1 = �2 = 0: Alors

1 + f 02

f 00
= d1;

1 + g02

g00
= d2; d1; d2 2 R�: (3.10)

Par conséquent, d�après (3.9) et (3.10) on trouve

��3(f + g) = (d1 + d2)W 2: (3.11)

Soit d1 + d2 6= 0: En dérivant par rapport à u on obtient

��3 = 2(d1 + d2)f 00:

De (3.10) il vient f 00 = 0; d�où la contradiction. Donc d1 + d2 = 0:

Par conséquent, d�après (3.11) on trouve �3 = 0:

Les solutions des équations di¤érentielles (3.10) sont données par

f(x) = k ln

����c0 cos(�1kx+ c1)
���� ; c0; c1; k 2 R; c0k 6= 0;
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g(y) = �k ln
����c3 cos(1ky + c2)

���� ; c2; c3; k 2 R; c3k 6= 0;
où k = d2 = �d1:

En substituant ces valeurs de f(x) et g(y) dans (3.3), on obtient une paramétrisation de la
surface de Scherk

r(x; y) =
�
x; y; k1 ln

�����k2 cos(�
1
k1
x+ c1)

cos( 1
k1
y + c2)

����� �; c1; c2; k1; k2 2 R; k1k2 6= 0:
Ainsi, on vient de prouver le

Théorème 3.3 SoitM2 une surface de translation décrite par (3.3) dans E3: Alors �IIIri =
�iri si et seulement si M2 est la surface de Scherk

r(x; y) =
�
x; y; k1 ln

�����k2 cos(�
1
k1
x+ c1)

cos( 1
k1
y + c2)

����� �; c1; c2; k1; k2 2 R; k1k2 6= 0:

Théorème 3.4 Si 2H
KG
= � 2 Rnf0g; alors

�IIIr(x; y) = �2H
KG

N:

Preuve. Si 2H
KG
= � 2 Rnf0g; alors

1 + f 02

f 00
+
1 + g02

g00
=
�

W
:

En substituant (3.7), (3.8) et (3.9) dans (3.5) on trouve

�IIIr(x; y) = �W 2(
1

f 00
d

dx

�1 + f 02
f 00

�
;
1

g00
d

dy

�1 + g02
g00

�
;

1 + f 02

f 00
+
1 + g02

g00
+
g0

g00
d

dy

�1 + g02
g00

�
+
f 0

f 00
d

dx

�1 + f 02
f 00

�
)

= � �
W
(�f 0;�g0;+1)

= �2H
KG

N:

D�où

�IIIr(x; y) = �2H
KG

N:
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3.2 Surfaces de translation dans l�espace 3 - dimension-
nel de Lorentz-Minkowski satisfaisant la condition
�IIIri = �iri

Comme dans la section précédente, on explore la classi�cation des surfaces de translation
dans E31 sous la même condition

�IIIri = �iri; �i 2 R: (3.12)

Soit r : M2 ! E31 une surface de translation (non dégénérée) dans E31: M2 peut être para-
métrée par

r(x; y) = (x; y; f(x) + g(y)); (3.13)

f et g étant des fonctions régulières des variables x et y, respectivement.

Si cette surface de translation est construite avec des composantes qui sont des fonctions
propres du Laplacian, alors on aura

�IIIr(x; y) = (�IIIr1(x; y);�
IIIr2(x; y);�

IIIr3(x; y)) (3.14)

= (�III(x);�III(y);�III(f(x) + g(y)));

La métrique pseudo-riemannienne induite sur M2 est obtenue par

E = �1 + f 02; F = f 0g0; G = 1 + g02:

Le vecteur unitaire normal à M2 est donnée par

N =
1

!
(f 0;�g0; 1);

où ! =
p
"(1� f 02 + g02) et " = �1:

On peut véri�er que

L =
f 00

!
; M = 0; N =

g00

!
et

H =
�"((1� f 02)g00 � (1 + g02)f 00)

2!3
; KG =

"f 00g00

!4
:

Les coe¢ cients de la troisième forme fondamentale associée à M2 sont

e11 = �"
�f 00
!2
�2
G; e12 = "

f 00g00

!4
F; e22 = �"

� g00
!2
�2
E; (3.15)

e11 =
!2

f 002
E; e12 =

!2

f 00g00
F; e22 =

!2

g002
G:

D�après (1.15) et (3.15), on a

�III = !2
� 1
f 00
d

dx
(
1� f 02
f 00

)
@

@x
� 1

g00
d

dy
(
1 + g02

g00
)
@

@y
� (3.16)

2
f 0g0

f 00g00
@2

@x@y
+ (
1� f 02
f 002

)
@2

@x2
� (1 + g

02

g002
)
@2

@y2
�
:
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En utilisant cette fois-ci (3.12) et (3.16), on obtient le système

!2

f 00
d

dx
(
1� f 02
f 00

) = �1x; (3.17)

�!
2

g00
d

dy
(
1 + g02

g00
) = �2y; (3.18)

!2
� f 0
f 00
d

dx
(
1� f 02
f 00

)� g0

g00
d

dy
(
1 + g02

g00
)� 1 + g

02

g00
+
1� f 02
f 00

�
= �3(f + g): (3.19)

D�après les équations (3.17) et (3.18) on obtient �1 = �2 = 0: Alors

1� f 02
f 00

= d1;
1 + g02

g00
= d2; d1; d2 2 R�: (3.20)

Par conséquent, d�après (3.19) et (3.20) on trouve

�3(f + g) = (d1 � d2)!2: (3.21)

Soit d1 � d2 6= 0: En dérivant par rapport à u on obtient

��3 = 2"(d1 � d2)f 00;

D�après (3.20) on trouve f 00 = 0; d�où la contradiction. Donc d1 � d2 = 0:

D�après l�équation (3.21) on déduit �3 = 0:

Les solutions des équations di¤érentielles ci-dessus sont données par

f(x) = k ln

����c0 sinh(1kx+ c1)
���� ; c0; c1; k 2 R; c0k 6= 0;

g(y) = �k ln
����c3 cos(1ky + c2)

���� ; c2; c3; k 2 R; c3k 6= 0;
où k = d2 = d1:

En substituant ces valeurs de f(x) et g(y) dans (3.13), on obtient une paramétrisation de la
surface de Scherk

r(x; y) =
�
x; y; k1 ln

�����k2 sinh(
1
k1
x+ c1)

cos(� 1
k1
y + c3)

����� �; c1; c3; k1; k2 2 R; k1k2 6= 0:
Finalement, on peut énoncer le

Théorème 3.5 SoitM2 une surface de translation décrite par (3.13) dans E31: Alors�IIIri =
�iri si et seulement si M2 est la surface de Scherk

r(x; y) =
�
x; y; k1 ln

�����k2 sinh(
1
k1
x+ c1)

cos(� 1
k1
y + c3)

����� �; c1; c3; k1; k2 2 R; k1k2 6= 0:
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Théorème 3.6 Si 2H
KG
= � 2 R; alors

�IIIr(x; y) = �2"H
KG

N:

Preuve. Si 2H
KG
= � 2 Rnf0g; alors

1� f 02
f 00

� 1 + g
02

g00
= ��

!
:

En substituant (3.17), (3.18) et (3.19) dans (3.14) on trouve

�IIIr(x; y) = !2(
1

f 00
d

dx

�1� f 02
f 00

�
;� 1
g00
d

dy

�1 + g02
g00

�
;

� f 0
f 00
d

dx
(
1� f 02
f 00

)� g0

g00
d

dy
(
1 + g02

g00
)� 1 + g

02

g00
+
1� f 02
f 00

�
)

=
�

!
(�f 0; g0;�1)

= �2"H
KG

N:

D�où

�IIIr(x; y) = �2"H
KG

N:



Chapitre 4

Surfaces hélicoidales dans l�espace
3-dimensionnel de Lorentz-Minkowski
satisfaisant la condition �IIr = Ar

Dans [10], Chr. Beneki, G. Kaimakamis, B.J. Papantoniou ont donné une classi�cation des
surfaces hélicoidales dans l�espace 3-dimensionnel de Lorentz-Minkowski.

Dans ce chapitre, on donne une classi�cation des surfaces hélicoidales dans l�espace 3-
dimensionnel de Lorentz-Minkowski qui véri�ent la condition �IIr = Ar où �II est l�opéra-
teur de Laplace associé à la seconde forme fondamentale et A est une matrice carrée réelle
d�ordre 3. On donnera également les formes explicites de ces surfaces [47].

4.1 Introduction

Soit r : M2 ! E31 une immersion isométrique d�une surface dans l�espace 3-dimensionnel de
Lorentz-Minkowski muni de la métrique induite (1.1).

Dans [37], Kaimakamis et Papantoniou ont donné une classi�cation des surfaces de révolution
sans points paraboliques dans E31, satisfaisant

�IIr = Ar;

où �II est l�opérateur de Laplace associé à la seconde forme fondamentale et A est une
matrice carrée réelle d�ordre 3.

Récemment, dans [3] Ch. Baba-Hamed, M. Bekkar ont établi une classi�cation des surfaces
hélicoidales dans l�espace 3-dimensionnel de Lorentz-Minkowski, véri�ant la condition

�IIri = �iri; �i 2 R:
Plus précisément, ils ont étudié les surfaces hélicoidales de E31 d�axe de type espace, type
temps et type lumière et ont prouvé que

Théorème 4.1 ([3]) Il n�existe pas de surfaces hélicoidales de type I, II ou III dans E31
sans points paraboliques, satisfaisant la condition �IIri = �iri:

45
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Théorème 4.2 ([3]) Il n�existe pas de surfaces hélicoidales de type IV dans E31 sans points
paraboliques, satisfaisant la condition �IIri = �iri:

A partir de ces travaux, une question géométrique intéressante s�est dégagée :

classi�er des surfaces hélicoidales dans l�espace 3-dimensionnel de Lorentz-Minkowski, véri-
�ant la condition

�IIr = Ar: (4.1)

où A est une matrice carrée réelle d�ordre 3.

4.2 Prélimilaires

Soit 
 : I � R ! P une courbe dans un plan P de E31 et soit L une droite de P qui ne
rencontre pas la courbe 
: Une surface hélicoidaleM2 dans E31 est une surface non dégénérée,
engendrée par les déplacements

gv : E31 ! E31; v 2 R
autour de l�axe L:

On distinguera les trois cas spéciaux suivants :

Premier cas. Supposons que l�axe de rotation soit l�axe des z (de type espace) et que la
courbe 
 soit dans le plan xz ou dans le plan yz: Une paramétrisation de 
 peut être donnée
par


(u) =
�
f(u); 0; g(u)

�
or 
(u) =

�
0; f(u); g(u)

�
;

où f; g sont des fonctions régulières et f > 0 sur I. Le sous-groupe du groupe de Lorentz
qui �xe le vecteur (0; 0; 1) est formé des matrices

�(v) =

0@ cosh v sinh v 0
sinh v cosh v 0
0 0 1

1A ; v 2 R:
Ainsi, la surface hélicoidale M2 peut être paramétrée soit par :

r(u; v) =

0@ cosh v sinh v 0
sinh v cosh v 0
0 0 1

1A0@ f(u)
0
g(u)

1A+
0@ 0

0
cv

1A
d�où

r(u; v) =
�
f(u) cosh v; f(u) sinh v; cv + g(u)

�
; c 2 R+; (4.2)

ou par :

r(u; v) =

0@ cosh v sinh v 0
sinh v cosh v 0
0 0 1

1A0@ 0
f(u)
g(u)

1A+
0@ 0

0
cv

1A
d�où

r(u; v) =
�
f(u) sinh v; f(u) cosh v; cv + g(u)

�
; c 2 R+: (4.3)
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On dit que ces surfaces hélicoidales sont de type I (4.3) ou de type II (4.2) respectivement
(voir [10]).

Deuxième cas. Supposons que l�axe de rotation soit l�axe des x (de type temps) et que 

soit dans le plan xy: Alors, une des paramétrisation de 
 est


(u) =
�
g(u); f(u); 0

�
où f; g sont des fonctions régulières et f > 0 sur I. Dans ce cas, le sous-groupe du groupe
de Lorentz qui �xe le vecteur (1; 0; 0) est formé des matrices

�(v) =

0@ 1 0 0
0 cos v � sin v
0 sin v cos v

1A ; v 2 R:
Ainsi, la surface hélicoidale M2 d�axe x peut être paramétrée par :

r(u; v) =

0@ 1 0 0
0 cos v � sin v
0 sin v cos v

1A0@ g(u)
f(u)
0

1A+
0@ cv

0
0

1A
d�où

r(u; v) =
�
g(u) + cv; f(u) cos v; f(u) sin v

�
; f(u) > 0; c 2 R+: (4.4)

Cette surface hélicoidale est dite de type III (voir [10]).

Troisième cas. Supposons que l�axe de révolution L soit la droite du plan xy engendrée
par le vecteur (1; 1; 0) i.e., L =< (1; 1; 0) > est de type lumière et que la courbe 
 soit dans
le plan xy: Alors une des paramétrisation de 
 est


(u) =
�
f(u); g(u); 0

�
; u 2 I;

où f; g sont des fonctions régulières sur I; telles que f(u) 6= g(u);8u 2 I:

Le sous-groupe du groupe de Lorentz qui �xe le vecteur (1; 1; 0) est formé des matrices

�(v) =

0@ 1 + v2

2
�v2

2
v

v2

2
1� v2

2
v

v �v 1

1A ; v 2 R:
La surface hélicoidale M2 peut donc être décrite par

r(u; v) =

0@ 1 + v2

2
�v2

2
v

v2

2
1� v2

2
v

v �v 1

1A0@ f(u)
g(u)
0

1A+
0@ cv
cv
0

1A
d�où

r(u; v) =
�
(1+

v2

2
)f(u)�v

2

2
g(u)+cv;

v2

2
f(u)+(1�v

2

2
)g(u)+cv; (f(u)�g(u))v

�
; c 2 R: (4.5)

En posant h(u) = f(u)� g(u) dans (4.5) on trouve

r(u; v) =
�
f(u) +

v2

2
h(u) + cv; g(u) +

v2

2
h(u) + cv; vh(u)

�
; c 2 R:

Cette surface hélicoidale est dite de type IV (voir [10]).
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4.3 Surfaces hélicoidales de type I, II

Dans ce paragraphe, on étudie les surfaces hélicoidales non dégénéréesM2 de E31 sans points
paraboliques, qui véri�ent la condition (4.1).

Supposons que la surface M2 s�exprime par (4.3), ou de manière équivalente par

r(u; v) =
�
u sinh v; u cosh v; cv + g(u)

�
; c 2 R+: (4.6)

On en déduit le repère naturel fru; rvg donné par

ru =
�
sinh v; cosh v; g0

�
;

rv =
�
u cosh v; u sinh v; c

�
:

Par conséquent,
E = 1 + g02; F = cg0; G = c2 � u2;

L =
�ug00
W

; M =
c

W
; N =

u2g0

W
: (4.7)

Le vecteur unitaire normal à M2 est donnée par

N =
1

W
(ug0 sinh v � c cosh v; ug0 cosh v � c sinh v;�u)

où W =
p
"gL(ru ^L rv; ru ^L rv) =

p
"(u2(1 + g02)� c2), g0 = dg

du
et " = �1:

La courbure de Gauss KG et la courbure moyenne H sont

KG =
�1
W 4

�
u3g0g00 + c2

�
(4.8)

et

H =
1

2W 3

�
u2g0(1 + g02)� 2c2g0 � ug00(c2 � u2)

�
(4.9)

=
1

2u

�
u2g0

W

�0
:

Remarque 4.1 Si F = 0 (g0 = 0); alors

KG =
�c2
W 4

< 0; H = 0:

Comme la surface M2 n�a pas de points paraboliques, on a

u3g0g00 + c2 6= 0:

Supposons que LN �M2 > 0 (on a le même résultat si LN �M2 < 0).
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D�après (1.14) et (4.7), on a

�II =
W

R

�
� u2g0 @

2

@u2
+ ug00

@2

@v2
+ 2c

@2

@u@v

�
�

W

2R2
�
g0(g0g000 � g002)u4 � g02g00u3 � 2c2g00u� 4c2g0

�
u
@

@u
+ (4.10)

W

2R2
�
(g0g000 + g002)u+ 3g0g00

�
cu2

@

@v
;

où R(u) = R = u3g0g00 + c2:

Par suite, en utilisant (4.10) et (4.6) on obtient

�IIr(u; v) =

0@ ug0A(u) sinh v � cA(u) cosh v
ug0A(u) cosh v � cA(u) sinh v

ug02A(u) + u2B(u)

1A ; (4.11)

où

A(u) =
W

2R2
�
� (g002 + g0g000)u4 + g0g00u3 + 4c2

�
; (4.12)

B(u) =
W

2R2
�
4g02g002u3 + c2(g002 + g0g000)u+ 7c2g0g00

�
: (4.13)

Remarque 4.2 Remarquons que

c2A(u) + u3B(u) = 2W: (4.14)

En utilisant (4.1) et (4.11), on obtient8<:
u(g0A(u)� a11) sinh v � (cA(u) + a12u) cosh v = a13(cv + g)
u(g0A(u)� a22) cosh v � (cA(u) + a21u) sinh v = a23(cv + g)
a32u cosh v + a31u sinh v = ug

02A(u) + u2B(u)� a33(cv + g);
(4.15)

A = (aij ); i; j = 1; 2; 3 une matrice carrée réelle d�ordre 3.

Les fonctions sinh et cosh sont linéairement indépendants, alors on obtient

a32 = a31 = a33 = a13 = a23 = 0:

Posons a11 = a22 = � et a12 = a21 = �; �; � 2 R: Le système (4.15) prend la forme8<:
g0A(u) = �
cA(u) = ��u
g02A(u) + uB(u) = 0:

(4.16)

Etudions (4.16) suivant les valeurs des constantes � et �:

a) Soit � = 0 et � 6= 0: Le système di¤érentiel (4.16) devient8<:
g0 = 0
cA(u) = ��u
B(u) = 0:

(4.17)
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Dérivons cA(u) = ��u, on obtient A00(u) = 0; ce qui est impossible. Donc il n�existe pas de
surfaces hélicoidales dans E31 satisfaisant la condition (4.1).

b) Soit � 6= 0 et � = 0:

Par suite, le système (4.16) est réduit au système équivalent suivant�
g0A(u) = �
A(u) = 0:

Par conséquent, � = 0 ce qui est absurde. Ainsi, il n�existe pas de surfaces hélicoidales dans
ce cas satisfaisant (4.1).

c) Soit � = � = 0:

Dans ce cas, le système (4.16) est réduit à�
A(u) = 0
B(u) = 0:

De (4.14) il vient W = 0; ce qui est impossible. Donc il n�existe pas de surfaces hélicoidales
dans E31 satisfaisant (4.1).

d) Soit � 6= 0 et � 6= 0.

Le système (4.16) donne

g(u) = ��c
�
ln(u) + k; k 2 R:

Par conséquent, la surface hélicoidale est donnée par

r(u; v) =
�
u sinh v; u cosh v; cv � �c

�
ln(u) + k

�
; c 2 R+; k 2 R:

e) Soit � = �� 6= 0; alors
g(u) = �c ln(u) + k

i.e. la courbure moyenne H de M2 est nulle. Autrement dit, les surfaces hélicoidales (4.6)
sont minimales.

Théorème 4.3 Soit r : M2 ! E31 une immersion isométrique donnée par (4.6). Alors
�IIr = Ar; si et seulement si la surface M2 désigne l�une des surfaces suivantes :

1) M2 est minimale.

2) M2 est paramétrée par

r(u; v) =
�
u sinh v; u cosh v; cv � �c

�
ln(u) + k

�
; c 2 R+; k 2 R:

Théorème 4.4 Si KG = a 2 Rnf0g; alors

�IIr(u; v) = �2"N: (4.18)
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Preuve. Si KG = a 2 Rnf0g; alors @KG

@u
= 0:

D�après (4.8), on a

�g0g00u4 � 7c2g0g00u2 � c2g002u3 � 4c2u� g03g00u4 � 4c2g02u (4.19)

= �(3g02g002 + g00 + g0g000 + g03g000)u5 + c2g0g000u3:

D�après (4.12), (4.13) et (4.19), on a

�uA(u)� u2B(u) =
W

2R2
�
g03g00u4 + 4c2g02u� g03g000u5 � g02g002u5

�
= g02uA(u): (4.20)

Donc d�après (4.11) et (4.20), on aura

�IIr(u; v) =WA(u)N: (4.21)

De (4.14) et (4.20), il vient

A(u) =
�2"
W
: (4.22)

En utilisant (4.21) et (4.22), on obtient (4.18).

4.4 Surfaces hélicoidales de type III

Dans ce paragraphe, on étudie les surfaces hélicoidales non dégénérées M2 de E31 de type
III sans points paraboliques, qui véri�ent la condition (4.1).

Supposons que la surface M2 soit donnée par (4.4), ou de manière équivalente par

r(u; v) =
�
cv + g(u); u cos v; u sin v

�
: (4.23)

On peut véri�er que
E = 1� g02; F = �cg0; G = u2 � c2;

L =
ug00

W
; M = � c

W
; N =

u2g0

W
: (4.24)

Le vecteur unitaire normal à M2 est donnée par

N =
�1
W
(u; ug0 cos v � c sin v; ug0 sin v + c cos v);

où W =
p
"gL(ru ^L rv; ru ^L rv) =

p
"(u2(1� g02)� c2) et " = �1:

La courbure moyenne H et la courbure de Gauss KG sont

H =

�
u2g0(1� g02)� 2c2g0 � ug00(c2 � u2)

�
2W 3

=
1

2u

�
u2g0

W

�0
et

KG =

�
u3g0g00 � c2

�
W 4

: (4.25)
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Comme la surface M2 n�a pas de points paraboliques, on a

u3g0g00 � c2 6= 0:

Supposons que LN �M2 > 0 (on a le même résultat si LN �M2 < 0).

D�après (1.14) et (4.24), on a

�II = �W
R

�
u2g0

@2

@u2
+ ug00

@2

@v2
+ 2c

@2

@u@v

�
� (4.26)

W

2R2
�
g0(g002 � g0g000)u4 + g02g00u3 � 2c2g00u� 4c2g0

�
u
@

@u
+

W

2R2
�
(g0g000 + g002)u+ 3g0g00

�
cu2

@

@v
;

où R(u) = R = u3g0g00 � c2:

L�opérateur �II de la relation (4.26), appliqué aux fonctions composantes de (4.23) donne

�IIr(u; v) =

0@ ug02A(u) + u2B(u)
ug0A(u) cos v � cA(u) sin v
ug0A(u) sin v + cA(u) cos v

1A ; (4.27)

où

A(u) =
W

2R2
�
(g002 + g0g000)u4 � g0g00u3 + 4c2

�
(4.28)

B(u) =
W

2R2
�
� 4g02g002u3 + c2(g002 + g0g000)u+ 7c2g0g00

�
: (4.29)

Remarque 4.3 Remarquons que

c2A(u)� u3B(u) = 2W: (4.30)

En utilisant la condition (4.1) et (4.27), on obtient8<:
a12u cos v + a13u sin v = ug

02A(u) + u2B(u)� a11(cv + g)
(ug0A(u)� a22u) cos v � (cA(u) + a23u) sin v = a21(cv + g)
(ug0A(u)� a33u) sin v + (cA(u)� a32u) cos v = a31(cv + g):

(4.31)

Les fonctions cos et sin sont linéairement indépendants, alors on obtient

a11 = a12 = a13 = a21 = a31 = 0; a22 = a33; a32 = �a23:

Posons a22 = a33 = � et a32 = �a23 = �; �; � 2 R: Le système (4.31) prend la forme8<:
g0A(u) = �
cA(u) = �u
g02A(u) + uB(u) = 0:

(4.32)
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Etudions (4.32) suivant les valeurs des constantes � et �:

a) Soit � = 0 et � 6= 0:

De (4.32), on obtient A00(u) = 0; ce qui est impossible. Donc il n�existe pas de surfaces
hélicoidales dans E31 satisfaisant la condition (4.1).

b) Soit � 6= 0 et � = 0:

Le système (4.32) est réduit à �
g0A(u) = �
A(u) = 0:

Par conséquent, � = 0 ce qui est absurde. Ainsi, il n�existe pas de surfaces hélicoidales dans
ce cas satisfaisant (4.1).

c) Soit � = � = 0:

Dans ce cas, le système (4.32) est réduit à�
A(u) = 0
B(u) = 0:

De (4.30) il vient W = 0; ce qui est impossible. Donc il n�existe pas de surfaces hélicoidales
dans E31 satisfaisant (4.1).

d) Soit � 6= 0 et � 6= 0.

Le système (4.32) est réduit à

g(u) =
�c

�
ln(u) + k; k 2 R:

Dans ce cas, les surfaces hélicoidales sont données par

r(u; v) =
�
cv +

�c

�
ln(u) + k; u cos v; u sin v

�
:

Théorème 4.5 Soit r : M2 ! E31 une immersion isométrique donnée par (4.23). Alors
�IIr = Ar; si et seulement si la surface M2 est paramétrée par

r(u; v) =
�
cv +

�c

�
ln(u) + k; u cos v; u sin v

�
:

Théorème 4.6 Si KG = a 2 Rnf0g; alors

�IIr(u; v) = 2"N: (4.33)

Preuve. D�après (4.25), on a

�g0g00u4 � 7c2g0g00u2 � c2g002u3 � 3g02g002u5 � 4c2u� g03g00u4 � 4c2g02u
= �(g0g000 + g03g000 + g002)u5 + c2g0g000u3 (4.34)
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D�après (4.28), (4.29) et (4.34), on a

uA(u)� u2B(u) =
W

2R2
�
g03g00u4 + 4c2g02u� g03g000u5 � g02g002u5

�
= g02uA(u): (4.35)

Donc d�après (4.27) et (4.35), on aura

�IIr(u; v) = �WA(u)N: (4.36)

De (4.30) et (4.35), il vient

A(u) =
�2"
W
: (4.37)

En utilisant (4.36) et (4.37), on obtient (4.33).

4.5 Surfaces hélicoidales de type IV

Dans ce paragraphe, on étudie les surfaces hélicoidales non dégénéréesM2 de E31 de type IV
sans points paraboliques, qui véri�ent la condition (4.1).

On peut supposer que f(u) = u; de sorte que la paramétrisation (4.5) devienne

r(u; v) =
�
u� v

2

2
h(u) + cv; (1� v

2

2
)g(u) +

v2

2
u+ cv;�vh(u)

�
; c 2 R; (4.38)

où h(u) = g(u)� u 6= 0; 8u 2 I:

On peut véri�er que
E = �1 + g02; F = ch0; G = h2;

L =
hh00

W
; M =

ch02

W
; N =

h2h0

W
; (4.39)

N =
1

W

�
h+ (1 +

v2

2
)hh0 � cvh0; h+ v

2

2
hh0 � cvh0; vhh0 � ch0

�
;

où W =
p
"gL(ru ^L rv; ru ^L rv) =

q
"(h0

�
(h2 � c2)h0 + 2h2

�
):

La courbure moyenne H et la courbure de Gauss KG sont

H =
1

2W 3

�
h03(h2 � 2c2) + h2(2h02 + hh00)

�
=

1

hh0

�
h2h0

W

�0
; (4.40)

KG =
h0

W 4

�
h3h00 � c2h03

�
: (4.41)

Remarque 4.4 ([10]) Si KG = 0; alors

h3h00 � c2h03 = 0: (4.42)
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Pour résoudre l�équation di¤érentielle (4.42), on pose h0 = P: On obtient alors

P
dP

dh
h3 � c2P 3 = 0:

On obtient alors l�équation

u+ c2 = �
c2

2h
� c1h; c1; c2 2 R:

Si c1 = 0; alors

h = � c2

2(u+ c2)
:

Par conséquent, la surface hélicoidale est donnée par

r(u; v) =
�
u+

c2v2

4(u+ c2)
+ cv; u� c

2(2� v2)
4(u+ c2)

+ cv;
c2v

2(u+ c2)

�
; c 2 R:

Si c1 6= 0; alors

h =
1

2c1

�
� (u+ c2)�

p
(u+ c2)2 � 2c1c2

�
; c1; c2; c 2 R:

Comme la surface M2 n�a pas de points paraboliques, on a

h0
�
h3h00 � c2h03

�
6= 0:

Supposons que LN �M2 > 0 (on a le même résultat si LN �M2 < 0).

D�après (1.14) et (4.39), on a

�II =
W

R

�
� h2h0 @

2

@u2
� hh00 @

2

@v2
+ 2ch02

@2

@u@v

�
� (4.43)

W

2R2
�
h4h002 + 2c2h03hh00 � h4h0h000 + h3h02h00 � 4c2h05

�
hh0

@

@u
�

W

2R2
�
� 3hh002 + 3h02)h00 + hh0h000

�
ch2h02

@

@v
;

où R(u) = R = h0
�
h3h00 � c2h03

�
:

L�opérateur �II de (4.43), appliqué aux fonctions composantes de (4.38) donne

�IIr(u; v) =

0BB@
h0
�
A(u)(h+ h0(cv � v2

2
h)) + h2B(u)

�
h0
�
A(u)(hg0 + h0(cv � v2

2
h)) + h2B(u)

�
h02(c� vh)A(u)

1CCA ; (4.44)

où

A(u) =
W

2R2
�
(�3h002 + h0h000)h4 � h02h00h3 + 4c2h05

�
; (4.45)

B(u) =
W

2R2
�
4h002h3 + (3c2h002 � c2h0h000)h0h� 7c2h03h00

�
: (4.46)
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Remarque 4.5 On a clairement

c2h03A(u) + h02h3B(u) = 2W: (4.47)

En utilisant la condition (4.1) et (4.44), on obtient8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

(h0hA(u) + h2h0B(u)� a11u� a12g) + (ch02A(u)� ca11 � ca12 + ha13)v
+h(�h02A(u) + a11 + a12)v

2

2
= 0

(h0hg0A(u) + h2h0B(u)� a21u� a22g) + (ch02A(u)� ca21 � ca22 + ha23)v
+h(�h02A(u) + a21 + a22)v

2

2
= 0

(ch02A(u)� a31u� a32g) + (�hh02A(u)� ca31 � ca32 + ha33)v
�h(a31 + a32)v

2

2
= 0:

(4.48)

Ces trois dernières équations peuvent être considérées comme des fonctions polynômiales de
variable v, nulles. Leurs coe¢ cients respectifs sont donc nuls, ce qui équivaut à

h0hA(u) + h2h0B(u)� a11u� a12g = 0 (4.49)

c(h02A(u)� a11 � a12) + ha13 = 0 (4.50)

�h02A(u) + a11 + a12 = 0 (4.51)

h0hg0A(u) + h2h0B(u)� a21u� a22g = 0 (4.52)

c(h02A(u)� a21 � a22) + ha23 = 0 (4.53)

�h02A(u) + a21 + a22 = 0 (4.54)

ch02A(u)� a31u� a32g = 0 (4.55)

�hh02A(u)� c(a31 + a32) + ha33 = 0 (4.56)

a31 + a32 = 0: (4.57)

D�après (4.50), (4.51) et (4.53), on déduit que

a13 = a23 = 0:

Si on compare (4.54) et (4.51), on déduit

a21 + a22 = a11 + a12: (4.58)

D�autre part, en combinant les équations (4.56), (4.57) on obtient

h02A(u) = a33: (4.59)

Si on combine (4.57) et (4.55) on arrive à

ch02A(u) = a32h: (4.60)
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De (4.59) et (4.60), il vient
a32h = ca33: (4.61)

En dérivant (4.61) par rapport à u on obtient a32 = 0 (car h0 6= 0). D�autre part, d�après
(4.57) et (4.61), on a

a33 = a31 = 0:

D�après (4.49) et (4.52), on a

h0A(u)(1� g0) = �h02A(u) = a12 � a22 = 0: (4.62)

Si on compare (4.62) et (4.58), on déduit a12 = a22 et a21 = a11:

De plus, d�après (4.54) on obtient a21 = �a22:

Posons a12 = a22 = � = �a21 = �a11: Le système (4.48) se réduit alors à�
A(u) = 0
hh0B(u) = �:

(4.63)

On traite deux cas :

Cas 1. � = 0.

Le système (4.63) donne A(u) = B(u) = 0: De l�équation (4.47) on déduit que W = 0; d�où
la contradiction. Donc il n�existe pas de surfaces hélicoidales dans E31 satisfaisant (4.1).

Cas 2. � 6= 0.

De (4.63) il vient

B(u) =
�

hh0
:

En remplaçant cette dernière valeur de B(u) dans (4.47), on obtient

h0h2

W
=
2

�
: (4.64)

Alors, l�équation (4.64) donne H = 0, ce qui signi�e que ces surfaces sont minimales.

Finalement, on peut énoncer le

Théorème 4.7 Soit r : M2 ! E31 une immersion isométrique donnée par (4.38). Alors
�IIr = Ar; si et seulement si la surface M2 est minimale.

Théorème 4.8 Si KG = a 2 Rnf0g; alors

�IIr(u; v) = 2"N: (4.65)
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Preuve. D�après (4.41), on a

�2h00h03h4 � h00h04h4 � 3h02h002h5 � 2h0h002h5 � 7c2h04h00h2 + 3c2h02h002h3 =
c2h03h000h3 � 2h02h000h5 � 8c2hh06 � h03h000h5 � 4c2hh07: (4.66)

D�après (4.45), (4.46) et (4.66), on a

hh02A(u) + h0h2B(u) =
W

2R2
�
� 2h02h000h5 + 2h00h03h4 � 8c2hh06 + 6h0h002h5

�
= �2h0hA(u): (4.67)

Donc d�après (4.44) et (4.67), on aura

�IIr(u; v) = �h0WA(u)N: (4.68)

De (4.47) et (4.67), il vient

h0A(u) = � 2

W
: (4.69)

En utilisant (4.68) et (4.69), on obtient (4.65).



Chapitre 5

Surfaces hélicoidales dans l�espace
3-dimensionnel de Lorentz-Minkowski
satisfaisant la condition �IIIr = Ar

Dans ce chapitre, on donne une classi�cation des surfaces hélicoidales dans l�espace 3-
dimensionnel de Lorentz-Minkowski qui véri�ent la condition

�IIIr = Ar; (5.1)

où �III est l�opérateur de Laplace associé à la troisième forme fondamentale et A est une
matrice carrée réelle d�ordre 3. On donnera également les formes explicites de ces surfaces
[48].

Dans [49], S. Stamatakis et H. Al-Zoubi ont donné une classi�cation des surfaces de révolution
sans points paraboliques dans E3 satisfaisant la condition (5.1).

Dans [38], G. Kaimakamis, B.J. Papantoniou et K. Petoumenos ont donné une classi�cation
des surfaces de révolution dans E31 satisfaisant (5.1).

C. W. Lee, Y. H. Kim et D. W. Yoon [41] ont étudié les surfaces réglées dans E31 satisfaisant
(5.1).

5.1 Surfaces hélicoidales de type I, II

Dans ce paragraphe, on étudie les surfaces hélicoidales non dégénéréesM2 de E31 sans points
paraboliques, qui véri�ent la condition (5.1).

Supposons que la surface M2 s�exprime par (4.6).
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Les coe¢ cients de la troisième forme fondamentale associée à M2 sont

e11 =
"

W 4

�
u4g002 � c2(ug00 + g0)2 � c2

�
; (5.2)

e12 =
�c
W 2

(ug00 + g0);

e22 =
1

W 2
(c2 � u2g02);

e11 =
1

W 4K2
G

(c2 � u2g02); e12 = c

W 4K2
G

(ug00 + g0)

e22 =
"

W 6K2
G

(u4g002 � c2(ug00 + g0)2 � c2):

Donc p
jej = "1R

W 3
; "1 = �1; R = u3g0g00 + c2:

Proposition 5.1 Si H = 0; alors

g(u) = �
Z r

a2(u2 � c2)
"u4 � a2u2 du+ b; a; b 2 R: (5.3)

Preuve. Si H = 0; alors �
u2g0

W

�0
= 0 (5.4)

D�après (5.4), on a
u2g0 = aW; a 2 R: (5.5)

L�équation (5.5) donne

g02 =
a2(u2 � c2)
"u4 � a2u2 ; (5.6)

La solution générale de (5.6) est

g(u) = �
Z r

a2(u2 � c2)
"u4 � a2u2 du+ b; a; b 2 R:

Comme la surface M2 n�a pas de points paraboliques, on a

u3g0g00 + c2 6= 0; 8u 2 I:

Supposons que LN �M2 > 0 (on a le même résultat si LN �M2 < 0).

Rappelons que si ' :M2 ! R; (u; v) 7! '(u; v) est une fonction régulière alors

�III' =
�1p

je11e22 � e212j

  
e22'u � e12'vp
je11e22 � e212j

!
u

�
 
e12'u � e11'vp
je11e22 � e212j

!
v

!
; (5.7)
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où e11, e12 et e22 sont les coe¢ cients de la troisième forme fondamentale associée à la surface
M2.

D�après (5.2) et (5.7), on a

�III = �"W
3

R

� ""1
WR2

�
� "W 2u3g0g000(c2 � u2g02) + c4u� 3c2u3g02 +

3c4g02u� 3c2g04u3 + 6c4g0g00u2 � 4c2g0g00u4 + c2g02g002u5 �

2g04g002u7 � g02g002u7 � c2g002u5 + c4g002u3 � 6c2g03g00u4
� @
@u
+

c""1
WR2

�
"W 2ug000(c2 � g02u2)� g0g002u5 � 2g00g02u4 � 2g04g00u4 + (5.8)

3c2g0g002u3 + 3c2g00u2 + c2g0u+ 7c2g00g02u2 + c2g03u� 2c4g00 +

c2g003u4 � g003u6
� @
@v
+

2"1Wc(ug
00 + g0)

R

@2

@u@v
+
"1W (c

2 � g02u2)
R

@2

@u2
+

""1(g
002u4 � c2(ug00 + g0)2 � c2)

WR

@2

@v2
��
:

En utilisant (4.6) et (5.8), on obtient8<:
�III(u sinh v) = P (u) cosh v +Q(u) sinh v
�III(u cosh v) = Q(u) cosh v + P (u) sinh v
�III(cv + g(u)) = T (u)

(5.9)

où

P (u) = �"W
2

R3
�
"cW 2u2g000(c2 � g02u2)� cg003u7 + c(1 + 2g02)g0g002u6 (5.10)

+c3g003u5 + c3g0g002u4 + c3(7g02 + 5)g00u3 + 3c3(1 + g02)g0u2

�4c5g00u� 2c5g0
�
;

Q(u) = �"W
2

R3
�
"W 2u3g0g000(g02u2 � c2) + 2c4g02u+ 4c4g00g0u2 (5.11)

�3c2(g02 + g04)u3 � c2(7g03g00 + 5g00g0)u4 � c2g02g002u5

�c2g003g0u6 � (2g04g002 + g02g002)u7 + g003g0u8
�
;

T (u) = �"W
2

R3
�
"W 2ug000(c2 � g02u2)2 + (�3g02 � 2)g03g002u7 � (5.12)

c2g003u6 + c2(3g02 � 1)g0g002u5 + c2(c2g002 � 7g02 � 9g04)g00u4

+3c2(c2g002 � g04 � g02)g0u3 + c4(15g02 + 4)g00u2

+2c4(2g02 + 1)g0u� 3c6g00
�
:

Remarque 5.1 Remarquons que

ug0P (u) + cQ(u) = 0 (5.13)

(c2 � g02u2)P (u)� cuT (u) = "cW

�
2H

KG

�
: (5.14)
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En utilisant (5.9) et (5.1) pour la surface hélicoidale décrite par (4.6), on obtient le système8<:
(P (u)� a12u) cosh v + (Q(u)� a11u) sinh v � a13(cv + g) = 0
(Q(u)� a22u) cosh v + (P (u)� a21u) sinh v � a23(cv + g) = 0
a31u sinh v + a32u cosh v + a33(cv + g)� T (u) = 0:

(5.15)

Les fonctions cos et sin sont linéairement indépendants, alors on obtient

a32 = a31 = a33 = a13 = a23 = 0:

Posons a11 = a22 = � et a12 = a21 = �; �; � 2 R:

Par suite, le système (5.15) devient 8<:
Q(u) = �u
P (u) = �u
T (u) = 0:

(5.16)

Ainsi, le problème de la classi�cation des surfaces hélicoidales non dégénérées M2 véri�ant
(5.1) est réduit à la résolution du système d�équations di¤érentielles ordinaires. Etudions
(5.16) suivant les valeurs des constantes � et �:

A) Si � = 0 et � 6= 0; le système di¤érentiel (5.16) se réduira dans ce cas à :8<:
g0P (u) = 0
P (u) = �u
T (u) = 0:

Mais dans ce cas g0 = 0 et de (5.10) il vient P (u) = 0: Ceci est une contradiction, donc il
n�existe pas de surfaces hélicoidales dans ce cas.

B) Si � 6= 0 et � = 0; le système (5.16) est réduit à8<:
g0P (u) = ��c
P (u) = 0
T (u) = 0:

Ainsi, on aboutit à une contradiction. Dans ce cas, il n�existe pas de surfaces hélicoidales
dans E31.

C) Si � = � = 0; le système (5.16) est réduit à8<:
P (u) = 0
Q(u) = 0
T (u) = 0:

En substituant (5.3) dans (5.11) on trouve Q(u) = 0: En utilisant (5.14), on obtient P (u) = 0
et T (u) = 0: L�équation (5.14) donne H = 0, ce qui signi�e que ces surfaces sont minimales.
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D) Si � 6= 0 et � 6= 0; le système (5.16) est réduit à

g(u) = ��c
�
ln(u) + k; k 2 R: (5.17)

En substituant (5.17) dans (5.11) on trouve Q(u) = 0: On conclut que � = � = 0: Ceci
contredit notre supposition, et alors il n�existe pas de surfaces hélicoidales non dégénérées
M2 de E31 dans ce cas.

Finalement, on peut énoncer le

Théorème 5.1 Soit r : M2 ! E31 une immersion isométrique donnée par (4.6). Alors
�IIIr = Ar; si et seulement si la surface M2 est minimale.

Théorème 5.2 Si 2H
KG
= � 2 Rnf0g; alors

�IIIr(u; v) =
2H

KG

N:

Preuve. En dérivant 2H
KG
, on obtient

W 4ug000(u2g02 � c2) = 14c2g02g00u4 + 2c2g0g002u5 + g0g002u7 � 3c2g03g002u5

+4g03g002u7 + 3g05g002u7 � 3c4g0g002u3 + 3c2g0u3 (5.18)

+6c2g03u3 � 4c4g0u� 8c4g00u2 + 5c2g00u4 + 3c2g05u3

�4c4g03u� 15c4g00g02u2 + 3c6g00 + 2c2g003u6 � g003u8

+9c2g04g00u4 � c4g003u4:

En substituant (5.18) dans (5.10) on trouve

P (u) = � 1

R3
�
� 2c3g02g00u5 � 2c3g0g002u6 + 2c3g03g002u6 � cg002g03u8 (5.19)

�cg002g05u8 + 2c5g0g002u4 � c5g0u2 � c5g00u3 � c5g03u2 + c7ug00

+4c5g00g02u3 � 2c3g04g00u5 � cg02g003u9 + c3g02g003u7 + 2c7g0
�
:

De (5.18) et (5.12) il vient

T (u) = � 1

R3
�
� 2c2g02g00u6 � 2c2g0g002u7 + 2c2g03g002u7 � g002g03u9 (5.20)

�g002g05u9 + 2c4g0g002u5 � c4g0u3 � c4g00u4 � c4g03u3 + c6u2g00

+4c4g00g02u4 � 2c2g04g00u6 � g02g003u10 + c2g02g003u8 + 2c6ug0
�
:

Si on combine (5.19) et (5.20) on arrive à

cT (u) = uP (u): (5.21)
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D�après (5.9), (5.13) et (5.21), on a

�IIIr(u; v) = (�III(u sinh v);�III(u cosh v);�III(cv + g(u)))

= (P (u) cosh v +Q(u) sinh v;Q(u) cosh v + P (u) sinh v; T (u))

= �P (u)
c
(ug0 sinh v � c cosh v; ug0 cosh v � c sinh v;�u)

= �WP (u)
c

N:

D�après (5.14) et (5.21), on a

�WP (u)
c

=
2H

KG

:

Par conséquent,

�IIIr(u; v) =
2H

KG

N:

5.2 Surfaces hélicoidales de type III

Dans ce paragraphe, on étudie les surfaces hélicoidales non dégénérées M2 de E31 de type
III sans points paraboliques, qui véri�ent la condition (5.1).

Supposons que la surface M2 soit donnée par (4.23).

Les coe¢ cients de la troisième forme fondamentale associée à M2 sont

e11 =
"

W 4

�
u4g002 � c2(ug00 + g0)2 + c2

�
; (5.22)

e12 =
�c
W 2

(ug00 + g0); e22 =
1

W 2
(u2g02 + c2):

Donc p
jej = "1R

W 3
; "1 = �1;

où R = u3g0g00 � c2 et W =
p
"gL(ru ^L rv; ru ^L rv) =

p
"(u2(1� g02)� c2).

La courbure moyenne H et la courbure de Gauss KG sont

H =

�
u2g0(1� g02)� 2c2g0 � ug00(c2 � u2)

�
2W 3

=
1

2u

�
u2g0

W

�0
(5.23)

et

KG =

�
u3g0g00 � c2

�
W 4

:

Proposition 5.2 Si H = 0, alors

g(u) = "

Z r
a2(u2 � c2)
"u4 + a2u2

du+ b; " = �1; a; b 2 R: (5.24)
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Preuve. Si H = 0, alors
u2g0 = aW; a 2 R: (5.25)

L�équation (5.25) donne

g02 =
a2(u2 � c2)
"u4 + a2u2

: (5.26)

La solution générale de (5.26) est

g(u) = "

Z r
a2(u2 � c2)
"u4 + a2u2

du+ b; " = �1; a; b 2 R:

Comme la surface M2 n�a pas de points paraboliques, on a

u3g0g00 � c2 6= 0:

Supposons que LN �M2 > 0 (on a le même résultat si LN �M2 < 0).

D�après (5.22) et (5.7), on a

�III =
"W 3

R

� ""1
WR2

�
"W 2u3g0g000(c2 + g02u2) + (2g02 � 1)g02g002u7 +

c2(g02 + 1)g002u5 + c2(4� 6g02)g0g00u4 + c2(3g02 � 3g04 � c2g002)u3 �

6c4g0g00u2 + c4(1� 3g02)u
� @
@u
+

""1c

WR2
�
"W 2ug000(c2 + g02u2) + g003u6 + g0g002u5 + (5.27)

(2g02 � 2g04 � c2g002)g00u4 � 3c2g0g002u3 + c2(3� 7g02)g00u2 +

c2(1� g02)g0u� 2c4g00
� @
@v
��

2"1Wc(ug
00 + g0)

R

�
@2

@u@v
�
�
"1W (c

2 + g02u2)

R

�
@2

@u2
��

""1(�g002u4 + c2(ug00 + g0)2 � c2)
WR

�
@2

@v2
��

En utilisant (5.27) et (4.23), on obtient8<:
�III(cv + g(u)) = T (u)
�III(u cos v) = P (u) cos v +Q(u) sin v
�III(u sin v) = �Q(u) cos v + P (u) sin v;

(5.28)

où

P (u) =
"W 2

R3
�
"W 2u3g0g000(c2 + g02u2) + g0g003u8 + (2g02 � 1)g02g002u7 (5.29)

�c2g0g003u6 � c2g02g002u5 + c2(5� 7g02)g0g00u4 + 3c2(1� g02)g02u3

�4c4g0g00u2 � 2c4g02u
�
;
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Q(u) =
�"W 2

R3
�
"cW 2u2g000(c2 + g02u2) + cg003u7 + c(�1 + 2g02)g0g002u6 (5.30)

�c3g003u5 � c3g0g002u4 + (�7g02 + 5)c3g00u3 + 3c3g0(1� g02)u2

�4c5g00u� 2c5g0
�
;

T (u) =
"W 2

R3
�
"W 2ug000(c2 + g02u2)2 + (3g05g002 � 2g03g002)u7 + c2g003u6 +

(3c2g03g002 + c2g0g002)u5 + (�c4g003 + 7c2g02g00 � 9c2g04g00)u4 + (5.31)

(�3c4g0g002 � 3c2g05 + 3c2g03)u3 + (�15c4g02g00 + 4c4g00)u2 +
(�4c4g03 + 2c4g0)u� 3c6g00

�
:

Remarque 5.2 Remarquons que

cuT (u) + (c2 + g02u2)Q(u) = �cW"
�
2H

KG

�
(5.32)

cP (u) + ug0Q(u) = 0: (5.33)

En utilisant (5.27) et (5.1) pour la surface hélicoidale décrite par (4.23), on obtient le système8<:
a12u cos v + a13u sin v + a11(cv + g) = T (u)
(P (u)� a22u) cos v + (Q(u)� a23u) sin v � a21(cv + g) = 0
(Q(u) + a32u) cos v � (P (u)� a33u) sin v + a31(cv + g) = 0:

(5.34)

Les fonctions cos et sin sont linéairement indépendants, alors on obtient

a11 = a12 = a13 = a21 = a31 = 0; a22 = a33; a32 = �a23:

Posons a22 = a33 = � et �a32 = a23 = �; �; � 2 R:

Par suite, le système (5.34) devient 8<:
P (u) = �u
Q(u) = �u
T (u) = 0:

(5.35)

Ainsi, le problème de la classi�cation des surfaces hélicoidales non dégénérées M2 véri�ant
(5.1) est réduit à la résolution du système d�équations di¤érentielles ordinaires. Etudions
(5.35) suivant les valeurs des constantes � et �:

A) Si � = 0 et � 6= 0; le système di¤érentiel (5.35) devient8<:
P (u) = 0
Q(u) = �u
T (u) = 0:

Mais dans ce cas g0 = 0 et de (5.30) il vient Q(u) = 0: Ceci est une contradiction, donc il
n�existe pas de surfaces hélicoidales dans ce cas.
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B) Si � 6= 0 et � = 0; le système (5.35) est réduit à8<:
g0Q(u) = ��c
Q(u) = 0
T (u) = 0:

Ainsi, on aboutit à une contradiction. Dans ce cas, il n�existe pas de surfaces hélicoidales
dans E31.

C) Si � = � = 0; le système (5.35) est réduit à8<:
g0Q(u) = 0
Q(u) = 0
T (u) = 0:

En substituant (5.24) dans (5.29) on trouve P (u) = 0: En utilisant (5.32), on obtient P (u) =
0 et T (u) = 0: L�équation (5.32) donneH = 0, ce qui signi�e que ces surfaces sont minimales.

D) Si � 6= 0 et � 6= 0; le système (5.35) est réduit à

g(u) = ��c
�
ln(u) + k; k 2 R: (5.36)

En substituant (5.36) dans (5.30) on trouve Q(u) = 0: On conclut que � = � = 0: Ceci
contredit notre supposition, et alors il n�existe pas de surfaces hélicoidales non dégénérées
M2 de E31 dans ce cas.

Finalement, on peut énoncer le

Théorème 5.3 Soit r : M2 ! E31 une immersion isométrique donnée par (4.23). Alors
�IIIr = Ar; si et seulement si la surface M2 est minimale.

Théorème 5.4 Si 2H
KG
= � 2 Rnf0g; alors

�IIIr(u; v) =
2H

KG

N:

Preuve. En dérivant 2H
KG
, on obtient

W 4ug000(u2g02 + c2) = 14c2g02g00u4 + 2c2g0g002u5 + g0g002u7 + 3c2g03g002u5

�4g03g002u7 + 3g05g002u7 � 3c4g0g002u3 � 3c2g0u3 (5.37)

+6c2g03u3 + 4c4g0u+ 8c4g00u2 � 5c2g00u4 � 3c2g05u3

�4c4g03u� 15c4g00g02u2 � 3c6g00 + 2c2g003u6 � g003u8

�9c2g04g00u4 � c4g003u4:
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En substituant (5.37) dans (5.30) on trouve

Q(u) = � 1

R3
�
2c3g02g00u5 + 2c3g0g002u6 + 2c3g03g002u6 � cg002g03u8 (5.38)

+cg002g05u8 � 2c5g0g002u4 � c5g0u2 � c5g00u3 + c5g03u2 + c7ug00

�4c5g00g02u3 � 2c3g04g00u5 � cg02g003u9 + c3g02g003u7 + 2c7g0
�
:

De (5.37) et (5.31) il vient

T (u) = � 1

R3
�
2c2g02g00u6 + 2c2g0g002u7 + 2c2g03g002u7 � g002g03u9 (5.39)

+g002g05u9 � 2c4g0g002u5 � c4g0u3 � c4g00u4 + c4g03u3 + c6u2g00

�4c4g00g02u4 � 2c2g04g00u6 � g02g003u10 + c2g02g003u8 + 2c6ug0
�
:

Si on combine (5.38) et (5.39) on arrive à

cT (u) = �uQ(u): (5.40)

D�après (5.28), (5.33) et (5.40), on a

�IIIr(u; v) = (�III(cv + g(u));�III(u cos v);�III(u sin v))

= (T (u); P (u) cos v +Q(u) sin v;�Q(u) cos v + P (u) sin v)

= �Q(u)
c
(u; ug0 cos v � c sin v; ug0 sin v + c cos v)

=
WQ(u)

c
N:

D�après (5.32) et (5.40), on a
WQ(u)

c
=
2H

KG

:

Par conséquent,

�IIIr(u; v) =
2H

KG

N:
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